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Abstract:

The work carried out in this thesis concerns the mathematical modeling of some biological
phenomena and the qualitative study of the models thus obtained by applying the theory of

dynamical systems (theory of stability, normal form, bifurcations).

This study led us to formulate an algebraic-differential system with a functional response
of Holling type IlI, composed of two differential equations and an algebraic equation. This

system describes the biological and economic aspects of a predator-prey model.

A systematic study of the dynamics of this model was carried out by considering the
economic profit as a parameter of bifurcation. First, we examined the existence of the
positive equilibrium points according to the economic profit and we found that the system
has an even number of positive equilibrium points between 0 and 8. In addition, we have
shown that the system can generate a Hopf bifurcation (change from a stationary state to a
periodic state) and that the variation in the economic profit causes the destabilization of the
equilibrium (the state of the prey population, the predator population, and the harvesting
effort becomes unstable when the economic revenu exceeds the bifurcation value). The
presence of this type of bifurcation has been proven using the theory of normal form. This
shows that the proposed system is of a particular importance, because its dynamics are very
rich (several stationary states and periodic states), in addition the diversity of the positive
equilibrium points and limit cycles gives more opportunities in the theory control to choose

the states that represent the ideal performance of the ecosystem.

The study carried out allowed us to highlight that it is important for the governments to
keep the harvest revenues at an ideal level in order to maintain the sustainable development

of the predator-prey ecosystem.

Finally, we performed numerical simulations to illustrate and confirm our theoretical

results.

Keywords: Algebraic-Differential System, Ecosystem, Harvesting, Stability, Hopf Bifurcation.



Résumeé:

Le travail réalisé dans la présente these porte sur la modélisation mathématique de
quelques phénomeénes biologiques et 1'étude qualitative des modeéles ainsi obtenus en
appliquant la théorie des systemes dynamiques (théorie de stabilité, forme normale,

bifurcations).

Cette étude nous a conduit a construire un systéme algébro-différentiel avec une
réponse fonctionnelle de type Holling III, composé de deux équations différentielles et une
équation algébrique. Ce systéme décrit les aspects biologiques et économiques d'un

modele proie-prédateur.

Une étude systématique de la dynamique de ce modele a été réalisé en considérant le
profit économique comme un parametre de bifurcation. En premier temps, nous avons
examiné l'existence des points d'équilibre positifs selon le profit économique et nous
avons trouvé que le systeme possede un nombre pair d'équilibres positifs entre 0 et 8. De
plus, nous avons montré que le systéme peut générer une bifurcation de Hopf
(changement d'un état stationnaire vers un état périodique) et que la variation du profit
économique provoque la déstabilisation de 1'équilibre (1'état de la population de proies, de
prédateurs, et I'effort de récolte devient instables lorsque le revenu économique dépasse
la valeur de bifurcation). La présence de ce type de bifurcation a été prouvé en utilisant la
théorie de la forme normale. Ce qui montre que le systeme proposé est d'une importance
particuliere, car sa dynamique est trés riche (plusieurs d'états stationnaires, des états
périodiques), en plus la diversité des équilibres positifs et des cycles limites donne plus
d'occasions en théorie de controle pour choisir les états qui représentent la performance

idéal de I'écosysteme.

L'étude effectué nous a permet de mettre en évidence qu'il est important pour les
gouvernements de garder les revenus de la récolte a un niveau idéal afin de maintenir le

développement durable de I'écosysteme proie-prédateur.

Enfin, nous avons effectué des simulations numériques pour illustrer et confirmer nos

résultats théoriques.

Mots-clés: Systeme Algébro-Différentiel, Ecosysteme, Récolte, Stabilité, Bifurcation de

Hopf.
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Introduction générale

avie estla technologie la plus complexe dans la planete. C’est aussi la plus puissante
L [1]. 'homme a toujours cherché a découvrir son environnement et comprendre les
phénomeénes qui l'entourent afin d’améliorer les différents aspects de sa vie quotidienne
en termes de nutrition, de santé, de transport, de sécurité et de protection. De plus, il
fait face a des problemes environnementaux et de santé publique les plus difficiles
et il a essayé de les expliquer et bien les exploiter pour son meilleur intérét. L'un
parmi les domaines de recherches les plus fertiles est celui de la biologie mathématique
qui semble avoir récemment intéressé de nombreux mathématiciens et écologistes qui
essaient d’utiliser différents techniques et outils mathématiques, y compris théoriques
et appliqués, pour modéliser et comprendre les phénomenes biologiques.
Malgré la perception des gens que les mathématiques et la biologie sont séparées, il
y a toujours eu des modeles exceptionnels a travers lesquels les mathématiques pour-
raient expliquer des phénomenes biologiques complexes. L'histoire de 1'utilisation des
mathématiques pour expliquer les phénomenes biologiques remonte aux travaux de
le mathématicien italien Fibonacci [2] en 1202, qui a utilisé sa suite pour expliquer la
croissance d"un groupe de lapins dans des circonstances idéales. Mais depuis le travail
de Fibonacci jusqu’aux études récentes, il y a une histoire de réalisations mathéma-
tiques dans tous les aspects de la biologie, surtout a ce moment ot la théorie du chaos
est entrée pour expliquer des problemes biologiques, épidémiologiques et médicaux
qui sont souvent des systemes complexes. Généralement, les études mathématiques
ont aidés non seulement a mieux comprendre les problémes biologiques mais aussi a
trouver des solutions dans certains cas comme la prédiction. Les modéles mathéma-
tiques en biologie allant des populations aux épidémies en passant par les phénomenes
physiques, sont souvent exprimés en termes d’équations différentielles, d’équations
aux dérivées partielles et d’équations aux différences. La raison d’utiliser ces types de
modeles est que les processus biologiques sont dynamiques, changeants en fonction du

temps, de 1’espace ou du stade de développement. Les modeles d’équations différen-



tielles d’interactions entre les populations sont I'une parmi les applications classiques
des mathématiques en biologie.

Enrevanche, dans la littérature, on retrouve souvent le concept d’équations algébro-
différentielles (EAD). La premiére occurrence de ce terme se trouve dans le titre du
papier de Gear [3] et a la méme année son célebre livre [4] ol1 il considéra des exemples
d’analyse de circuits électroniques. Les équations algébro-différentielles sont également
connues sous le nom de systémes singuliers, systémes contraints, systémes singuliére-
ment perturbés, systemes dégénérés ou systemes d’espace d’états généralisés [5]. Ce
type de systemes est une généralisation des équations différentielles ordinaires (EDO)
pour lesquelles il existe une littérature tres riche a la fois pour la théorie mathématique
et la solution numérique [6]. Les origines de la théorie des EAD remontent aux travaux
de Kirchhoff en 1847 ou il publie ses lois de circuits qui décrivent les propriétés de
conservation des circuits électriques [7]. Apres les travaux de Kirchhoff, les chercheurs
K. Weierstrass et plus tard L. Kronecker étudiérent les systémes singuliers et propo-
sérent une théorie élégante et fondamentale jusqu’a maintenant pour comprendre les
propriétés spécifiques des EAD [8]. Récemment, il y a eu un grand intérét pour les
applications des équations algébro-différentielles a I’analyse d’une grande variété de
systémes pratiques qui contiennent des contraintes telles que les systemes électriques,
I'ingénierie aérospatiale, les processus chimiques, les systémes socio-économiques et
I'analyse de réseau, etc. Avec une attention particuliére, la théorie des systemes sin-
guliers est également utilisée pour modéliser les systémes biologiques dans le monde
réel. IIs conviennent pour décrire des systemes qui évoluent en fonction de temps. Par
rapport aux systemes différentiels ordinaires, I’avantage qu’ils offrent c’est qu’ils sont
généralement plus faciles a formuler. Mais le prix payé c’est qu’ils sont plus difficiles a
gérer car ils présentent une dynamique plus compliquée que les modeles différentiels
ordinaires [9]. Le plus souvent, les EAD sont considérés comme des systemes cou-
plés d’équations différentielles ordinaires et de contraintes algébriques ou comme des
champs de vecteurs sur des variétés.

L'objectif de cette these est de présenter et d’étudier quelques modeles biologiques
classiques en utilisant la théorie des systemes dynamiques (stabilité, bifurcations et
chaos), puis de proposer des modifications sur les modeles étudiés afin de les améliorer.
Dans ce contexte, nous avons organisé notre travail en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé brievement quelques aspects fonda-
mentaux et résultats généraux de la théorie des systémes dynamiques. En particulier
les techniques d’analyse des systémes dynamiques, y compris 'analyse du plan de

phase, la stabilité, les bifurcations et le chaos. L’objectif de ce chapitre est de donner les



éléments principaux de ces concepts de la fagon la plus simple pour mieux comprendre
I'application de ces notions dans le domaine qui nous concerne.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons donné une présentation élémentaire des
équations algébro-différentielles et nous avons indiqué les caractéristiques importantes
de ces équations. De plus, nous avons considéré les formes spéciales des EAD et nous
avons introduit plusieurs concepts d'index bien connus. Enfin, nous avons présenté une
analyse de stabilité des EAD semi-explicites et nous avons rappelé quelques structures
de bifurcations locales de la frontiere de faisabilité.

Le troisieme chapitre, comprend quelques aspects mathématiques qui nous per-
mettent de connaitre les outils principaux pour modéliser la dynamique des popu-
lations en se concentrant sur certains modéles bien connus des population en évolu-
tion telle que la croissance d"une seule espece et les interactions entre les populations
(prédation, compétition et mutualisme). Une attention particuliere est accordée a la
modélisation des populations récoltés (pécherie,...), des modéles économiques et des
systémes structuré par age. Enfin, nous avons introduit quelques concepts de base de
I'épidémiologie.

Dans le dernier chapitre, nous avons formulé un nouveau systéme algébro-différentiel
bio-économique représentant les aspects biologiques et économiques. Ensuite, nous
avons appliqué les techniques mathématiques et les idées de base des chapitres précé-
dents pour comprendre le comportement du modele, y compris 1'existence des points
d’équilibres et leurs nombres, la stabilité de ces points, la bifurcation de Hopf. Enfin,
grace a une simulation numérique, nous avons vérifié 'efficacité des résultats obtenus
du c6tés économique et biologique. Ce chapitre a fait 1'objet d"une publication : “Sta-
bility and Hopf bifurcation of the coexistence equilibrium for a differential-algebraic
biological economic system with predator harvesting” [10].

Finalement, nous avons conclu cette thése par une conclusion générale ol nous
avons expliqué 1'efficacité des résultats obtenus. De plus, nous avons suggéré de nou-

velles avenues, des améliorations pour la recherche et quelques perspectives.



Chapitre 1

Concepts de base sur les systemes

dynamiques

La dynamique est un processus évolutif temporel. Il peut étre déterministe ou sto-
chastique [11]. Le systeme d’équations correspondant est appelé systeme dynamique.
La notion de systéme dynamique comprend un ensemble de ses états possibles (espace
d’états) et une loi d’évolution de 1’état en fonction du temps [12]. Généralement, un
systeme de n équations différentielles du premier ordre dans I'espace R" est appelé
un systeme dynamique de dimension n qui détermine le comportement temporel du
processus évolutif. Deux types principaux de systémes dynamiques sont rencontrés
dans les applications : ceux pour lesquels la variable de temps est discréte (t € Z or IN)
et ceux pour lesquels elle est continue (¢t € R). Le processus en temps continu est re-
présenté par des équations différentielles, tandis que le processus en temps discret est
représenté par des équations aux différence (ou des applications).

Quelques exemples de systémes dynamiques :
i) Le balancement d’un pendule est régi par 1’'équation

5c'+%sinx:0, (1.1)

ou x est I'angle du pendule, g est 'accélération en raison de la gravité et L est la

longueur du pendule. Le systeme équivalent est non linéaire :

X1 = X
Xp = - g sin x (12)
2 = 71 .
ii) Systemes newtoniens régis par la loi du mouvement de Newton
mX = F(x, %), (m = mass, F = Force), (1.3)



cette équation peut étre exprimée comme un systeme dynamique de dimension

deux dans le plan xy de la forme

X =y,

(1.4)
j o= Ry

ot la dynamique est un ensemble de trajectoires donnant 1’évolution temporelle
du mouvement.
iii) Le modele de croissance exponentielle d"une seule population est exprimé ma-

thématiquement par

dx

i rx, avec x=Xxp a t=+t, (1.5)

ou r > 0 est le parametre de croissance de population.

1.1 Systémes dynamiques continus

Les systémes dynamiques en temps-continu peuvent-étre décrits mathématique-
ment comme suit [11]

dx
k= fx,t), (1.6)

oux = x(t) € R" (t € I C RR) est le vecteur qui représente la dynamique d'un systéme
a temps continu et f(x, t) est une fonction suffisamment réguliere définie sur un sous-
ensemble U C R"XIR. La variable t est généralement interprété comme du temps. Le c6té
droit de I’équation (1.6) a une dépendance explicite du temps, dans ce cas, le systeme
est appelé un systéeme non autonome. Tandis qu’il est appelé un systeme autonome si
le co6té droit de (1.6) ne dépend pas du temps explicitement (i.e. les trajectoires d"un tel

systeme ne changent pas en fonction du temps). Donc le systeme (1.6) devient
x = f(x). (1.7)
Pour ce qui suit, nous nous intéresserons aux systemes autonomes.

Définition 1.1.1. [11] (Flot) Le processus d’évolution temporelle peut étre décrit comme un

flot du champ de vecteur. Mathématiquement, le flot est défini par
¢i(x) : U - R,

ot Pi(x) = P(t, x) est une fonction vectorielle réguliere dépend dex € U C R" et det € I C R
et satisfait I'équation :

d

Z61(0) = f(u0). (18)

Le flot ¢(x) satisfait les propriétés suivantes :



(a) po =1d,
(b) ¢t+s = th o (Ps-

On donne souvent une condition initiale
X(O) =Xy € L[, (19)
augquel cas on cherche une solution ¢(t, xo) tel que

(0, x0) = xo, (1.10)
(parfois, nous écrivons la solution comme x(t, xo), ou simplement x(t)).

Théoreme 1.1.1. [13] (Existence et unicité des solutions) Soit U C R" un sous-ensemble
ouvert de l'espace Euclidien réel, soit f : U — IR" une application différentiable et continue
(C!) et soit xo € U. Donc, il existe un certain constant ¢ > 0 et une solution unique ¢(., xo) :

(=c,c) — U satisfait I'équation différentielle (1.7) avec la condition initiale x(0) = xo.

Définition 1.1.2. [13] (Orbite et portrait de phase) La fonction réguliere ¢(.,xo) : [ — R”
définie une courbe de solutions, trajectoire, ou orbite du systeme continue (1.7) basé sur xj.

L’ensemble de toutes les trajectoires qualitatives du systeme est appelé portrait de phase.

Définition 1.1.3. [12] (Cycle) Un cycle est une orbite périodique ou autrement dit c’est une
orbite qui n’est pas un équilibre Ly tel que chaque point x, € Ly satisfait (t + To, xo) = P(t, xo)

avec certain Ty > 0, pour toute t € I.

Définition 1.1.4. [14] (Ensembles limites) Etant donné un champ de vecteur f(x) par x =
f(x), x € R?, le point a est dite un point w—limite de x € U C R" s'il existe une suite
(t,) = +oo lorsque n — oo tel que nl_l}I}loo O(ty, x) = a, et dite un point a—limite s’il existe une
suite (t,) — —oo lorsque n — +oo tel que nl_iﬂo P(ty, x) = a.

L'ensemble de tous les points w—limite de x s’appelle I'ensemble w—limite, L, (x). De méme
L,(x) s’appelle l'ensemble a—limite. En générale, I'ensemble limite L(x) est I"ensemble de tous

les points limites de x € U.

Définition 1.1.5. [14] (Cycle limite) Un cycle limite est une orbite fermée y tel que soit

Y € Ly(x) oit y C Ly(x) pour certains x ¢ y.

Définition 1.1.6. [16] (Attracteur) Un attracteur d'un systeme dynamique est un sous-
ensemble de I'espace d’états vers lequel les orbites provenant de conditions initiales typiques

tendent lorsque le temps augmente.

Définition 1.1.7. [16] (Basin d’attraction) Le basin d’attraction B(A) pour un attracteur
A est I'ensemble des conditions initiales conduisant aprés une longue période de temps a un

comportement qui s’approche de cet attracteur.



La notion de point fixe est importante pour analyser le comportement local d"un
systeme. Il est également connu comme un point critique ou un point d’équilibre ou

un point stationnaire ou un point zéro.
Définition 1.1.8. Un point x* € U est appelé un point fixe si ¢(t, x*) = x* pour toute t € I.

Par conséquent pour les systémes continus, un point fixe x* est défini par ’annulation
y

de champ de vecteur f(x) a ce point, on écrit
x=0e f(x) =0. (1.11)

Un point d’équilibre correspond a une solution constante x(t) = x* du systeme (1.7).

Stabilité des équilibres

La notion de stabilité est d'une importance théorique et pratique considérable; elle
présente le comportement du flot a la proximité d"un équilibre. Grosso modo, un point
d’équilibre x* est stable si toutes les solutions commencant proche de x* restant au
voisinage. Autrement, on dit qu'il est instable. Si en plus, les solutions a proximité
tendent vers x* lorsque t — +co alors, x* est asymptotiquement stable. Des définitions

précises sont données ci-dessous.

Définition 1.1.9. [17] Un point d’équilibre x* de I'équation (1.7) est dit stable si, pour toute
donné € > 0, il existe un 6 > 0, dépend de €, pour chaque x, pour lequel | xo — x* |< 0, la
solution @(t, xo) de I'équation (1.7) quand x, a 0 satisfait | p(t, x9) — x* |< € pour tout t > 0. Le

point d’équilibre x* est dit instable sil n’est pas stable.

Définition 1.1.10. [17] Un point d’équilibre x* de I'équation (1.7) est dit asymptotiquement
stable s'il est stable, et en plus, il y a un v > 0 tel que | p(t, xo) — x* |—= 0 lorsque t — +o0 pour

toute xg satisfaisant | xo — x* |< 1.

Les notions de stabilité définies ci-dessus sont de nature locale : ils ne concernent
que le comportement des solutions au voisinage du point fixe x*. Méme si de telles
solutions restent limitées pour tous les temps, d’autres solutions peuvent ne pas exister

globalement.

1.2 Systemes dynamiques discrets

Un systéeme dynamique a temps discret est lié a une application discréte (donné
seulement a des moments également espacés) tel que, d"un point xy, on peut obtenir un
point x; qui a son tour se déplace vers x; et ainsi de suite. Autrement dit, x,,41 = f(x,) =

F(f(x4-1)),... ceci est également écrit sous la forme x,.1 = f(x,;) = f2(Xp-1),--.
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Applications et flots

Définition 1.2.1. [11] En générale, une application est une fonction f : E — E oit E est un
sous-ensemble de R". L'état x,.1 a I'étape (n + 1) s’exprime en fonction de I'étape précédente x,
par la relation

Xn1 = FX): (112)

Un systeme discret génére un flot représenté par ¢(t, x) dans E tel que f(x) = ¢(t,x), x € E et

T est le temps discret de R.

Portrait de phase

Les portraits de phase sont fréquemment utilisés dans un systeme dynamique a

temps discret pour représenter graphiquement la dynamique d’une application.

Définition 1.2.2. Un portrait de phase consiste en un diagramme montrant les changements
possibles de positions d'une application et les fleches indiquent le changement de positions sous

les itérations de I'application.

Points fixes

Soit une équation en temps discret de la forme générale donnée par (1.12).

Définition 1.2.3. [18] Un point fixe, ou point de période un est un point auquel x,,1 = f(x,) =

Xy, pour tout n.

Points fixes stables et instables

Définition 1.2.4. Un point fixe p d’une application f : R — R est dit stable ou attirant s'il
existe € > 0 tel que pour tout x € N.(p) = (p —¢,p+ ¢) : nl_i)rpoof”(x) = p. D’autre part, un
point fixe p de f est dit instable s’il existe ¢ > 0 tel que pour tout x € N.(p) = (p—&,p + ¢) :
f"(x) & Ne(p) pour n > M, un entier positif.

Basin d’attraction

Définition 1.2.5. L'ensemble de tous les états initiaux dont les orbites convergent vers un
attracteur donné d’une application s’appelle le basin d’attraction. Le bassin d’attraction d'un

point fixe p d'une application f est noté par W*(p) et est défini par

n—+oo

We(p) = {x: lim f"(x) :p}.



Cet ensemble est un ensemble stable du point p. L'ensemble de bassin instable est défini par

W'(p) = {x: f"(x) € N.(p), pour tout n > M, un entier positif} .

Section de Poincaré

Laméthode des sections de Poincaré permet de construire des systémes dynamiques
discrets a partir des systemes différentiels, ceci afin de faciliter son étude en ramenant
I'analyse d’un systeme différentiel (temps continu) a celle d'une application (temps
discret) [15].

Soit le systeme continu de dimension n donné par (1.7) o1 ¢;(x) dénote le flot correspon-
dant a ce systéme. Il s’agit de déterminer les intersections successives des orbites avec
un hyperplan H transverse au flot dans I'espace des phases. La séquence des points

ordonnés suivant le temps constitue la section de Poincaré S :
S={Hn¢:(x), teR, xeR"}.

Par conséquent, étant donné une orbite périodique y passant par le point a et un

Ficure 1.1 — La section de Poincaré.

voisinage () de a ouvert et connecté, I'application de Poincaré est définie par :

Définition 1.2.6. [16] La fonction P : (O — S s’appelle une application de Poincaré pour
'orbite y sur la section de Poincaré S passant par le point a si :
(1) P(a) = a,
(2) P(Q) est un voisinage de a et P : QO — P(Q) est un difféomorphisme.
(3) Pour tout point x dans ), la semi-orbite positive de x intersecte S pour la premiére fois
a P(x).

Remarques 1.1. Voici quelques remarques sur la technique de I'application de Poincaré :



FiGure 1.2 — L'application de Poincaré.

1- La dimension du systeme continu (1.7) est réduite d'une unité avec l'application en
dimension n — 1.

2- L'application P s’appelle application de premier retour, car la méthode d’analyse consiste
a considérer une orbite périodique avec des conditions initiales sur la section de Poincaré
S et d’observer le point oii ces orbites reviennent pour la premiére fois a la section S.

3- L'application P est utilisé pour analyser le systeme original (1.7) car il préserve de
nombreuses propriétés de périodicité, quasi-périodicité et les orbites chaotiques du systeme

continu original.

1.3 Systéemes dynamiques linéaires

Cette section présente une étude des systemes des équations différentielles ordi-
naires linéaires de la forme :

i = Ax. (1.13)

La fonction
f(x) = Ax,

sur le coté droit de (1.13) définit une application f : R" — IR” (linéaire dans ce cas). Il
est clair que la solution de ce systeme linéaire avec la condition initiale x(0) = x;, prend
la forme x(t) = x(0)e?.

Définition 1.3.1. [13] (Flots) La matrice e peut étre considéré comme une application de R"
dans R", donné n'importe quel point x, dans R", x(xo, t) = xoe** est le point auquel la solution
passant par xq se trouve apres le temps t. On dit que e définit un flot dans R" et que ce flot est

généré par le champ de vecteur Ax définit dans R".

Définition 1.3.2. [11] Le sous-espace D C R" est dit invariant si tout flot commengant dans

ce sous-espace restera dedans pour tous les temps futurs.
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Soit w; = u;j + iv;, un vecteur propre généralisé de la matrice réelle A correspondant

a la valeur propre A; = a; + ib;. On note que si b; = 0 alors, v; = 0. Et soit
B = {ull"'/ Uks1, Ok41y oo Uy Z)m}/ (114)
une base de R” (avec n = 2m — k).

Définition 1.3.3. [19] (Sous-espaces invariants) Soient A; = a; +ib;, w; = u; + iv; et B
donné par (1.14). Alors
E° = Vec{u]-,vj | aj < O},

E° = Vec{u]-,vj | a; = O},
E" = Vec{uj,vj | a; > 0},

i.e., E°, E¢ et E" sont des sous-espaces de R" engendrés par les parties réelles et imaginaires des
vecteurs propres généralisés w; correspondant aux valeurs propres A; avec des parties réelles
négatives, nulles et positives respectivement. Une image schématique apparait dans la figure

1.3, décrit les trois sous-espaces invariants.

(2]

E
=< EY
>/‘;‘~.—;\ ES
- | T

FiGure 1.3 — Sous-espaces invariants.

Théoreme 1.3.1. [11] On considere le systeme (1.13) oit A est une matrice carrée de dimensions

n X n a coefficients réelles. L'espace d’état IR" peut étre décomposé comme suite :
R'=E'®@F ®E,

ot E", E°, et E€ sont les sous-espaces instable, stable, et centrale du systeme respectivement. De

plus, ces sous-espaces sont invariants par rapport au flot.
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1.3.1 Systémes linéaires dans R®

Maintenant, on restreint notre attention a une classe tres importante des systemes
des équations différentielles ordinaires appelée systemes linéaires planaires (deux va-

riables dépendantes). Dans le cas autonome, ces systemes prennent la forme simple :

X axy + bx,,
! P (1.15)
Xo cx1 + de,

oua,b,c, et d sont des constants. On peut abréger ce systeme en utilisant la matrice a

a b
c d

Alors le systeme linéaire (1.15) peut étre écrit sous la forme de 1’équation (1.13). Evi-

coefficients A ol

A=

demment, 1’origine est toujours un point fixe pour ce systeme linéaire. En termes de
portrait de phase, cela signifie que I'origine correspond toujours a une solution d’équi-
libre. Pour trouver d’autres équilibres, il faut résoudre le systeme linéaire d’équations
algébriques :
ax;+bx, = 0,
cxy+dx; = 0.
Proposition 1.3.1. [12] Le systeme linéaire planaire X = Ax admet :
(i) Un point d’équilibre unique (0, 0) si det(A) # 0.
(ii) Une ligne droite de points d’équilibre si det(A) = 0 (et A n’est pas la matrice nulle).

Portrait de phase des systémes planaires

Dans la suite, nous discuterons trois exemples canoniques de portraits de phase
pour les systemes planaires [20]. Nous savons que chaque matrice A de dimension 2 x 2
peut étre écrit sous la forme A = PMP™!, ou M a 'une des trois formes suivantes :

(i) Si A est diagonalisable, alors

(ii) Si A n’est pas diagonalisable et a une valeur propre réelle répétée «, alors
a 1
M = .
(iii) Si A admet deux valeurs propres complexes conjuguées a + if8, alors
a —
M = P .
B «a
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Cas (i) : On suppose que ¥ = Mx ot M = diag{a,p}. La solution générale est

x(t) = eMx(0);i.e.,
xa(t) | et 0 a | cet
x(t) |l o e Cy - ceft |

X}(' X1 g

FiGure 1.4 — Portraits de phase correspondant au cas (i) dans lequel « et § sont positifs.

Coté gauche : 0 < a < . Aumilieu: 0 < a = . Coté droite: 0 < < a.

X9 Xy LY)
AN pa Z
K Xy X1

Ficure 1.5 — Portraits de phase correspondant au cas (i) dans lequel a et § sont négatifs.

Coté gauche : f < @ < 0. Aumilieu: a = < 0. Coté droite : a« < < 0.

Une tel facon pour classifier les équilibres est fournie par les portraits de phase

discutés ci-dessus.

Définition 1.3.4. Dans la figure 1.4, I'origine est appelée un nceud instable (toutes les trajec-
toires divergent de l'origine). Dans la figure 1.5, l'origine s’appelle un nceeud stable (toutes les

trajectoires pointent vers I'origine). Dans la figure 1.6, I'origine s’appelle un point selle.

Cas (ii) : On suppose que x = Mx out M est une matrice non-diagonalisable :

a 1
M= ,
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N 7EN7S

Ficure 1.6 — Portraits de phase correspondant au cas (i) dans lequel a et  sont de signes

différents. Coté gauche : § < 0 < a. Coté droite: @ < 0 < .

ou a est une valeur propre réelle répétée. La solution générale du systeme est donc

x(t) = eMx(0), ou
xat) | e tet a | cre®t + cote™
x5(t) 0 e Cy cpet '

Sia < 0, les trajectoires se rapprochent de l'origine lorsque t — +o0, dans ce cas,
l'origine est appelée un nceud stable (voir la coté gauche de la figure 1.7). Si @ > 0, les
trajectoires sont orientées vers 1'extérieur de 1’origine qui est un nceud instable (voir la

coté droite de la figure 1.7).

Xy X2

)P N 7
s s

Ficure 1.7 — Portraits de phase correspondant au cas (i7) auquel M a une valeur propre

répétée. Coté gauche : @ < 0. Coté droite : a > 0.

Cas (iii) : On suppose que & = Mx ot M est sous la forme canonique réelle suivante :

w7
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oM _ e“t[ cospt —sinfit ]’

sinfit  cospt

ce qui signifie que la solution générale du systeme est

x1(t) | e c1e* cos Bt — cpe™ sin Bt
=e = .
x(t) Ca c1e™ sin Bt + ce* cos Bt
L’équilibre a I'origine s’appelle un foyer stable si les trajectoires s’enroulent vers 'inté-
rieur (@ < 0), un foyer instable si les trajectoires s’enroulent vers I'extérieur (a > 0), et
un centre si les trajectoires sont concentriques, courbes fermées (o = 0). On remarque

que, l'orientation des trajectoires peut étre déterminée a partir du signe de 8 : au sens

horaire si § < 0 et au sens antihoraire si § > 0 (voir la figure 1.8).

X2 (a) (b

) E— T
7 [

N 2 N PRy

X2 (c) (d) X2

. 1 \\
S allm

Xo (e) () X2

Ficure 1.8 — Portraits de phase correspondant au cas (iii), auquel M a des valeurs

propres complexes conjuguées .
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De plus, il est possible de classifier la nature de 1’origine qu'il s’agisse : d"un point
selle, nceud instable, noeud stable, foyer instable, foyer stable ou centre dans le plan de
phase de trace et de déterminant de la matrice A (trace A, det A).

Soit le systeme linéaire (1.13) tel que A est une matrice carrée réelle et inversible a
coefficients constants. L'équation de polynéme caractéristique de la matrice A est de la

forme :
A? — trace AA + det A = 0. (1.16)

Soient A4, A, les valeurs propres racines de (1.16), on a les relations suivantes :
trace A = A1 + Ay,
det A = A A,.

Théoréme 1.3.2. [19] Soient & = det A, T = trace A, A = > — 40 et soit le systéme linéaire
(1.13) :
a) Si 6 < 0alors, (1.13) a un point selle a l'origine.
b) Sio>0etA>0(Ge,>>4|6|= 1+ 0)alors, (1.13) a un neeud a 'origine ; il est
stable si T < O et instable si T > 0.
c) Si6>0,A <0, et T+ 0alors, (1.13) a un foyer a l'origine; il est stable si T < O et
instable si T > 0.

d) Si6>0ett=0alors, (1.13) a un centre a l'origine.

Démonstration 1.3.1. Les valeurs propres de la matrice A sont données par

—7+ VA

Al,Z = >

donc,

a) Si 6 < 0alors, il existe deux valeurs propres réelles de signe opposé.

b) Sid > 0et A > Oalors, il existe deux valeurs propres réelles du méme signe, et il s’ensuit
que 'origine est un neeud. Que I’origine soit stable ou instable ¢a dépend de signe de t.

c) Si6o >0, A <0, ett # 0alors, il existe deux valeurs propres complexes conjugués
A1p = u 1v. Il s’ensuit que l'origine est un foyer. Que I'origine soit stable ou instable ¢a
c’est selon la signe de la trace de A.

d) Si 6 > 0et = 0 alors, il existe deux valeurs propres complexes conjuguées purement

imaginaires et I'origine est un centre.

Définition 1.3.5. Un nceud stable ou foyer stable de (1.13) s’appelle un puits, et un neeud

instable ou foyer instable de (1.13) s’appelle une source.
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Puits @“@ Source

Dégénéré Point critique =

Selle

FiGure 1.9 — Diagramme de bifurcation pour le systeme linéaire (1.13).

1.3.2 Conditions de stabilité de Routh-Hurwitz

L’analyse de stabilité que nous avons déja fait traite les systemes linéaires du champ
de vecteur x = Ax, ou1 A est la matrice du systeme linéarisé. Les solutions sont obtenues
en mettant x(f) = x(0)e*, ot x(0) est un vecteur constant et les valeurs propres A sont
les racines du polyndme caractéristique | A — AI |= 0, o1 I est la matrice d’identité. La
solution x = 0 est stable si toutes les racines A du polyndme caractéristique se trouvent
dans la coté gauche du plan complexe ; c’est-a-dire, ReA < 0 pour toutes les racines A.
Si le systeme est d’ordre 1 , le polyndme caractéristique peut étre pris sous la forme
générale

PA)=A"+a; A"+ 44, =0, (1.17)

ou les coefficients a;, i = 0,1, ...,n sont tous réels. On suppose tacitement que a, # 0
parce que le contraire nous donne A = 0 comme solution, et alors le polyndme est
d’ordre n — 1 par I'équivalence a, # 0. On exige des conditions sur a;, i = 0,1, ..., 1 tel
que les zéros de P(A) ont ReA < 0. Les conditions nécessaires et suffisantes pour que cela

se produise sont appelées les conditions de Routh-Hurwitz. Il existe plusieurs formes
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équivalentes de celles-ci, dont 1'une est, ensemble aveca, > 0,

a, dz ds
a, das
Di=a;>0, D, = >0,D3=|1 ar du >0,
a
? 0 a, ds
ai dsz das
1 a, dg . . . (118)
a1 a
Dy = b >0, k=1,..,n
0 ap dap
0 . P /14

Par exemple, pour 1'équation cubique suivante :
/\3 + EllAz + @A +a3=0,
les conditions pour que ReA < 0 sont

a1>0, a3>0, ma, —az>0.

1.4 Systémes dynamiques non linéaires

Maintenant, on tourne notre attention vers les systémes non linéaires qui peuvent
présenter des comportements différents que les systémes linéaires ne peuvent pas. De
plus, la plupart des phénomenes dynamiques dans la nature sont intrinséquement non

linéaires. Un systeme non linéaire est de la forme

X = f(x), (1.19)
ou f : E — IR” est une fonction non linéaire et E est un sous-ensemble ouvert de R".

Définition 1.4.1. [19] On suppose que f € C(E) oit E est un sous-ensemble ouvert de IR".
Alors, x(t) est une solution de I'équation différentielle (1.19) sur un intervalle I si x(t) est

différentiable sur I et si pour tout t € I, x(t) € E et

x(t) = f(x(t)).
Et soit xy € E, x(t) est une solution du probleme a valeur initiale

x o= f(x)
x(0) = xo,
sur un intervalle I si ty € I, x(to) = xo et x(t) est une solution de I'équation différentielle (1.19)

sur l'intervalle 1.
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1.4.1 Analyse de stabilité d’un point fixe

Méthode indirecte

Une bonne méthode utilisé pour étudier les systemes non linéaires (1.19) c’est de
trouver leurs points fixes. Une telle méthode pour caractériser le comportement des
solutions au voisinage d'un point d’équilibre hyperbolique consiste a linéariser le sys-
teme non linéaire (1.19) a ce point. Cette méthode est connue comme la deuxiéme
méthode de Liapunov ou la méthode indirecte de stabilité. Cela se fait en étudiant
le systéme linéaire (1.13), ol la matrice A = Df(x") = dfi/dx;, c’est la matrice ja-
cobienne ou ces composantes sont les dérivées partielles d’ordre 1 de la fonction
f = (filx1, o Xn), fo(X1, 00 X0), ey fu(x1, o, X0))T (T dénote la transposé). La fonction li-

néaire Ax = Df(x")x s’appelle la partie linéaire de f a x".

Théoreme 1.4.1. [26] (Théoreme de Liapunov sur la stabilité par la linéarisation) Si
toutes les valeurs propres de la partie linéaire du champ de vecteur f en un point singulier ont
une partie réelle négative, alors ce point est asymptotiquement stable. Si I'une de ces valeurs

propres a une partie réelle positive, alors ce point n’est pas stable au sens de Liapunov.

Définition 1.4.2. [19] Un point d’équilibre x* est appelé un point d’équilibre hyperbolique de
(1.19) si aucune des valeurs propres de la matrice D f(x*) n’a de partie réelle nulle. Le systeme

linéaire (1.13) avec la matrice A = D f(x*) s’appelle la linéarisation de (1.19) a x".

Définition 1.4.3. [19] Un point d’équilibre x* de (1.19) est appelé un puits si toutes les valeurs
propres de la matrice D f(x") ont une partie réelle négative, il est appelé une source si toutes
les valeurs propres de Df(x") ont une partie réelle positive, et il est appelé un selle si elle est
hyperbolique et D f(x*) a au moins une valeur propre avec une partie réelle positive et au moins

une avec une partie réelle négative.

Théoreme 1.4.2. [13] (Hartman-Grobman) Si D f(x*) n’a pas de valeurs propres nulles ou
purement imaginaires alors, il y a un homéomorphisme h défini localement sur certain voisinage
U de x € R" et prend les orbites du flot non linéaire @y, de (1.19), a ceux du flot linéaire e'Pf*)
de (1.19). L'homéomorphisme préserve la direction des orbites et peut également étre choisi pour

préserver la paramétrisation par le temps.

Le théoreme de Hartman-Grobman donne un résultat trés important dans la théorie
qualitative et locale d'un systéme dynamique. Ce théoréme montre qu’au voisinage
d’un point d’équilibre hyperbolique, le systéme non linéaire a le méme comportement
qualitatif (localement) que le systeme linéarisé correspondant. Aussi, on peut trouver

la solution locale du systéme non linéaire par homéomorphisme.
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Définition 1.4.4. [11] (Variétés locales stables et instables) Soit U un voisinage d’'un
point fixe hyperbolique x*. Les variétés locales stables et instables, noté par W; (x*), Wy (x)

respectivement, sont définis par

Wi .(x) = {xelUl] @t x)— x"lorsquet — +oo, p(t,x) € UVt > 0},
We(x) = {xelUletx) — x"lorsquet — —oo, (t,x) € UVt < 0}.

Par conséquent, les variétés globales stables et instables sont définies comme suit :

Wi(x') = U(p (£, W5 (),

t<0

Wh(x') = U(p EWE(X)).

t>0

Théoreme 1.4.3. [13] (Théoreme de la variété stable d’un point fixe) Soit x* un point
d’équilibre hyperbolique du systéme (1.19), et soient E° et E* les sous espaces stables et instables
du systéme linéaire correspondant (1.13). Alors, il existe des variétés locales stables et instables
W; (x7) et WY/ (x*) du systeme non linéaire de méme dimension que celle de E° et E", respecti-
vement. Ces variétés sont tangentielles a E° et E", respectivement, a x* et ont la méme régularité
de f.

Méthode directe : fonction de Liapunov

La stabilité locale d"un point d’équilibre hyperbolique x* est déterminé par I'étude de
signe de la partie réelle des valeurs propres de D f(x*). La stabilité des points d’équilibre
non hyperboliques est généralement plus difficile & déterminer. Une méthode tres
utile pour déterminer la stabilité des points d’équilibre non hyperboliques basé sur la
recherche d"une fonction définie positive V : U — IR, appelée la fonction de Liapunov

et elle est illustrée dans le théoréme suivant :

Théoreme 1.4.4. [13] Soit x* un point fixe de (1.19) et soit V. : W — R une fonction
différentiable définie sur un voisinage W C U de x* tel que :
(1)) V(x') =0et V(x) > 0six #x7,
(ii) V(x) < 0sur W — {x*}.
Alors, x* est stable. De plus, si
(iii) V(x) < 0sur W — {x*};
alors, x* est asymptotiquement stable.
La,
V= Z a f](x)

est la dérivé de V tout au long les courbes de solutlon de (1.19).

Si W(= U) = R" dans le cas (iii), x* est dit globalement asymptotiquement stable, et
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on peut conclure que toutes les solutions restent limitées et en effet s’approchent de x*

lorsque t — oo.

Théoréme de la variété centrale

Le comportement qualitatif au voisinage d'un point critique non hyperbolique x*
du systéme non linéaire (1.19) est également déterminé par son comportement sur la

variété centrale proche de x* [19].

Théoreme 1.4.5. (Théoréme de la variété centrale locale) Soit f € C'(E), oit E est un
sous-ensemble ouvert de R" contenant 'origine et r > 1. On suppose que f(0) = 0 et que
Df(0) admet c valeurs propres dont les parties réelles sont nulles et s = n — c valeurs propres
dont les parties réelles négatives. Alors, le systeme (1.19) peut étre écrit sous la forme diagonale

suivante :
x = Cx+F(x,y),

y = Py+G(xy),
ot (x,y) € R° X R®, C est une matrice carrée avec c valeurs propres dont les parties réelles

(1.20)

sont nulles, P est une matrice carrée avec s valeurs propres dont les parties réelles négatives,
and F(0) = G(0) = 0, DF(0) = DG(0); de plus, il existe un 6 > 0 et une fonction h €
C"(Ns(0)), h(0) = 0, Dh(0) = 0. La définition de la variété centrale locale est W(0) :=
{(x,y) e R" X R° | y = h(x) for | x |< O} et satisfait

Dh(x) [Cx + F(x, h(x))] = Ph(x) + G(x, h(x)), (1.21)

pour | x |< O; et le flot de la variété centrale W(0) est défini par le systeme d’'équations
différentielles suivant :
X = Cx + F(x, h(x)), (1.22)

pour toute x € R ot | x |[< 0.

La stratégie de ce théoreme est de :

1. Convertir (1.19) en la forme diagonale (1.20).

2. Utiliser un développement en série pour les composants de h(x) (jusqu’au degré
de précision dont nous avons besoin, a condition que r est suffisamment grand).

3. Déterminer les composants du développement de /i(x) en utilisant (1.21).

4. Remplacez cette expression approximative de h(x) dans (1.22) pour déterminer

le flot.

Exemple 1.4.1. Utilisez le théoreme ci-dessus pour déterminer le comportement qualitatif de

l'origine pour le systeme

(1.23)



Solution : le systeme est déja sous la forme souhaitée, avec C = 0, P = -1, F(x,y) = xy et
G(x,y) = —x2. Soit
h(x) = ax®*+bx>+---,
Dh(x) = 2ax+3bx*+---,
Dh(x) [Cx + F(x, h(x))] = (2ax +3bx* + - -)x(ax2 +bxd+ - ) ,

Ph(x) + G(x,h(x)) = —(ax® +bx’+---) =2,
U Collection des termes (en utilisant (1.21)),
Oox*) : —-a-1=0,
O’ : b=0,

Donc, h(x) = —=x> + O(x*). Le flot dans la variété centrale est donné par (1.22)
x = F(x, h(x)) = —=x° + O(x°),
On conclu que le systeme est stable.

Exemple 1.4.2. Utilisez le théoreme ci-dessus pour déterminer le comportement qualitatif de

'origine pour le systeme

X1 = X+ X1Y,
X = xX1+x0, (1.24)
Vo= —y-xi-x+ v
, . . 0 -1
Solution : le systeme est déja sous la forme souhaitée, avec C = ) ,P=-1,F(x,y) =
x
Y G(x,y) = —x2 — x3 + y2. Soit
XY
h(xi,x2) = axi+bxixa+cxs -,
Dh(x) = [2ax; +bxy+---,bx;+2cxy---],

—Xp + X1(aX3 + bxyxp + cx) + - )
Dh(x) [Cx + F(x,h(x))] = [2axy+bxy, +---,bxy + 2cx;]

X1+ .XQ((ZX% + bX1X2 + CX% + - )
Ph(x) + G(x, h(x)) = - (ax% + bxyxp + cx5 + -+ ) —xi -+ @] +bxx s+ ),

U Collection des termes (en utilisant (1.21)),

X b=-a-1,
x5 —b=-c-1,
X1X, : —2a+2c=-b,
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onobtienta = —=1,b =0, c = =1, et donc h(xy, x2) = —x3 — x5+ O(| x I°). Le flot dans la variété

centrale est donné par (1.22)

X1 = —X+x (—x% - x5+ 0(| x |3)) =—x —x; —x1x5 + O( x |*),
X = xX1+x (—x% - x5+ O(| x |3)) =x1 — X —x2x + O( x [*).
Pour déterminer la stabilité de I'origine, on procede au changement de variables en coordonnées

polaires

o= ¥+ XXy = X1(—X2 — X5 — X1X5) + Xo(x — X5 — x7x) + O(| 7 P),
= —x] -2 -x5+0(rP),
= —(7+x)+0(rP),
= —r"+0(rP),

o= —rP+0(r.

Donc, le systeme est stable.

1.4.2 Solutions périodiques des systémes planaires

Dans cette sous-section, ’analyse est limitée aux systémes autonomes bidimension-

nels de la forme

(1.25)
y = gxy),

Il est supposé que f et g ont des dérivées partielles du premier ordre continues. Les solu-

{ x = f(x/y)/

tions des problemes a valeur initiale existent et sont uniques. Les résultats analytiques
concernant les solutions périodiques pour les systémes autonomes bidimensionnels

(1.25) sont énoncés dans le théoreme suivant.

Théoreme 1.4.6. [14] (Poincaré-Bendixson)
Un ensemble limite non vide et compact d’un flot sur le plan, qui ne contient pas de point fixe,

est une orbite fermée.

Le théoreme se pose en conséquence de 'unicité des solutions, ce qui implique que
dans le plan de phase, les solutions ne peuvent pas se croiser, soit ils sont périodiques
ou bien liés a un équilibre.

Deux autres résultats mathématiques importants donnent des conditions suffisantes
qui excluent la possibilité d’existence des solutions périodiques sont : le critere de

Bendixson et le criteére de Dulac présentés dans les théorémes suivants.

Théoreme 1.4.7. [22] (Criteére de Bendixson) Soit D un sous-ensemble ouvert simplement

connecté de R?. Si 'expression
. of 98
dl?)(f, g) = g + 8_]/,
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n’est pas nul et ne change pas de signe sur D, alors il n’existe pas d’orbites périodiques du

systeme autonome (1.25) dans D.

Théoréme 1.4.8. [22] (Critére de Dulac) Soit D un sous-ensemble ouvert simplement connecté

de R? et B(x, y) une fonction continue et différentiable et définie positive sur D. Si I'expression

, JdBf JBg
dZU(Bf, Bg) = W + W,
n’est pas nul et ne change pas de signe sur D, alors il n’existent pas d’orbites périodiques du

systeme autonome (1.25) dans D.

1.5 Théorie de bifurcation

Plusieurs équations différentielles dépendent des parametres. A travers les valeurs
de ces parametres, le comportement qualitatif des solutions d"un systéme peut étre tres
différent et peut changer lorsque les parametres varient. En particulier, les équilibres
et/ou les solutions périodiques qui peuvent étre créés ou détruits, ou leur stabilité peut
changer. Dans la dynamique, ces changements qualitatifs et quantitatifs sont appelés
bifurcations, et les valeurs des parametres auxquelles elles se produisent sont appelées
points de bifurcation. Par exemple, on considére le flambage d'un tronc. Si un petit
poids est placé sur le dessus du tronc (la figure 1.10) alors, ce tronc peut supporter la
charge et reste verticale. Mais si la charge est trop lourde, la position verticale devient

instable et le tronc peut se déformer. La, le poids joue le role du parametre de contrdle,

— ARG
Poids |= f’,’:‘;;} BT AT SRR
R Tr T T iy

o ey, nga -_ﬁ(;%ﬁ

e O e s

Tronc Tronc déformé

Ficure 1.10 - Le flambage du tronc pour une charge lourde [23].

et la déviation du tronc de la verticale joue le role de la variable dynamique x [23].

24



Bifurcations dans les systémes unidimensionnels

Dans la suite, on rappellera plusieurs types courants de bifurcations. Pour la sim-

plicité, on traitera principalement du systéme continu unidimensionnel de la forme

%= flx, ), (1.26)

dépendant du parametre i, ot f : R X R — R est une application réguliere de x et p.

Bifurcations selle-nceud

La bifurcations selle-nceud (parfois appelé une bifurcation pli) est le mécanisme de
base par lequel, lorsqu'un parameétre est varié, deux points fixes se déplacent 1'un vers

I'autre, se heurtent et se détruisent mutuellement [23]. Soit le systéme
x=fl,u)=pu+x5 x€eR, (1.27)

ou i € R est un parametre. Selon le signe de 1, il existe trois possibilités. Lorsque u < 0,
le systéme a deux points fixes x7, = + /i, l'un est stable et l'autre est instable. Lorsque
u = 0, les deux points fixes fusionnent en un seul point fixe x* = 0 qui est semi-stable.
Lorsque p > 0, les deux équilibres disparaissent. Clairement, p1 = 0 est le point de
bifurcation, et ce type de bifurcation s’appelle la bifurcation selle-nceud, puisque les

champs de vecteur pour u < 0 et u > 0 sont différents qualitativement.

X

a
Y/

1}

Point de bifurcation

Stable

Ficure 1.11 — Diagramme de bifurcation selle-nceud pour le systeme unidimensionnel
(1.27).

Bifurcations transcritiques

On décrive maintenant un mécanisme par lequel deux équilibres peuvent échanger

leur stabilité en faisant varier les valeurs des parametres. Soit le systeme unidimen-

25



sionnel

X=flx,p) =ux—x% x€R, (1.28)

ou u € R est un parametre. Ce systeme a deux équilibres x] = 0 et xJ = u. La stabilité
de ces équilibres dépend du signe de 1, donc on a deux cas :

(i) Pour p < 0, x] est stable alors que x; est instable.

(ii) Pour u > 0, l'origine est devenue instable et x5 devenue stable.
Dans ce case, y = 0 est le point de bifurcation, et les deux équilibres y échangent leur
stabilité.

Remarque 1.1. La différence entre les bifurcations selle-nceud et transcritiques est : dans le
cas transcritique, les deux points fixes ne disparaissent pas apres la bifurcation au lieu de ¢a ils

commutent leur stabilités.

X stable

stablé o ___ instable

. ’
instable -

Ficure 1.12 — Diagramme de bifurcation transcritique pour le systeme unidimensionnel
(1.28).

Bifurcations de pitchfork

On passe maintenant au troisieme type de bifurcation appelé bifurcation de pit-
chfork (ou fourche). Ce type de bifurcation apparait lorsque le systéme présente une
symétrie entre les directions gauche et droite. Il existe deux types de bifurcations clas-
sées selon 1’équilibre qui peut étre gagnant ou perdant de stabilité lorsqu'un parametre
augmente. Le type le plus simple est appelé supercritique et sera discuté en premier
temps. Soit le systéme

= flx,u)=px—x%; x€R, (1.29)

ou u € R est un parametre. Lorsque u < 0, l'origine est le seul point fixe, et il est stable.

Lorsque u = 0, I'origine reste stable, mais beaucoup plus faible. Finalement, lorsque
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u > 0, origine est devenue instable et deux nouveaux points fixes stables x], = ++/u

apparaissent sur les deux cotés de 'origine. Le deuxieme type est appelé bifurcation

X stable

stablem—— e . o - instable

stable

Ficure 1.13 — Diagramme de bifurcation de pitchfork supercritique pour le systeme

unidimensionnel (1.29).

souscritique et sera donné par 1’équation :
x = f(x,u) :yx+x3; x€eR, (1.30)

ou u € R est un parametre. Lorsque u < 0, il y a trois équilibres : I’origine qui est un
point fixe stable et deux autres points d’équilibres : x], = *+/—u qui sont instables.
Lorsque u = 0, l'origine reste stable, mais beaucoup plus faible. Finalement, lorsque

p > 0, l'origine est devenue le seul point fixe qui soit de nature instable.

instable X
________
-~ ~
-~
-~
~
~
~
N
AY
stable \ 1
’ instable
’
v
rd
rs
-~
-
-
- -
-
instable

Ficure 1.14 — Diagramme de bifurcation de pitchfork souscritique pour le systéme

unidimensionnel (1.30).
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Bifurcations dans les systémes bidimensionnels

Dans cette sous-section, on discutera quelques bifurcations courantes qui se pro-
duisent fréquemment dans les systémes bidimensionnels.
Les bifurcations Selle-Nceud, Transcritique et Pitchfork

Voici un exemple typique de bifurcations selle-nceud fournies par le systeme sui-

vant :

=y

ou u € Restun parameétre. Pour la x—direction, le comportement de bifurcation est déja

{x = Ho (1.31)

discuté dans la sous-section précédente, tandis que dans la y—direction, le mouvement
se produit de maniére exponentielle.

Pour p > 0, il existe deux points fixes, un nceud stable a (x}, y}) = (4/t,0) et un selle
a (x3,y3) = (—4/i,0). Comme u décroit, le selle et le nceud se rapprochent, puis se
heurtent lorsque u = 0, et enfin disparaissent quand u < 0. En utilisant la méme idée
précédente, on peut également construire des exemples prototypiques de bifurcations

transcritiques et de pitchfork a un point fixe stable pour 1'un des systémes suivants :

x=ux—x*, y=-y (Transcritique),
x=ux—x, y=-y (Supercritique),

X=ux+x°, y=-y (Souscritique).

L’analyse de tous ces cas suit la méme méthode.

Bifurcations de Hopf

Jusqu’a présent, on a discuté des bifurcations des systemes ayant des valeurs propres
réelles. Maintenant, on va discuter un phénomene de bifurcation périodique tres in-
téressant pour un systéeme bidimensionnel ot les valeurs propres sont complexes. Ce
type de bifurcations est appelé “ bifurcation de Hopf ”. Il se produit lorsqu'un point
d’équilibre stable perd sa stabilité et donne naissance a un cycle limite et vice versa.
Dans ce qui suit, on va présenter deux types de bifurcations de Hopf, a savoir les bi-
furcations de Hopf supercritiques et d’autre sous-critiques.

Bifurcation de Hopf supercritique : On considére le systeme bidimensionnel suivant

avec le parametre 1 € R,

=
[l

ux —y — x(x* + 1?), 1.32)
y o= x+py -y + ). '
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Le systeme a un point fixe unique a l’origine. En coordonnées polaires, le systéeme s’écrit

o= ur—r°,
) 1.33
2 az

comme suit

L'origine (r = 0) est le seul point fixe et son stabilité dépend du signe de u :
e Lorsque u < 0,!'origine est un spirale stable dont le sens de rotation est antihoraire.
e Lorsque u = 0, l'origine reste un spirale stable, bien qu’il soit tres faible.
e Lorsque u > 0, il existe un spirale instable a 1’origine et un cycle limite circulaire
stable a r = /.
La, on dit que le systeme a subi une bifurcation de Hopf supercritique (c’est-a-dire
qu'un cycle limite stable est créé a partir d'un point d’équilibre instable).
Bifurcation de Hopf souscritique : On considére le systeme bidimensionnel suivant

avec le parametre € IR,

x x — v+ x(* + 1) — x(x* + y?)?,
px =y + (" + %) = x(x + ) (1.34)
i x4 py + y( + ) -y + )%

Le systeme a un point fixe unique a 1’origine. En coordonnées polaires, le systeme s’écrit

comme suit

- + 35
{r pr+r —r (1.35)

6 = 1

L'origine (r = 0) est le seul point fixe et sa stabilité dépend toujours du signe de p.
Lorsque u < 0, il existe deux attracteurs, un cycle limite stable et un point fixe stable
a l'origine. Entre eux se trouve un cycle instable. Quand p croit, le cycle instable se
resserre autour du point fixe. A u = 0, le cycle instable se réduit a une amplitude nulle
et engloutit I'origine, le rendant instable. Pour u > 0, le cycle limite de grande ampli-
tude est soudainement devenu le seul attracteur. La, on dit que le systeme a subi une
bifurcation de Hopf sous-critique (un cycle limite instable apparait lorsque p diminue).
Un indice sur ce qui se passe dans le probléme de bifurcation générique impliquant
un équilibre avec des valeurs propres purement imaginaires peut étre obtenu en exa-
minant des systemes linéaires dans lesquels il existe un changement de ce type. Par
exemple, soit le systeme

* o= ooy (1.36)

<.
Il

wx + 1y,

dont les solutions ont la forme
x(t) coswt —sinwt Xo
= et :
y(t) sinwt  coswt Yo
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Lorsque p < 0, les solutions s’enroulent vers l'origine, et lorsque p > 0, les solutions
s’éloignent de l'origine. Lorsque u = 0, toutes les solutions sont périodiques.
Le théoréme de forme normale nous donne les informations requises sur la fagon dont
le probléme générique differe du systeme (1.36). Par le changement de coordonnées, le
développement de Taylor de degré 3 pour le probléeme général peut étre amenée a la
forme suivante :
¥ = (du++a(x®+y?)x — (w + cu + b(x* + y))y, 1.37)
7 = (w+cu+bx*+y?))x + du+ +a(x* + )y,
L’idée du théoreme de bifurcation de Hopf est que les propriétés qualitatives de (1.37)

preés de l'origine restent inchangées méme si des termes d’ordre supérieur sont ajoutés

au systeme :
Théoréme 1.5.1. [13] (Bifurcation de Hopf) On suppose que le systeme
x=fu(x), xeR", peR, (1.38)

admet un équilibre (x*, ") auquel les propriétés suivantes sont satisfaites :
(H1) D.f,-(x*) admet une simple paire de valeurs propres purement imaginaires et aucune
autre valeur propre avec une partie réelle nulle.
Alors, (H1) implique qu’il existe une courbe d’équilibres réguliere (x(u), 1) avec x(u*) =
x*. Les valeurs propres A(u), X(y) de D, f,-(x(1)) qui sont imaginaires a u = u* varient
régulierement avec . Si, de plus,
(H2)
%{Re(/\(y))} lu=r=d # 0, (1.39)
alors, il existe une variété centrale de dimension 3 unique passant par (x*, u*) dans R" X R et un
systeme régulier de coordonnés (préservant les plans 1 = const) pour lequel le développement
de Taylor du degré 3 sur la variété centrale est donné par (1.37). Si a # 0, il existe une surface
de solutions périodiques dans la variété centrale qui a une tangence quadratique avec I’espace
propre de A(u*), X(y*) et accepte le second ordre avec le paraboloide y = —(a/d)(x* + y?). Si
a < 0 alors, ces solutions périodiques sont des cycles limites stables, tandis que si a > 0, les

solutions périodiques sont répulsifs.

Remarque 1.2. Dans un systeme bidimensionnel de la forme :

HRE B —
y w 0 y g(x, y)

ot f(0) =g(0) =0et Df(0) = Dg(0) =0, le calcul de forme normale donne :

4= 11_6 (fxxx + Quy + fryy + gwx)

1
T {fxy(fxx + fyy) = xy(8xx + &yy) = fra&ux + fyygyy} :
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Chapitre 2

Equations algébro-différentielles

Les équations algébro-différentielles (EAD) sont établis selon des relations entre
les variables. Dans ce chapitre, on va présenter un apercu de la théorie des équations
algébro-différentielles, en particulier ces caractéristiques et ces formes spéciales, puis
on va introduire quelques concepts d’indice bien connus et on va présenter également
I'analyse de stabilité des EAD semi explicites et quelques structures de bifurcations

locales de la frontiére de faisabilité.

2.1 Définitions et propriétés des EAD

Les problémes considérés se présentent sous la forme d"un systeme implicite non
linéaire et autonome donné par :
F(x, %) = 0. (2.1)

Le cas non autonome est de la forme suivante :
F(t,x,x) =0, (2.2)

ou F € C(I X Dy x Dy, IR™) est une fonction suffisamment réguliere, x : I — D, est

une fonction inconnue continuellement différentiable, I = [to,tf] C R est un intervalle
- d
compact, et D,, D; C R" sont des ouverts. Un cas particulier se présente lorsque 5 est
X

non singuliére (inversible). En principe, il est alors souvent possible de résoudre x en

fonction de t et x, en obtenant I'équation différentielle ordinaire explicite de la forme

x = f(t,x).

Définition 2.1.1. [6] Une équation algébro-différentielle (EAD) est une équation comprend

une fonction inconnue et ses dérivés. Une EAD de premier ordre dans sa forme générale est
, . 2 L . .

donnée par (2.2) ot la matrice Jacobienne — est singuliere (non inversible).

ax
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Exemple 2.1.1. Soit le systeme

x1—2x2—2 = O,

1
Exlx?, +x% = 0, (23)
X1—X1+x+1 = 0.
La matrice jacobienne associée a ce systeme est
dx1 dxXy iz 1 00
a_F = & @ @ - 1 10
ok | 9n dm om | | ¢
oFy 9By oF | (-1 10
ox1 dXy, Jxs

Evidemment, det (9F/9x) = 0, donc le jacobien est une matrice singuliere quelque soit la valeur
de x3, dans ce cas la, le systeme donné est une équation algébro-différentielle.
On résoudre pour %1 a partir de la premiere équation %; — 2x, — 2 = 0, on obtient %, =

2xy + 2, et on résoudre %, a partir de la deuxieme équation Exlxg + x, = 0, on obtient

X, = —%xgxl = —xpx3 — x3. On remplace dans la troisieme équation x; — X1 + X, +1 =0, on
trouve x1 — 2x, — x3 — x2x3 — 1 = 0. Donc, le systeme équivalent au systeme (2.3) peut étre écrit
comme suit
X1 = 2%+ 2,
X2 = x3(—x2—1), (2.4)
0 = x1—-20—-x3(1+2x)—1,

cette EAD contient deux équations différentielles et une équation algébrique.

2.2 Formesspéciales des équations algébro-différentielles

La méthode de résolution d’'une EAD dépendra de sa structure. Fréquemment, les
EAD possédent une structure mathématique spécifique a un domaine d’application

donné. En conséquence, les EAD les plus connus sont :

Equations algébro-différentielles implicites

Les équations algébro-différentielles implicites sous leur forme générale sont don-

oF
nées par (2.2) ou la Jacobienne P doit étre singuliere le long d"une solution particuliere
de ces EAD.

Exemple 2.2.1. Le systeme (2.3) est une équation algébro-différentielle implicite.
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Equations algébro-différentielles non-linéaires

Les équations algébro-différentielles non linéaires sont décrits comme un systeme
implicite des équations différentielles et d"autres algébriques sous la forme del’équation

(2.2) o1 F est supposée non linéaire.

Equations algébro-différentielles linéaires

Les problémes les plus simples de la forme (2.2) sont des EAD linéaires et non

autonomes données par :
F(t,x,x) = A(t)x + B(t)x + q(t) = 0, (2.5)

ou A(t) et B(t) sont des matrices linéaires de dimensions n X n, de plus, la matrice

JoF
— = A(t) est singuliére.

ox
Remarque 2.1. Sila matrice A(t) est non singuliére alors, le systeme (2.5) peut étre transformé

en une équation différentielle ordinaire (EDQO) de la forme :

() = ~[A@] BHx(t) — [AD] ™ ().

Remarque 2.2. Si A(t) = A et B(t) = B alors, on parle des EAD linéaires et autonomes.

Equations algébro-différentielles semi-explicites

Une classe spéciale et importante d’'EAD de la forme (2.2) sont les EAD semi-

explicites ou les équations différentielles ordinaires EDO avec contraintes [27] :

x = f(txz),

2.6
= g(tx,z2), (26)

ol g, (la dérivée partielle de g par rapport a z : dg/dz) a un inverse borné au voisinage
de la solution. Au niveau des EAD semi-explicites, on peut distinguer les variables
différentielles x(t) de les variables algébriques z(t). Les variables algébriques peuvent

étre non différentiables [28].

Exemple 2.2.2. [6] Un exemple simple A’EAD provient de la modélisation du mouvement
d’un pendule en coordonnées cartésiennes. On suppose que le pendule ait une longueur 1 et
les coordonnées de la petite boule de masse 1 a la fin de la tige sont (x1,x,). Les équations du

mouvement de Newton sont de la forme :

¥ = —Axy, 2.7)

Xo —/\Xz -4
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FiGgure 2.1 — Pendule.

tel que g est la constante de gravité mise a I'échelle, et A(t) est la fonction inconnue qui exprime

le multiplicateur de Lagrange. La contrainte de position est
x+x=1,

qui exprime la condition que la tige ait une longueur fixe égale a 1. Un systeme d’EAD de la

forme (2.6) avec quatre équations différentielles et une équation algébrique est donné par :

X1 = X3,
Xo = Xy,
X3 = —Axy, (2.8)
Xyg = —-Axa-—g,
1 = x+x.

2.3 L’indice d'une équation algébro-différentielle

Le concept d'indice est utilisé dans la théorie des EAD pour mesurer la distance
entre une EAD et son EDO associée [6]. Cette notion a été introduite afin de quantifier
le niveau de difficulté existant dans la résolution d'une EAD donnée. Il existe plusieurs
définitions d’indice parmi lesquelles : 1'indice de Kronecker (pour les EAD linéaires a

coefficients constants), I'indice de différenciation (Brenan et al. 1996), etc...

2.3.1 L’indice de Kronecker

Prenons comme point de départ les équations algébro-différentielles linéaires a

coefficients constants. Ces équations sont données par :

Bx+Ax =d(t), tel (2.9)
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On cherche de solutions de la forme x(0)e! (si d(t) = 0), on est amené a considérer le
faisceau matriciel A + AB. Lorsque A + AB est singuliere pour toutes les valeurs de A
alors, (2.9) ne peut pas avoir une solution ou il admet une infinité de solutions pour
une valeur initiale donnée. On ne traitera donc que les faisceaux matriciels réguliers,

i.e., avec les problemes ou le polynéme det(A + AB) ne disparait pas identiquement.

Théoréme 2.3.1. [31] (Weierstrass 1868, Kronecker 1890) Soit A + AB un faisceau matriciel

régulier. Alors, il existe deux matrices non-singulieres P et Q telles que :

0 I 0
PAQ = , PBQ= ) (2.10)
I 0 N
ot N = blockdiag(Ny, ..., Nk), chaque Nj est de la forme
0 1 0
N = o , de dimension m;, (2.11)
0 1
0 0

et C peut étre supposé sous la forme canonique de Jordan.

En raison de la structure spéciale de N, il existe u € IN tel que N#*~! # 0 mais N* = 0.

1 est connu comme 'indice de nilpotence de N. En introduisant la transformation

ol * pagty = | (2.12)
X = , = , .
0 b(b)

donc, 'EAD linéaire (2.9) peut étre écrit de maniere équivalente par

(PBQIQ ') +(PAQ)Q™'x = Pd(h),

[1 oJ(u(t)) (co [u(t)) (a(t)]
L=t + .
0 N J| o) 0 1)\ o) b(t)

La premiere équation est une équation différentielle ordinaire du composant u

u(t) + Cu(t) = a(t),
la deuxieme équation donne

o(t) = b(t) - No,
= b(t) - N(b(t) — N9),
= b(t) — Nb(t) + N*3,

= ) (Nyb,



en déterminant la composante v complétement par une différenciation répétée du coté
droit b.

Définition 2.3.1. [31] Soit (B, A) un faisceau matriciel régulier. L'indice de Kronecker de (2.9)

est égale a 0 si B est non singuliére, ou il égale a p (i.e. indice de nilpotence de N) sinon.

Définition 2.3.2. [28] (Indice différentiel) Pour les systemes d’'EAD générales (2.2), I'indice
le long d’une solution x(t) est le nombre minimum de différenciations du systeme qu’il faudrait
pour résoudre X uniquement en fonction de x et t (i.e., pour définir une EDO de x). Donc,

Uindice est défini en fonction du systeme surdéterminé suivant

F(t,x,%) = O,

d—P(t, x,%,%) = 0,
dt _ (2.13)

d'F
ﬁ(t’ X, X, ..., x(P”)) = O,

par le plus petit entier p pour lequel x dans (2.13) peut étre résolu en fonction de x et t seulement.

Puisqu'un EAD comprend un combinaison de différenciations et d’intégrations,
on peut espérer que la différenciation des contraintes (dans un systeme d’EAD semi-
explicite) et les substitués comme requis a partir des équations différentielles, encore
plus si il est nécessaire, ce produira un systeme d’EDO explicite pour toutes les in-
connues. Les solutions d’EAD sont les solutions de cette EDO qui sont dans un sous-
ensemble appelé la variété des solutions. Le nombre de répétitions nécessaires pour
cette transformation est appelé 1'indice différentiel d’EAD. Donc, les EDO ont un indice

égale a 0. Prenons quelques exemples simples :

Exemple 2.3.1. On considere 'EAD suivante :

X1 X1+ 1,

0

(2.14)
xz(xl + 1) + 2,

oil x, est la variable algébrique (i.e. z = x,). En différenciant g(x1,x;) = 0 pour trouver une

description de la dérivée de la variable algébrique (i.e. pour trouver X,). Donc, on a

d d
i [0] = at [8(x1, x2)],
0 = Xoxg+ X1Xo + Xo,
0 = X (X] + 1) + X1X>,
XZ = —Xo.

Une seule étape de différenciation est nécessaire pour décrire x,. Donc, ’EAD est d’indice 1.
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Remarque 2.3. En général, I'indice dépend de la solution de 'EAD et pas seulement de sa
forme [28].

Exemple 2.3.2. [28] Soit le systeme d’EAD pour x = (x1,x2,x3)7,

X1 = X3,
= x(l—x), (2.15)
0 = xx0+ X3(1 - xz) -t

La deuxieme équation a deux solutions x, = 0 et x, = 1. Si la continuité de x, est vérifié, alors
x, ne change pas entre ces deux valeurs, et donc

(i) Six, = 0alors, d’apres la troisieme équation, on obtient x5 = t. Le systeme est d’indice
1 et la solution est x(t) = (x1(0) + 2/2,0,t).

(ii) Si xo, = 1 alors, aprés la différenciation de la premiere équation, on trouve x3 = 1. Le
systeme est d'indice 2 et la solution est x(t) = (t,1,1)!. Notez qu’aucune valeur initiale
n’est requise.

D’autre part, si on remplace I'équation algébrique qui inclut x, par son dérivé et on simplifie,

on obtient I'’EAD suivante

X1 = X3,
X = 0, (2.16)
0 = xx+ X3(1 — Xz) —t.

Maintenant, l'indice dépend des conditions initiales car si x,(0) = 0l'indice est 1, et si x,(0) = 1
'indice égale a 2.
2.3.2 L’indice 1 de Hessenberg

On considere le systeme d’EAD semi-explicite (2.6) ot x(t) représente les variables
différentielles et z(t) représente les variables algébriques. Par la différentiation de 'équa-

tion des contraintes, on trouve
G+ eX+8:2=0,

donc, ce systeme est d'indice 1 si et seulement si (g2)! existe [28]. Autrement dit, une

seule étape de différenciation nous donne I'équation différentielle suivante :
2=—(8) "8 f — (87 g
Les EAD semi-explicit d’indice 1 sont tres étroitement liés aux EDO implicites [28].

Remarque 2.4. Dans I'EAD semi-explicite (2.6), si la matrice jacobienne g, est singuliere,

alors cette EAD est d’indice plus élevé.
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Exemple 2.3.3. Soit le systéme (2.15), on a
(i) Six, =0,alors, det(g,) = 1 # 0 donc, cette EAD est d’indice 1.
(ii) Si x, = 1, alors, det(g,) = 0 impligue que (g,)! n’existe pas, donc, cette EAD est

d’indice plus élevé.

2.3.3 L’indice 2 de Hessenberg

On considere le systéme d’EAD suivant :

x = f(txz2),

(2.17)
= g(tl .X'),

1a, le produit des Jacobiennes g, f. est non singulier pour toute ¢ avec les valeurs initiales
cohérentes x, zy (i.e. ces valeurs initiales satisfont les contraintes algébriques). On note
que les variables algébriques z dans les contraintes (la deuxieme équation) sont absents.
Ceci est une EAD d’indice 2, et tous les variables algébriques jouent le role des variables

d’indice 2 [28]. En différenciant la premiére équation, on obtient

¥=fX+ f.2+ f
Afin de calculer z, on différencie la deuxieme équation deux fois, on obtient
0 = gxx + St (218)
0 = (gxxx + gxt)xj + ngf' + (gtxx + gtt)r (219)

cela donne
0= gxxf2 + gxtf+ gx(fxf‘i'fzz +ft) +gtxf+ Sty
par équivalence, on a

—(8:f2)2 = uxf? + Quf + Gufof + Gufi ¥ Suef + &

Enfin, la dérivée de z est

2= ~(Qef) 7 (uf? + Guf + Gufef + &ufi+ guef + 8u)-
Exemple 2.3.4. Soit le systeme

x(t) = sin(t),

2.20
t+z(t) = 0, (220

la, f(t,x,z) = —z(t) et g(t,x) = sin(t) — x(t). La variable algébrique z(t) n’apparait pas dans

I'équation des contraintes. D’apres la deuxiéme équation on a z(t) = —X = —cos(t), donc
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z = —&% = sin(t). L'indice est égale a 2 car deux différenciations sont effectuées. On obtient
I'EDO suivante

X = cos(t),
(2.21)
z = sin(t),
avec les valeurs initiales cohérentes :
x(0) = sin(0),
z(0) = —cos(0).
2.3.4 L’indice 3 de Hessenberg
Soit le systeme d’EAD suivant :
x = fltxyz2),
y = gtxy), (2.22)

0 = h,vy).

Ici, le produit des trois fonctions matricielles g, f. est non singulier [28].
L’'indice d'une EAD de Hessenberg se trouve comme dans le cas général par la diffé-

renciation. Cependant, ici, seules les contraintes algébriques doivent étre différenciées :
0= +hyy = h + hyg(t, %, y) = ht, x, ), (2.23)

et on note par

] (f(t % Y2) ]:F(t,X,z),
t,x,y)

0 =h(tx,vy) =G(tX),

(2.24)

ces équations sont de la forme (2.17) avec X = . On défini

y
H(t, X, z) = Gx(t, X)E(t, X, 2),

et on compare avec (2.18). Pour montrer que (2.24) est d’indice 2, il suffit de vérifier que

H.(t,X,2) = Gx(t, X)F:(t, X,2) = (h, fzy)(fz ]

g
i f
= (hyxg(tz X, Y) +hygx hyyg(t,x,y) + hygy) ol

= hygxf;:/

reste non singulier. Cela montre que (2.22) est un systéme d’indice 3 si la matrice

hy(t, v)g«(t, x, y) f.(t, x, y, z) est inversible au voisinage de la solution (x, y, z).
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Les contraintes cachées sont données par (2.23) et aussi par
H(t, X, z) = Gx(t, X)F(t, X, z) = hy&«f + hyy88 + 1,88,
qui est la condition (2.18) en terme du systéme (2.24) d’indice 2.

Remarque 2.5. Dans le cas général, chaque composant de x peut contenir un mélange des
variables différentiels et algébriques, ce qui rend la solution numeérique de ces problémes a indice

élevé beaucoup plus difficile.

Exemple 2.3.5. [30] On considere le systeme d’EAD suivant :

X+x1—-1 = 0,
Xy + X3 +2x, =2t = 0, (2.25)
tx, +x3—¢" = 0,
aux conditions initiales
x1(0) 0
»©0) =] -1 1|, (2.26)
x3(0) 1

oll X,, X3 représentent les variables différentielles et x, représente les variables algébriques. Les

solutions exactes sont
xi(t) =€ -1, xo(t) = 2t — ¢, x3(t) = (1 + t)e' — 2¢2.

Apres trois fois de différenciation de (2.25), on obtient le systéme d’EDO suivant :

X1 = ¢€,
Y, = 2—¢ (2.27)
X3 = tx;— 2xy + ¢,

Cette équation algébro-différentielle est d’indice 3 de Hessenberg.

Exemple 2.3.6. [28] On considere le modéle d’EAD pour le pendule simple (2.8). En différen-

ciant la contrainte pour la premiere fois, on obtient

2x1%1 + 2x%, = 0,
2X1X3 +2xx4 = 0,
et pour la deuxiéme fois, on trouve
2(X3X1 + X15C3) + 2(.X'45C2 + XZ?Q) = 0,

2(x§ — /\x%) + 2(3@21 - (A +9x) = O,

2(x§ + xﬁ) — 2A(x% + x%) —-2gx;, = 0,
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et pour la troisieme fois, on obtient

4(9(39253 + X4X4) - 4A(X1X’1 + xZJ.Cz) - 2gX4 2/\(3(% + x%),
4(—=Ax1x3 — Axpxy — gxa) — 4A(X1X3 + XoXy4) — 29x4 = 2.

Ainsi, les EDO purs sont

X1 = Xs,

Xp = Xg,

B o= —A, (2.28)
Xy = —-Axa—g,

A = —4A(xixs + Xxg) — 39X4.

Evidemment, le systeme d’EDA (2.8) est d’indice 3.

24 Lalinéarisation d’EAD le long des trajectoires

On suppose que 'EAD (2.2) est un systeme de n équations dont la variable (t, x, X) est
. . JF : . N .
de dimension (27 + 1), et on suppose que > est toujours singuliere. On suppose aussi
que F est suffisamment différentiable, afin que toutes les différenciations nécessaires
puissent étre effectuées. De plus, en supposant qu'il existe une solution constante x
pour (2.2) et soit £ = x — X [29]. Alors,
a) La linéarisation non autonome de (2.2) le long de la solution constante X est :

oF, . OF _
g(t,x, 0)x + ax(t,x, 0)x =0, (2.29)

notez que F(t, ¥,0) = 0 par définition.
b) La linéarisation autonome de (2.2) le long de la solution constante X proche de t,
est:
JdF

N
E(to, x,0)x + a(to,x, 0)x =0, (2.30)

ou encore F(t,x,0) = 0 par I'hypothese X est une solution constante.
Supposons maintenant que X est une solution non constante de (2.2). Encore une fois,
X =x—x. Alors,
F(t,x,%) = F(t, % + %, % + X) = F(t, %, %).
Les définitions de la linéarisation non autonome et la linéarisation autonome de (2.2)

le long de ¥ sont les linéarisations correspondantes de F le long de 0. Donc

¢) La linéarisation non autonome :

oF ., of X
g(t, 0, O)X + %(t, 0, O)X =0, (231)
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qui est,

d .. 0 .
8_§(t’ x(t), X(H)x + (9—5(1?, x(t), X(t))x =0, (2.32)

par équivalence,
oF ... OF _ .  OF _ . . OF _ .  _
2 (0 (O, 505 + T4 70, HOW = T 7O, 5O + 5,70, 2O (239)
d) La linéarisation autonome devient
JoF

E(to’ X(to), X(to)X + g—l;(to, X(to), X(tp))x = 0. (2.34)

2.5 Analyse de stabilité des EAD semi-explicites

On considere les équations algébro-différentielles semi-explicites paramétrées d’in-

dice 1 données par

X fx,y,p),
0 g(x,y,p),
ol f: R™*"™1 5 R", ¢ : R"*"1 - R", xe XCR", ye Y CR"etp € P C R Dans

(2.35)

I'espace d’état X XY, les variables d’état dynamiques x et les variables d’état instantanées
y sont distinguées. Les dynamiques des variables x sont définis par X = f(x, y, p), tandis
que les dynamiques des variables y ce font lorsque le systéme satisfait les contraintes
g(x,y,p) = 0. Les parametres p définissent une configuration d"un systeme spécifique

et les conditions de fonctionnement [32].

La stabilité des équilibres

Soient EQ l’ensemble des équilibres et OP I'ensemble des équilibres stables. Les

définitions de ces ensembles sont donnés respectivement par :

EQ={(x,y,p) € XXYXP: f(x,y,p) =0, gx,y,p) =0}, (2.36)

OP = {(x, y,p) € EQ: det(Dyg) # 0, ] = D.f — D, f(Dyg) 'Dsg, ReA()) < 0}.  (2.37)

Ici, D, f dénote la matrice des dérivées partielles des composantes de f par rapport a x
[32].

L’ensemble singulier de (2.35) pour une valeur arbitraire de p est défini par [33] :
S={(x,y,p) € XxYXP: det(D,g) =0}, (2.38)

Définition 2.5.1. [32] (Points singuliers) On suppose que (x*,y*,p*) € S, alors (X", y*,p")
s’appelle un point singulier du systéme (2.35).
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Notez que le jacobien suivant

D:f D,f
D.g D,g

4

est inversible pour tous (x, y,p) € OP et donc, par le théoréme des fonctions implicites,
les équations f(x, y,p) = 0 et g(x, y,p) = 0 peuvent étre résolus uniquement pour x et y

en fonction du parametre p, localement proche de tous les points d’équilibres OP.

Définition 2.5.2. [33] (Région de faisabilité) Etant donné un équilibre stable (x*,y") pour
la valeur du parametre p*, le composant connecté F de OP qui contient (x*, y*, p*) s’appelle la

région de faisabilité de (x*, y*, p*). Sa frontiere (relatif a EQ) s’appelle la frontiere de faisabilité.

Théoreme 2.5.1. [33] (Théoréme de la frontiére de faisabilité) Pour un systeme défini

par (2.35), la frontiere de faisabilité d’une région de faisabilité F se compose de trois ensembles

suivants
JF = (dF N Cs) U (AF N Cz) U (dF N Cp), (2.39)
tel que
Cs ={(x,y,p) € EQ: det(D,g) =0}, (2.40)
Cz={(x,y,p) €EQ: det(D,g) # 0, det(]) = 0}, (2.41)
et
Ci ={(x,y,p) € EQ: det(D,g) # 0, det(]) # 0, det [H,1(])] = 0}, (2.42)
ol

7 = Dxf - Dyf(Dyg)_leg/ (2.43)

et H,_ est la matrice de Hurwitz

M dz ds * * -3
g dy dg * * Oop—4

ap as * * lyy5 (2.44)

0 0 0 0 % ay

correspondant aux coefficients a; du polynome caractéristique de |
det(sI = J) = aps" + a1" 1 + --- + a,, (2.45)

et ar = 0 pour k > n.
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Ces trois ensembles Cs, Cz et Cpy sont référés a des propriétés non linéaires spéciales
qui sont respectivement :

) Equilibres a la singularité,

e Proximité d’équilibres multiples,

e Naissance d"un cycle limite.

De plus, les trois ensembles d’annulation correspondent a la perte de stabilité locale.

Singularité induite Selle-nceud Hopf
-] S N W S| S
° . c\

(a) (b) (c)

Ficure 2.2 — Lieu des valeurs propres proche des trois ensembles : (a) valeurs propres
illimitées dans 1’ensemble Cg, (b) valeurs propres nulles dans Cyz, et (c) valeurs propres

purement imaginaires dans l'ensemble Cy, .

2.6 Bifurcations dans les EAD semi-explicites

Sous des conditions génériques, quelques bifurcations locales se produisent en tous
les points situés dans les ensembles définis ci-dessus. Ces bifurcations sont appelées :

e Bifurcation induite par la singularité dans Cs,

e Bifurcation selle-nceud dans Cy,

e Bifurcation de Hopf dans Cs.

2.6.1 Bifurcation induite par la singularité (BIS)

Des conditions conduisant au phénomene de bifurcation induite par la singularité
ont été a 1’origine énoncées par Venkatasubramanian et al [33]. Ils assurent que ce type

de bifurcation se produise lorsqu’un équilibre traverse la surface singuliere suivante

A= {(x, y,p) € R o(x,y,p) =0, A(x,y,p) := det [Dyg(x, Y, p)] = 0}, (2.46)

c’est un point dans I’ensemble Cs, et certaines conditions supplémentaires de transver-

salité sont satisfaites a (x, y, p) et sont données par :
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(i) Dyg admet une valeur propre nulle simple et la trace [Dy fadj(D,g)Dx g] n’est pas
nulle,
(ii) | est non singulier,
D:f Dyf Dyf
(iii) | Dxg D,g D,g |estnon singulier.
D.A D,A D,A

2.6.2 Bifurcation selle-nceud

Par définition, les points de ’ensemble C ne sont pas singuliers, i.e., det(D,g) # 0.
Par conséquent, le théoréme des fonctions implicites permet de réduire le systeme (2.35)

au systeme différentiel
X = fR(x/ P)/ (247)

qui est localement proche au point (x*, y*, p*) pour une fonction (unique) appropriée fx.
De plus, les points dans C; représentent des bifurcations selle-nceud si les conditions
suivantes sont satisfaites :

(i) La matrice D,fg = D.f —D, f(D,§) 'D.g a une valeur propre nulle et simple avec
un vecteur propre droit v et un vecteur propre gauche w, et il n'y a pas d’autre
valeur propre sur 1’axe imaginaire,

(ii) wT(DpPR) =w' [Dpf - Dyf(Dyg)_leg] #0,

(iii) w’ [D2fr(v,v)] # 0.

Au niveau des bifurcations selle-nceud dans la frontiére de faisabilité, les équilibres
stables et instables se rencontrent puis disparaissent, entrainant une perte d’équilibres
localement proche au point de bifurcation du mauvais coté de la frontiere de faisabilité
[32].

2.6.3 Bifurcation de Hopf

Pour le systeme (2.35), la fonction Hurwitz H,_; détecte la présence des valeurs
propres purement imaginaires, quand le jacobien | n’a pas de valeur propre avec
une partie réelle positive comme sur la frontiere de faisabilité. L'hypothese det(]) # 0
implique qu’il existe localement un lieu d’équilibres régulier, [x(p), y(p), p], avec les
valeurs propres A(p), A(p) de D, fx qui sont imaginaires et varient régulierement avec
p. Une bifurcation de Hopf se produit a tout point dans Gy telle que les conditions de
transversalité suivantes sont satisfaites [32] :

(H1) J = D, fr admet une paire simple des valeurs propres purement imaginaires,

et il n’y a pas d’autre valeur propre sur I’axe imaginaire,
y
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H2) D,R(A(p)) # 0.

Remarque 2.6. Une autre méthode pour analyser la bifurcation de Hopf a travers un point
d’équilibre d’un systeme d’équations algébro-différentielles semi explicites en utilisant la théorie

de bifurcation et la théorie de forme normale sera présentée dans le dernier chapitre.
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Chapitre 3

Systemes dynamiques en biologie et

écologie

Les systemes dynamiques sont également utilisés dans un domaine de recherche
extensive appelé la biologie, en particulier I'écologie. Ce chapitre est une revue de la
biologie mathématique ou autrement dit la biomathématique. Dans ce chapitre, on
va utiliser brievement les techniques développées dans les chapitres précédents pour
examiner certains systémes non linéaires majeurs qui ont été présentés sous la forme
des modeles mathématiques pour exprimer une variété des systéemes biologiques. Une
attention particuliere sera accordée a la modélisation de la croissance des populations
récoltés, les modeles bio-économiques et les systémes dépendants de 1'age. Finale-
ment, on va conclure ce chapitre par la présentation de quelques concepts de base sur

I'épidémiologie.

3.1 Modeles simples d’une seule espéce

Dans cette section, nous introduisons quelques principes de base sur le sujet et nous
concentrons sur 1’étude de la dynamique de certains modeles bien connus d"une seule

population.

3.1.1 Modeéle de Malthus

Ce modeéle est une description mathématique de la croissance d"une population. II

est décrit par I'équation différentielle suivante (T. Malthus, 1802) :

dx
yri bx — dx,
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o, x(t) est la taille de la population (le nombre d’individus), ax ou x(t) est le taux

dt
de changement de la taille de la population, b est le coefficient de natalité, et d est le

coefficient de mortalité. Ce modele peut s’exprimer aussi par I'équation :
dx
i

ot, r = b — d est le coefficient de croissance intrinseque de la population. L’équation

X, (3.1)

(3.1) est le différentiel linéaire le plus simple, son solution est I’exposant x(t) = xpe”, ol
xo = x(0). Cette solution croit de fagon exponentielle pour les taux de croissance intrin-
seques positifs et décroit de fagon exponentielle pour les taux de croissance intrinséques

négatifs. Il reste constant lorsque les naissances équilibrent les décés.

L’analyse de modele

La taille de la population x* = 0 est un point d’équilibre. Puisqu’il n'y a pas dim-
migration ou d’émigration dans ce modele, les populations qui commencent a zéro
restent a zéro. Si v > 0 alors, cet équilibre est instable, sinon, il est asymptotiquement

stable (voir la figure 3.1). L'hypothese selon laquelle le taux de croissance d"une popu-

—r>0 |
—r<0

L L ! T
0 10 20 30 40 50 60

Temps

Ficure 3.1 — Le trajectoire de la population.

lation est proportionnel a sa taille (hypotheése linéaire) est généralement irréaliste sur
des échelles de temps plus longues [38]. La premiere modification consisterait alors
a insérer un terme de correction pour tenir compte du fait que les ressources sont

effectivement limitées. Un tel modele est décrit dans la sous-section suivante.

3.1.2 Modéele de Verhulst-Pearl

Ce modele décrit une loi de croissance suffisamment réelle pour de nombreuses

populations de micro-organismes, végétaux, animaux ainsi qu’humains [36]. Ce modele
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est représenté par 1’équation différentielle non linéaire suivante (P.E. Verhulst, 1838 ; R.
Pearl, 1928) :

dx X
i rx (1 — E)' (3.2)

ot les parametres r et K sont positifs. Le constant K est la capacité de charge de I'envi-
ronnement, qui est généralement déterminée par les ressources de soutien disponibles.

Cette équation est également connue sous le nom d’équation logistique. Sa solution est

KXO
t) =
x() Xo + (K — xg)e"t

ol xg = x(0). Cette solution est valable pour 0 < x; < K.

L’analyse de modéle

Le modele a deux états d’équilibre : x] = 0 qui est instable et x;, = K qui est stable, a
chacune de ces deux valeurs, le taux de croissance de la population est égal a zéro. On
voit facilement que x(t) — K lorsque t — oo, et pour x/K < 1 le modeéle (3.2) conduit
au modele de Malthus (3.1).

20

0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100
Temps

Ficure 3.2 — Courbes de solution de 1"équation logistique avec r = 0.1 et K = 10.

3.1.3 Modele de Gompertz

En général, I’équation de Gompertz a été formulée comme une loi de survie décrois-
sante ( Gompertz 1825 ), et il est utilisé pour décrire plusieurs modeles mathématiques

[39]. L'équation croissante de Gompertz est de la forme :

— =rxln (%) = f(x), (3.3)

ot r et K sont des constantes positives appelées : le taux de croissance et la capacité de

N

charge, respectivement. La solution de cette équation est donnée par : x(t) = Ke“ ~ o1,
c= ln(xo) et xo = x(0)
= In(Z 0= ,
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L'analyse de modele

L'équation de Gompertz a deux points d’équilibre : x] = 0 et xJ = K. La dérivée de
(3.3) est

Fx) = r(ln(%) - 1), (3.4)

d
par substitution on a : d_th(K) = —r ce qui signifie que x;, = K est stable. Mais la dérivée
n’est pas définie a x; = 0. Dans ce cas, on a besoin d’étudier la fonction f(x). Cette
fonction est positive pour 0 < x < K et tend vers +co lorsque x — 0*. Evidemment,

l'origine est instable.

25

Croissance de Gompertz

Croissance logistique

20

0

L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Temps

Ficure 3.3 — Comparaison des chroniques des solutions de 1’équation logistique et celle

de Gompertz avec les mémes valeurs de r = 0.1 et K = 20.

3.1.4 Modéle avec Effet-Allee

Considérons 1'équation différentielle simple :
dx x x
Zem=-1)[1-2)= :
i~ (KO ) ( K) @, (3-5)

ot les parametres r, K, et K sont supposés positifs pour avoir une signification biolo-

gique et de plus 0 < Ky < K.

I’analyse de modéle

Le modele a trois états d’équilibre : x] = 0, x; = Ko, et x; = K. A chacune de ces trois
valeurs, le taux de croissance de la population est égal a zéro. La dérivée de f(x) est:
, 3x? Ko+ K
=r|- +2 -1].
f® r( KoK ( KoK )x )

La stabilité des équilibres est discuté comme suit :
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1) f(0) = —r < 0, l'origine est de nature stable.
2) f'(Ko) = r(—(Ko/K) + 1) > 0, le point d’équilibre K est instable.
3) f(K) =r(—(K/Kp) + 1) < 0, le point d’équilibre K est stable.

30

251

L L L L L L L
[ 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Temps

Ficure 3.4 — Chroniques de I'équation de croissance de type Effet-Allee d"une popula-

tion obtenus pour r = 0.1, Ky = 10 et K = 20.

3.2 Modeles de populations en interaction

Les modeles de croissance considérés dans la section précédente consistaient en une
seule population. Lorsque les especes interagissent, la dynamique des populations de
chaque espece est affectée [21]. Dans la section présente, on s’intéresse a I'étude des
phénomeénes biologiques et écologiques tres intéressants en étudiant les interactions
entre les especes ou les populations. Pour commencer a comprendre la dynamique des
populations en interaction dans tels systemes, on commence par étudier 'interaction
entre deux populations. Pour cela, on va utiliser une simple paire d’équations différen-
tielles pour décrire un systeme composé de deux populations ayant des densités x(t) et
y(t) de la forme :

X = fx) +hix, y),
v = 8y) +k(x, y).

ou f(x) et g(y) sont des fonctions continuellement différentiables qui représentent la

(3.6)

croissance de la population isolée. Les termes g(x,y) et k(x,y) sont également des
fonctions continuellement différentiables de R? dans RR, ils décrivent l'interaction entre

les deux populations. Conformément aux signes des fonctions g(x, y) etk(x, y), plusieurs

51



cas sont possibles :

e (—,+)ou(+, —) : = relation proie-prédateur ou parasite-hote (négatif pour1’espece

1, positif pour 1’espéce 2 ou I'inverse).

e (—,—) := compétition (l'interaction est négative pour les deux especes).

e (+,4) : = symbiose (positive pour les deux especes).

¢ (—,0) : = amensalisme (négatif pour l'espece 1, neutre pour l'espece 2).

¢ (+,0) : = commensalisme (positif pour 1’espéce 1, neutre pour 1'espéce 2).
Ces types d’interaction possédent des comportements qualitatifs différents (les dyna-
miques des trajectoires du modele (3.6) sont différentes et peuvent étre simples ou trés
complexes). Plus de détails sur ces types de modéles seront examinés dans la prochaine

sous-section.

3.2.1 Systémes proie-prédateur

La dynamique la plus intéressante et la plus complexe est inhérente a la commu-
nauté proie-prédateur. La terminologie prédation est une interaction biologique ot un
prédateur se nourrit d"une proie. La prédation se produit dans une grande variété de
scénarios, par exemple dans les interactions dans la vie sauvage (lions chassant les
zébres, les renards chassant les lapins, etc), dans les interactions herbivore-plante, et
dansles interactions parasite-hote [44]. La forme générale d"un systeme proie-prédateur
est donnée par :

x = f(x) = h(x, ),
y = g(y) +eh(x, y).

Ou le signe négatif avant h(x, y) signifie que l'interaction avec les prédateurs a un effet

(3.7)

négatif sur la croissance des proies. Le parametre e est le taux de conversion de la

biomasse des proies en biomasse des prédateurs.

Modele proie-prédateur de Lotka-Volterra

Ce modele est probablement le modeéle mathématique le plus connu dans 1’écolo-
gie mathématique. Il est décrit par un systeme de deux équations différentielles non

linéaires suivant (AJ. Lotka 1924, V. Volterra, 1926) :

X

y

rx —cxy, (3.8)

—my + bxy.

La, x(t) dénote le nombre (ou la densité) des proies et y(t) représente le nombre (ou la
densité) des prédateurs, r est le coefficient de natalité des proies, m est le coefficient

de mortalité des prédateurs, le terme cxy décrit les dommages causés aux populations
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des proies par les prédateurs, le terme bxy décrit I'augmentation de la densité des

prédateurs grace a la consommation des proies.

L’analyse de modele

Le modele possede les régimes singuliers suivants :

1) L'état d’équilibre trivial x = y = 0 (pas des proies et pas des prédateurs).

2) y(t) = y(0)e™ a x = 0 (en I'absence des proies, les prédateurs disparaissent).

3) x(t) = x(0)e" a y = 0 (en l'absence des prédateurs, les proies se reproduisent
indéfiniment, car le modeéle ne prend pas en compte I'épuisement des ressources
alimentaires des proies).

4) L'état d’équilibre non trivial x* = r/c,y* = m/b (les densités des proies et des
prédateurs s’équilibrent).

On peut éliminer ¢ de 1'équation de Lotka—Volterra, par division on obtient

dy/dt _dy (-m+bx)y

de/dt — dx  (r—cy)x ’

on peut résoudre cette équation différentielle par la méthode de séparation des va-

f_erbxdx:fr_cydy,
X y

bx —minx = —cy +rlny + h,

riables :

ol h est la constante d’intégration, ou
h = bx — mlnx + cy — rlny,

pour différentes valeurs du parametre i > 0. Ces courbes tendent vers une forme

d’ellipse pour i < 1 et & un triangle pour / > 1.

Systémes proie-prédateur réalistes

Le modele de Lotka—Volterra (3.8) est irréaliste car il prédit des centres structurelle-
ment instables ce qui signifie que les solutions périodiques ne sont pas généralement
conservées pour les petites perturbations de ce modele [45]. En outre, parmi les hypo-
theses irréalistes de ce modele est que la croissance des proies est illimitée en I’absence
de prédation. Pour étre plus réalistes, ces taux de croissance devraient dépendre a la

fois aux densités de proies et de prédateurs comme dans le systéme suivant :

X =xf(x,y),

(3.9)
¥ =ygx y).

53



25 T
H 1k
i | —— Proie

o
T

y-predateur
Populations

Xx-proie

Ficure 3.5 — Solutions de modele proie-prédateur de Lotka-Volterra (3.8) avecr = ¢ =

m = b =1, dans le plan de phase et en fonction du temps.

ol les formes de f et ¢ dépendent de I'interaction, de I’espece, etc. Ainsi, par exemple,

une équation de population des proies plus réaliste pourrait prendre la forme suivante :

t=xfwy), [y =r(1-)-yRe), (3.10)

ol K est un constant représente la capacité de charge des proie lorsque y = 0. R(x)
sont les termes de prédation qui représentent le nombre des proies consommées par un
seul prédateur par unité de temps ou autrement dit R(x) est la réponse fonctionnelle.
Au lieu de la réponse de prédateur de la forme cxy (Holling I) comme dans le modele
de Lotka—Volterra (3.8), on prend xyR(x) ot xR(x) sature pour x grand. Voici quelques

formes de R(x) :

a .

R(x) = Py (Holling type II),
ax .

R(x) = 2 (Holling type III),

ax .
R(X) = m, (Beddmgton) ,
a (1 - e‘b")
R(x) = —

L’équation de la population de prédateurs, la deuxieme de (3.8), devrait également étre
rendu plus réaliste que celui de g(x,y) = —m + bx dans le modéle de Lotka—Volterra

(3.8). Les formes possibles sont :
_ Py _
gx,y)=h (1 — 7) ou g(x,y) = —m+ eR(x), (3.11)
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ou h, p, m et e sont des constantes positives et R(x) prend une forme parmi les formes
précédentes. La premiere forme en (3.11) signifie que la capacité de charge du prédateur

est proportionnelle directement a la densité des proies.

Modele de Kolmogrov

Le modele de Kolomogrov (1936) est I'un des nombreux modéles généralisés de la

communauté des proies-prédateurs. Ce modele est donné par
X

y

xf(X) - ]/R(x);

(3.12)
yg(x, y).

ot R(x) est la réponse fonctionnelle mentionné précédemment, f et g sont les coefficients
de croissance intrinséques des proies et des prédateurs. De nombreuses modifications
dumodele général (3.12) ont été proposées pour expliquer les différents modéles dans la
dynamique des communautés proies-prédateurs observées. Quelques exemples sont :
e f(x) =a— ux:comptabilité de la compétition intra-espece des proies.
o o(x,y) =b—ax/yougx,y) =b-axyou g(x,y) =b(l—-e*):délimitation de la
population des prédateurs.
® R(x) prend une forme parmi les formes précédentes et elle se réfere a la délimita-
tion de la population des prédateurs.

Un tel modele qui considére la compétition intra-espéce entre les proies est de la forme::

X

Y

x(a — ux — dy),

(3.13)
y(Bx —b).

L’état d’équilibre non trivial de ce modele est (x*, y*) = (b/B, (ap — ub)/0p). La matrice

de communauté a laquelle est donnée par

_ x* _6 *
](x*,}/):[ o ]
py 0
dans ce cas, tr(J) = —ux" et det(]) = 6px*y*. Par conséquent, lorsque le point (x*, y*) est

dans le quadrant positif, alors la trace sera négative et le déterminant sera positif. Cela

assure la stabilité de ce point d’équilibre.

3.2.2 Especes en compétition

La compétition est une interaction entre les organismes, ou les especes, partageant
des ressources dont l'offre est limitée. De nombreux écologistes accordent plus d’im-

portance a la compétition qui joue un réle prépondérant dans la structuration des
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communautés écologiques. Un modéle qui décrit deux especes en compétition est de
la forme

X =xf(xy),

¥ =y8x.y).
Il est raisonnable de supposer que f.(x,y) < 0 et g,(x,y) <0 pour x > 0, y > 0 et aussi

(3.14)

que f,(x,y) < 0et gx(x,y) <0 pour x > 0, y > 0 ce qui signifie qu'une augmentation de
la taille de I'une de deux populations mene a diminuer le taux de croissance de l'autre

population. Prenons par exemple un systéme de populations en compétition donné par

. X
X = r1x(1 - k_l) - bixy,

1 (3.15)
2y (1 - —) — boxy.
ka

y
ou rq et r, sont les taux de croissance des deux populations x et y respectivement. k; et
k, sont les capacités de charge qui limitent la croissance de chaque population. b; et b,
sont les taux par lesquels le concurrent y tue x et vice versa. Le systeme (3.15) posséde
quatre points fixes : (0, 0), (k1,0), (0,k,) et
Bika — ki Boki — kz)
BiBr—1" Bpa—1)’

Les deux points d’équilibre (k;,0) et (0, k;) décrivent une situation dans laquelle une

u ﬂl’:

kib; .
” (i=1,2).

|

espéce survit mais 'autre espece perd la lutte pour 'existence et s’éteint. Le dernier
équilibre (x*, y*) décrit la coexistence des deux espeéces et ne se produit que lorsque
(k1 > Tz/bg et k2 > Vl/bl) ou (k1 < Vz/bz et k2 < 7’1/[91).

Analyse de stabilité

La matrice de communauté est

- %x - by —bix
](xl y) = ! 21/2
—byy Y- box
2

1) Pour l'équilibre (0,0) on a

r 0
J(0,0) = [ ),
0 &)

de toute évidence, ¢’est un nceud instable.

2) Pour I’équilibre (k;,0) on a

J(ky, 0) = ( T hik ]

0 Yy — bzkl

ily adeuxcas :sik; > r2/b,, alors I'équilibre (k;, 0) est un noeud stable, sinon, c’est

un noeud instable.
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3) Pour I’équilibre (0, k;) on a

0, ks) = ( bk 0 )

—byk, —1

il y a deuxcas :sik, > r1/by, alors I'équilibre (0, k) est un nceud stable, sinon, c’est
un nceud instable.

Remarque 3.1. Nous ignorons les possibilités r1 — bik, = 0 (qui donnerait x* = 0) et
to — boky (qui donnerait y* = 0).

4) Pour le point d’équilibre intérieur (x*, y*) on a

" .. .
—k—x —blx
](x*/ y*) = b1 * 7"2 * ’
Y TY
la trace correspondante est tr(J) = — (Z—lx* + I:—Zy*), il est toujours négatif tandis
1 2
2
que le discriminant A = (I:—lx* - IZ—zy*) + 4b1box'y* est positif. Le déterminant
1 2

Det(]) = (% - b1b2)x*y* est positif si k; < l% ethky, < 1:_1

intérieur (x*, y*) est un nceud asymptotiquement stable.

, dans ce cas la, I’équilibre

3.2.3 Modeles de mutualisme ou de symbiose

Il existe des situations dans lesquelles l'interaction entre les especes est mutuelle-
ment bénéfique, par exemple, les systemes plante-pollinisateur. L'interaction peut étre
facultative, ce qui signifie que les deux espéces pourraient survivre séparément, ou
obligatoire, ce qui signifie que chaque espece s’éteindra sans 1’aide de l'autre [36]. Un
tel modele mutualiste raisonnable a deux especes avec des capacités de charge limitées

pour les deux especes est de la forme

x:7’1X(1—£+b11),

ok (3.16)
':ry(l——+b2—),
y=n PR

ol ry, 12, k1, ka, b et c sont toutes des constantes positives. En utilisant la nondimen
sionnalisation suivante :

k
k'

X y P ky
Uu=—,v==—,1T=nt,p==,c=b—, a=b

k1 ka 41 k1 ’

le modele (3.16) devient

u(l-—u+co),
d (3.17)
— = pv(1-v+cu).
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Les états stationnaires et les singularités du plan de phase sont :

1+c 1+C2)

(10, v0) = (0,0), (u1,01) = (1,0), (uz,02) =(0,1), (u',v") = (1 — 61— 10

Le dernier équilibre admet une signification biologique si u#* > 0, v* > 0 sont finis dans
le cas o1 1 — c1c; # 0. La stabilité des états stationnaires de (3.17) est encore déterminée

par la matrice de communauté suivante :

1-2u+co c1u
J(u,v) =
pC2v p(1 =20 + cou)
2
16 4
(u*,v
12+ 4
>
0.8
04} =
o0 0‘4 0.‘8 1‘2 1‘6 2
u

Ficure 3.6 — Cas de mutualisme faible, cic; < 1. Les deux populations coexistent.
1 = 01, Cr = 02, p= 1.

Ficure 3.7 — Cas de mutualisme fort, c;c, > 1. La croissance des populations tend vers

linfini.c;=1,¢,=15,p=1.
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o Le premier état stationnaire (0, 0) est un nceud instable puisque les valeurs propres
de la matrice de communauté A; =1, A, = p sont positifs.

¢ Le deuxiéme état stationnaire (1, 0) est un point selle puisque la matrice de com-
munauté a une valeur propre négative A; = —1 et une positive A, = p(1 + ¢;).

e De méme, pour le troisieme équilibre (0, 1) elle est toujours un point selle puisque
la matrice de communauté a une valeur propre négative A; = —p et une positive
A =1++c¢;.

e Enfin, pour le dernier état stationnaire (1, v*), lorsqu’elle existe dans le quadrant
positif, la matrice | a laquelle est

. . ( -u cu’ ]
Jw',v*) = . L
U —pu

Clairement, la trace est négative. Le signe du déterminant dépend des valeurs des

parametres :

(i) Sicicr < 1, alors det(]) > 0O, le point d’équilibre (1", v") est globalement asymp-
totiquement stable ce qui signifie que les deux populations coexistent au cours
du temps (cas de mutualisme faible).

(i) Si cicp > 1, alors det(]) < 0, I'équilibre (u*,v") est instable ainsi que les deux
équilibres (11, v;) et (12, v,). Les trajectoires vont a l'infini. Ce résultat vient du
fait que chaque population exerce un effet positif sur la croissance de l'autre.

Cette croissance est sans limite (cas de mutualisme fort).

3.3 Modeles bio-économiques

Nous vivons dans une économie mondiale. Les populations du monde augmentent

a un rythme toujours croissant, ce qui entraine une augmentation de la demande de
y

produits et de biens. Certains de ces biens proviennent de ressources renouvelables.

Un sujet important qui se développe rapidement est de la bio-économie mathématique.

C’estl’étude de la gestion des ressources renouvelables. Il prend en compte non seule-

ment les questions économiques (revenus, cofit, etc) mais aussi l'impact de la demande

sur la ressource. De plus, la bio-économie mathématique est un domaine de recherche

fertile basé sur I'étude des modeles a deux composantes, I'une économique et 1’autre

biologique [37], de sorte que

- Economiquement, les modéles sont basés sur la notion de maximisation du profit,
c’est-a-dire de maximisation de la valeur actuelle des revenus nets.
- Biologiquement, les modeles sont caractérisés par la dynamique des populations

qu’ils incorporent.
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Dynamique des modeles de populations récoltés

Il est nécessaire de développer une stratégie écologiquement acceptable pour la
récolte de toute ressource renouvelable que ce soit les animaux, les poissons, les plantes
ou autre. Pour étudier 'effet du retrait des membres d’une population (par la péche
ou par la chasse) sur un modeéle de population a un taux spécifié, il faut ajouter un
terme négatif dans 1’équation x = f(x), donc la population récoltée est modélisée par
I'équation différentielle

x = f(x) - H(t), (3.18)

ou x(t) représente la taille d"une population choisi au temps t et H(t) est le taux de

récolte [34].

Récolte a rendement constant

Si la fonction H(t) est une constante H, de sorte que les membres sont enlevés au

taux constant H par unité de temps, le modéle est
X = f(x) - H. (3.19)

Ce type de récolte survient lorsqu'un quota est spécifié [36]. Maintenant, on pose la
question, quelle est la récolte durable maximale?. Pour H < maxf(x), 'équation a
deux équilibres, x] (instable) < x; (stable). D’autre part, pour H > maxf(x) iln’y a pas

d’équilibre, et dx/dt < 0 pour toute x. Le cas particulier est

H = maxf(x) = f(xmsy)

donne lieu a un seul équilibre semi-stable x = xpsy. Ce cas, qui est d'une importance
fondamentale dans la gestion des ressources, est appelé rendement maximal durable
(en anglais : maximum sustainable yield (MSY)). Par exemple, lorsque la population

est régie par une équation logistique, le modele avec récolte est de la forme

i= rx(l - %) _H, (3.20)

les équilibres sont des solutions du polyndme quadratique : —rx* + rKx — KH = 0. Leur
existence et leur nombre dépendent du signe du discriminant A = r*K* — 4rKH, donc
on a deux cas
(i) SiH > rK/4,alors A < 0,iln"y a pas d’équilibre, x(t) < 0 pour tout x ce qui montre
que la population est surexploitée et va a I’extinction au cours du temps.
(ii) Si H < rK/4, alors A > 0, deux points d’équilibre positifs se produisent :

. K- Vr2K?z —4rKH . K+ Vr2K? —4rKH
X1 ’ X, = .
2r 2r
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La stabilité d’un équilibre x* de % = f(x) — H nécessite f (x) < 0. Donc, x] est toujours

instable et x; est asymptotiquement stable. Pour toutes les conditions initiales 0 < x(0) <

x3, la population tendra vers 0 (i.e. disparaitra). Pour x(0) > x}, la population tendra a

sa capacité limite K. En général, on souhaite d’avoir le rendement maximale durable
rK

qui se produit a Hysy = T

.
\

H<Husy H>Hwmsy

Ficure 3.8 — Comportement des solutions soumises a une récolte a rendement constant.

Récolte a effort constant

Si la fonction H(t) est une fonction linéaire de la taille de la population H(t) = Hx(t),
le modele (3.19) sera :

X = f(x) — Hx. (3.21)

Ce type de récolte est également appelé récolte proportionnelle. Il survient dans la
modélisation des pécheries, ou1 'on suppose souvent que x, le nombre de poissons
capturés par unité de temps, est proportionnel a H, qui est l'effort dépensé en péche
[36]. Si la population est régie par un modele logistique, le modéle récolté est de la
forme

%= rx(l - %) — Hx. (3.22)

L’équilibre x* existe si le taux de croissance de la population de poissons est égal au
taux de récolte :
x)(-
* 1 - — H */
rx ( K) x
On obtient deux équilibres : ’origine x] = 0 qui est de nature instable, et x; = K(r—H)/r
qui est asymptotiquement stable pour 0 < H < r (voir la figure 3.9). La figure 3.10

représente les solutions sans récolte et avec un effort de récolte inférieur et supérieur

au taux de croissance de la population.
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dx/dt=rx(1-(x/K))

FiGure 3.9 — Récolte a faible mortalité.

En revanche, dans la littérature, on retrouve la notion d’effort de récolte. Il joue un

role important dans la modélisation des systemes bio-économiques. Il est défini par :

Définition 3.3.1. [34] Le concept d’effort de récolte apparu dans les pécheries. L'effort de péche
est une mesure de l'intensité de la péche. Habituellement, I'effort de péche est représenté par le
nombre total de jours que les navires passent a pécher au cours de I'année. Comme le temps est
continu, I'effort E peut étre considéré comme le nombre de navires (standard) péchant activement

a un moment donné.

25

20+

L T— L L L L
0 2 4 6 10 12 14 16

8
Temps

Ficure 3.10 — Chroniques d'une population récolté avec un effort constant H.r = 1, K =
20.
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Le principe économique de Gordon

Actuellement, les ressources biologiques de 1’écosystéme proie-prédateur sont ex-
ploitées commercialement et vendues dans le but d’atteindre un intérét économique.
Un tel modele bio-économique est de Gordon [46]. Ce modele est basé sur le principe
économique formulé selon les étapes suivantes :

(i) Le revenu total est déterminé par deux choses : le prix de marché de la ressource

et le nombre total de ressource produite (ou le rendement) :
Revenu Total = Prix X Rendement, (3.23)

(ii) Le rendement de la ressource impliquera deux choses : I'effort consacré a la
récolte de la ressource et I'abondance de la ressource. En conséquence, on peut
dire que:

Rendement = gEx, (3.24)
ol g est appelé le coefficient de capturabilité et E est appelé 'effort exercé dans
la récolte de la ressource (par exemple dans la péche, E peut étre mesuré par le
nombre de bateaux utilisés pour la péche, le nombre d’heures de péche, etc). Le
terme x représente I'abondance de la ressource. La relation entre le taux de capture
et l'effort E est souvent modélisée par (3.24) ot pour un stock de poisson donné
x, le taux de capture est proportionnel a I'effort. De méme, pour 'effort fixe E, le
taux de capture est proportionnel a 'abondance du stock.

(iii) Sile prix du marché de la ressource est p, alors (3.23) devient :
Revenu Total = pgEx, (3.25)
(iv) Le coftit total de récolte de la ressource est proportionnel a 1'effort exercé :

Cott Total = cE, (3.26)

ol ¢ est une constante qui représente les controles externes sur les cofits.
En conséquence, le profit de la récolte de la ressource (ou la rente économique totale R)
est donné par :

Rente Economique = pgEx — cE = R. (3.27)
Si on combine le modele (3.19) avec 1'égalité (3.24), on obtient
X = f(x) — gEx. (3.28)

Pour f(x) = rx(1 — (x/K)), la relation d’équilibre entre I’effort E et le rendement durable
H est:
H = H(E) = gKE(1 — gE/7). (3.29)
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Les valeurs de x, E, et H au rendement maximal durable sont :

xmsy = K/2,
Emsy =71/2g,
HMSY = TK/4

Dans le cas du rendement durable, le revenu net devient par (3.29) :
R = pH(E) - cE. (3.30)

Selon Gordon, le niveau d’effort optimal est E = Ej, auquel le revenu durable net R
est maximisé. Ceci est généralement appelé rendement économique maximal (MEY).
Gordon a prédit que le propriétaire unique des pécheries gérerait les efforts pour
atteindre le rendement économique maximal. Une deuxiéme prédiction du modele de
Gordon est que, dans une pécherie de "propriété commune" non réglementée, 1'effort
atteindra un niveau d’équilibre E,, auquel R = 0. Le simple argument derriére cette
prédiction est le suivant : pour E > E,, les colits de péche dépassent les revenus de
la péche (la figure 3.11). Par conséquent, l'effort sera réduit en raison du départ des
navires perdus. De méme si E < E.,, alors les bénéfices positifs peuvent étre réalisés et

E aura donc tendance a augmenter [34].

PH(E) cE
@ | i
= 1 1
o | :
F | :
El] Eoo
Effort E

Ficure 3.11 — Modeéle de pécherie de Gordan [46].

Récolte dans les modeéles proies-prédateurs

Dans le précédent, nous avons examiné les effets de la récolte a rendement constant

et autre a effort constant dans une seule population modélisées par une équation
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différentielle ordinaire. Maintenant, nous donnons un modeéle simple de Schaefer [35]
qui décrit la récolte de 'une d’une paire d’especes en interaction dans une pécherie en
libre acces (i.e. pécheries non réglementées ot les pécheurs sont libres d’aller et venir a

leur guise [39]). Le modele est de la forme suivante

X

E

rx(1 — %) —qEx,
k(pqEx — cE),

(3.31)

N

ou,

— x est le niveau de stock,

— E est le niveau d’effort de péche,

— r est le taux de croissance intrinseque du stock,

— K est la capacité de charge du stock,

— g est la capturabilité,

— p est le prix du poisson,

— c est le cofit par unité d’effort,

— k est une constante de proportionnalité.
Dans ce systeme, les pécheurs jouent le role de prédateurs. Pour r positif, il y a deux ré-
sultats possibles. La péche peut ne pas étre économiquement viable. Apres cela, I'effort
de péche sera réduit a zéro et le stock de poissons reviendra a sa capacité de charge.
Alternativement, le poisson et I'effort de péche peuvent coexister a un équilibre a 1'in-

térieur du plan de phase (x, E). Le niveau de stock a cet équilibre est x* = c¢/pg.

Remarque 3.2. Dans certains travaux de recherche, nous avons constaté que la récolte peut étre
soumise d la fois aux proies et aux prédateurs, par exemple dans les équations de Rosenzweig-
MacArthur [41].

3.4 Modéles de populations structurés par 1’age

La répartition par 1’dge de la population est 'un des principaux facteurs internes
qui influencent la dynamique de la population. La fécondité et la mortalité des indivi-
dus dépendent de leur age, donc 'exploitation rationnelle de la population nécessite
une prise en compte de leur structure par I'age [38]. Dans les sections précédentes,
nous présentons et étudions certains modéles dans lesquels tous les membres de la
population se ressemblaient. Dans cette section, nous présenterons quelques modeles

de populations structurées par 1'age.
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modeéles d’une seule espéce

Des équations aux dérivées partielles linéaires seront utilisées pour décrire une
seule population d’especes. Par conséquent, on introduit les fonctions suivantes :
e x(7,t) : la densité de la répartition par 1’age de la population (le nombre d’indivi-
dus d’age T au temps t),
o m(7,t): le taux de fécondité par I'dge (le nombre moyen d’individus issus par
unité de temps a partir d"une seule personne d’age t au temps t),
e d(7,t) : letaux de mortalité par1’age (part spécifique des individus d’age T décédés
par unité du temps au temps t).
Ensuite, la taille de la population (le nombre d’individus de tous les ages) est
T
N(t) = fx(r, t)dt,
0
et le taux total de fécondité est,
T
B(t) = fm(f, t)x(t, t)dt,
0
ou T est 'age maximal. La dynamique de la population est décrite par une équation

dite évolutive [38].

Construction du modeéle

1. Pendant l'intervalle du temps de t jusqu’a t + A, I’age des individus est égale-
ment augmenté de la valeur A, donc le taux de changement du nombre x(7, t)
d’individus agés T au temps t est égal a :

x(t+ A t+A)—x(1,t)
A 7

ou en prenant la limite 8 A — oo, on obtient

ox N ox

dt  dt’
Si la migration des individus n’est pas prise en compte, le seul facteur de change-
ment de la taille de la population est la sortie d’individus causée par la mortalité.

Par conséquent, I'équation de la dynamique des populations est de la forme :

Jox ox

St = —d(t, H)x(t, 1), (3.32)

cette équation est appelée équation évolutive [38].
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2. Le processus d’apparition de nouveaux individus est décrit par 1’égalité x(0, t) =

B(t) ou
T

x(t,t) = f m(t, t)x(t, t), (3.33)
0
appelé I'équation de fertilité [38].
3. La distribution initiale (a t = 0) des individus par rapport a leur age 7 est de la

forme :

x(1,0) = (1), 7€[0,T]. (3.34)

Le modeéle (3.32) — (3.34) est généralement appelé le modéle de Lotka-von Foerster
[38].
Un autre modeéle dépendant de 1’age a été développé par Gurtin et MacCamy [42] de

la forme : @t b

pa, pa, _
T + P +m+ u(a, P)p(a,t) =0, a>0,t>0,
p(O,t) = [ Ba,P(®)p(a,tyda, t20,
L (3.35)
P(t) = f p(a, t)da, t>0,
0
p(a/ O) = pO(a)/ az O/
ou

- p(a, t) est la distribution par 1’age de certaines populations, i.e., la distribution des
individus d’age 2 au moment ¢,

— D(t) est la taille totale de la population au moment ¢,

— B(t) est le taux de natalité,

— B(a, P) est la fonction de fertilité , i.e., le nombre moyen de progéniture par unité
de temps produit par un individu d’age a,

— p(a, P) est la fonction de mortalité,

— po(a) est la distribution d’age initial.

Dans le travail de recherche [43], I'auteur a étudié le probleme (3.35) sous certaines

hypotheses générales et il a déterminé ses états stables par :

Peo(@) = Peo(0)72(a, Pov), (3.36)
ou 7t(a, Ps,) est défini par
— | y(z,P)dr
@, Py =e 4" (3.37)
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cet intégral représente la probabilité de survie a I'dge a lorsque la taille de la population

est P. Aussi, p«(0) satisfait

Peo(0) = peo(0) f B(a, Po)1i(a, Po)da. (3.38)
0

En conséquence, d’apres (3.38), on a p(0) = 0 ou P, qui satisfait 1’égalité suivante

1= | B(a,Ps)mt(a, Ps)da. (3.39)
J

Afin de faciliter I’écriture, un parametre de seuil R(P) est défini par

R(P) = f B(a, P)rt(a, P)da. (3.40)
0

qui est interprété comme le nombre d’enfants censés naitre d'un individu, au cours
d’une vie, lorsque la taille de la population est P.
Les états d’équilibres du probleme (3.35) sont : P, = 0 et toutes les solutions non
triviales de R(P.,) = 1. La stabilité de ces équilibres est examinée comme suit :
— SiR(0) < 1,alors1’état stationnaire trivial estlocalement asymptotiquement stable.
— Si R(0) > 1, alors I’état stationnaire trivial est instable.
Certaines conditions suffisantes sont déterminées pour la stabilité asymptotique locale
de I'état stationnaire non trivial P, et il est montré que si R (P.,) > 0, alors cet équilibre

non trivial est instable.

3.5 Modéles de transmission des maladies

L’épidémiologie est 1’étude de la fréquence des maladies, de la dynamique des états
de santé et des déterminants de ces variations dans une population spécifique, et 1'utili-
sation de cette connaissance pour le contrdle de la santé. Un épidémie est la propagation
inhabituelle et subite d’'une maladie dans une région ou une population donnée. Il est
généralement de courte durée. Une maladie est dite endémique si elle persiste dans une
population [34]. Lors de la modélisation de la dynamique d’une maladie infectieuse,
nous devons nous intéresser a la population dans laquelle elle se produit. Dans cette
section, nous nous concentrons sur 1'épidémiologie des maladies infectieuses et nous

présentons quelques modéles mathématiques pour ce type d’épidémie.
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Modeéles épidémiques

Afin de modéliser une telle épidémie a l'instant ¢, il faut classer les individus de la
population en fonction de leur statut vis-a-vis de la maladie, sains, infectés et immuni-
sés. Les états de la maladie, S, I, et R sont définis par [40] :

S : la classe sensible, ceux qui peuvent attraper la maladie mais qui ne sont pas

actuellement infectés.

I : la classe infectieuse, ceux qui sont infectés par la maladie et qui sont actuellement

contagieux.
R : la classe retirée, ceux qui ne peuvent pas contracter la maladie, soit parce qu’ils
se sont rétablis définitivement, sont naturellement immunisés ou sont décédés.
Les modeles avec ces trois états sont appelés modeles épidémiques SIR. Il existe plu-
sieurs modeles épidémiques SIR, selon que les individus récuperent et développent
une immunité. Ils sont désignés par diverses terminologies :
SI : décrit le cas ot les personnes infectées ne peuvent pas récupérer, S — 1.
SIS : décrit une maladie sans immunité contre la réinfection (comme les maladies
causées par des bactéries), S — [ — S.

SIR : décrit une maladie qui confere une immunité contre la réinfection (comme les
maladies causées par des virus), S — [ — R.

SIRS : décrit les maladies pour lesquelles la reprise confere une immunité contre la
réinfection, et les maladies pour lesquelles les membres récupérés sont suscep-
tibles de se réinfecter, et la possibilité intermédiaire d"une immunité temporaire,

S—]—>R—S.

Modéles de type SIR

Le premier modele de type SIR a été proposé par William Kermack et Anderson
McKendrick en 1927 pour décrire une maladie dans une population de taille N [21]. Ce

modeéle est de la forme

S = —BSI,
I = BSI-al, (3.41)
R = al

ou f et @ sont des parameétres constants positifs qui représentent le taux d’infection
et le taux d’enlévement des infectieux, respectivement. Ce modele peut étre décrit

schématiquement par
Susceptibles (S) Ly fectieux (I) =5 Retirs (R).
Le modele repose sur les hypothéses suivantes :
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(i) Le gain dans la classe infectieuse est a un taux proportionnel au nombre de
contagieux et susceptibles, c’est-a-dire SSI.
(ii) Les infectieux quittent la classe infectieuse au taux al par unité de temps.
(iii) Il n’y a pas d’entrée ou de sortie de la population, sauf peut-étre par déces dii
a la maladie.
(iv) Il n’y a pas de déces par la maladie et la taille totale de la population est une
constante N.
La formulation mathématique du probléme épidémique est achevée dans les conditions
initiales S(0) = Sp > 0, I(0) = Iy > 0, R(0) = Ry > 0. D’apres (3.41), il est facile de vérifier
que
S+I+R=0 = S(t)+I(t) + R(t) = N.

Puisque R(t) peut étre trouvé a partir de S(t) et I(t), il suffit de ne considérer que les

deux premieéres équations de (3.41), on obtient

S = -BSI,

sl (3.42)

avec S(0) = Sy > 0, I(0) = Iy > O et Sy + Iy = N. Selon la premiére équation, ona S < 0
toujours, donc S(t) ne peut pas accroitre. A partir de la deuxiéme équation de (3.42), on

a

(3.43)

. 0 S > 1// 'd/ . At.
fieo = 1(BSo — ) {> si { 0> a/p _ { épidémie apparai

<0 So<a/p

Pour cette raison, le ratio a/p est un exemple de valeur seuil parfois appelée taux

I’épidémie disparait.

d’enlévement relatif. On écrit

S
R, = P20
44

1
=650(3).
_ | iln’y a pas de nouveaux cas découlant || durée moyenne
- ( d’un infecté par unité de temps J ( d’infection ] '
Ainsi, R est interprété comme le taux de reproduction de base de l'infection, c’est-a-
dire le nombre moyen d’infections secondaires produites par une infection primaire
dans une population entiérement sensible. On a trois cas possibles : si Ry > 1, alors le
nombre de contagieux augmentera et une épidémie se produira. Si Ry = 1, alors un
individu atteint de la maladie ne produit qu'une seule infection et aucune épidémie
ne peut survenir. Si Ry < 1, alors la maladie diminue dans la population et 1'épidémie

s’atténuera [40].
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La sévérité des épidémies
On peut dériver d’autres résultats analytiques utiles de ce modéle :

dl _I(ﬁS—a)_ 1 o

—= = =-1+—, I=#0.

s = " psI g5’ 7

Le systéeme (3.42) a une ligne d’équilibres (tout point avec I = 0 est un équilibre, i.e.
I'axe S). En intégrant la derniere équation, les solutions de I en fonction de S peuvent

étre écrites comme
I(S)=-S+ %ln S + Constant, (3.44)

a . e 1a . . . . .
ou Constant = Iy + Sy — = In Sy. Si une épidémie existe, on aimerait savoir quelle sera
sa sévérité. D’apres (3.43), le maximum de I, I, se produit a S = o/ ou [ =0.0n

substitue S = a/f dans (3.44), on trouve

a a. « a
Imax = ——+—li’l—+[0+80——ln50,
PP B p
a a
= Iy+So—=+=-In|—|,
0+ 50 313 85 (3.45)
a o« a
= N——+—ln(—)
p B \BSo

—s(Y)
I(t)
R(t)
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FiGure 3.12 — La simulation du modele SIR (3.41).

Exemple 3.5.1. Sion considere le modele épidémique SIR (3.41) avec I'hypothése que pour une
certaine maladie, une personne contagieuse est introduit dans une population de 500 individus
sensibles. De plus, on suppose qu’'un individu en bonne santé est infectée par un contact avec

une personne infectieuse est 0.1% et une fois qu'un patient tombe malade, il est contagieux pour
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10 jours. De plus, le taux d’enlevement est pris a = 0.1. Pour ces valeurs de parametres, on
trouve que a/p = 100, cela signifie qu’on attend Ry = (1/100)Sy = 5 personnes a étre infectées
par la maladie apres avoir été en contact avec le patient d’origine. En outre, car Ry =5 > 1, on
prévoie qu'une grave épidémie se produira. Selon (3.45), on peut trouver le pic d’épidémie qui
correspond au maximum I, L., = 240 a t = 20 jours (voir la figure 3.12). Comme pres de la

moitié de la population est malade en ce moment, il s’agit d’une épidémie grave, comme prévu.
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Chapitre 4

Stabilité et bifurcation d’un systéme
algébro-différentiel bio-économique

avec récolte de prédateurs

4.1 Introduction

Les étres humains sont confrontés au double probléme de la pénurie alimentaire
et de la destruction de l'environnement. L'étude et la conception de modéles bio-
économiques suscitent un grand intérét en ce qui concerne la biodiversité pour les
gains a long terme. Les chercheurs s’efforcent de produire des résultats potentiellement
bénéfiques pour assurer la croissance durable de 1’écosysteme et aussi pour maintenir
une prospérité durable. Plus récemment, I'étude de la dynamique des populations avec
récolte est devenue un sujet intéressant en bio-économie mathématique en raison de
son importance liée a la gestion optimale des ressources renouvelables [37]. En 1954,
Gordon a introduit une théorie économique des ressources de propriété commune, en
étudiant I'impact de l'effort de récolte sur 1’écosysteme d'un point de vue écologique

et il a suggéré le principe économique suivant (voir la section 3.3) :
Revenu Economique Net (REN) = Revenue Total (RT)- Cott Total (CT). (4.1)

De nombreux efforts de recherche sont consacrés a 1'investigation de ce type de
dynamique. Dans [55, 56, 57, 58], les auteurs ont étudié le comportement dynamique
d"une classe de systemes écologiques proies-prédateurs formulés a partir de plusieurs
équations différentielles et une équation algébrique. Ils ont obtenu des résultats intéres-
sants, tels que la stabilité de 1’équilibre intérieur, la bifurcation de Hopf, le cycle limite,

la bifurcation induite par la singularité, et son controle, etc. Mais dans tous ces modéles
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étudiés, seulement la population des proies est soumise a la récolte. L'interaction entre
les prédateurs et leurs proies a été étudiée en utilisant des réponses fonctionnelles
différentes telles que Holling I et II avec '’hypothese qu’il y a une mortalité naturelle
des especes de prédateurs isolées. Dans [59], les auteurs ont étudié la dynamique du
systeme proie-prédateur de Beddington-DeAngilis avec la récolte des prédateurs.

Autant que nous sachions, I’analyse dynamique d"un modele proie-prédateur ot les
proies et les prédateurs accroissent de maniere logistique avec la réponse fonctionnelle
de Holling III, soumis a la récolte de prédateurs, n’a pas été étudiée auparavant. Ainsi,
dans le présent chapitre, nous étudions ce type de modeles et nous discutons ses
comportements dynamiques, tels que la stabilité et la bifurcation de Hopf [47, 48]. De
plus, nous cherchons a trouver quelques principes qui sont théoriquement bénéfiques
pour la gestion et le contrdle des ressources renouvelables.

Pour atteindre les objectifs précédentes, nous avons organisé le présent chapitre de
cette fagon : nous commengons notre étude en décrivant le concept derriére la construc-
tion du modele et en déterminant sa signification biologique. Séquentiellement, nous
établissons la positivité et la délimitation de solutions pour ce modéle. Ensuite, nous
examinons l'existence des équilibres positifs, puis nous fournissons une description
détaillée de la stabilité et de la bifurcation de Hopf du systeme proposé. Enfin, nous
donnons des expériences de simulation numérique pour confirmer les résultats théo-

riques dérivés.

4.2 Formulation du modele

Dans cette section, nous visons a développer un modele qui combine a la fois les
aspects économiques et d’autres biologiques dans la gestion des ressources. Le modele
est structuré comme suit : en commengant par le taux de prédation, on sait que les
capacités physiologiques d’absorption des proies par un prédateur sont limitées méme
si un grand nombre des proies est disponible. Une telle fonction de réponse présentant
un plateau pour des grandes densités de proies est appelée réponse fonctionnelle de
Holling type Il [52, 53, 54], dans lequel le taux de capture augmente avec 'augmentation
de la densité des proies et se rapproche de la saturation de maniere progressive. La
fonction de réponse de Holling type III est similaire au celle de type II sauf a faible
densité de proies, ou le taux de capture des proies s’accélere. Dans notre modele
proposé, nous supposons qu’il existe une limite supérieure pour le taux de prédation

maximal. Pour atteindre cet objectif, nous avons considéré le terme de prédation comme
2
ax

d+x?

On remarque que
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2

. ax
lim
x—oo d + x2

=a.
De plus, une fagon d’ajouter la réalisme au modéle est de considérer les effets du sur-
peuplement. L’espace et les ressources sont limités méme si la densité des populations
est grande. Par conséquent, les taux de croissance des proies et des prédateurs sont
censés étre logistiques. Compte tenu les hypothéses ci-dessus, nous proposons un mo-
déle qui consiste en deux populations, les proies ayant la densité x et les prédateurs

ayant la densité y de la forme

x\ ax’y
X = rx (1 — —) — ,

K/} d+x?
) = (1 g ) + by )
A S N) A Py

oux =dx/dt, y = dy/dt. La, r et s sont des constantes positives représentant les taux de
croissance intrinseque des populations de proies et de prédateurs, respectivement. K et
N sont des constantes positives représentant la capacité de charge des deux especes, d et
a sont des constantes positives représentant la demi-capture de saturation et l'efficacité
maximale de la prédation, respectivement, b est une constante positive qui représente
la coefficient de conversion.

On sait que l'effort de récolte est un facteur important pour construire un modele
mathématique bio-économique utile, pour cette raison, et en tenant compte (4.1), on
étend le systéme (4.2) par considérer I'équation algébrique suivante qui décrit le profit

économique v de l'effort de récolte sur les prédateurs :

E@®)(py(t) —c) =0, (4.3)

ou 0 < E(t) < E,ux et y(t) > 0 représentent 1'effort de récolte et la densité du prédateur,
respectivement, p représente le prix d"unité de la population récoltée et c est le cotit de
I'effort de récolte, le revenu total est TR = pE(t)y(t) et le cotit total est TC = cE(t).

A travers (4.2) et (4.3), nous avons établi un modele algébro-différentiel composé de

deux équations différentielles et une équation algébrique de la forme :

o x| _ axly
re rx(l K) db+2x2'
_ AL (4.4)
- Sy(l N)+d+x2 kv,
= E(py-o-v,
qui est une EAD semi-explicite de la forme
Z = fZp, @5)
0 = ¢(ZE), '
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La, Z = (x,y)" représente la variable différentielle et E dénote la variable algébrique.

Les fonctions f et g sont réguliéres et sont données par :

fi(Z,E) ] A(r(1-%)- daf})

f(Z,E):( =
f(Z,E) y s(l -~ %)+ dfxz -

8(Z,E) = E(py —¢) — 0.

4.3 Analyse mathématique et résultats principaux

Pour des considérations biologiques, nous intéressons uniquement a la dynamique

de ce modele dans l'octant positif R3. Ainsi, nous considérons les conditions initiales

suivantes qui sont biologiquement significatives :

_? pyo —c > 0. (4.6)

x(o) =X 2 0/ }/(O) =Yo = O/ E(O) = EO = Yo _CI

4.3.1 Existence et unicité

Proposition 4.3.1. Le systéme (4.4) équipé par les conditions initiales (4.6) admet une
solution maximale unique X = (Z, E)' = (x(t), y(t), E(t))T dans un sous-ensemble ouvert

Ude Q= {(x,y,E)T € RS /py — ¢ > 0} défini sur un intervalle maximal [0, T[.

Démonstration 4.3.1. Soit X = (x,y, E)" € U alors, d’apres I"équation algébrique g(x, y, E) =
, on remplace dans la deuxiéme équation différentielle de (4.4), 'EAD est

0 on obtient E = by
transformé en I’EDO suivant qui admet la méme solution par rapport aux variables différentielles

Z=(x,y’:
. x\_ ax’y
¢ = n(1-3)- e
y bx*y vy (4.7)
¥y = sy (1 - —) + -
N} d+x*> py-c

7

sa forme vectorielle est 7Z=F (Z), ot
X axy
((1-2)-729)
K) d+x?
F(Z) = s(l—l)+ bx* v
Y N) d+x* py-c

Clairement F € CY(U"), ot U’ est un sous-ensemble ouvert de Q' = {(x, y)" € R3 /py —c¢ >

0}. Ainsi, en appliquant le théoreme de Cauchy-Lipschitz pour 'EDO [50], on en déduit
I'existence locale et I'unicité d'une solution maximale (x, y)T de (4.7) pour toute (xo, yo) € U/,

alors, I'existence locale et 'unicité de la solution de (4.4) est explicite.

76



4.3.2 Positivité et délimitation

Concernant la positivité de la solution du systeme (4.4), nous introduisons la pro-

position suivante :

Proposition 4.3.2. Toute solution réguliére de (4.4) définie sur I'intervalle maximal [0, T[ avec

les conditions initiales positives (4.6), reste positive pour toute t € [0, T[.

. . d
Démonstration 4.3.2. Pour le systeme (4.7), il s’ensuit que x = 0 = d—f =0ety=0=
dy

i Odonc, x = 0 et y = 0 sont des ensembles invariants vérifiant x(t) > 0 et y(t) > 0 quelque
soit x(0) > 0 et y(0) > 0. A partir de la deuxieme équation de (4.7), on déduit que pour toute
tel0,T]:

py(t) —c #0. (4.8)

On suppose qu'il existe t* € [0, T[ tel que E(t") < O, il s’ensuit que py(t) — c < 0 alors, en
appliquant le théoreme des valeurs intermédiaires i la fonction continue py(t) —c sur l'intervalle
[0,t], on déduit 'existence de  €]0, #*[ tel que py(f) — ¢ = 0 qui contredit avec (4.8), donc,
E(t) > 0 pour toute t € [0, T[.

Dans l'écosystéme proie-prédateur, le processus d’impulsion de 1’écosysteme est
généralement lié au développement accéléré de la population d’espéces. Si cette situa-
tion persiste pendant un certain temps, la biomasse de la population sera en dehors de
la capacité de charge de I'environnement et 1'écosystéme proie-prédateur sera hors de
contrdle, ce qui est catastrophique pour I’écosysteme. Clairement, lorsque la biomasse
des prédateurs y s’approche de la valeur critique y. = E, I'effort de péche E sera illimité,
ce qui n’est pas réaliste. $

Pour répondre a la question de I’existence de solutions bornés du systeme (4.4), on
impose une contrainte écologique réaliste dans le contexte ot1 la politique économique

exige un niveau minimum ¥,,;, > 0 pour la ressource donnée par :
c
]/(f) > ymin > ;/ Vit > O/ (49)

cette contrainte affectera l'effort de péche E qui sera contraint par une capacité de pro-
duction constante (le capital et I'emploi participant dans le processus de la production

restent constants). On dénote cette capacité limite par E,,., donc

0 < E(t) < Eyay = ————, ¥t > 0. (4.10)
PYmin — C
Proposition 4.3.3. Toutes solutions du systeme (4.4) soumises aux conditions initiales

(4.6) et a la contrainte (4.10) sont bornées dans IR, avec une borne ultime.
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Démonstration 4.3.3. On suppose que E(t) est soumis a la contrainte (4.10). On défini une
fonction P(t) = bx(t) + ay(t), alors sa dérivée par rapport le temps le long des solutions du

systeme (4.4) est donnée par :

dy dx  dy
a - b tea

- _X _Y)_iE
rbx (1 K) asy (1 N) aky.
Donc pour toute u > 0, on a

d—¢+ = rbx(1—£)+as (1—1)—aE + ubx + ua
o Ty = g ) tosy\l =) —aky + pox + pay,

_ _ 1o _Ba_ )
= (rbx z* +ybx)+(asy Y aEy + uay|,

= bx[(r+y)—%x]+ay[(s+y—E)—%y],

IA

bx[(r+y)—%x] +ay[(s+y)—%y],
2 2
bK(r + ) N aN(s + p) =

<
- 4r 4s

En utilisant la théorie de l'inégalité différentielle [24], on obtient

0<v) < Zﬂ =) + P(0)e < max (¢<0), Z)

Prenant la limite t — oo, on a

. n
1 f) < —.
1m17b()<‘u

t—o0

D’oix toutes les solutions du systeme (4.4) soumises aux conditions initiales (4.6) et la contrainte

(4.10) sont confinés dans la région :

H:{(x,y,E)TelRi: 0 < E < Ean, OSyb:bx+ay§Z+e, poure>0}.

4.4 Existence et nombre d’équilibres positifs

Notre objectif dans cette section est d'inspecter ’existence des points d’équilibre
positifs et d’étudier leurs stabilités. Un point d’équilibre du systeme (4.4) est une

solution des équations suivantes :

fl(Z/ E) = O/
f(Z,E) =0, (4.11)
g(Z,E) = 0.

Par l’analyse des racines de (4.11), il s’ensuit que
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(i) Siv = 0, alors il existe au moins trois points d’équilibre sur les bornes du cadran
positif: X, = (0,0,0), X, = (K,0,0), X3 = (0,N,0), etau plus cinq autres équilibres

sur les bornes du cadran positif X,; = (x,v:,0),i=1,2,..,5, oux sont les racines

x\d+x? bx?
r(l_f) ax _N(1+s(d+x2))_0’

ou d"une maniére équivalente, I’équation du cinquiéme degré suivante :

de I'équation :

x° — Kx* + (2d + NabK/(rs) + NaK/r)x® — 2dKx* + (d*> + NadK/r)x — d°K = 0,

qui satisfaite 0 < x7 < K et

.7
Yi = "
Kaxl.

(K-x)(d+x)?), i=12,..5

(ii) Si v > 0, alors il existe au plus deux points d’équilibre sur les bornes du ca-

dran positif : X,; = (0, v, py—)’ i = 1,2, ot y; sont les racines de 1’équation

quadratique suivante :
psy* —s(Np + c)y + N(cs +v) = 0,

qui satisfaite y; > E, et au plus huit points d’équilibre intérieurs :

Xez' = (xi/ yi/ _L)/ i= 1/2/ ] 8/

pPyi—¢
ou
o 2\ €
7= oz K %) (d+5) > ;
et X; est une solution de I’équation :
x\d+ x? bx? v
S(H(l‘f) Nax)+ =0

d+x2 L X ) d + x?
P r( K/ ax ‘
ou d'une maniére équivalente :
8 .
P(x) =), pix' =0,
i=0

. (4.12)
Qx) = ;0 gix' >0,

79



oup;, i1=0,1,2,..,8 sont donnés par :

po = d°K’pris,

p1 = —(acd®K?rs + ad’K*Nprs + 2d°Kpr’s),

p» = a’cdK®Ns + acd®Krs + ad*’KNprs + d°pr’s + 3d*K*pr’s + a*dK*No,

ps = —(abdK*Npr + 2acdK*rs + 2adK*Nprs + 6d*Kpr’s),

ps = a’bcK®N + abdKNpr + a*cK*Ns + 2acdKrs + 2adKNprs + 3d*pr’s
+3dK*pr’s + a*K*No,

ps = —(abK*Npr + acK?rs + aK*Nprs + 6dKpr’s),

ps = abKNpr +acKrs + aKNprs + 3dpr’s + K*pr’s,

pr = —2Kprzs,

ps = pr’s,

etqg;, i=0,1,2,3 sont donnés par

qgo = dKpr,
g1 = —(acK +dpr),
72 = Kpr,
43 = —pr.

Puisqu’il y a trois changements de signe dans la suite des coefficients g;, i = 0,1,2,3,
alors, par la regle des signes de Descartes (voir I'annexe A.2), il y a soit une racine
positive ¥;, soit trois racines positives ¥; < ¥, < ¥3 de Q(x).

Soit Py, Py, ..., P; la suite des polyndmes générés par l'algorithme Euclidien (voir
I'annexe A.3) commencé par Py = P, P; = P’. Le nombre exact d’équilibres intérieurs de

(4.4) est donné par la proposition suivante :

Proposition 4.4.1. Le nombre des équilibres intérieurs de (4.4) est exactement m, tel que
m = p(0) — p(xy), si Q(x) a une racine, (4.13)

ou

m = p(0) — w(xy) + u(xz) — u(xs), si Q(x) a trois racines, (4.14)

ot u(x) désigne le nombre de changements de signe dans la suite {P;(x)}.

Démonstration 4.4.1. Le nombre des I'équilibres intérieurs de (4.4) est égal au nombre de

solutions positives de (4.12). Donc, on a
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— Si Q(x) admet une racine, alors pour toute x > 0, on a Q(x) > 0 © x €]0,x;[, par le
théoreme A.3.1 dans l'annexe A.3, P(x) = 0 admet exactement 1(0) — p(%x1) solutions
dans l'intervalle 10, %1[. Donc, P(x) = 0 admet exactement m = u(0) — u(x1) solutions
positives satisfont Q(x) > 0.

— Si Q(x) admet trois racines, alors pour toute x > 0,ona Q(x) > 0 & x €]0, %1 [U]x,, %3], i
en résulte que P(x) = 0 admet exactement u(0) — u(%;) solutions dans l'intervalle ]0, X,[,
et exactement U(X;) — u(X3) solutions dans l'intervalle |%,, X3[. Donc, P(x) = 0 admet

exactement
m = u(0) — u(x1) + p(x2) — p(xs),

solutions positives satisfont Q(x) > 0.

4.5 Analyse dynamique proche de 1’équilibre de coexis-

tence

Dans cette section, nous étudions la stabilité d"un point d’équilibre intérieur X, du
systéeme (4.4) et nous analysons la bifurcation selon la valeur du profit économique v.
Cette étude a été réalisée en utilisant a la fois la théorie de bifurcation et la théorie de

la forme normale.

4.5.1 Analyse de stabilité locale

Pour I'analyse de la stabilité locale d’un point d’équilibre X,, on pose X = QX , tel que

1 0 0
X:(x,y,E)T, Q= 0 1 0 ,
E.p
- 1
PYe — ¢
alors on obtient Dxg(X.)Q = (0,0, py. — c), et
E.py

x:x,y:y,E:E+py -

Par conséquent, le systeme (4.4) peut étre exprimé comme suit :

axy

X = x(r(l—E)—d_szcz), .
_— Yy X = Py
J = ys(l N)—‘_d+x2 E+pye—c)'

)(P}/—C)—v-

(4.15)

PYe — ¢
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On dénote aussi par :

_ 17X axy
— fiv, X) x(r( _E)_d+x2)
fo.X) = o | LYy, = Epy |
S22 X) y(s( _N)+d+x2_ +pye—c)
g(v,X) = (E _ Ly )(py ~c)-v, X=(xyE),
PYe—¢
et on peut conclure que le systeme (4.15) admet le point d’équilibre positif suivant :
X, = (to,y E)T:(x Yoy E, + —PY )T
e er Jer =e er Jer =e pye —cC

et que Dxg(X.)Q = (0,0, py. — o).

Pour le systeme (4.15), on considere la paramétrisation locale suivante :

X =9@Y) =X, +UY + Voh(v,Y), g ,Y))=0.

10 0
Ici, Y =(y1,12), Up=| 0 1 |, Vo=]| 0 | eth: R*> > R est une application réguliere.
00 1

Plus d’informations sur le paramétrisation locale se trouve dans [13, 49]. Ensuite, on

peut déduire que le systeme paramétrique de (4.15) est de la forme :

= f0ewY)).

Par conséquent, la matrice jacobienne A(v) du systéme paramétrique (4.16) a Y = 0 est

{ o= A@@Y),
(4.16)

de la forme:

AW) = Dy, fi(v,@(v,Y)) Dy, fi(v,(v,Y)) ,
Dy, fo(v,9(v,Y)) Dy, fo(v,¢(v,Y))
Defi0. %) |( Dxs@X) ) (o
Dxf2(v,X,) ur [ I
D:f1(v, Xe(v)) Dy fi(v, Xe(0))

Dfo(U/ XE(U)) Dny(vlye(v)

~

7

roay.(x? —d) ax?
X | —— + —4—= -
B K (x2+d)? x2+d
- 2bdx.y, E,
xey L.
(x2 + d)? N py.—c

De plus, I’équation caractéristique de la matrice A(v) peut étre exprimée par :
A% +a1(v)A + a,(v) = 0, (4.17)
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_ o ay.(x> — d) s pE
m) = xe(K (2 +d)? TY\N pye—c)’

B rooay(2—d)\( s pE, 2abdx3y,
ﬂz(v) = Xele (—E + W + + (xg n d)3 .

N pYe—cC

Résultat 4.1. Pour le point d’équilibre positif X, du systeme (4.15), on a :
(i) Si a%(v) > 4a,(v) et a(v) > 0, alors, lorsque a;(v) > 0, X, est un neeud localement
asymptotiquement stable. Lorsque a;(v) < 0, X, est un nceud instable.
(ii) Siay(v) <0, alors, X, est un point selle instable.
(1i1) Sia%(v) < 4a,(v), alors, lorsque a;(v) > 0, X, est un foyer localement asymptotiquement

stable. Lorsque a,(v) < 0, X, est un foyer instable.

Remarque 4.1. Le point d'équilibre positif X, du systeme (4.15) correspond au point d'équilibre
Y = 0 du systeme (4.16).

4.5.2 Analyse de bifurcation de Hopf

La bifurcation de Hopf est un type de bifurcations de systemes tres intéressant. Il se
réfere a la naissance ou a la disparition locale d"une solution périodique a partir d'un
point d’équilibre lorsqu’un parametre traverse une valeur critique nommée valeur de
bifurcation. Dans ce fragment, nous discutons la bifurcation de Hopf dans le systeme
(4.15) a partir du point d’équilibre X, en considérant le profit économique v comme une
valeur de bifurcation. Si on pose a%(v) < 4a,(v), alors I’équation (4.17) admet une paire

de racines complexes conjuguées :

2
Al,Z = —%01(0) +1 \/az('(]) - @,

= a(v) + iw(v).

Soit a;(v) = 0, on obtient la valeur de bifurcation v* qui satisfait

@ - (s (r (@) —d)
= ) (WE(”)”E(”)(TF ()Y + a7 ))

Si
r_ ay(0)((x(v"))* - d)
K™ (@) +dp 9
alors (v — o)
. s(py.(v’) —c
v = N (4.19)
De plus
o o [2abdy.0)(@(@))
@)= ‘”(”)‘\/ CCET
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. . d [Npoy(v) = sye(0)(py.(v) - ¢)?
ce qui implique que si a (v") = o ( N(py.(0) - o)

cation de Hopf se produit a la valeur v". Le sighe du nombre ¢ est donné par

) # 0, alors, la bifur-

spaw” 3p*cE.w”

1|3a%x2 (d — x?) .
N(pye =) (py.-c)’

0= | = (~y.(3d — x2) + 4d) +
8] @d+x2)° (v )

, (4.20)

ce signe détermine la direction de la bifurcation de Hopf a travers 1’équilibre intérieur

X.(v) du systéme (4.4) comme il sera mentionné dans le théoreme suivant.

Théoreme 4.5.1. Pour le systeme (4.4), il existe une constante positive ¢ et deux petits voisi-

nages du point d’équilibre positif X,(v) : Zy et Zy, 000 < ¢ < 1let Zy C Z,.

Cas 1. Sio > 0, alors
(i) Lorsque v* <v <v" + ¢, X,(v) rejette tous les points dans Z,, donc il est instable.
(ii) Lorsque v* — ¢ < v < v", le systeme (4.4) admet au moins une solution périodique
située dans 7, (le fermé de Z,), I'un d’eux rejette tous les points de 71\ X.(v), en méme
temps une autre solution périodique (peut étre la méme) rejette tous les points dans

Zy \ Zy, et X,(v) est localement asymptotiquement stable.

Cas 2. Sio <0, alors

(i) Lorsquev' —e < v < v*, X,(v) attire tous les points dans Z,, donc X,(v) est localement

asymptotiquement stable.

(ii) lorsque v* < v < V' + ¢, le systeme (4.4) admet au moins une solution périodique
située dans Z, I'un d’eux attire tous les points dans 71 \ X.(v), en méme temps une
autre solution périodique (peut étre la méme) attire tous les points dans Z, \ Z1, alors

X.(v) est instable.

Démonstration 4.5.1. La démonstration du théoreme 4.5.1 est détaillé dans 'annexe A.1.

4.6 Simulations numériques

Maintenant on effectue la simulation numérique sur I'ordinateur en utilisant la lo-
giciel MATLAB. Cette simulation sera réalisée pour illustrer les résultats analytiques
que nous avons établis dans les sections précédentes. L'exemple numérique suivant
montre les différents comportements dynamiques lorsque le profit économique aug-

mente d'une certaine valeur v*. Considérons les valeurs des parametres suivantes :

r=0.728025,a=1,b=0.72,c=028, d=03, p=3,5=0.75 K=4, N=08. (4.21)
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TasLE 4.1 — Evaluation des coefficients pi et g; de P(x) et Q(x) respectivement.

Coefficients p; Coefficients g;
Po 0.51518 qo | 2.62089
pr| -2.36479 | g | —1.77522
py| 65172+3.84v | g, | 87363
ps | —22.6624 | g3 | —2.18408
ps | 27.7848 + 12.8v
ps | —52.1281
Pe 31.0395
p7 —9.54038
Ps 1.19255

4.6.1 Nombre des équilibres intérieurs

Pour I’ensemble des valeurs des parameétres (4.21), on calcule les coefficients p;, i =
0,..,8etqg;, i =0,1,2,3 de P(x) et Q(x) respectivement, définis dans (4.12) comme il
est indiqué dans le tableau 4.1. Le polyndome Q(x) admet une racine positive unique
¥; ~ 3.8701. Dongc, par la proposition 4.4.1, le nombre exact des équilibres intérieurs
de (4.4) est m = u(0) — u(x;). Un code Matlab basé sur l'algorithme Euclidien est
développé pour calculer ce nombre, pour 0 < v < 5, et les résultats sont représentés
sur la figure 4.1. On observe que pour 0 < v < v, = 1.436, il y a deux équilibres
intérieurs, et pour v, < v < 5,1l n’y a pas d’équilibres intérieurs. La figure 4.2 illustre les
coordonnées biologiques des deux équilibres intérieurs X,; et X,, par rapport au profit
économique v, montrant que les deux équilibres coincident lorsque v = v, ~ 1.436, mais

ils disparaissent pour v > v..

4.6.2 Stabilité locale des équilibres intérieurs

Nous analysons la stabilité locale des deux équilibres X,; et X, dans l'intervalle
d’existence I, =]0,v.[. On calcule la trace Tr et le déterminant Det de la matrice Jaco-

bienne A aux deux équilibres intérieurs, comme le montre la figure 4.3.

— Pour le deuxiéme équilibre X,, on observe que Tr(A(X»)) > 0 et

Det(A(X2)) < 0 pour toute v € I,,, indiquant que X, est toujours un point selle

instable.

— Pour le premier équilibre X,;, on observe que Tr(A(X.)) change sa signe et
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25 Nombre des équilibres intérieurs | —|

v = 1.436
Ne=2

v~ 1.436
Ne=0

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 45 5

Ficure 4.1 — Nombre des équilibres intérieurs du systéme (4.4) par rapport au profit

économique v, pour 0 <v < 5.

Ficure 4.2 — Les coordonnées biologiques x,, y. des deux équilibres intérieurs X,; et X,»

par rapport au profit économique v.

Det(A(X.1)) > 0 et Ax, < 0 pour toute v € I, indiquant que X,; est toujours
un foyer qui modifie sa propriété de stabilité. La figure 4.4 illustre Tr(A(X,1)) par
rapport au profit économique v montrant que X,; est un foyer localement stable
pour 0 < v < o] = 0.9596 ou 1.4147 ~ v; < v < 7., et un foyer instable pour

Ul<U<UZ.
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F1Gure 4.3 — Représentation de la trace Tr et le déterminant Det de la matrice Jacobienne

A aux deux équilibres intérieurs X,; et X, pour v € I,.
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= L |
0 05 v 1 15

FiGure 4.4 — Représentation des discriminants de X,; et X, et la trace Tr(A(Xa)) par

rapport au profit économique v.

4.6.3 Bifurcation de Hopf a travers les équilibres intérieurs

Tant que Det(A(X.2)) < 0 pour toute v € I,, la bifurcation de Hopf n’est pas effectué
a travers le deuxieme équilibre intérieur, donc nous étudions la bifurcation de Hopf
uniquement a travers le premier équilibre intérieur X,;. D’aprés I'étude de stabilité
locale, il y a deux bifurcations possibles de Hopf a v = v} et a v = v;. Nous sommes
concentrés sur la bifurcation de Hopf a v = v].

Afin de déterminer les valeurs de bifurcation de Hopf de haute précision v] a travers

X,1, nous résolvons numériquement 'équation (4.19). Tout d’abord, nous définissons
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la fonction
s(pye(®) —c)*

h(U) = pN 0,

donc (4.19) peut étre écrit comme
h(v) =0, (4.22)

pour approcher sa solution nous développons un code Matlab basé sur la méthode de
bissection appliquée a l'intervalle I, = [0.9, 1].

On a h(0.9).h(1) ~ —6.6 X 107* < 0, il en résulte que (4.22) admet au moins une
solution dans I. Nous choisissons une erreur maximale € = 1073, alors, on obtient
v; ~ 0.959607613852853. On substitue dans (4.20) on trouve o ~ 0.0232833778979292 > 0
qui satisfait le cas 1 du Théoreme 4.5.1. Alors, le systéme (4.4) subit une bifurcation de
Hopf souscritique a travers X,; a v = v; , ou X, est localement asymptotique stable
pour v proche de v} avec v < v} et il est entouré par un cycle limite instable bifurquant
comme il est illustré sur la figure 4.5. X,; devient un centre pour v = v]; comme le
montre la figure 4.6. Finalement, X,; est un foyer instable pour v proche de v} avec

v > v] comme le montre la figure 4.7.

1 0.8%
I
o 08 o o7 ‘ H‘ ‘ ‘"‘ \ml ‘|‘ “\ \W‘"\w H””Hl AWM
I I
‘ ‘ ‘ \H‘ Ay
0.6 0.6
0.4 0.5
0 50 100 150 200 0 200 400 600 800 1000 1200
x, :x€+ﬂ. 3, Yy, temps t X, =x€+0,22 7, temps t

1 1 Cycle limite instable pour
.22 5, ¥, = x +0.2628, y =y,

.
[\
0 5 i L 05 0 i L J
50 100 150 200 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11 1.2
~ y = temps t X
x, ~xf+0.2628, Y,

Ficure 4.5 — Evolution temporelle des proies x, et le portrait de phase du systeme (4.4)
pour v = 0.955 < v}, montrant le comportement stable du premier point d’équilibre
positif X,1(v) aux conditions initiales xo = x, + 0.22, yo = y,, Ey = E,, entouré par un

cycle limite instable bifurquant y et un comportement instable a I'extérieur de y.

Remarque 4.2. Par rapport aux systemes proposés dans [57, 56, 59] dans lesquels la croissance
des proies ou des prédateurs est de type logistique. De plus, la réponse fonctionnelle est supposé

de type Holling II ou de Beddington-DeAngelis. Notre modéle considére la croissance logistique

88



0.678 0.682
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FiGURE 4.6 — Evolution temporelle des espéces x, v, I'effort de récolte E et le portrait de
phase du systéme (4.4), pour v ~ v}, indiquant que X,;(v]) est un centre entouré d'une

bande de cycles continus.
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FiGURE 4.7 — Evolution temporelle des espéces x, y, I'effort de récolte E et la trajectoire
de phase du systeme (4.4) représentant un comportement instable du point d’équilibre

positif X,;(v) pour v = 0.961 > v] aux conditions initiales xo = x,+0.02, yo = y., Eo = E..

pour les deux espéces de proies et de prédateurs. De plus, la réponse fonctionnelle utilisé est de
type Holing 111, ce qui rend notre modele plus réaliste, en outre, il se concentre sur l'intérét
économique de I'effort de récolte commerciale sur les prédateurs. Un autre avantage est que le
modele proposé possede des équilibres intérieurs multiples, ¢a veut dire que dans la théorie du
controle, les pécheurs ont plusieurs possibilités et chances pour stabiliser I'écosystéme au point

d’équilibre intérieur qui représente sa performance idéale.
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4,7 Conclusion

Ce chapitre traite un nouveau modele bio-économique de type proie-prédateur avec
la récolte des prédateurs. Ce modele, comme tous les modeles, est une abstraction de
la réalité. On a supposé que les revenus économiques positifs étaient responsables de
la stabilité de ce modéle proposé. L'analyse de stabilité a révélé que lorsque le profit
économique v est inférieure a la valeur de bifurcation v}, les deux especes convergent
vers leur état stationnaire et elles coexistent au cours du temps. De plus, il est démontré
que lorsque le profit économique est égal ou supérieur a la valeur de bifurcation, 'état
de la population des proies, la population des prédateurs et l'effort de récolte sera
instable, ce qui peut entrainer un déséquilibre de 1’écosysteme. L'étude nous permet
de prendre en compte qu’il est nécessaire de garder le profit économique de la récolte
a un niveau idéal afin de maintenir le développement durable de 1’écosysteme proie-

prédateur.
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Annexe A

Annexe

A.1 Démonstration du théoréme 4.5.1

Afin d’explorer la direction de la bifurcation de Hopf dans le systeme (4.15) selon
[13, 49] lorsque v = 7, X = X,, on doit diriger la forme normale de ce systeme comme
suit :
1= @y 3]+ aRY Y + 30,0 + g Y

+301Y1Y2 + 381113 + §0pY; + OU Y 1),
V2 = —wyi+ %aiy% +anyiy + 3055 + %ainyi’

12 .2 12 2,12 .3 4
+3A1,Y1Y2 + 201 Y1Y5 + 550, + O( Y ).

_ . 2abdy,x?
ouw = C()('U ) = m

On peut prouver que le systéme (4.16) avec v = v*, X = X, est de la forme :

(A1)

o= fin @, Xy + @, X2 + 3 fiy (@0, X2
+fry, (0, Xo)y1y2 + 5 fiyan (07, z;)]/% + 2 fiyyy (05, Xe)y:;
+3 P 0 X Y32 + 3 frynyon (07, Xo)ya 3
+%f1y2y2y2(0*, Z)yi +0( Y "),

2 = fo, (@, Xy + f, (0, X2 + 3 fay (0, Xo)y2
+ fayn (0 X1z + 3 foyos (0 XY3 + & oy @, Xo)W3
+5 oy (@ X)YAY2 + 3 foyryos (0, X113
1 o @, XDY3 + O Y ).

(A.2)
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Dans la suite, on va calculer les coefficients du systéme paramétrique (A.2). On dérive

= Cx\ Ay v ay(? =d)\ e
DXf1(v,X)—(r(1 K) x2+d+x( + 2 de ) x2+d’0

2bdxy vy, b PRy =
Ds fo(v,X) = (( 2+d)2, ( —N)+x2+d+pye—c_E
—— 4+ - 7
( N ) y)
2p°Eey | pEc
(’U X) (0 , —-Cl,
g pye—c pye_c Py

Do(v,Y) = (Dyl(p(v, Y),D,,¢(v, Y)) ,

-1

_ | Dxs(v, X) 0
ur L)
1 0
=10 1 . (A.3)
T Zp E.y pE.c
0 - ( Ep+ e Pye-C)

Par conséquent

v < X axy
fins (0,%) = Dgfi(0, X)Dy, (0, Y) = r(l _ K) -
ay(x* —d)
+x( -+ (21 P ),
— _ axZ
flyZ(v’ X) = Dgfl(vr X)Dyzﬁo(vr Y) = _m/
< = 2bdxy
f2y1(vz X) = Dxfa(v, X)D,,p(v,Y) = m,
_(1o ¥\, PRy &
fu(0,X) = o0, XDy p(o,Y) =5 (1 N) Zid pY. —¢ E
s pE. ) y ( —  2p’E.y  pEec )
YN T —Ep + - : A4
y( N pye=c) py=e\"" pyemc T pye-e (A4

On substitue v* et X, dans les équations (A.4), on obtient

2

L= . = — ax,
f1yl(0 ,Xe) = 0/ nyz(U /Xe) = 0’ flyz(v ’XE) = _xg + d’
L= 2bdx,y,
Sy (@', Xe) = @1 (A-5)
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Au niveau des équations (A.4), on peut déduire que :

DYflyl (U/ X) =
folyz (Z), Y) =
DYnyl (U/ X) =

DYnyz (U/ X) =

2 _ 237 _ 2
2(_%+ay(x d))+2ayx (3d — x?) 2axd 0)

(2 + d)? (2 +dP 7 (2+dp
2axd
0
2bdy(d — 3x*)  2bdx 0)
2+dp (2 +d)?
2bdx 25 Epc PEC Py 1)
(+df N (py-cF  (y-Ppre-o py-c )

D’apres les équations (A.3) et (A.6), on trouve :

Fry (o, X) =
Fryn (0, X) =
Fryan (@, X) =
Fryan (0, X) =
f2y1/1 o X
Foy1,(0, X) =

foyays (0, X

f2y2yz o, X

Dxfiy,(0, X)Dy, (v, Y) = ( T, agc(zxi;)ci)) .\ Zay(fz(idd;3XZ)’
Dy fun (0, XD, (0, Y) = (xf”Txi)z
Dy fus(@, X)Dy, (0, ) = %
Dgfiun(0, X)Dyup(o, ) =
Dygfoun (0, 0Dy, (o, Y) = %;?2)
Dy fons (@, X)Dy,0(0, V) = %
Dy fous (@, X)Dyy (0, V) = %
Do (0 X)Dysp(er¥) = _% B (pjgfgc)2 (py —2 ]Z)zipcyye —0o)

On substitue v* et X, dans les équations (A.7), on obtient :

f1y1]/1 ('U*, YA‘?) =

Foyin (v*,Xe) =

f2yzy2 (U*/ XE) ==

Fryoy (0, Xe) = 0.

2ay,x2(3d — x?)

o2 +d3
.= .= 2adx,
Friny (0", Xe) = fry, (07, Xe) = _(xﬁ +d)?’
.= .= 2bdx,
f2y1yz(v , Xe) = nyzyl (v, Xe) = (x? + d)zl

2bdy,(d — 3x2)
(x2+dp
2spy,
N(py. —c)’
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D’apres les équations (A.7),on a:
—. _ (24adyx(d — x*) 2ad(3x* — d)
Dxf1y1y1 (v, X) = ( (2 + d)* ’ (2 + d)3 0],

2 _
2ad(3x d),0,0 ’
(x2 +4d)?

Diflylyz (U, Y) = DYflyzyl (v’ Y) — (

folyzyz (U/ Y) = (O/ 0/ O) 7
<. (24bdyx(x* —d) 2bd(d — 3x?)
Difzylyl (U’ X) - ( (xz + d)4 7 (xz T d)3 ,O ;

- —  (2bd(d - 3x2)
Dxfay(0, X) = D fayoy, (0, X) = (W’ v O) '

De o X) (0 4P2CE N 2p2CEe 2pc ) (A.9)
X. 0, =\Y 2 . .
K (py =P (py—cP(pye =0 (py —0)?
On substitue v*, X, dans les équations (A.3) et (A.9), on trouve :
= [28ady.x.(d — x7) 2ad(3x2 - d)
Dxinn %0 = (2 M)
.= .= 2ad(3x2 — d)
Dxfiyiyo (@' Xe) = D fryoy (7, Xe) = ( (x2 +ed)3 o )
Diflyzyz (U*/ X6) = (0/ O/ 0) 7
.= 24bdy,x.(x2 —d) 2bd(d — 3x2)
DXnyﬂ/](U /XE) = ( (xg i d)4 ’ (xg ¥ d)3 A
= C— (2bd(d -3x2)
DXnylyz(U /XE) = D§f2y2y1(v /XE) = (W/ /0)
= 6p*cE, 2pc
D+ ", Xe) =10, ;= ,
K0 %) ( (Pye =" (pye - 0)2)
1 0
De(0",0) = (Dy,¢(@",0), Dy,0(@",0))=| 0 1 |. (A.10)
0 0
D’apres les équations (A.10), on a:
.= 24ady,x.(d — x2)
L B
.= 24bdy,x,(x% - d)
Fonn @, X0 = 2+dt
.= 6p*cE,
foyayayn (07, Xe) = Py —op"
T — — 2ad(3x2 — d)
flylyzyl(v , Xe) = flyZylyl(U ,Xe) = f1y1y1y2(v Xe) = W,
.= .= .= . 2ad(d-3x?)
nylylyz(U 'XE) = nylyzyl(U ’X“’) - f2y2y1y1(0 ’XE) - W,
Fryayam (U*'XE) = fiyaans (U*'XE) = f1y1yzyz(v*r)_<e) = fiymnys (U*/Zz) =0,
f2y1yzyz(v*r}_(e) = f2y2y1yz(v*rye) = fayoyam (U, X,) = 0. (A.11)
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Selon les équations (A.2), (A.5), (A.8) et (A.11), le systeme paramétrique du systeme

(4.16) avec v = v, X = X, peut étre écrit comme suit :

o ax? ayex;(3d —x3) ,  2ax.d s 4adx,yo(d - x7) 4
N TR T e T e T ar e N
ad(3x;
+¥y y2+O0( Y [,
@+ xg)? (A12)
o 2bdx,y, .\ bdye(d—?:xg) 2, 2bdx, S,
T e ey @ Npye— 9”2
4bdx,y(x? — d) 5 bdd-3x;) , p-cE, s
+ + + v+O(Y
@y N e T g2 PO

D’apres la comparaison avec la forme normale (A.2), il faut normaliser le systeme

paramétrique (A.12) avec la transformation linéaire non singuliere suivante :
u
N _p 1 ’
Y2 U

ouP=| x*+d , U = (1, uz)T. Pour simplifier, on utilise Y au lieu de U. Donc,
0 —w*

la forme normale du systéme (4.15) avec v = v* et X = X, est de la forme :

2

ax;

a*x;y.(3d - x7) N 2adx,w*

hno= a)*y23+5 (d " 2 2 N 2(d e V1Y2
dda’x;(d —x;) , a“dw'x (3x2 —d) )
A ¢ +O(Y 1,
@rar N @eay TO0YD
. . ax.w (d 3x2) 2 4 a)*z N spyea)* 5 (A13)
= —w - - L
” N ey N Ny o
2a cw (o} —d) ax.w” (d — 3x2) 5 p*cE.w”
2 ht 2 Y2+ 3Y2
(d + Xe )4 2(d + Xe )2 (pye C)
+O(1 Y ).

Selon la théorie de la bifurcation de Hopf [13], la direction de la bifurcation de Hopf est

déterminée par le signe de o donné par :

_ 1 (2 2 (2 _ 1 2 2 11
160 = {‘111 (all alz)""lzz (‘112 a22)+(a11a12 ’112“22)}

+ ( Ay + 3y, + a3, + azzz)
633 (d—x ) 5 2spew” 6p2cEow”
= @y (—vy.(3d — x2) + 4d) + N T - (A.14)
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A.2 Reégle de signes de Descartes [51]

La regle de Descartes fournit une limite supérieure pour les racines positives d'un
polynome réel donné. Soit {ay, a1, ..., a,} une suite finie de nombres réels. On dit qu'un

changement de signe se produit entre les éléments ay et a,,, lorsque 0 <k <m <mn,si:
Ay, <0,
etdeplus,sim=k+1loum>k+1let
a4 =0, k<l<m.

Le nombre total de changements de signe qui se produisent entre les éléments d"une

suite est appelé le nombre de changements de signe de la suite.
Exemple A.2.1. La suite {1,0,2,-3,0,0,2,1,2,2,0,0} a deux changements de signe.

Lemme A.2.1. Soit 0 < k < m < n avec axa,, # 0. Le nombre de changement de signe de
la suite {ax, a4, ..., am} est pair (peut étre 0) si ara,, > 0O, est impair (ainsi, au moins un) si

axd,, < 0.

A.3 L’algorithme Euclidien [51]

Si Py et P; sont deux polyndmes quelconques avec des coefficients complexes diffé-
rents du polynéme nul, nous pouvons par 1'algorithme de division longue usuelle de

déterminer les polynomes Q; et P, tel que identiquement dans z :
Py(z) = P1(2)Q1(z) — P2(2), (identiquement par rapport a z) (A.15)

ot P; est un polyndme nul ou bien son degré est inférieur au degré de P;. Les polyndmes
Qs et P, sont déterminés uniquement par Py et P;. Le polynome —P, s’appelle le reste
de la division de Py par P;.

Si le degré de P, reste positif, on peut également définir —P; comme le reste lorsque
Py est divisé par P,, etc. Puisque les degrés des restes successifs décroissent toujours,
il faut arriver en un nombre fini de pas a un point ot le reste est nul. Ce processus

algébrique est connu sous le nom d’algorithme Euclidien. Il fournit une suite finie de
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polyndmes liés par les relations :

Py(z) = Qi(2)P1(z) — Pa(2),
Pi(z) = Q22)P2(z) — Ps(2),
- A16
Py 4(z) = ( )

Q(2)Pi(z) — Pria(2),

Pm—l(z) = Qm(Z)Pm(Z)

Par définition, le polyndme P, n’est pas le polyndme nul. Si P,, n’est pas constante, une
induction montre que P,, est un facteur de tous les polynomes précédents P,,_i, ..., P.
(D’autre part, les équations (A.16) montrent que tout facteur commun de Py et P; est
également un facteur de tous les polyndmes ultérieurs et donc de P,,. Il en résulte
que P,, contient tous les facteurs communs de Py et P;.) Par conséquent, les fonctions

fix == Pi/P,, sont a nouveau des polyndmes.

Théoréeme A.3.1. Soit P un polynome réel tel que P # 0, et soit Py, Py, ..., Py, la suite de
polyndmes générée par I'algorithme Euclidien (A.16) en partant de Py := P, P; := P'. Donc,
pour tout intervalle réel [a, B] tel que P(a)P(B) # 0, P admet exactement v(a) — v(B) racines
distincts dans [a, B], ot v(x) représente le nombre de changements de signe dans la suite {P;(x)}.
Le nombre complexe z, est une racine de multiplicité k de P si et seulement s’il est une racine
de multiplicité k — 1 de P,,. Ainsi, toutes les racines de P dans l'intervalle [a, B] sont simples si

et seulement si P, n’admet pas une racine dans [a, B].

Exemple A.3.1. Déterminer le nombre de racines du polyndme suivant dans l'intervalle [0, 2] :
x® —2x° +3x* —4x® + 3% = 2x + 1.

Solution : la régle des signes de Descartes nous indique qu’il existe un nombre pair de racines
positives (chaque racine étant comptée avec sa multiplicité). L'algorithme Euclidien fournit

(jusqu’a les facteurs constants positifs) la suite de polynomes suivante :

x0 —2x% + 3x* — 403 +3x2 = 2x + 1,

3x° —5x* + 6x3 —6x* +3x — 1,

—x*+3x° - 3x% +3x - 2, (A.17)
x4+ x2—-x+1,
0.
La suite de signesax = Qest + — —+etv(0) =2,ax =2elleest + + ——et v(2) = 1. Donc, le

nombre de racines distincts dans [0, 2] égale a v(0) —v(2) = 1. Puisque P3(x) = —xX* +x* —x +1
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n’est pas constant, donc une racine peut avoir une multiplicité k > 1. Pour déterminer k, on

applique I'algorithme Euclidien a Ps et P (jusqu’a un facteur constant positif) :

X3 +x>-x+1,

—3x2+2x -1,
(A.18)

x—2,

-1.

On trouve v(0) — v(2) = 1, donc P3 admet une racine dans [0, 2] ce qui est simple car le dernier
polyndme non nul de la suite {P;} est constant, et alors k = 2. En fait, le polyndme original est
de la forme P(x) = (x* + 1)*(x — 1)
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Conclusion générale

Dans cette these, nous avons proposé et analysé un nouveau systeme bio-économique
algébro-différentiel. Nous avons pris la réponse fonctionnelle des prédateurs aux proies
sous une forme qui s’approche a une constante méme lorsque la population de proies
augmente. Nous considérons le comportement dynamique du systeme lorsque seul
le prédateur est soumis a la récolte. Du point de vue biologique, nous ne nous inté-
ressons qu’'aux points d’équilibre positifs. Le nombre d’équilibres positifs est étudié
par la regle des signes de Descartes et il est calculé numériquement a ’aide d"un code
Matlab qui a été développé par 'algorithme Euclidien. Les résultats obtenus ont mon-
tré que le systéme proposé a un nombre pair d’équilibres positifs entre 0 et 8. Cela
donne une importance particuliére au systéme proposé car la diversité des équilibres
positifs donne plus d’occasions en théorie du controle pour choisir le point qui repré-
sente la performance idéale de I'écosystéme. La stabilité locale des équilibres intérieurs
est déterminé en analysant leur équation caractéristique correspondante et I’exemple
numérique proposé a montré que le systéme a deux équilibres intérieurs, l'un d’eux
est un point selle instable et l'autre est un foyer qui change sa propriété de stabilité
lors de la variation du revenu économique v. De plus, I'analyse de bifurcation dun
seul parametre est effectuée par rapport au revenu économique. On a supposé que les
revenus économiques positifs étaient responsables de la stabilité du modéle proposé.
L’analyse de stabilité a révélé que lorsque le profit économique v est inférieur a la
valeur de bifurcation v}, les deux espéces convergent vers leur état stationnaire et elles
coexistent au cours du temps. De plus, on a démontré que lorsque le profit économique
est supérieur a la valeur de bifurcation, I’état de la population des proies, la population
des prédateurs et l'effort de récolte sera instable, cela pourrait conduire a grave dés-
équilibre dans I'écosysteme. L'étude proposée nous permet de mettre en évidence qu’il
est important pour le gouvernement d’ajuster les revenus et d’élaborer des stratégies
bénéfiques pour soutenir, encourager et améliorer la péche ou atténuer les émissions
afin que la communauté puisse étre conduite a des états stables qui meneront a la survie

et a la croissance durable de 1’écosysteme proie-prédateur. Dans les prochains travaux,
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on va améliorer notre modele en introduisant plusieurs aspects tels que les délais qui
rendraient le modele plus réaliste. Nous devrions incorporer la structure par I’age aux
modeéles ou1 la population de prédateurs peut étre séparée en adolescents et adultes et
seuls les adultes peuvent étre capturés par les pécheurs, ce qui est économiquement
faisable. En outre, d’autres types de bifurcations telles que la bifurcation transcritique

et la bifurcation induite par la singularité seront étudiées dans les futurs travaux.
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