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 :ملخص

الدراسة النوعية و رياضية لبعض الظواهر البيولوجية بالنمذجة ال طروحةفي هذه الأ جزيتعلق العمل المن

، ، الشكل الطبيعيرمة الديناميكية )نظرية الاستقراللنماذج التي تم الحصول عليها من خلال تطبيق نظرية الأنظ

 التشعبات(.

مع استجابة وظيفية من نوع هولينج  مفترس فريسة جبري من نوع تفاضلي نموذجهذه الدراسة إلى بناء قادتنا 

و وصف الجوانب البيولوجية فيه تم  معادلة جبرية و . يتكون هذا النظام من معادلتين تفاضليتين وثلاثة

 .ة مفترسللنظام فريس قتصاديةلإا

، ادي كمعامل للتشعب. أولاا الاقتص تم إجراء دراسة منهجية لديناميكيات هذا النموذج من خلال اعتبار الربح

 نقاط وجدنا أن النظام لديه عدد زوجي منو  وفقاا للربح الاقتصادي الموجبةتوازن البفحص وجود نقاط قمنا 

ر يمكن أن يولد تشعب هوف )التغي النموذج  أنبيَنا . بالإضافة إلى ذلك، 8و  0بين يتراوح  ةالتوازن الموجب

 توازنر تسبب في زعزعة استقراقتصادي التباين في الربح الا حيث أندورية( الحالة الثابتة إلى الحالة المن 

جهود الحصاد غير مستقرة عندما و المفترسات  فصيلة الفرائس و يلةفص من كلحالة  تصبحأ)هذا النظام 

. ديشعب باستخدام نظرية الشكل العاتجاوز الدخل الاقتصادي قيمة التشعب(. تم إثبات وجود هذا النوع من الت

جداا )العديد من ، لأن ديناميكياته غنية أن النظام المقترح له أهمية خاصةالدراسة التي قمنا بها لنا  تدأكَ 

الدورات المحددة يعطي و  موجبةالتوازن النقاط  ، بالإضافة إلى أن تنوع الحالات الدورية(و  الحالات الثابتة

 .نظام البيئيداء اللأالمثالي  تحكمالتي تمثل الالحالات ر لاختياالتحكم نظرية المزيد من الفرص في 

لحكومات الحفاظ على عائدات ا واجب علىبتسليط الضوء على أنه من ال ناهاسمحت لنا الدراسة التي أجري

 .ة للنظام البيئي للفريسة مفترسالحصاد عند مستوى مثالي من أجل الحفاظ على التنمية المستدام

ا  عددية لتوضيح وتأكيد نتائجنا النظرية.، أجرينا عمليات محاكاة أخيرا

  ف.ام بيئي، حصاد، استقرار، تشعب هونموذج تفاضلي جبري، نظ الكلمات المفتاحية:



:Abstract 

The work carried out in this thesis concerns the mathematical modeling of some biological 

phenomena and the qualitative study of the models thus obtained by applying the theory of 

dynamical systems (theory of stability, normal form, bifurcations). 

This study led us to formulate an algebraic-differential system with a functional response 

of Holling type III, composed of two differential equations and an algebraic equation. This 

system describes the biological and economic aspects of a predator-prey model.  

A systematic study of the dynamics of this model was carried out by considering the 

economic profit as a parameter of bifurcation. First, we examined the existence of the 

positive equilibrium points according to the economic profit and we found that the system 

has an even number of positive equilibrium points between 0 and 8. In addition, we have 

shown that the system can generate a Hopf bifurcation (change from a stationary state to a 

periodic state) and that the variation in the economic profit causes the destabilization of the 

equilibrium (the state of the prey population, the predator population, and the harvesting 

effort becomes unstable when the economic revenu exceeds the bifurcation value). The 

presence of this type of bifurcation has been proven using the theory of normal form. This 

shows that the proposed system is of a particular importance, because its dynamics are very 

rich (several stationary states and periodic states), in addition the diversity of the positive 

equilibrium points and limit cycles gives more opportunities in the theory control to choose 

the states that represent the ideal performance of the ecosystem. 

The study carried out allowed us to highlight that it is important for the governments to 

keep the harvest revenues at an ideal level in order to maintain the sustainable development 

of the predator-prey ecosystem.  

Finally, we performed numerical simulations to illustrate and confirm our theoretical 

results. 

Keywords: Algebraic-Differential System, Ecosystem, Harvesting, Stability, Hopf Bifurcation.   



:Résumé 

 Le travail réalisé dans la présente thèse porte sur la modélisation mathématique de 

quelques phénomènes biologiques et l'étude qualitative des modèles ainsi obtenus en 

appliquant la théorie des systèmes dynamiques (théorie de stabilité, forme normale, 

bifurcations). 

Cette étude nous a conduit à construire un système algébro-différentiel avec une 

réponse fonctionnelle de type Holling III, composé de deux équations différentielles et une 

équation algébrique. Ce système décrit les aspects biologiques et économiques d'un 

modèle proie-prédateur.  

Une étude systématique de la dynamique de ce modèle a été réalisé en considérant  le 

profit économique comme un paramètre de bifurcation. En premier temps, nous avons 

examiné l'existence des points d'équilibre positifs selon le profit économique et nous 

avons trouvé que le système possède un nombre pair  d'équilibres positifs entre 0 et 8.  De 

plus, nous avons montré que le système peut générer une bifurcation de Hopf 

(changement d'un état stationnaire vers un état périodique) et que la variation du profit 

économique provoque la déstabilisation de l'équilibre (l'état de la population de proies, de 

prédateurs, et l'effort de récolte devient instables lorsque le revenu économique dépasse 

la valeur de bifurcation).  La présence de ce type de bifurcation a été prouvé en utilisant la 

théorie de la forme normale. Ce qui montre que le système proposé est d'une importance 

particulière, car sa dynamique est très riche (plusieurs d'états stationnaires, des états 

périodiques), en plus  la diversité des équilibres positifs et des cycles limites donne plus 

d'occasions en théorie de contrôle pour choisir les états qui représentent la performance 

idéal de l'écosystème.  

L'étude effectué nous a permet de mettre en évidence qu'il est important pour les 

gouvernements de garder les revenus de la récolte à un niveau idéal afin de maintenir le 

développement durable de l'écosystème proie-prédateur.  

Enfin, nous avons effectué des simulations numériques pour illustrer et confirmer nos 

résultats théoriques.  

Mots-clés: Système Algébro-Différentiel, Ecosystème, Récolte, Stabilité, Bifurcation de 

Hopf. 
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Introduction générale

La vie est la technologie la plus complexe dans la planète. C’est aussi la plus puissante

[1]. L’homme a toujours cherché à découvrir son environnement et comprendre les

phénomènes qui l’entourent afin d’améliorer les différents aspects de sa vie quotidienne

en termes de nutrition, de santé, de transport, de sécurité et de protection. De plus, il

fait face à des problèmes environnementaux et de santé publique les plus difficiles

et il a essayé de les expliquer et bien les exploiter pour son meilleur intérêt. L’un

parmi les domaines de recherches les plus fertiles est celui de la biologie mathématique

qui semble avoir récemment intéressé de nombreux mathématiciens et écologistes qui

essaient d’utiliser différents techniques et outils mathématiques, y compris théoriques

et appliqués, pour modéliser et comprendre les phénomènes biologiques.

Malgré la perception des gens que les mathématiques et la biologie sont séparées, il

y a toujours eu des modèles exceptionnels à travers lesquels les mathématiques pour-

raient expliquer des phénomènes biologiques complexes. L’histoire de l’utilisation des

mathématiques pour expliquer les phénomènes biologiques remonte aux travaux de

le mathématicien italien Fibonacci [2] en 1202, qui a utilisé sa suite pour expliquer la

croissance d’un groupe de lapins dans des circonstances idéales. Mais depuis le travail

de Fibonacci jusqu’aux études récentes, il y a une histoire de réalisations mathéma-

tiques dans tous les aspects de la biologie, surtout à ce moment où la théorie du chaos

est entrée pour expliquer des problèmes biologiques, épidémiologiques et médicaux

qui sont souvent des systèmes complexes. Généralement, les études mathématiques

ont aidés non seulement à mieux comprendre les problèmes biologiques mais aussi à

trouver des solutions dans certains cas comme la prédiction. Les modèles mathéma-

tiques en biologie allant des populations aux épidémies en passant par les phénomènes

physiques, sont souvent exprimés en termes d’équations différentielles, d’équations

aux dérivées partielles et d’équations aux différences. La raison d’utiliser ces types de

modèles est que les processus biologiques sont dynamiques, changeants en fonction du

temps, de l’espace ou du stade de développement. Les modèles d’équations différen-
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tielles d’interactions entre les populations sont l’une parmi les applications classiques

des mathématiques en biologie.

En revanche, dans la littérature, on retrouve souvent le concept d’équations algébro-

différentielles (EAD). La première occurrence de ce terme se trouve dans le titre du

papier de Gear [3] et à la même année son célèbre livre [4] où il considéra des exemples

d’analyse de circuits électroniques. Les équations algébro-différentielles sont également

connues sous le nom de systèmes singuliers, systèmes contraints, systèmes singulière-

ment perturbés, systèmes dégénérés ou systèmes d’espace d’états généralisés [5]. Ce

type de systèmes est une généralisation des équations différentielles ordinaires (EDO)

pour lesquelles il existe une littérature très riche à la fois pour la théorie mathématique

et la solution numérique [6]. Les origines de la théorie des EAD remontent aux travaux

de Kirchhoff en 1847 où il publie ses lois de circuits qui décrivent les propriétés de

conservation des circuits électriques [7]. Après les travaux de Kirchhoff, les chercheurs

K. Weierstrass et plus tard L. Kronecker étudièrent les systèmes singuliers et propo-

sèrent une théorie élégante et fondamentale jusqu’à maintenant pour comprendre les

propriétés spécifiques des EAD [8]. Récemment, il y a eu un grand intérêt pour les

applications des équations algébro-différentielles à l’analyse d’une grande variété de

systèmes pratiques qui contiennent des contraintes telles que les systèmes électriques,

l’ingénierie aérospatiale, les processus chimiques, les systèmes socio-économiques et

l’analyse de réseau, etc. Avec une attention particulière, la théorie des systèmes sin-

guliers est également utilisée pour modéliser les systèmes biologiques dans le monde

réel. Ils conviennent pour décrire des systèmes qui évoluent en fonction de temps. Par

rapport aux systèmes différentiels ordinaires, l’avantage qu’ils offrent c’est qu’ils sont

généralement plus faciles à formuler. Mais le prix payé c’est qu’ils sont plus difficiles à

gérer car ils présentent une dynamique plus compliquée que les modèles différentiels

ordinaires [9]. Le plus souvent, les EAD sont considérés comme des systèmes cou-

plés d’équations différentielles ordinaires et de contraintes algébriques ou comme des

champs de vecteurs sur des variétés.

L’objectif de cette thèse est de présenter et d’étudier quelques modèles biologiques

classiques en utilisant la théorie des systèmes dynamiques (stabilité, bifurcations et

chaos), puis de proposer des modifications sur les modèles étudiés afin de les améliorer.

Dans ce contexte, nous avons organisé notre travail en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous avons rappelé brièvement quelques aspects fonda-

mentaux et résultats généraux de la théorie des systèmes dynamiques. En particulier

les techniques d’analyse des systèmes dynamiques, y compris l’analyse du plan de

phase, la stabilité, les bifurcations et le chaos. L’objectif de ce chapitre est de donner les

2



éléments principaux de ces concepts de la façon la plus simple pour mieux comprendre

l’application de ces notions dans le domaine qui nous concerne.

Dans le deuxième chapitre, nous avons donné une présentation élémentaire des

équations algébro-différentielles et nous avons indiqué les caractéristiques importantes

de ces équations. De plus, nous avons considéré les formes spéciales des EAD et nous

avons introduit plusieurs concepts d’index bien connus. Enfin, nous avons présenté une

analyse de stabilité des EAD semi-explicites et nous avons rappelé quelques structures

de bifurcations locales de la frontière de faisabilité.

Le troisième chapitre, comprend quelques aspects mathématiques qui nous per-

mettent de connaître les outils principaux pour modéliser la dynamique des popu-

lations en se concentrant sur certains modèles bien connus des population en évolu-

tion telle que la croissance d’une seule espèce et les interactions entre les populations

(prédation, compétition et mutualisme). Une attention particulière est accordée à la

modélisation des populations récoltés (pêcherie,...), des modèles économiques et des

systèmes structuré par âge. Enfin, nous avons introduit quelques concepts de base de

l’épidémiologie.

Dans le dernier chapitre, nous avons formulé un nouveau système algébro-différentiel

bio-économique représentant les aspects biologiques et économiques. Ensuite, nous

avons appliqué les techniques mathématiques et les idées de base des chapitres précé-

dents pour comprendre le comportement du modèle, y compris l’existence des points

d’équilibres et leurs nombres, la stabilité de ces points, la bifurcation de Hopf. Enfin,

grâce à une simulation numérique, nous avons vérifié l’efficacité des résultats obtenus

du côtés économique et biologique. Ce chapitre a fait l’objet d’une publication : “Sta-

bility and Hopf bifurcation of the coexistence equilibrium for a differential-algebraic

biological economic system with predator harvesting” [10].

Finalement, nous avons conclu cette thèse par une conclusion générale où nous

avons expliqué l’efficacité des résultats obtenus. De plus, nous avons suggéré de nou-

velles avenues, des améliorations pour la recherche et quelques perspectives.
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Chapitre 1

Concepts de base sur les systèmes

dynamiques

La dynamique est un processus évolutif temporel. Il peut être déterministe ou sto-

chastique [11]. Le système d’équations correspondant est appelé système dynamique.

La notion de système dynamique comprend un ensemble de ses états possibles (espace

d’états) et une loi d’évolution de l’état en fonction du temps [12]. Généralement, un

système de n équations différentielles du premier ordre dans l’espace Rn est appelé

un système dynamique de dimension n qui détermine le comportement temporel du

processus évolutif. Deux types principaux de systèmes dynamiques sont rencontrés

dans les applications : ceux pour lesquels la variable de temps est discrète (t ∈ Z orN)

et ceux pour lesquels elle est continue (t ∈ R). Le processus en temps continu est re-

présenté par des équations différentielles, tandis que le processus en temps discret est

représenté par des équations aux différence (ou des applications).

Quelques exemples de systèmes dynamiques :

i) Le balancement d’un pendule est régi par l’équation

ẍ +
g
L

sin x = 0, (1.1)

où x est l’angle du pendule, g est l’accélération en raison de la gravité et L est la

longueur du pendule. Le système équivalent est non linéaire : ẋ1 = x2,

ẋ2 = −
g
L

sin x.
(1.2)

ii) Systèmes newtoniens régis par la loi du mouvement de Newton

mẍ = F(x, ẋ), (m = mass, F = Force), (1.3)
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cette équation peut être exprimée comme un système dynamique de dimension

deux dans le plan xy de la forme ẋ = y,

ẏ =
1
m

F(x, y).
(1.4)

où la dynamique est un ensemble de trajectoires donnant l’évolution temporelle

du mouvement.

iii) Le modèle de croissance exponentielle d’une seule population est exprimé ma-

thématiquement par

dx
dt

= rx, avec x = x0 à t = t0, (1.5)

où r > 0 est le paramètre de croissance de population.

1.1 Systèmes dynamiques continus

Les systèmes dynamiques en temps-continu peuvent-être décrits mathématique-

ment comme suit [11]
dx
dt

= ẋ = f (x, t), (1.6)

où x = x(t) ∈ Rn (t ∈ I ⊆ R) est le vecteur qui représente la dynamique d’un système

à temps continu et f (x, t) est une fonction suffisamment régulière définie sur un sous-

ensemble U ⊂ Rn
×R. La variable t est généralement interprété comme du temps. Le côté

droit de l’équation (1.6) a une dépendance explicite du temps, dans ce cas, le système

est appelé un système non autonome. Tandis qu’il est appelé un système autonome si

le côté droit de (1.6) ne dépend pas du temps explicitement (i.e. les trajectoires d’un tel

système ne changent pas en fonction du temps). Donc le système (1.6) devient

ẋ = f (x). (1.7)

Pour ce qui suit, nous nous intéresserons aux systèmes autonomes.

Définition 1.1.1. [11] (Flot) Le processus d’évolution temporelle peut être décrit comme un

flot du champ de vecteur. Mathématiquement, le flot est défini par

φt(x) : U→ Rn,

où φt(x) = φ(t, x) est une fonction vectorielle régulière dépend de x ∈ U ⊆ Rn et de t ∈ I ⊆ R

et satisfait l’équation :
d
dt
φt(x) = f (φt(x)). (1.8)

Le flot φt(x) satisfait les propriétés suivantes :
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(a) φ0 = Id,

(b) φt+s = φt ◦ φs.

On donne souvent une condition initiale

x(0) = x0 ∈ U, (1.9)

auquel cas on cherche une solution φ(t, x0) tel que

φ(0, x0) = x0, (1.10)

(parfois, nous écrivons la solution comme x(t, x0), ou simplement x(t)).

Théorème 1.1.1. [13] (Existence et unicité des solutions) Soit U ⊂ Rn un sous-ensemble

ouvert de l’espace Euclidien réel, soit f : U → Rn une application différentiable et continue

(C1) et soit x0 ∈ U. Donc, il existe un certain constant c > 0 et une solution unique φ(., x0) :

(−c, c)→ U satisfait l’équation différentielle (1.7) avec la condition initiale x(0) = x0.

Définition 1.1.2. [13] (Orbite et portrait de phase) La fonction régulière φ(., x0) : I → Rn

définie une courbe de solutions, trajectoire, ou orbite du système continue (1.7) basé sur x0.

L’ensemble de toutes les trajectoires qualitatives du système est appelé portrait de phase.

Définition 1.1.3. [12] (Cycle) Un cycle est une orbite périodique ou autrement dit c’est une

orbite qui n’est pas un équilibre L0 tel que chaque point x0 ∈ L0 satisfait φ(t + T0, x0) = φ(t, x0)

avec certain T0 > 0, pour toute t ∈ I.

Définition 1.1.4. [14] (Ensembles limites) Étant donné un champ de vecteur f (x) par ẋ =

f (x), x ∈ Rn, le point a est dite un point ω−limite de x ∈ U ⊂ Rn s’il existe une suite

(tn)→ +∞ lorsque n→ +∞ tel que lim
n→+∞

φ(tn, x) = a, et dite un point α−limite s’il existe une

suite (tn)→ −∞ lorsque n→ +∞ tel que lim
n→+∞

φ(tn, x) = a.

L’ensemble de tous les points ω−limite de x s’appelle l’ensemble ω−limite, Lω(x). De même

Lα(x) s’appelle l’ensemble α−limite. En générale, l’ensemble limite L(x) est l’ensemble de tous

les points limites de x ∈ U.

Définition 1.1.5. [14] (Cycle limite) Un cycle limite est une orbite fermée γ tel que soit

γ ⊆ Lω(x) où γ ⊆ Lα(x) pour certains x < γ.

Définition 1.1.6. [16] (Attracteur) Un attracteur d’un système dynamique est un sous-

ensemble de l’espace d’états vers lequel les orbites provenant de conditions initiales typiques

tendent lorsque le temps augmente.

Définition 1.1.7. [16] (Basin d’attraction) Le basin d’attraction B(A) pour un attracteur

A est l’ensemble des conditions initiales conduisant après une longue période de temps à un

comportement qui s’approche de cet attracteur.
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La notion de point fixe est importante pour analyser le comportement local d’un

système. Il est également connu comme un point critique ou un point d’équilibre ou

un point stationnaire ou un point zéro.

Définition 1.1.8. Un point x∗ ∈ U est appelé un point fixe si φ(t, x∗) = x∗ pour toute t ∈ I.

Par conséquent pour les systèmes continus, un point fixe x∗ est défini par l’annulation

de champ de vecteur f (x) à ce point, on écrit

ẋ = 0⇔ f (x∗) = 0. (1.11)

Un point d’équilibre correspond à une solution constante x(t) ≡ x∗ du système (1.7).

Stabilité des équilibres

La notion de stabilité est d’une importance théorique et pratique considérable ; elle

présente le comportement du flot à la proximité d’un équilibre. Grosso modo, un point

d’équilibre x∗ est stable si toutes les solutions commençant proche de x∗ restant au

voisinage. Autrement, on dit qu’il est instable. Si en plus, les solutions à proximité

tendent vers x∗ lorsque t → +∞ alors, x∗ est asymptotiquement stable. Des définitions

précises sont données ci-dessous.

Définition 1.1.9. [17] Un point d’équilibre x∗ de l’équation (1.7) est dit stable si, pour toute

donné ε > 0, il existe un δ > 0, dépend de ε, pour chaque x0 pour lequel | x0 − x∗ |< δ, la

solution ϕ(t, x0) de l’équation (1.7) quand x0 à 0 satisfait | ϕ(t, x0)− x∗ |< ε pour tout t > 0. Le

point d’équilibre x∗ est dit instable s’il n’est pas stable.

Définition 1.1.10. [17] Un point d’équilibre x∗ de l’équation (1.7) est dit asymptotiquement

stable s’il est stable, et en plus, il y a un r > 0 tel que | ϕ(t, x0) − x∗ |→ 0 lorsque t→ +∞ pour

toute x0 satisfaisant | x0 − x∗ |< r.

Les notions de stabilité définies ci-dessus sont de nature locale : ils ne concernent

que le comportement des solutions au voisinage du point fixe x∗. Même si de telles

solutions restent limitées pour tous les temps, d’autres solutions peuvent ne pas exister

globalement.

1.2 Systèmes dynamiques discrets

Un système dynamique à temps discret est lié à une application discrète (donné

seulement à des moments également espacés) tel que, d’un point x0, on peut obtenir un

point x1 qui à son tour se déplace vers x2 et ainsi de suite. Autrement dit, xn+1 = f (xn) =

f ( f (xn−1)),... ceci est également écrit sous la forme xn+1 = f (xn) = f 2(xn−1),...
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Applications et flots

Définition 1.2.1. [11] En générale, une application est une fonction f : E → E où E est un

sous-ensemble deRn. L’état xn+1 à l’étape (n + 1) s’exprime en fonction de l’étape précédente xn

par la relation

xn+1 = f (xn). (1.12)

Un système discret génère un flot représenté par φ(τ, x) dans E tel que f (x) = φ(τ, x), x ∈ E et

τ est le temps discret de R.

Portrait de phase

Les portraits de phase sont fréquemment utilisés dans un système dynamique à

temps discret pour représenter graphiquement la dynamique d’une application.

Définition 1.2.2. Un portrait de phase consiste en un diagramme montrant les changements

possibles de positions d’une application et les flèches indiquent le changement de positions sous

les itérations de l’application.

Points fixes

Soit une équation en temps discret de la forme générale donnée par (1.12).

Définition 1.2.3. [18] Un point fixe, ou point de période un est un point auquel xn+1 = f (xn) =

xn, pour tout n.

Points fixes stables et instables

Définition 1.2.4. Un point fixe p d’une application f : R → R est dit stable ou attirant s’il

existe ε > 0 tel que pour tout x ∈ Nε(p) = (p − ε, p + ε) : lim
n→+∞

f n(x) = p. D’autre part, un

point fixe p de f est dit instable s’il existe ε > 0 tel que pour tout x ∈ Nε(p) = (p − ε, p + ε) :

f n(x) < Nε(p) pour n > M, un entier positif.

Basin d’attraction

Définition 1.2.5. L’ensemble de tous les états initiaux dont les orbites convergent vers un

attracteur donné d’une application s’appelle le basin d’attraction. Le bassin d’attraction d’un

point fixe p d’une application f est noté par Ws(p) et est défini par

Ws(p) =
{
x : lim

n→+∞
f n(x) = p

}
.
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Cet ensemble est un ensemble stable du point p. L’ensemble de bassin instable est défini par

Wu(p) =
{
x : f n(x) < Nε(p), pour tout n > M, un entier positif

}
.

Section de Poincaré

La méthode des sections de Poincaré permet de construire des systèmes dynamiques

discrets à partir des systèmes différentiels, ceci afin de faciliter son étude en ramenant

l’analyse d’un système différentiel (temps continu) à celle d’une application (temps

discret) [15].

Soit le système continu de dimension n donné par (1.7) oùφt(x) dénote le flot correspon-

dant à ce système. Il s’agit de déterminer les intersections successives des orbites avec

un hyperplan H transverse au flot dans l’espace des phases. La séquence des points

ordonnés suivant le temps constitue la section de Poincaré S :

S =
{
H ∩ φt(x), t ∈ R, x ∈ Rn

}
.

Par conséquent, étant donné une orbite périodique γ passant par le point a et un

Figure 1.1 – La section de Poincaré.

voisinage Ω de a ouvert et connecté, l’application de Poincaré est définie par :

Définition 1.2.6. [16] La fonction P : Ω → S s’appelle une application de Poincaré pour

l’orbite γ sur la section de Poincaré S passant par le point a si :

(1) P(a) = a,

(2) P(Ω) est un voisinage de a et P : Ω→ P(Ω) est un difféomorphisme.

(3) Pour tout point x dans Ω, la semi-orbite positive de x intersecte S pour la première fois

à P(x).

Remarques 1.1. Voici quelques remarques sur la technique de l’application de Poincaré :
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Figure 1.2 – L’application de Poincaré.

1- La dimension du système continu (1.7) est réduite d’une unité avec l’application en

dimension n − 1.

2- L’application P s’appelle application de premier retour, car la méthode d’analyse consiste

à considérer une orbite périodique avec des conditions initiales sur la section de Poincaré

S et d’observer le point où ces orbites reviennent pour la première fois à la section S.

3- L’application P est utilisé pour analyser le système original (1.7) car il préserve de

nombreuses propriétés de périodicité, quasi-périodicité et les orbites chaotiques du système

continu original.

1.3 Systèmes dynamiques linéaires

Cette section présente une étude des systèmes des équations différentielles ordi-

naires linéaires de la forme :

ẋ = Ax. (1.13)

La fonction

f (x) = Ax,

sur le côté droit de (1.13) définit une application f : Rn
→ Rn (linéaire dans ce cas). Il

est clair que la solution de ce système linéaire avec la condition initiale x(0) = x0 prend

la forme x(t) = x(0)eAt.

Définition 1.3.1. [13] (Flots) La matrice etA peut être considéré comme une application deRn

dans Rn, donné n’importe quel point x0 dans Rn, x(x0, t) = x0etA est le point auquel la solution

passant par x0 se trouve après le temps t. On dit que etA définit un flot dansRn et que ce flot est

généré par le champ de vecteur Ax définit dans Rn.

Définition 1.3.2. [11] Le sous-espace D ⊂ Rn est dit invariant si tout flot commençant dans

ce sous-espace restera dedans pour tous les temps futurs.
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Soit w j = u j + iv j, un vecteur propre généralisé de la matrice réelle A correspondant

à la valeur propre λ j = a j + ib j. On note que si b j = 0 alors, v j = 0. Et soit

B = {u1, ...,uk+1, vk+1, ...,um, vm} , (1.14)

une base de Rn (avec n = 2m − k).

Définition 1.3.3. [19] (Sous-espaces invariants) Soient λ j = a j + ib j, w j = u j + iv j et B

donné par (1.14). Alors

Es = Vec
{
u j, v j | a j < 0

}
,

Ec = Vec
{
u j, v j | a j = 0

}
,

Eu = Vec
{
u j, v j | a j > 0

}
,

i.e., Es,Ec et Eu sont des sous-espaces de Rn engendrés par les parties réelles et imaginaires des

vecteurs propres généralisés w j correspondant aux valeurs propres λ j avec des parties réelles

négatives, nulles et positives respectivement. Une image schématique apparaît dans la figure

1.3, décrit les trois sous-espaces invariants.

Figure 1.3 – Sous-espaces invariants.

Théorème 1.3.1. [11] On considère le système (1.13) où A est une matrice carrée de dimensions

n × n à coefficients réelles. L’espace d’état Rn peut être décomposé comme suite :

Rn = Eu
⊕ Es
⊕ Ec,

où Eu, Es, et Ec sont les sous-espaces instable, stable, et centrale du système respectivement. De

plus, ces sous-espaces sont invariants par rapport au flot.
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1.3.1 Systèmes linéaires dans R2

Maintenant, on restreint notre attention à une classe très importante des systèmes

des équations différentielles ordinaires appelée systèmes linéaires planaires (deux va-

riables dépendantes). Dans le cas autonome, ces systèmes prennent la forme simple : ẋ1 = ax1 + bx2,

ẋ2 = cx1 + dx2,
(1.15)

où a, b, c, et d sont des constants. On peut abréger ce système en utilisant la matrice à

coefficients A où

A =

 a b

c d

 .
Alors le système linéaire (1.15) peut être écrit sous la forme de l’équation (1.13). Évi-

demment, l’origine est toujours un point fixe pour ce système linéaire. En termes de

portrait de phase, cela signifie que l’origine correspond toujours à une solution d’équi-

libre. Pour trouver d’autres équilibres, il faut résoudre le système linéaire d’équations

algébriques :

ax1 + bx2 = 0,

cx1 + dx2 = 0.

Proposition 1.3.1. [12] Le système linéaire planaire ẋ = Ax admet :

(i) Un point d’équilibre unique (0, 0) si det(A) , 0.

(ii) Une ligne droite de points d’équilibre si det(A) = 0 (et A n’est pas la matrice nulle).

Portrait de phase des systèmes planaires

Dans la suite, nous discuterons trois exemples canoniques de portraits de phase

pour les systèmes planaires [20]. Nous savons que chaque matrice A de dimension 2×2

peut être écrit sous la forme A = PMP−1, où M a l’une des trois formes suivantes :

(i) Si A est diagonalisable, alors

M =

 α 0

0 β

 .
(ii) Si A n’est pas diagonalisable et a une valeur propre réelle répétée α, alors

M =

 α 1

0 α

 .
(iii) Si A admet deux valeurs propres complexes conjuguées α ± iβ, alors

M =

 α −ββ α

 .
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Cas (i) : On suppose que ẋ = Mx où M = diag
{
α, β

}
. La solution générale est

x(t) = etMx(0) ; i.e.,  x1(t)

x2(t)

 =

 eαt 0

0 eβt


 c1

c2

 =

 c1eαt

c2eβt

 .

Figure 1.4 – Portraits de phase correspondant au cas (i) dans lequel α et β sont positifs.

Coté gauche : 0 < α < β. Au milieu : 0 < α = β. Coté droite : 0 < β < α.

Figure 1.5 – Portraits de phase correspondant au cas (i) dans lequel α et β sont négatifs.

Coté gauche : β < α < 0. Au milieu : α = β < 0. Coté droite : α < β < 0.

Une tel façon pour classifier les équilibres est fournie par les portraits de phase

discutés ci-dessus.

Définition 1.3.4. Dans la figure 1.4, l’origine est appelée un nœud instable (toutes les trajec-

toires divergent de l’origine). Dans la figure 1.5, l’origine s’appelle un nœud stable (toutes les

trajectoires pointent vers l’origine). Dans la figure 1.6, l’origine s’appelle un point selle.

Cas (ii) : On suppose que ẋ = Mx où M est une matrice non-diagonalisable :

M =

 α 1

0 α

 ,
13



Figure 1.6 – Portraits de phase correspondant au cas (i) dans lequel α et β sont de signes

différents. Coté gauche : β < 0 < α. Coté droite : α < 0 < β.

où α est une valeur propre réelle répétée. La solution générale du système est donc

x(t) = etMx(0), ou  x1(t)

x2(t)

 =

 eαt teαt

0 eαt


 c1

c2

 =

 c1eαt + c2teαt

c2eαt

 .
Si α < 0, les trajectoires se rapprochent de l’origine lorsque t → +∞, dans ce cas,

l’origine est appelée un nœud stable (voir la coté gauche de la figure 1.7). Si α > 0, les

trajectoires sont orientées vers l’extérieur de l’origine qui est un nœud instable (voir la

coté droite de la figure 1.7).

Figure 1.7 – Portraits de phase correspondant au cas (ii) auquel M a une valeur propre

répétée. Coté gauche : α < 0. Coté droite : α > 0.

Cas (iii) : On suppose que ẋ = Mx où M est sous la forme canonique réelle suivante :

M =

 α −ββ α

 .
14



On a

etM = eαt

 cos βt − sin βt

sin βt cos βt

 ,
ce qui signifie que la solution générale du système est x1(t)

x2(t)

 = etM

 c1

c2

 =

 c1eαt cos βt − c2eαt sin βt

c1eαt sin βt + c2eαt cos βt

 .
L’équilibre à l’origine s’appelle un foyer stable si les trajectoires s’enroulent vers l’inté-

rieur (α < 0), un foyer instable si les trajectoires s’enroulent vers l’extérieur (α > 0), et

un centre si les trajectoires sont concentriques, courbes fermées (α = 0). On remarque

que, l’orientation des trajectoires peut être déterminée à partir du signe de β : au sens

horaire si β < 0 et au sens antihoraire si β > 0 (voir la figure 1.8).

Figure 1.8 – Portraits de phase correspondant au cas (iii), auquel M a des valeurs

propres complexes conjuguées .
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De plus, il est possible de classifier la nature de l’origine qu’il s’agisse : d’un point

selle, nœud instable, nœud stable, foyer instable, foyer stable ou centre dans le plan de

phase de trace et de déterminant de la matrice A (trace A, det A).

Soit le système linéaire (1.13) tel que A est une matrice carrée réelle et inversible à

coefficients constants. L’équation de polynôme caractéristique de la matrice A est de la

forme :

λ2
− trace Aλ + det A = 0. (1.16)

Soient λ1, λ2 les valeurs propres racines de (1.16), on a les relations suivantes :

trace A = λ1 + λ2,

det A = λ1λ2.

Théorème 1.3.2. [19] Soient δ = det A, τ = trace A, ∆ = τ2
− 4δ et soit le système linéaire

(1.13) :

a) Si δ < 0 alors, (1.13) a un point selle à l’origine.

b) Si δ > 0 et ∆ ≥ 0 (i.e., τ2
≥ 4 | δ |⇒ τ , 0) alors, (1.13) a un nœud à l’origine ; il est

stable si τ < 0 et instable si τ > 0.

c) Si δ > 0, ∆ < 0, et τ , 0 alors, (1.13) a un foyer à l’origine ; il est stable si τ < 0 et

instable si τ > 0.

d) Si δ > 0 et τ = 0 alors, (1.13) a un centre à l’origine.

Démonstration 1.3.1. Les valeurs propres de la matrice A sont données par

λ1,2 =
−τ ±

√
∆

2
,

donc,

a) Si δ < 0 alors, il existe deux valeurs propres réelles de signe opposé.

b) Si δ > 0 et ∆ ≥ 0 alors, il existe deux valeurs propres réelles du même signe, et il s’ensuit

que l’origine est un nœud. Que l’origine soit stable ou instable ça dépend de signe de τ.

c) Si δ > 0, ∆ < 0, et τ , 0 alors, il existe deux valeurs propres complexes conjugués

λ1,2 = u ± iv. Il s’ensuit que l’origine est un foyer. Que l’origine soit stable ou instable ça

c’est selon la signe de la trace de A.

d) Si δ > 0 et τ = 0 alors, il existe deux valeurs propres complexes conjuguées purement

imaginaires et l’origine est un centre.

Définition 1.3.5. Un nœud stable ou foyer stable de (1.13) s’appelle un puits, et un nœud

instable ou foyer instable de (1.13) s’appelle une source.
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Figure 1.9 – Diagramme de bifurcation pour le système linéaire (1.13).

1.3.2 Conditions de stabilité de Routh-Hurwitz

L’analyse de stabilité que nous avons déjà fait traite les systèmes linéaires du champ

de vecteur ẋ = Ax, où A est la matrice du système linéarisé. Les solutions sont obtenues

en mettant x(t) = x(0)eλt, où x(0) est un vecteur constant et les valeurs propres λ sont

les racines du polynôme caractéristique | A − λI |= 0, où I est la matrice d’identité. La

solution x = 0 est stable si toutes les racines λ du polynôme caractéristique se trouvent

dans la coté gauche du plan complexe ; c’est-à-dire, Reλ < 0 pour toutes les racines λ.

Si le système est d’ordre n , le polynôme caractéristique peut être pris sous la forme

générale

P(λ) = λn + a1λ
n−1 + · · · + an = 0, (1.17)

où les coefficients ai, i = 0, 1, ...,n sont tous réels. On suppose tacitement que an , 0

parce que le contraire nous donne λ = 0 comme solution, et alors le polynôme est

d’ordre n − 1 par l’équivalence an , 0. On exige des conditions sur ai, i = 0, 1, ...,n tel

que les zéros de P(λ) ont Reλ < 0. Les conditions nécessaires et suffisantes pour que cela

se produise sont appelées les conditions de Routh-Hurwitz. Il existe plusieurs formes
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équivalentes de celles-ci, dont l’une est, ensemble avec an > 0,

D1 = a1 > 0, D2 =

∣∣∣∣∣∣∣ a1 a3

1 a2

∣∣∣∣∣∣∣ > 0, D3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a3 a5

1 a2 a4

0 a1 a3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ > 0,

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a3 a5 . . .

1 a2 a4 . . .

0 a1 a3 . . .

0 a1 a2 . . .

. . . . . .

0 . . . . ak

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
> 0, k = 1, ...,n.

(1.18)

Par exemple, pour l’équation cubique suivante :

λ3 + a1λ
2 + a2λ + a3 = 0,

les conditions pour que Reλ < 0 sont

a1 > 0, a3 > 0, a1a2 − a3 > 0.

1.4 Systèmes dynamiques non linéaires

Maintenant, on tourne notre attention vers les systèmes non linéaires qui peuvent

présenter des comportements différents que les systèmes linéaires ne peuvent pas. De

plus, la plupart des phénomènes dynamiques dans la nature sont intrinsèquement non

linéaires. Un système non linéaire est de la forme

ẋ = f (x), (1.19)

où f : E→ Rn est une fonction non linéaire et E est un sous-ensemble ouvert de Rn.

Définition 1.4.1. [19] On suppose que f ∈ C(E) où E est un sous-ensemble ouvert de Rn.

Alors, x(t) est une solution de l’équation différentielle (1.19) sur un intervalle I si x(t) est

différentiable sur I et si pour tout t ∈ I, x(t) ∈ E et

ẋ(t) = f (x(t)).

Et soit x0 ∈ E, x(t) est une solution du problème à valeur initiale

ẋ = f (x)

x(0) = x0,

sur un intervalle I si t0 ∈ I, x(t0) = x0 et x(t) est une solution de l’équation différentielle (1.19)

sur l’intervalle I.
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1.4.1 Analyse de stabilité d’un point fixe

Méthode indirecte

Une bonne méthode utilisé pour étudier les systèmes non linéaires (1.19) c’est de

trouver leurs points fixes. Une telle méthode pour caractériser le comportement des

solutions au voisinage d’un point d’équilibre hyperbolique consiste à linéariser le sys-

tème non linéaire (1.19) à ce point. Cette méthode est connue comme la deuxième

méthode de Liapunov ou la méthode indirecte de stabilité. Cela se fait en étudiant

le système linéaire (1.13), où la matrice A = D f (x∗) = ∂ fi/∂x j, c’est la matrice ja-

cobienne où ces composantes sont les dérivées partielles d’ordre 1 de la fonction

f = ( f1(x1, ..., xn), f2(x1, ..., xn), ..., fn(x1, ..., xn))T (T dénote la transposé). La fonction li-

néaire Ax = D f (x∗)x s’appelle la partie linéaire de f à x∗.

Théorème 1.4.1. [26] (Théorème de Liapunov sur la stabilité par la linéarisation) Si

toutes les valeurs propres de la partie linéaire du champ de vecteur f en un point singulier ont

une partie réelle négative, alors ce point est asymptotiquement stable. Si l’une de ces valeurs

propres a une partie réelle positive, alors ce point n’est pas stable au sens de Liapunov.

Définition 1.4.2. [19] Un point d’équilibre x∗ est appelé un point d’équilibre hyperbolique de

(1.19) si aucune des valeurs propres de la matrice D f (x∗) n’a de partie réelle nulle. Le système

linéaire (1.13) avec la matrice A = D f (x∗) s’appelle la linéarisation de (1.19) à x∗.

Définition 1.4.3. [19] Un point d’équilibre x∗ de (1.19) est appelé un puits si toutes les valeurs

propres de la matrice D f (x∗) ont une partie réelle négative, il est appelé une source si toutes

les valeurs propres de D f (x∗) ont une partie réelle positive, et il est appelé un selle si elle est

hyperbolique et D f (x∗) a au moins une valeur propre avec une partie réelle positive et au moins

une avec une partie réelle négative.

Théorème 1.4.2. [13] (Hartman-Grobman) Si D f (x∗) n’a pas de valeurs propres nulles ou

purement imaginaires alors, il y a un homéomorphisme h défini localement sur certain voisinage

U de x ∈ Rn et prend les orbites du flot non linéaire ϕt, de (1.19), à ceux du flot linéaire etD f (x∗)

de (1.19). L’homéomorphisme préserve la direction des orbites et peut également être choisi pour

préserver la paramétrisation par le temps.

Le théorème de Hartman–Grobman donne un résultat très important dans la théorie

qualitative et locale d’un système dynamique. Ce théorème montre qu’au voisinage

d’un point d’équilibre hyperbolique, le système non linéaire a le même comportement

qualitatif (localement) que le système linéarisé correspondant. Aussi, on peut trouver

la solution locale du système non linéaire par homéomorphisme.
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Définition 1.4.4. [11] (Variétés locales stables et instables) Soit U un voisinage d’un

point fixe hyperbolique x∗. Les variétés locales stables et instables, noté par Ws
loc(x

∗), Wu
loc(x

∗)

respectivement, sont définis par

Ws
loc(x

∗) =
{
x ∈ U | ϕ(t, x)→ x∗ lorsque t→ +∞, ϕ(t, x) ∈ U ∀t ≥ 0

}
,

Wu
loc(x

∗) =
{
x ∈ U | ϕ(t, x)→ x∗ lorsque t→ −∞, ϕ(t, x) ∈ U ∀t ≤ 0

}
.

Par conséquent, les variétés globales stables et instables sont définies comme suit :

Ws(x∗) =
⋃
t≤0

ϕ
(
t,Ws

loc(x
∗)
)
,

Wu(x∗) =
⋃
t≥0

ϕ
(
t,Wu

loc(x
∗)
)
.

Théorème 1.4.3. [13] (Théorème de la variété stable d’un point fixe) Soit x∗ un point

d’équilibre hyperbolique du système (1.19), et soient Es et Eu les sous espaces stables et instables

du système linéaire correspondant (1.13). Alors, il existe des variétés locales stables et instables

Ws
loc(x

∗) et Wu
loc(x

∗) du système non linéaire de même dimension que celle de Es et Eu, respecti-

vement. Ces variétés sont tangentielles à Es et Eu, respectivement, à x∗ et ont la même régularité

de f .

Méthode directe : fonction de Liapunov

La stabilité locale d’un point d’équilibre hyperbolique x∗ est déterminé par l’étude de

signe de la partie réelle des valeurs propres de D f (x∗). La stabilité des points d’équilibre

non hyperboliques est généralement plus difficile à déterminer. Une méthode très

utile pour déterminer la stabilité des points d’équilibre non hyperboliques basé sur la

recherche d’une fonction définie positive V : U → R, appelée la fonction de Liapunov

et elle est illustrée dans le théorème suivant :

Théorème 1.4.4. [13] Soit x∗ un point fixe de (1.19) et soit V : W → R une fonction

différentiable définie sur un voisinage W ⊆ U de x∗ tel que :

(i) V(x∗) = 0 et V(x) > 0 si x , x∗,

(ii) V̇(x) ≤ 0 sur W − {x∗}.

Alors, x∗ est stable. De plus, si

(iii) V̇(x) < 0 sur W − {x∗} ;

alors, x∗ est asymptotiquement stable.

Là,

V̇ =

n∑
j=1

∂V
∂x j

ẋ j =

n∑
j=1

∂V
∂x j

f j(x).

est la dérivé de V tout au long les courbes de solution de (1.19).

Si W(= U) = Rn dans le cas (iii), x∗ est dit globalement asymptotiquement stable, et
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on peut conclure que toutes les solutions restent limitées et en effet s’approchent de x∗

lorsque t→∞.

Théorème de la variété centrale

Le comportement qualitatif au voisinage d’un point critique non hyperbolique x∗

du système non linéaire (1.19) est également déterminé par son comportement sur la

variété centrale proche de x∗ [19].

Théorème 1.4.5. (Théorème de la variété centrale locale) Soit f ∈ Cr(E), où E est un

sous-ensemble ouvert de Rn contenant l’origine et r ≥ 1. On suppose que f (0) = 0 et que

D f (0) admet c valeurs propres dont les parties réelles sont nulles et s = n − c valeurs propres

dont les parties réelles négatives. Alors, le système (1.19) peut être écrit sous la forme diagonale

suivante :
ẋ = Cx + F(x, y),

ẏ = Py + G(x, y),
(1.20)

où (x, y) ∈ Rc
× Rs, C est une matrice carrée avec c valeurs propres dont les parties réelles

sont nulles, P est une matrice carrée avec s valeurs propres dont les parties réelles négatives,

and F(0) = G(0) = 0, DF(0) = DG(0); de plus, il existe un δ > 0 et une fonction h ∈

Cr (Nδ(0)) , h(0) = 0, Dh(0) = 0. La définition de la variété centrale locale est Wc(0) :={
(x, y) ∈ Rc

×Rs
| y = h(x) for | x |< δ

}
et satisfait

Dh(x) [Cx + F(x, h(x))] = Ph(x) + G(x, h(x)), (1.21)

pour | x |< δ ; et le flot de la variété centrale Wc(0) est défini par le système d’équations

différentielles suivant :

ẋ = Cx + F(x, h(x)), (1.22)

pour toute x ∈ Rc où | x |< δ.

La stratégie de ce théorème est de :

1. Convertir (1.19) en la forme diagonale (1.20).

2. Utiliser un développement en série pour les composants de h(x) (jusqu’au degré

de précision dont nous avons besoin, à condition que r est suffisamment grand).

3. Déterminer les composants du développement de h(x) en utilisant (1.21).

4. Remplacez cette expression approximative de h(x) dans (1.22) pour déterminer

le flot.

Exemple 1.4.1. Utilisez le théorème ci-dessus pour déterminer le comportement qualitatif de

l’origine pour le système
ẋ = xy,

ẏ = −y − x2.
(1.23)
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Solution : le système est déjà sous la forme souhaitée, avec C = 0, P = −1, F(x, y) = xy et

G(x, y) = −x2. Soit

h(x) = ax2 + bx3 + · · · ,

Dh(x) = 2ax + 3bx2 + · · · ,

Dh(x) [Cx + F(x, h(x))] =
(
2ax + 3bx2 + · · ·

)
x
(
ax2 + bx3 + · · ·

)
,

Ph(x) + G(x, h(x)) = −

(
ax2 + bx3 + · · ·

)
− x2,

⇓ Collection des termes (en utilisant (1.21)),

O(x2) : −a − 1 = 0,

O(x3) : b = 0,
...

Donc, h(x) = −x2 + O(x4). Le flot dans la variété centrale est donné par (1.22)

ẋ = F(x, h(x)) = −x3 + O(x5),

On conclu que le système est stable.

Exemple 1.4.2. Utilisez le théorème ci-dessus pour déterminer le comportement qualitatif de

l’origine pour le système
ẋ1 = −x2 + x1y,

ẋ2 = x1 + x2y,

ẏ = −y − x2
1 − x2

2 + y2.

(1.24)

Solution : le système est déjà sous la forme souhaitée, avec C =

 0 −1

1 0

 , P = −1, F(x, y) = x1y

x2y

 et G(x, y) = −x2
1 − x2

2 + y2. Soit

h(x1, x2) = ax2
1 + bx1x2 + cx2

2 · · · ,

Dh(x) = [2ax1 + bx2 + · · · , bx1 + 2cx2 · · · ] ,

Dh(x) [Cx + F(x, h(x))] = [2ax1 + bx2 + · · · , bx1 + 2cx2]

 −x2 + x1(ax2
1 + bx1x2 + cx2

2 + · · · )

x1 + x2(ax2
1 + bx1x2 + cx2

2 + · · · )

 ,
Ph(x) + G(x, h(x)) = −

(
ax2

1 + bx1x2 + cx2
2 + · · ·

)
− x2

1 − x2
2 + (ax2

1 + bx1x2 + cx2
2 + · · · )2,

⇓ Collection des termes (en utilisant (1.21)),

x2
1 : b = −a − 1,

x2
2 : −b = −c − 1,

x1x2 : −2a + 2c = −b,
...
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on obtient a = −1, b = 0, c = −1, et donc h(x1, x2) = −x2
1− x2

2 + O(| x |3). Le flot dans la variété

centrale est donné par (1.22)

ẋ1 = −x2 + x1

(
−x2

1 − x2
2 + O(| x |3)

)
= −x2 − x3

1 − x1x2
2 + O(| x |4),

ẋ2 = x1 + x2

(
−x2

1 − x2
2 + O(| x |3)

)
= x1 − x3

2 − x2
1x2 + O(| x |4).

Pour déterminer la stabilité de l’origine, on procède au changement de variables en coordonnées

polaires

rṙ = x1ẋ1 + x2ẋ2 = x1(−x2 − x3
1 − x1x2

2) + x2(x1 − x3
2 − x2

1x2) + O(| r |5),

= −x4
1 − 2x2

1x2
2 − x4

2 + O(| r |5),

= −(x2
1 + x2

2)2 + O(| r |5),

= −r4 + O(| r |5),

ṙ = −r3 + O(| r |4).

Donc, le système est stable.

1.4.2 Solutions périodiques des systèmes planaires

Dans cette sous-section, l’analyse est limitée aux systèmes autonomes bidimension-

nels de la forme  ẋ = f (x, y),

ẏ = g(x, y),
(1.25)

Il est supposé que f et g ont des dérivées partielles du premier ordre continues. Les solu-

tions des problèmes à valeur initiale existent et sont uniques. Les résultats analytiques

concernant les solutions périodiques pour les systèmes autonomes bidimensionnels

(1.25) sont énoncés dans le théorème suivant.

Théorème 1.4.6. [14] (Poincaré-Bendixson)

Un ensemble limite non vide et compact d’un flot sur le plan, qui ne contient pas de point fixe,

est une orbite fermée.

Le théorème se pose en conséquence de l’unicité des solutions, ce qui implique que

dans le plan de phase, les solutions ne peuvent pas se croiser, soit ils sont périodiques

ou bien liés à un équilibre.

Deux autres résultats mathématiques importants donnent des conditions suffisantes

qui excluent la possibilité d’existence des solutions périodiques sont : le critère de

Bendixson et le critère de Dulac présentés dans les théorèmes suivants.

Théorème 1.4.7. [22] (Critère de Bendixson) Soit D un sous-ensemble ouvert simplement

connecté de R2. Si l’expression

div( f , g) =
∂ f
∂x

+
∂g
∂y
,
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n’est pas nul et ne change pas de signe sur D, alors il n’existe pas d’orbites périodiques du

système autonome (1.25) dans D.

Théorème 1.4.8. [22] (Critère de Dulac) Soit D un sous-ensemble ouvert simplement connecté

de R2 et B(x, y) une fonction continue et différentiable et définie positive sur D. Si l’expression

div(B f ,Bg) =
∂B f
∂x

+
∂Bg
∂y

,

n’est pas nul et ne change pas de signe sur D, alors il n’existent pas d’orbites périodiques du

système autonome (1.25) dans D.

1.5 Théorie de bifurcation

Plusieurs équations différentielles dépendent des paramètres. À travers les valeurs

de ces paramètres, le comportement qualitatif des solutions d’un système peut être très

différent et peut changer lorsque les paramètres varient. En particulier, les équilibres

et/ou les solutions périodiques qui peuvent être créés ou détruits, ou leur stabilité peut

changer. Dans la dynamique, ces changements qualitatifs et quantitatifs sont appelés

bifurcations, et les valeurs des paramètres auxquelles elles se produisent sont appelées

points de bifurcation. Par exemple, on considère le flambage d’un tronc. Si un petit

poids est placé sur le dessus du tronc (la figure 1.10) alors, ce tronc peut supporter la

charge et reste verticale. Mais si la charge est trop lourde, la position verticale devient

instable et le tronc peut se déformer. Là, le poids joue le rôle du paramètre de contrôle,

Figure 1.10 – Le flambage du tronc pour une charge lourde [23].

et la déviation du tronc de la verticale joue le rôle de la variable dynamique x [23].
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Bifurcations dans les systèmes unidimensionnels

Dans la suite, on rappellera plusieurs types courants de bifurcations. Pour la sim-

plicité, on traitera principalement du système continu unidimensionnel de la forme

ẋ = f (x, µ), (1.26)

dépendant du paramètre µ, où f : R ×R→ R est une application régulière de x et µ.

Bifurcations selle-nœud

La bifurcations selle-nœud (parfois appelé une bifurcation pli) est le mécanisme de

base par lequel, lorsqu’un paramètre est varié, deux points fixes se déplacent l’un vers

l’autre, se heurtent et se détruisent mutuellement [23]. Soit le système

ẋ = f (x, µ) = µ + x2; x ∈ R, (1.27)

où µ ∈ R est un paramètre. Selon le signe de µ, il existe trois possibilités. Lorsque µ < 0,

le système a deux points fixes x∗1,2 = ±
√
µ, l’un est stable et l’autre est instable. Lorsque

µ = 0, les deux points fixes fusionnent en un seul point fixe x∗ = 0 qui est semi-stable.

Lorsque µ > 0, les deux équilibres disparaissent. Clairement, µ = 0 est le point de

bifurcation, et ce type de bifurcation s’appelle la bifurcation selle-nœud, puisque les

champs de vecteur pour µ < 0 et µ > 0 sont différents qualitativement.

Figure 1.11 – Diagramme de bifurcation selle-nœud pour le système unidimensionnel

(1.27).

Bifurcations transcritiques

On décrive maintenant un mécanisme par lequel deux équilibres peuvent échanger

leur stabilité en faisant varier les valeurs des paramètres. Soit le système unidimen-
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sionnel

ẋ = f (x, µ) = µx − x2; x ∈ R, (1.28)

où µ ∈ R est un paramètre. Ce système a deux équilibres x∗1 = 0 et x∗2 = µ. La stabilité

de ces équilibres dépend du signe de µ, donc on a deux cas :

(i) Pour µ < 0, x∗1 est stable alors que x∗2 est instable.

(ii) Pour µ > 0, l’origine est devenue instable et x∗2 devenue stable.

Dans ce case, µ = 0 est le point de bifurcation, et les deux équilibres y échangent leur

stabilité.

Remarque 1.1. La différence entre les bifurcations selle-nœud et transcritiques est : dans le

cas transcritique, les deux points fixes ne disparaissent pas après la bifurcation au lieu de ça ils

commutent leur stabilités.

Figure 1.12 – Diagramme de bifurcation transcritique pour le système unidimensionnel

(1.28).

Bifurcations de pitchfork

On passe maintenant au troisième type de bifurcation appelé bifurcation de pit-

chfork (ou fourche). Ce type de bifurcation apparaît lorsque le système présente une

symétrie entre les directions gauche et droite. Il existe deux types de bifurcations clas-

sées selon l’équilibre qui peut être gagnant ou perdant de stabilité lorsqu’un paramètre

augmente. Le type le plus simple est appelé supercritique et sera discuté en premier

temps. Soit le système

ẋ = f (x, µ) = µx − x3; x ∈ R, (1.29)

où µ ∈ R est un paramètre. Lorsque µ < 0, l’origine est le seul point fixe, et il est stable.

Lorsque µ = 0, l’origine reste stable, mais beaucoup plus faible. Finalement, lorsque
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µ > 0, l’origine est devenue instable et deux nouveaux points fixes stables x∗1,2 = ±
√
µ

apparaissent sur les deux côtés de l’origine. Le deuxième type est appelé bifurcation

Figure 1.13 – Diagramme de bifurcation de pitchfork supercritique pour le système

unidimensionnel (1.29).

souscritique et sera donné par l’équation :

ẋ = f (x, µ) = µx + x3; x ∈ R, (1.30)

où µ ∈ R est un paramètre. Lorsque µ < 0, il y a trois équilibres : l’origine qui est un

point fixe stable et deux autres points d’équilibres : x∗1,2 = ±
√
−µ qui sont instables.

Lorsque µ = 0, l’origine reste stable, mais beaucoup plus faible. Finalement, lorsque

µ > 0, l’origine est devenue le seul point fixe qui soit de nature instable.

Figure 1.14 – Diagramme de bifurcation de pitchfork souscritique pour le système

unidimensionnel (1.30).
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Bifurcations dans les systèmes bidimensionnels

Dans cette sous-section, on discutera quelques bifurcations courantes qui se pro-

duisent fréquemment dans les systèmes bidimensionnels.

Les bifurcations Selle-Nœud, Transcritique et Pitchfork

Voici un exemple typique de bifurcations selle-nœud fournies par le système sui-

vant :  ẋ = µ − x2,

ẏ = −y,
(1.31)

où µ ∈ R est un paramètre. Pour la x−direction, le comportement de bifurcation est déjà

discuté dans la sous-section précédente, tandis que dans la y−direction, le mouvement

se produit de manière exponentielle.

Pour µ > 0, il existe deux points fixes, un nœud stable à (x∗1, y
∗

1) = (
√
µ, 0) et un selle

à (x∗2, y
∗

2) = (−
√
µ, 0). Comme µ décroit, le selle et le nœud se rapprochent, puis se

heurtent lorsque µ = 0, et enfin disparaissent quand µ < 0. En utilisant la même idée

précédente, on peut également construire des exemples prototypiques de bifurcations

transcritiques et de pitchfork à un point fixe stable pour l’un des systèmes suivants :

ẋ = µx − x2, ẏ = −y (Transcritique),

ẋ = µx − x3, ẏ = −y (Supercritique),

ẋ = µx + x3, ẏ = −y (Souscritique).

L’analyse de tous ces cas suit la même méthode.

Bifurcations de Hopf

Jusqu’à présent, on a discuté des bifurcations des systèmes ayant des valeurs propres

réelles. Maintenant, on va discuter un phénomène de bifurcation périodique très in-

téressant pour un système bidimensionnel où les valeurs propres sont complexes. Ce

type de bifurcations est appelé “ bifurcation de Hopf ”. Il se produit lorsqu’un point

d’équilibre stable perd sa stabilité et donne naissance à un cycle limite et vice versa.

Dans ce qui suit, on va présenter deux types de bifurcations de Hopf, à savoir les bi-

furcations de Hopf supercritiques et d’autre sous-critiques.

Bifurcation de Hopf supercritique : On considère le système bidimensionnel suivant

avec le paramètre µ ∈ R,  ẋ = µx − y − x(x2 + y2),

ẏ = x + µy − y(x2 + y2).
(1.32)
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Le système a un point fixe unique à l’origine. En coordonnées polaires, le système s’écrit

comme suit  ṙ = µr − r3,

θ̇ = 1.
(1.33)

L’origine (r = 0) est le seul point fixe et son stabilité dépend du signe de µ :

• Lorsqueµ < 0, l’origine est un spirale stable dont le sens de rotation est antihoraire.

• Lorsque µ = 0, l’origine reste un spirale stable, bien qu’il soit très faible.

• Lorsque µ > 0, il existe un spirale instable à l’origine et un cycle limite circulaire

stable à r =
√
µ.

Là, on dit que le système a subi une bifurcation de Hopf supercritique (c’est-à-dire

qu’un cycle limite stable est créé à partir d’un point d’équilibre instable).

Bifurcation de Hopf souscritique : On considère le système bidimensionnel suivant

avec le paramètre µ ∈ R, ẋ = µx − y + x(x2 + y2) − x(x2 + y2)2,

ẏ = x + µy + y(x2 + y2) − y(x2 + y2)2.
(1.34)

Le système a un point fixe unique à l’origine. En coordonnées polaires, le système s’écrit

comme suit  ṙ = µr + r3
− r5,

θ̇ = 1.
(1.35)

L’origine (r = 0) est le seul point fixe et sa stabilité dépend toujours du signe de µ.

Lorsque µ < 0, il existe deux attracteurs, un cycle limite stable et un point fixe stable

à l’origine. Entre eux se trouve un cycle instable. Quand µ croît, le cycle instable se

resserre autour du point fixe. À µ = 0, le cycle instable se réduit à une amplitude nulle

et engloutit l’origine, le rendant instable. Pour µ > 0, le cycle limite de grande ampli-

tude est soudainement devenu le seul attracteur. Là, on dit que le système a subi une

bifurcation de Hopf sous-critique (un cycle limite instable apparaît lorsque µ diminue).

Un indice sur ce qui se passe dans le problème de bifurcation générique impliquant

un équilibre avec des valeurs propres purement imaginaires peut être obtenu en exa-

minant des systèmes linéaires dans lesquels il existe un changement de ce type. Par

exemple, soit le système

ẋ = µx − ωy,

ẏ = ωx + µy,
(1.36)

dont les solutions ont la forme x(t)

y(t)

 = eµt

 cosωt −sinωt

sinωt cosωt


 x0

y0

 .
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Lorsque µ < 0, les solutions s’enroulent vers l’origine, et lorsque µ > 0, les solutions

s’éloignent de l’origine. Lorsque µ = 0, toutes les solutions sont périodiques.

Le théorème de forme normale nous donne les informations requises sur la façon dont

le problème générique diffère du système (1.36). Par le changement de coordonnées, le

développement de Taylor de degré 3 pour le problème général peut être amenée à la

forme suivante :

ẋ = (dµ + +a(x2 + y2))x − (ω + cµ + b(x2 + y2))y,

ẏ = (ω + cµ + b(x2 + y2))x + (dµ + +a(x2 + y2))y,
(1.37)

L’idée du théorème de bifurcation de Hopf est que les propriétés qualitatives de (1.37)

près de l’origine restent inchangées même si des termes d’ordre supérieur sont ajoutés

au système :

Théorème 1.5.1. [13] (Bifurcation de Hopf) On suppose que le système

ẋ = fµ(x), x ∈ Rn, µ ∈ R, (1.38)

admet un équilibre (x∗, µ∗) auquel les propriétés suivantes sont satisfaites :

(H1) Dx fµ∗(x∗) admet une simple paire de valeurs propres purement imaginaires et aucune

autre valeur propre avec une partie réelle nulle.

Alors, (H1) implique qu’il existe une courbe d’équilibres régulière (x(µ), µ) avec x(µ∗) =

x∗. Les valeurs propres λ(µ), λ(µ) de Dx fµ∗(x(µ)) qui sont imaginaires à µ = µ∗ varient

régulièrement avec µ. Si, de plus,

(H2)
d

dµ
{
Re(λ(µ))

}
|µ=µ∗= d , 0, (1.39)

alors, il existe une variété centrale de dimension 3 unique passant par (x∗, µ∗) dansRn
×R et un

système régulier de coordonnés (préservant les plans µ = const) pour lequel le développement

de Taylor du degré 3 sur la variété centrale est donné par (1.37). Si a , 0, il existe une surface

de solutions périodiques dans la variété centrale qui a une tangence quadratique avec l’espace

propre de λ(µ∗), λ(µ∗) et accepte le second ordre avec le paraboloïde µ = −(a/d)(x2 + y2). Si

a < 0 alors, ces solutions périodiques sont des cycles limites stables, tandis que si a > 0, les

solutions périodiques sont répulsifs.

Remarque 1.2. Dans un système bidimensionnel de la forme : ẋ

ẏ

 =

 0 −ω

ω 0


 x

y

 +

 f (x, y)

g(x, y)

 , (1.40)

où f (0) = g(0) = 0 et D f (0) = Dg(0) = 0, le calcul de forme normale donne :

a =
1

16

(
fxxx + gxxy + fxyy + gyyx

)
+

1
16ω

{
fxy( fxx + fyy) − gxy(gxx + gyy) − fxxgxx + fyygyy

}
.
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Chapitre 2

Équations algébro-différentielles

Les équations algébro-différentielles (EAD) sont établis selon des relations entre

les variables. Dans ce chapitre, on va présenter un aperçu de la théorie des équations

algébro-différentielles, en particulier ces caractéristiques et ces formes spéciales, puis

on va introduire quelques concepts d’indice bien connus et on va présenter également

l’analyse de stabilité des EAD semi explicites et quelques structures de bifurcations

locales de la frontière de faisabilité.

2.1 Définitions et propriétés des EAD

Les problèmes considérés se présentent sous la forme d’un système implicite non

linéaire et autonome donné par :

F(x, ẋ) = 0. (2.1)

Le cas non autonome est de la forme suivante :

F(t, x, ẋ) = 0, (2.2)

où F ∈ C(I × Dx × Dẋ,Rm) est une fonction suffisamment régulière, x : I → Dx est

une fonction inconnue continuellement différentiable, I = [t0, t f ] ⊆ R est un intervalle

compact, et Dx, Dẋ ⊆ Rn sont des ouverts. Un cas particulier se présente lorsque
∂F
∂ẋ

est

non singulière (inversible). En principe, il est alors souvent possible de résoudre ẋ en

fonction de t et x, en obtenant l’équation différentielle ordinaire explicite de la forme

ẋ = f (t, x).

Définition 2.1.1. [6] Une équation algébro-différentielle (EAD) est une équation comprend

une fonction inconnue et ses dérivés. Une EAD de premier ordre dans sa forme générale est

donnée par (2.2) où la matrice Jacobienne
∂F
∂ẋ

est singulière (non inversible).

31



Exemple 2.1.1. Soit le système

ẋ1 − 2x2 − 2 = 0,
1
2

ẋ1x3 + ẋ2 = 0,

x1 − ẋ1 + ẋ2 + 1 = 0.

(2.3)

La matrice jacobienne associée à ce système est

∂F
∂ẋ

=



∂F1

∂ẋ1

∂F1

∂ẋ2

∂F1

∂ẋ3
∂F2

∂ẋ1

∂F2

∂ẋ2

∂F2

∂ẋ3
∂F3

∂ẋ1

∂F3

∂ẋ2

∂F3

∂ẋ3


=


1 0 0

1
2x3 1 0

−1 1 0

 .

Évidemment, det (∂F/∂ẋ) = 0, donc le jacobien est une matrice singulière quelque soit la valeur

de x3, dans ce cas là, le système donné est une équation algébro-différentielle.

On résoudre pour ẋ1 à partir de la première équation ẋ1 − 2x2 − 2 = 0, on obtient ẋ1 =

2x2 + 2, et on résoudre ẋ2 à partir de la deuxième équation
1
2

ẋ1x3 + ẋ2 = 0, on obtient

ẋ2 = −
1
2

x3ẋ1 = −x2x3 − x3. On remplace dans la troisième équation x1 − ẋ1 + ẋ2 + 1 = 0, on

trouve x1 − 2x2 − x3 − x2x3 − 1 = 0. Donc, le système équivalent au système (2.3) peut être écrit

comme suit
ẋ1 = 2x2 + 2,

ẋ2 = x3(−x2 − 1),

0 = x1 − 2x2 − x3(1 + x2) − 1,

(2.4)

cette EAD contient deux équations différentielles et une équation algébrique.

2.2 Formes spéciales des équations algébro-différentielles

La méthode de résolution d’une EAD dépendra de sa structure. Fréquemment, les

EAD possèdent une structure mathématique spécifique à un domaine d’application

donné. En conséquence, les EAD les plus connus sont :

Équations algébro-différentielles implicites

Les équations algébro-différentielles implicites sous leur forme générale sont don-

nées par (2.2) où la Jacobienne
∂F
∂ẋ

doit être singulière le long d’une solution particulière

de ces EAD.

Exemple 2.2.1. Le système (2.3) est une équation algébro-différentielle implicite.
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Équations algébro-différentielles non-linéaires

Les équations algébro-différentielles non linéaires sont décrits comme un système

implicite des équations différentielles et d’autres algébriques sous la forme de l’équation

(2.2) où F est supposée non linéaire.

Équations algébro-différentielles linéaires

Les problèmes les plus simples de la forme (2.2) sont des EAD linéaires et non

autonomes données par :

F(t, x, ẋ) = A(t)ẋ + B(t)x + q(t) = 0, (2.5)

où A(t) et B(t) sont des matrices linéaires de dimensions n × n, de plus, la matrice
∂F
∂ẋ

= A(t) est singulière.

Remarque 2.1. Si la matrice A(t) est non singulière alors, le système (2.5) peut être transformé

en une équation différentielle ordinaire (EDO) de la forme :

ẋ(t) = − [A(t)]−1 B(t)x(t) − [A(t)]−1 q(t).

Remarque 2.2. Si A(t) ≡ A et B(t) ≡ B alors, on parle des EAD linéaires et autonomes.

Équations algébro-différentielles semi-explicites

Une classe spéciale et importante d’EAD de la forme (2.2) sont les EAD semi-

explicites ou les équations différentielles ordinaires EDO avec contraintes [27] :

ẋ = f (t, x, z),

0 = g(t, x, z),
(2.6)

où gz (la dérivée partielle de g par rapport à z : ∂g/∂z) a un inverse borné au voisinage

de la solution. Au niveau des EAD semi-explicites, on peut distinguer les variables

différentielles x(t) de les variables algébriques z(t). Les variables algébriques peuvent

être non différentiables [28].

Exemple 2.2.2. [6] Un exemple simple d’EAD provient de la modélisation du mouvement

d’un pendule en coordonnées cartésiennes. On suppose que le pendule ait une longueur 1 et

les coordonnées de la petite boule de masse 1 à la fin de la tige sont (x1, x2). Les équations du

mouvement de Newton sont de la forme :

ẍ1 = −λx1,

ẍ2 = −λx2 − g,
(2.7)
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Figure 2.1 – Pendule.

tel que g est la constante de gravité mise à l’échelle, et λ(t) est la fonction inconnue qui exprime

le multiplicateur de Lagrange. La contrainte de position est

x2
1 + x2

2 = 1,

qui exprime la condition que la tige ait une longueur fixe égale à 1. Un système d’EAD de la

forme (2.6) avec quatre équations différentielles et une équation algébrique est donné par :

ẋ1 = x3,

ẋ2 = x4,

ẋ3 = −λx1,

ẋ4 = −λx2 − g,

1 = x2
1 + x2

2.

(2.8)

2.3 L’indice d’une équation algébro-différentielle

Le concept d’indice est utilisé dans la théorie des EAD pour mesurer la distance

entre une EAD et son EDO associée [6]. Cette notion a été introduite afin de quantifier

le niveau de difficulté existant dans la résolution d’une EAD donnée. Il existe plusieurs

définitions d’indice parmi lesquelles : l’indice de Kronecker (pour les EAD linéaires à

coefficients constants), l’indice de différenciation (Brenan et al. 1996), etc...

2.3.1 L’indice de Kronecker

Prenons comme point de départ les équations algébro-différentielles linéaires à

coefficients constants. Ces équations sont données par :

Bẋ + Ax = d(t), t ∈ I. (2.9)
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On cherche de solutions de la forme x(0)eλt (si d(t) ≡ 0), on est amené à considérer le

faisceau matriciel A + λB. Lorsque A + λB est singulière pour toutes les valeurs de λ

alors, (2.9) ne peut pas avoir une solution ou il admet une infinité de solutions pour

une valeur initiale donnée. On ne traitera donc que les faisceaux matriciels réguliers,

i.e., avec les problèmes où le polynôme det(A + λB) ne disparaît pas identiquement.

Théorème 2.3.1. [31] (Weierstrass 1868, Kronecker 1890) Soit A + λB un faisceau matriciel

régulier. Alors, il existe deux matrices non-singulières P et Q telles que :

PAQ =

 C 0

0 I

 , PBQ =

 I 0

0 N

 , (2.10)

où N = blockdiag(N1, ...,Nk), chaque Ni est de la forme

N =


0 1 0
. . . . . .

0 1

0 0


, de dimension mi, (2.11)

et C peut être supposé sous la forme canonique de Jordan.

En raison de la structure spéciale de N, il existe µ ∈N tel que Nµ−1 , 0 mais Nµ = 0.

µ est connu comme l’indice de nilpotence de N. En introduisant la transformation

x = Q

 u

v

 , Pd(t) =

 a(t)

b(t)

 , (2.12)

donc, l’EAD linéaire (2.9) peut être écrit de manière équivalente par

(PBQ)(Q−1x)
′

+ (PAQ)Q−1x = Pd(t),

⇔

 I 0

0 N


 u̇(t)

v̇(t)

 +

 C 0

0 I


 u(t)

v(t)

 =

 a(t)

b(t)

 .
La première équation est une équation différentielle ordinaire du composant u

u̇(t) + Cu(t) = a(t),

la deuxième équation donne

v(t) = b(t) −Nv̇,

= b(t) −N(ḃ(t) −Nv̈),

= b(t) −Nḃ(t) + N2v̈,
...

=

µ−1∑
i=0

(−N)ib(i)(t),
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en déterminant la composante v complètement par une différenciation répétée du côté

droit b.

Définition 2.3.1. [31] Soit (B,A) un faisceau matriciel régulier. L’indice de Kronecker de (2.9)

est égale à 0 si B est non singulière, ou il égale à µ (i.e. indice de nilpotence de N) sinon.

Définition 2.3.2. [28] (Indice différentiel) Pour les systèmes d’EAD générales (2.2), l’indice

le long d’une solution x(t) est le nombre minimum de différenciations du système qu’il faudrait

pour résoudre ẋ uniquement en fonction de x et t (i.e., pour définir une EDO de x). Donc,

l’indice est défini en fonction du système surdéterminé suivant

F(t, x, ẋ) = 0,
dF
dt

(t, x, ẋ, ẍ) = 0,
...

dpF
dtp (t, x, ẋ, ..., x(p+1)) = 0,

(2.13)

par le plus petit entier p pour lequel ẋ dans (2.13) peut être résolu en fonction de x et t seulement.

Puisqu’un EAD comprend un combinaison de différenciations et d’intégrations,

on peut espérer que la différenciation des contraintes (dans un système d’EAD semi-

explicite) et les substitués comme requis à partir des équations différentielles, encore

plus si il est nécessaire, ce produira un système d’EDO explicite pour toutes les in-

connues. Les solutions d’EAD sont les solutions de cette EDO qui sont dans un sous-

ensemble appelé la variété des solutions. Le nombre de répétitions nécessaires pour

cette transformation est appelé l’indice différentiel d’EAD. Donc, les EDO ont un indice

égale à 0. Prenons quelques exemples simples :

Exemple 2.3.1. On considère l’EAD suivante :

ẋ1 = x1 + 1,

0 = x2(x1 + 1) + 2,
(2.14)

où x2 est la variable algébrique (i.e. z = x2). En différenciant g(x1, x2) = 0 pour trouver une

description de la dérivée de la variable algébrique (i.e. pour trouver ẋ2). Donc, on a

d
dt

[0] =
d
dt

[
g(x1, x2)

]
,

0 = ẋ2x1 + ẋ1x2 + ẋ2,

0 = ẋ2 (x1 + 1) + ẋ1x2,

ẋ2 = −x2.

Une seule étape de différenciation est nécessaire pour décrire ẋ2. Donc, l’EAD est d’indice 1.
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Remarque 2.3. En général, l’indice dépend de la solution de l’EAD et pas seulement de sa

forme [28].

Exemple 2.3.2. [28] Soit le système d’EAD pour x = (x1, x2, x3)T,

ẋ1 = x3,

0 = x2(1 − x2),

0 = x1x2 + x3(1 − x2) − t.

(2.15)

La deuxième équation a deux solutions x2 = 0 et x2 = 1. Si la continuité de x2 est vérifié, alors

x2 ne change pas entre ces deux valeurs, et donc

(i) Si x2 = 0 alors, d’après la troisième équation, on obtient x3 = t. Le système est d’indice

1 et la solution est x(t) = (x1(0) + t2/2, 0, t)T.

(ii) Si x2 = 1 alors, après la différenciation de la première équation, on trouve x3 = 1. Le

système est d’indice 2 et la solution est x(t) = (t, 1, 1)T. Notez qu’aucune valeur initiale

n’est requise.

D’autre part, si on remplace l’équation algébrique qui inclut x2 par son dérivé et on simplifie,

on obtient l’EAD suivante

ẋ1 = x3,

ẋ2 = 0,

0 = x1x2 + x3(1 − x2) − t.

(2.16)

Maintenant, l’indice dépend des conditions initiales car si x2(0) = 0 l’indice est 1, et si x2(0) = 1

l’indice égale à 2.

2.3.2 L’indice 1 de Hessenberg

On considère le système d’EAD semi-explicite (2.6) où x(t) représente les variables

différentielles et z(t) représente les variables algébriques. Par la différentiation de l’équa-

tion des contraintes, on trouve

gt + gxẋ + gzż = 0,

donc, ce système est d’indice 1 si et seulement si (gz)−1 existe [28]. Autrement dit, une

seule étape de différenciation nous donne l’équation différentielle suivante :

ż = −(gz)−1gx f − (gz)−1gt.

Les EAD semi-explicit d’indice 1 sont très étroitement liés aux EDO implicites [28].

Remarque 2.4. Dans l’EAD semi-explicite (2.6), si la matrice jacobienne gz est singulière,

alors cette EAD est d’indice plus élevé.
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Exemple 2.3.3. Soit le système (2.15), on a

(i) Si x2 = 0, alors, det(gz) = 1 , 0 donc, cette EAD est d’indice 1.

(ii) Si x2 = 1, alors, det(gz) = 0 implique que (gz)−1 n’existe pas, donc, cette EAD est

d’indice plus élevé.

2.3.3 L’indice 2 de Hessenberg

On considère le système d’EAD suivant :

ẋ = f (t, x, z),

0 = g(t, x),
(2.17)

là, le produit des Jacobiennes gx fz est non singulier pour toute t avec les valeurs initiales

cohérentes x0, z0 (i.e. ces valeurs initiales satisfont les contraintes algébriques). On note

que les variables algébriques z dans les contraintes (la deuxième équation) sont absents.

Ceci est une EAD d’indice 2, et tous les variables algébriques jouent le rôle des variables

d’indice 2 [28]. En différenciant la première équation, on obtient

ẍ = fxẋ + fzż + ft.

Afin de calculer ż, on différencie la deuxième équation deux fois, on obtient

0 = gxẋ + gt, (2.18)

0 = (gxxẋ + gxt)ẋ + gxẍ + (gtxẋ + gtt), (2.19)

cela donne

0 = gxx f 2 + gxt f + gx( fx f + fzż + ft) + gtx f + gtt,

par équivalence, on a

−(gx fz)ż = gxx f 2 + gxt f + gx fx f + gx ft + gtx f + gtt.

Enfin, la dérivée de z est

ż = −(gx fz)−1
(
gxx f 2 + gxt f + gx fx f + gx ft + gtx f + gtt

)
.

Exemple 2.3.4. Soit le système

x(t) = sin(t),

ẋ + z(t) = 0,
(2.20)

là, f (t, x, z) = −z(t) et g(t, x) = sin(t) − x(t). La variable algébrique z(t) n’apparaît pas dans

l’équation des contraintes. D’après la deuxième équation on a z(t) = −ẋ = −cos(t), donc
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ż = −ẍ = sin(t). L’indice est égale à 2 car deux différenciations sont effectuées. On obtient

l’EDO suivante
ẋ = cos(t),

ż = sin(t),
(2.21)

avec les valeurs initiales cohérentes :

x(0) = sin(0),

z(0) = −cos(0).

2.3.4 L’indice 3 de Hessenberg

Soit le système d’EAD suivant :

ẋ = f (t, x, y, z),

ẏ = g(t, x, y),

0 = h(t, y).

(2.22)

Ici, le produit des trois fonctions matricielles hygx fz est non singulier [28].

L’indice d’une EAD de Hessenberg se trouve comme dans le cas général par la diffé-

renciation. Cependant, ici, seules les contraintes algébriques doivent être différenciées :

0 = ht + hy ẏ = ht + hyg(t, x, y) = ĥ(t, x, y), (2.23)

et on note par

Ẋ =

 ẋ

ẏ

 =

 f (t, x, y, z)

g(t, x, y)

 = F(t,X, z),

0 = ĥ(t, x, y) = G(t,X),

(2.24)

ces équations sont de la forme (2.17) avec X =

 x

y

. On défini

H(t,X, z) = GX(t,X)F(t,X, z),

et on compare avec (2.18). Pour montrer que (2.24) est d’indice 2, il suffit de vérifier que

Hz(t,X, z) = GX(t,X)Fz(t,X, z) =
(
ĥx ĥy

)  fz

gz

 ,
=

(
hyxg(t, x, y) + hygx hyyg(t, x, y) + hygy

)  fz

0

 ,
= hygx fz,

reste non singulier. Cela montre que (2.22) est un système d’indice 3 si la matrice

hy(t, y)gx(t, x, y) fz(t, x, y, z) est inversible au voisinage de la solution (x, y, z).
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Les contraintes cachées sont données par (2.23) et aussi par

H(t,X, z) = GX(t,X)F(t,X, z) = hygx f + hyygg + hygyg,

qui est la condition (2.18) en terme du système (2.24) d’indice 2.

Remarque 2.5. Dans le cas général, chaque composant de x peut contenir un mélange des

variables différentiels et algébriques, ce qui rend la solution numérique de ces problèmes à indice

élevé beaucoup plus difficile.

Exemple 2.3.5. [30] On considère le système d’EAD suivant :

ẋ2 + x1 − 1 = 0,

tẋ2 + ẋ3 + 2x2 − 2t = 0,

tx2 + x3 − et = 0,

(2.25)

aux conditions initiales 
x1(0)

x2(0)

x3(0)

 =


0

−1

1

 , (2.26)

où x2, x3 représentent les variables différentielles et x1 représente les variables algébriques. Les

solutions exactes sont

x1(t) = et
− 1, x2(t) = 2t − et, x3(t) = (1 + t)et

− 2t2.

Après trois fois de différenciation de (2.25), on obtient le système d’EDO suivant :

ẋ1 = et,

ẋ2 = 2 − et,

ẋ3 = tx1 − 2x2 + t,

(2.27)

Cette équation algébro-différentielle est d’indice 3 de Hessenberg.

Exemple 2.3.6. [28] On considère le modèle d’EAD pour le pendule simple (2.8). En différen-

ciant la contrainte pour la première fois, on obtient

2x1ẋ1 + 2x2ẋ2 = 0,

2x1x3 + 2x2x4 = 0,

et pour la deuxième fois, on trouve

2(x3ẋ1 + x1ẋ3) + 2(x4ẋ2 + x2ẋ4) = 0,

2(x2
3 − λx2

1) + 2(x2
4 − (λx2 + g)x2) = 0,

2(x2
3 + x2

4) − 2λ(x2
1 + x2

2) − 2gx2 = 0,

40



et pour la troisième fois, on obtient

4(x3ẋ3 + x4ẋ4) − 4λ(x1ẋ1 + x2ẋ2) − 2gx4 = 2λ̇(x2
1 + x2

2),

4(−λx1x3 − λx2x4 − gx4) − 4λ(x1x3 + x2x4) − 2gx4 = 2λ̇.

Ainsi, les EDO purs sont

ẋ1 = x3,

ẋ2 = x4,

ẋ3 = −λx1,

ẋ4 = −λx2 − g,

λ̇ = −4λ(x1x3 + x2x4) − 3gx4.

(2.28)

Évidemment, le système d’EDA (2.8) est d’indice 3.

2.4 La linéarisation d’EAD le long des trajectoires

On suppose que l’EAD (2.2) est un système de n équations dont la variable (t, x, ẋ) est

de dimension (2n + 1), et on suppose que
∂F
∂ẋ

est toujours singulière. On suppose aussi

que F est suffisamment différentiable, afin que toutes les différenciations nécessaires

puissent être effectuées. De plus, en supposant qu’il existe une solution constante x̄

pour (2.2) et soit x̂ = x − x̄ [29]. Alors,

a) La linéarisation non autonome de (2.2) le long de la solution constante x̄ est :

∂F
∂ẋ

(t, x̄, 0) ˙̂x +
∂F
∂x

(t, x̄, 0)x̂ = 0, (2.29)

notez que F(t, x̄, 0) ≡ 0 par définition.

b) La linéarisation autonome de (2.2) le long de la solution constante x̄ proche de t0

est :
∂F
∂ẋ

(t0, x̄, 0) ˙̂x +
∂F
∂x

(t0, x̄, 0)x̂ = 0, (2.30)

où encore F(t, x̄, 0) ≡ 0 par l’hypothèse x̄ est une solution constante.

Supposons maintenant que x̄ est une solution non constante de (2.2). Encore une fois,

x̂ = x − x̄. Alors,

F(t, x, ẋ) = F(t, x̂ + x̄, ˙̂x + ˙̄x) = F̂(t, x̂, ˙̂x).

Les définitions de la linéarisation non autonome et la linéarisation autonome de (2.2)

le long de x̄ sont les linéarisations correspondantes de F̂ le long de 0. Donc

c) La linéarisation non autonome :

∂F̂
∂ ˙̂x

(t, 0, 0) ˙̂x +
∂F̂
∂x̂

(t, 0, 0)x̂ = 0, (2.31)
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qui est,
∂F
∂ẋ

(t, x̄(t), ˙̄x(t) ˙̂x +
∂F
∂x

(t, x̄(t), ˙̄x(t))x̂ = 0, (2.32)

par équivalence,

∂F
∂ẋ

(t, x̄(t), ˙̄x(t)ẋ +
∂F
∂x

(t, x̄(t), ˙̄x(t))x =
∂F
∂ẋ

(t, x̄(t), ˙̄x(t)) ˙̄x +
∂F
∂x

(t, x̄(t), ˙̄x(t))x̄. (2.33)

d) La linéarisation autonome devient

∂F
∂ẋ

(t0, x̄(t0), ˙̄x(t0) ˙̂x +
∂F
∂x

(t0, x̄(t0), ˙̄x(t0))x̂ = 0. (2.34)

2.5 Analyse de stabilité des EAD semi-explicites

On considère les équations algébro-différentielles semi-explicites paramétrées d’in-

dice 1 données par

ẋ = f (x, y, p),

0 = g(x, y, p),
(2.35)

où f : Rn+m+q
→ Rn, g : Rn+m+q

→ Rm, x ∈ X ⊂ Rn, y ∈ Y ⊂ Rm et p ∈ P ⊂ Rq. Dans

l’espace d’état X×Y, les variables d’état dynamiques x et les variables d’état instantanées

y sont distinguées. Les dynamiques des variables x sont définis par ẋ = f (x, y, p), tandis

que les dynamiques des variables y ce font lorsque le système satisfait les contraintes

g(x, y, p) = 0. Les paramètres p définissent une configuration d’un système spécifique

et les conditions de fonctionnement [32].

La stabilité des équilibres

Soient EQ l’ensemble des équilibres et OP l’ensemble des équilibres stables. Les

définitions de ces ensembles sont donnés respectivement par :

EQ =
{
(x, y, p) ∈ X × Y × P : f (x, y, p) = 0, g(x, y, p) = 0

}
, (2.36)

OP =
{
(x, y, p) ∈ EQ : det(Dyg) , 0, J̃ = Dx f −Dy f (Dyg)−1Dxg, Reλ(J̃) < 0

}
. (2.37)

Ici, Dx f dénote la matrice des dérivées partielles des composantes de f par rapport à x

[32].

L’ensemble singulier de (2.35) pour une valeur arbitraire de p est défini par [33] :

S =
{
(x, y, p) ∈ X × Y × P : det(Dyg) = 0

}
, (2.38)

Définition 2.5.1. [32] (Points singuliers) On suppose que (x∗, y∗, p∗) ∈ S, alors (x∗, y∗, p∗)

s’appelle un point singulier du système (2.35).
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Notez que le jacobien suivant

J =

 Dx f Dy f

Dxg Dyg

 ,
est inversible pour tous (x, y, p) ∈ OP et donc, par le théorème des fonctions implicites,

les équations f (x, y, p) = 0 et g(x, y, p) = 0 peuvent être résolus uniquement pour x et y

en fonction du paramètre p, localement proche de tous les points d’équilibres OP.

Définition 2.5.2. [33] (Région de faisabilité) Étant donné un équilibre stable (x∗, y∗) pour

la valeur du paramètre p∗, le composant connecté F de OP qui contient (x∗, y∗, p∗) s’appelle la

région de faisabilité de (x∗, y∗, p∗). Sa frontière (relatif à EQ) s’appelle la frontière de faisabilité.

Théorème 2.5.1. [33] (Théorème de la frontière de faisabilité) Pour un système défini

par (2.35), la frontière de faisabilité d’une région de faisabilité F se compose de trois ensembles

suivants

∂F = (∂F ∩ CS) ∪ (∂F ∩ CZ) ∪ (∂F ∩ CH), (2.39)

tel que

CS =
{
(x, y, p) ∈ EQ : det(Dyg) = 0

}
, (2.40)

CZ =
{
(x, y, p) ∈ EQ : det(Dyg) , 0, det(J) = 0

}
, (2.41)

et

CH =
{
(x, y, p) ∈ EQ : det(Dyg) , 0, det(J) , 0, det

[
Hn−1(J̃)

]
= 0

}
, (2.42)

où

J̃ = Dx f −Dy f (Dyg)−1Dxg, (2.43)

et Hn−1 est la matrice de Hurwitz

a1 a3 a5 ∗ ∗ a2n−3

a0 a2 a4 ∗ ∗ a2n−4

0 a1 a3 ∗ ∗ a2n−5

0 a2 a4 ∗ ∗ a2n−6
...

...

0 0 0 0 ∗ an−1


, (2.44)

correspondant aux coefficients ai du polynôme caractéristique de J̃

det(sI − J̃) = a0sn + a1sn−1 + · · · + an, (2.45)

et ak = 0 pour k > n.
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Ces trois ensembles CS, CZ et CH sont référés à des propriétés non linéaires spéciales

qui sont respectivement :

• Équilibres à la singularité,

• Proximité d’équilibres multiples,

• Naissance d’un cycle limite.

De plus, les trois ensembles d’annulation correspondent à la perte de stabilité locale.

Figure 2.2 – Lieu des valeurs propres proche des trois ensembles : (a) valeurs propres

illimitées dans l’ensemble CS, (b) valeurs propres nulles dans CZ, et (c) valeurs propres

purement imaginaires dans l’ensemble CH .

2.6 Bifurcations dans les EAD semi-explicites

Sous des conditions génériques, quelques bifurcations locales se produisent en tous

les points situés dans les ensembles définis ci-dessus. Ces bifurcations sont appelées :

• Bifurcation induite par la singularité dans CS,

• Bifurcation selle-nœud dans CZ,

• Bifurcation de Hopf dans CS.

2.6.1 Bifurcation induite par la singularité (BIS)

Des conditions conduisant au phénomène de bifurcation induite par la singularité

ont été à l’origine énoncées par Venkatasubramanian et al [33]. Ils assurent que ce type

de bifurcation se produise lorsqu’un équilibre traverse la surface singulière suivante

Λ :=
{
(x, y, p) ∈ Rn+m+q : g(x, y, p) = 0, ∆(x, y, p) := det

[
Dyg(x, y, p)

]
= 0

}
, (2.46)

c’est un point dans l’ensemble CS, et certaines conditions supplémentaires de transver-

salité sont satisfaites à (x, y, p) et sont données par :
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(i) Dyg admet une valeur propre nulle simple et la trace
[
Dy f adj(Dyg)Dxg

]
n’est pas

nulle,

(ii) J est non singulier,

(iii)


Dx f Dy f Dp f

Dxg Dyg Dpg

Dx∆ Dy∆ Dp∆

 est non singulier.

2.6.2 Bifurcation selle-nœud

Par définition, les points de l’ensemble CZ ne sont pas singuliers, i.e., det(Dyg) , 0.

Par conséquent, le théorème des fonctions implicites permet de réduire le système (2.35)

au système différentiel

ẋ = fR(x, p), (2.47)

qui est localement proche au point (x∗, y∗, p∗) pour une fonction (unique) appropriée fR.

De plus, les points dans CZ représentent des bifurcations selle-nœud si les conditions

suivantes sont satisfaites :

(i) La matrice Dx fR = Dx f −Dy f (Dyg)−1Dxg a une valeur propre nulle et simple avec

un vecteur propre droit v et un vecteur propre gauche w, et il n’y a pas d’autre

valeur propre sur l’axe imaginaire,

(ii) wT(DpFR) = wT
[
Dp f −Dy f (Dyg)−1Dpg

]
, 0,

(iii) wT [
D2

x fR(v, v)
]
, 0.

Au niveau des bifurcations selle-nœud dans la frontière de faisabilité, les équilibres

stables et instables se rencontrent puis disparaissent, entraînant une perte d’équilibres

localement proche au point de bifurcation du mauvais côté de la frontière de faisabilité

[32].

2.6.3 Bifurcation de Hopf

Pour le système (2.35), la fonction Hurwitz Hn−1 détecte la présence des valeurs

propres purement imaginaires, quand le jacobien J̃ n’a pas de valeur propre avec

une partie réelle positive comme sur la frontière de faisabilité. L’hypothèse det( J̃) , 0

implique qu’il existe localement un lieu d’équilibres régulier,
[
x(p), y(p), p

]
, avec les

valeurs propres λ(p), λ(p) de Dx fR qui sont imaginaires et varient régulièrement avec

p. Une bifurcation de Hopf se produit à tout point dans GH telle que les conditions de

transversalité suivantes sont satisfaites [32] :

(H1) J̃ = Dx fR admet une paire simple des valeurs propres purement imaginaires,

et il n’y a pas d’autre valeur propre sur l’axe imaginaire,
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H2) DpR(λ(p)) , 0.

Remarque 2.6. Une autre méthode pour analyser la bifurcation de Hopf à travers un point

d’équilibre d’un système d’équations algébro-différentielles semi explicites en utilisant la théorie

de bifurcation et la théorie de forme normale sera présentée dans le dernier chapitre.
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Chapitre 3

Systèmes dynamiques en biologie et

écologie

Les systèmes dynamiques sont également utilisés dans un domaine de recherche

extensive appelé la biologie, en particulier l’écologie. Ce chapitre est une revue de la

biologie mathématique ou autrement dit la biomathématique. Dans ce chapitre, on

va utiliser brièvement les techniques développées dans les chapitres précédents pour

examiner certains systèmes non linéaires majeurs qui ont été présentés sous la forme

des modèles mathématiques pour exprimer une variété des systèmes biologiques. Une

attention particulière sera accordée à la modélisation de la croissance des populations

récoltés, les modèles bio-économiques et les systèmes dépendants de l’âge. Finale-

ment, on va conclure ce chapitre par la présentation de quelques concepts de base sur

l’épidémiologie.

3.1 Modèles simples d’une seule espèce

Dans cette section, nous introduisons quelques principes de base sur le sujet et nous

concentrons sur l’étude de la dynamique de certains modèles bien connus d’une seule

population.

3.1.1 Modèle de Malthus

Ce modèle est une description mathématique de la croissance d’une population. Il

est décrit par l’équation différentielle suivante (T. Malthus, 1802) :

dx
dt

= bx − dx,
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où, x(t) est la taille de la population (le nombre d’individus),
dx
dt

ou ẋ(t) est le taux

de changement de la taille de la population, b est le coefficient de natalité, et d est le

coefficient de mortalité. Ce modèle peut s’exprimer aussi par l’équation :

dx
dt

= rx, (3.1)

où, r = b − d est le coefficient de croissance intrinsèque de la population. L’équation

(3.1) est le différentiel linéaire le plus simple, son solution est l’exposant x(t) = x0ert, où

x0 = x(0). Cette solution croît de façon exponentielle pour les taux de croissance intrin-

sèques positifs et décroît de façon exponentielle pour les taux de croissance intrinsèques

négatifs. Il reste constant lorsque les naissances équilibrent les décès.

L’analyse de modèle

La taille de la population x∗ = 0 est un point d’équilibre. Puisqu’il n’y a pas d’im-

migration ou d’émigration dans ce modèle, les populations qui commencent à zéro

restent à zéro. Si r > 0 alors, cet équilibre est instable, sinon, il est asymptotiquement

stable (voir la figure 3.1). L’hypothèse selon laquelle le taux de croissance d’une popu-
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Figure 3.1 – Le trajectoire de la population.

lation est proportionnel à sa taille (hypothèse linéaire) est généralement irréaliste sur

des échelles de temps plus longues [38]. La première modification consisterait alors

à insérer un terme de correction pour tenir compte du fait que les ressources sont

effectivement limitées. Un tel modèle est décrit dans la sous-section suivante.

3.1.2 Modèle de Verhulst-Pearl

Ce modèle décrit une loi de croissance suffisamment réelle pour de nombreuses

populations de micro-organismes, végétaux, animaux ainsi qu’humains [36]. Ce modèle
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est représenté par l’équation différentielle non linéaire suivante (P.E. Verhulst, 1838 ; R.

Pearl, 1928) :
dx
dt

= rx
(
1 −

x
K

)
, (3.2)

où les paramètres r et K sont positifs. Le constant K est la capacité de charge de l’envi-

ronnement, qui est généralement déterminée par les ressources de soutien disponibles.

Cette équation est également connue sous le nom d’équation logistique. Sa solution est

x(t) =
Kx0

x0 + (K − x0)e−rt où x0 = x(0). Cette solution est valable pour 0 < x0 < K.

L’analyse de modèle

Le modèle a deux états d’équilibre : x∗1 = 0 qui est instable et x∗2 = K qui est stable, à

chacune de ces deux valeurs, le taux de croissance de la population est égal à zéro. On

voit facilement que x(t) → K lorsque t → ∞, et pour x/K � 1 le modèle (3.2) conduit

au modèle de Malthus (3.1).
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Figure 3.2 – Courbes de solution de l’équation logistique avec r = 0.1 et K = 10.

3.1.3 Modèle de Gompertz

En général, l’équation de Gompertz a été formulée comme une loi de survie décrois-

sante ( Gompertz 1825 ), et il est utilisé pour décrire plusieurs modèles mathématiques

[39]. L’équation croissante de Gompertz est de la forme :

dx
dt

= rx ln
(K

x

)
= f (x), (3.3)

où, r et K sont des constantes positives appelées : le taux de croissance et la capacité de

charge, respectivement. La solution de cette équation est donnée par : x(t) = Kece−rt où,

c = ln
(x0

K

)
et x0 = x(0).
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L’analyse de modèle

L’équation de Gompertz a deux points d’équilibre : x∗1 = 0 et x∗2 = K. La dérivée de

(3.3) est

f
′

(x) = r
(
ln

(K
x

)
− 1

)
, (3.4)

par substitution on a :
d f
dt

(K) = −r ce qui signifie que x∗2 = K est stable. Mais la dérivée

n’est pas définie à x∗1 = 0. Dans ce cas, on a besoin d’étudier la fonction f (x). Cette

fonction est positive pour 0 < x < K et tend vers +∞ lorsque x → 0+. Évidemment,

l’origine est instable.
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Figure 3.3 – Comparaison des chroniques des solutions de l’équation logistique et celle

de Gompertz avec les mêmes valeurs de r = 0.1 et K = 20.

3.1.4 Modèle avec Effet-Allee

Considérons l’équation différentielle simple :

dx
dt

= rx
( x
K0
− 1

) (
1 −

x
K

)
= f (x), (3.5)

où les paramètres r, K0, et K sont supposés positifs pour avoir une signification biolo-

gique et de plus 0 < K0 < K.

l’analyse de modèle

Le modèle a trois états d’équilibre : x∗1 = 0, x∗2 = K0, et x∗3 = K. À chacune de ces trois

valeurs, le taux de croissance de la population est égal à zéro. La dérivée de f (x) est :

f
′

(x) = r
(
−

3x2

K0K
+ 2

(K0 + K
K0K

)
x − 1

)
.

La stabilité des équilibres est discuté comme suit :
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1) f ′(0) = −r < 0, l’origine est de nature stable.

2) f ′(K0) = r (−(K0/K) + 1) > 0, le point d’équilibre K0 est instable.

3) f ′(K) = r (−(K/K0) + 1) < 0, le point d’équilibre K est stable.
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Figure 3.4 – Chroniques de l’équation de croissance de type Effet-Allee d’une popula-

tion obtenus pour r = 0.1,K0 = 10 et K = 20.

3.2 Modèles de populations en interaction

Les modèles de croissance considérés dans la section précédente consistaient en une

seule population. Lorsque les espèces interagissent, la dynamique des populations de

chaque espèce est affectée [21]. Dans la section présente, on s’intéresse à l’étude des

phénomènes biologiques et écologiques très intéressants en étudiant les interactions

entre les espèces ou les populations. Pour commencer à comprendre la dynamique des

populations en interaction dans tels systèmes, on commence par étudier l’interaction

entre deux populations. Pour cela, on va utiliser une simple paire d’équations différen-

tielles pour décrire un système composé de deux populations ayant des densités x(t) et

y(t) de la forme :

ẋ = f (x) + h(x, y),

ẏ = g(y) + k(x, y).
(3.6)

où f (x) et g(y) sont des fonctions continuellement différentiables qui représentent la

croissance de la population isolée. Les termes g(x, y) et k(x, y) sont également des

fonctions continuellement différentiables deR2 dansR, ils décrivent l’interaction entre

les deux populations. Conformément aux signes des fonctions g(x, y) et k(x, y), plusieurs
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cas sont possibles :

• (−,+) ou (+,−) :⇒ relation proie-prédateur ou parasite-hôte (négatif pour l’espèce

1, positif pour l’espèce 2 ou l’inverse).

• (−,−) :⇒ compétition (l’interaction est négative pour les deux espèces).

• (+,+) :⇒ symbiose (positive pour les deux espèces).

• (−, 0) :⇒ amensalisme (négatif pour l’espèce 1, neutre pour l’espèce 2).

• (+, 0) :⇒ commensalisme (positif pour l’espèce 1, neutre pour l’espèce 2).

Ces types d’interaction possèdent des comportements qualitatifs différents (les dyna-

miques des trajectoires du modèle (3.6) sont différentes et peuvent être simples ou très

complexes). Plus de détails sur ces types de modèles seront examinés dans la prochaine

sous-section.

3.2.1 Systèmes proie-prédateur

La dynamique la plus intéressante et la plus complexe est inhérente à la commu-

nauté proie-prédateur. La terminologie prédation est une interaction biologique où un

prédateur se nourrit d’une proie. La prédation se produit dans une grande variété de

scénarios, par exemple dans les interactions dans la vie sauvage (lions chassant les

zèbres, les renards chassant les lapins, etc), dans les interactions herbivore-plante, et

dans les interactions parasite-hôte [44]. La forme générale d’un système proie-prédateur

est donnée par :

ẋ = f (x) − h(x, y),

ẏ = g(y) + eh(x, y).
(3.7)

Où le signe négatif avant h(x, y) signifie que l’interaction avec les prédateurs a un effet

négatif sur la croissance des proies. Le paramètre e est le taux de conversion de la

biomasse des proies en biomasse des prédateurs.

Modèle proie-prédateur de Lotka-Volterra

Ce modèle est probablement le modèle mathématique le plus connu dans l’écolo-

gie mathématique. Il est décrit par un système de deux équations différentielles non

linéaires suivant (AJ. Lotka 1924, V. Volterra, 1926) :

ẋ = rx − cxy,

ẏ = −my + bxy.
(3.8)

Là, x(t) dénote le nombre (ou la densité) des proies et y(t) représente le nombre (ou la

densité) des prédateurs, r est le coefficient de natalité des proies, m est le coefficient

de mortalité des prédateurs, le terme cxy décrit les dommages causés aux populations
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des proies par les prédateurs, le terme bxy décrit l’augmentation de la densité des

prédateurs grâce à la consommation des proies.

L’analyse de modèle

Le modèle possède les régimes singuliers suivants :

1) L’état d’équilibre trivial x = y = 0 (pas des proies et pas des prédateurs).

2) y(t) = y(0)e−mt à x = 0 (en l’absence des proies, les prédateurs disparaissent).

3) x(t) = x(0)ert à y = 0 (en l’absence des prédateurs, les proies se reproduisent

indéfiniment, car le modèle ne prend pas en compte l’épuisement des ressources

alimentaires des proies).

4) L’état d’équilibre non trivial x∗ = r/c, y∗ = m/b (les densités des proies et des

prédateurs s’équilibrent).

On peut éliminer t de l’équation de Lotka–Volterra, par division on obtient

dy/dt
dx/dt

=
dy
dx

=
(−m + bx)y

(r − cy)x
,

on peut résoudre cette équation différentielle par la méthode de séparation des va-

riables : ∫
−m + bx

x
dx =

∫
r − cy

y
dy,

bx −mlnx = −cy + rlny + h,

où h est la constante d’intégration, ou

h = bx −mlnx + cy − rlny,

pour différentes valeurs du paramètre h > 0. Ces courbes tendent vers une forme

d’ellipse pour h� 1 et à un triangle pour h� 1.

Systèmes proie-prédateur réalistes

Le modèle de Lotka–Volterra (3.8) est irréaliste car il prédit des centres structurelle-

ment instables ce qui signifie que les solutions périodiques ne sont pas généralement

conservées pour les petites perturbations de ce modèle [45]. En outre, parmi les hypo-

thèses irréalistes de ce modèle est que la croissance des proies est illimitée en l’absence

de prédation. Pour être plus réalistes, ces taux de croissance devraient dépendre à la

fois aux densités de proies et de prédateurs comme dans le système suivant :

ẋ = x f (x, y),

ẏ = yg(x, y).
(3.9)
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Figure 3.5 – Solutions de modèle proie-prédateur de Lotka-Volterra (3.8) avec r = c =

m = b = 1, dans le plan de phase et en fonction du temps.

où les formes de f et g dépendent de l’interaction, de l’espèce, etc. Ainsi, par exemple,

une équation de population des proies plus réaliste pourrait prendre la forme suivante :

ẋ = x f (x, y), f (x, y) = r
(
1 −

x
K

)
− yR(x), (3.10)

où K est un constant représente la capacité de charge des proie lorsque y ≡ 0. R(x)

sont les termes de prédation qui représentent le nombre des proies consommées par un

seul prédateur par unité de temps ou autrement dit R(x) est la réponse fonctionnelle.

Au lieu de la réponse de prédateur de la forme cxy (Holling I) comme dans le modèle

de Lotka–Volterra (3.8), on prend xyR(x) où xR(x) sature pour x grand. Voici quelques

formes de R(x) :

R(x) =
a

x + b
,

(
Holling type II

)
,

R(x) =
ax

x2 + b2 ,
(
Holling type III

)
,

R(x) =
ax

1 + bx + cy
,

(
Beddington

)
,

R(x) =
a
(
1 − e−bx

)
x

.

L’équation de la population de prédateurs, la deuxième de (3.8), devrait également être

rendu plus réaliste que celui de g(x, y) = −m + bx dans le modèle de Lotka–Volterra

(3.8). Les formes possibles sont :

g(x, y) = h
(
1 −

py
x

)
ou g(x, y) = −m + eR(x), (3.11)
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où h, p, m et e sont des constantes positives et R(x) prend une forme parmi les formes

précédentes. La première forme en (3.11) signifie que la capacité de charge du prédateur

est proportionnelle directement à la densité des proies.

Modèle de Kolmogrov

Le modèle de Kolomogrov (1936) est l’un des nombreux modèles généralisés de la

communauté des proies-prédateurs. Ce modèle est donné par

ẋ = x f (x) − yR(x),

ẏ = yg(x, y).
(3.12)

où R(x) est la réponse fonctionnelle mentionné précédemment, f et g sont les coefficients

de croissance intrinsèques des proies et des prédateurs. De nombreuses modifications

du modèle général (3.12) ont été proposées pour expliquer les différents modèles dans la

dynamique des communautés proies-prédateurs observées. Quelques exemples sont :

• f (x) = a − µx : comptabilité de la compétition intra-espèce des proies.

• g(x, y) = b − αx/y ou g(x, y) = b − αxy ou g(x, y) = b (1 − e−αx) : délimitation de la

population des prédateurs.

• R(x) prend une forme parmi les formes précédentes et elle se réfère à la délimita-

tion de la population des prédateurs.

Un tel modèle qui considère la compétition intra-espèce entre les proies est de la forme :

ẋ = x(a − µx − δy),

ẏ = y(βx − b).
(3.13)

L’état d’équilibre non trivial de ce modèle est (x∗, y∗) =
(
b/β, (aβ − µb)/δβ

)
. La matrice

de communauté à laquelle est donnée par

J(x∗, y∗) =

 −µx∗ −δy∗

βy∗ 0

 ,
dans ce cas, tr(J) = −µx∗ et det(J) = δβx∗y∗. Par conséquent, lorsque le point (x∗, y∗) est

dans le quadrant positif, alors la trace sera négative et le déterminant sera positif. Cela

assure la stabilité de ce point d’équilibre.

3.2.2 Espèces en compétition

La compétition est une interaction entre les organismes, ou les espèces, partageant

des ressources dont l’offre est limitée. De nombreux écologistes accordent plus d’im-

portance à la compétition qui joue un rôle prépondérant dans la structuration des
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communautés écologiques. Un modèle qui décrit deux espèces en compétition est de

la forme
ẋ = x f (x, y),

ẏ = yg(x, y).
(3.14)

Il est raisonnable de supposer que fx(x, y) < 0 et gy(x, y) < 0 pour x > 0, y > 0 et aussi

que fy(x, y) < 0 et gx(x, y) < 0 pour x > 0, y > 0 ce qui signifie qu’une augmentation de

la taille de l’une de deux populations mène à diminuer le taux de croissance de l’autre

population. Prenons par exemple un système de populations en compétition donné par

ẋ = r1x
(
1 −

x
k1

)
− b1xy,

ẏ = r2y
(
1 −

y
k2

)
− b2xy.

(3.15)

où r1 et r2 sont les taux de croissance des deux populations x et y respectivement. k1 et

k2 sont les capacités de charge qui limitent la croissance de chaque population. b1 et b2

sont les taux par lesquels le concurrent y tue x et vice versa. Le système (3.15) possède

quatre points fixes : (0, 0), (k1, 0), (0, k2) et

(x∗, y∗) =

(
β1k2 − k1

β1β2 − 1
,
β2k1 − k2

β1β2 − 1

)
, où βi =

kibi

ri
(i = 1, 2).

Les deux points d’équilibre (k1, 0) et (0, k2) décrivent une situation dans laquelle une

espèce survit mais l’autre espèce perd la lutte pour l’existence et s’éteint. Le dernier

équilibre (x∗, y∗) décrit la coexistence des deux espèces et ne se produit que lorsque

(k1 > r2/b2 et k2 > r1/b1) ou (k1 < r2/b2 et k2 < r1/b1).

Analyse de stabilité

La matrice de communauté est

J(x, y) =


r1 −

2r1

k1
x − b1y −b1x

−b2y r2 −
2r2

k2
y − b2x

 .
1) Pour l’équilibre (0, 0) on a

J(0, 0) =

 r1 0

0 r2

 ,
de toute évidence, c’est un nœud instable.

2) Pour l’équilibre (k1, 0) on a

J(k1, 0) =

 −r1 −b1k1

0 r2 − b2k1

 ,
il y a deux cas : si k1 > r2/b2, alors l’équilibre (k1, 0) est un nœud stable, sinon, c’est

un nœud instable.
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3) Pour l’équilibre (0, k2) on a

J(0, k2) =

 r1 − b1k2 0

−b2k2 −r2

 ,
il y a deux cas : si k2 > r1/b1, alors l’équilibre (0, k2) est un nœud stable, sinon, c’est

un nœud instable.

Remarque 3.1. Nous ignorons les possibilités r1 − b1k2 = 0 (qui donnerait x∗ = 0) et

r2 − b2k1 (qui donnerait y∗ = 0).

4) Pour le point d’équilibre intérieur (x∗, y∗) on a

J(x∗, y∗) =


−

r1

k1
x∗ −b1x∗

−b2y∗ −
r2

k2
y∗

 ,
la trace correspondante est tr(J) = −

( r1

k1
x∗ +

r2

k2
y∗
)
, il est toujours négatif tandis

que le discriminant ∆ =
( r1

k1
x∗ −

r2

k2
y∗
)2

+ 4b1b2x∗y∗ est positif. Le déterminant

Det(J) =
( r1r2

k1k2
− b1b2

)
x∗y∗ est positif si k1 <

r2

b2
et k2 <

r1

b1
, dans ce cas là, l’équilibre

intérieur (x∗, y∗) est un nœud asymptotiquement stable.

3.2.3 Modèles de mutualisme ou de symbiose

Il existe des situations dans lesquelles l’interaction entre les espèces est mutuelle-

ment bénéfique, par exemple, les systèmes plante-pollinisateur. L’interaction peut être

facultative, ce qui signifie que les deux espèces pourraient survivre séparément, ou

obligatoire, ce qui signifie que chaque espèce s’éteindra sans l’aide de l’autre [36]. Un

tel modèle mutualiste raisonnable à deux espèces avec des capacités de charge limitées

pour les deux espèces est de la forme

ẋ = r1x
(
1 −

x
k1

+ b1
y
k1

)
,

ẏ = r2y
(
1 −

y
k2

+ b2
x
k2

)
,

(3.16)

où r1, r2, k1, k2, b et c sont toutes des constantes positives. En utilisant la nondimen

sionnalisation suivante :

u1 =
x
k1
, v =

y
k2
, τ = r1t, ρ =

r2

r1
, c1 = b1

k2

k1
, c2 = b2

k1

k2
,

le modèle (3.16) devient
du
dτ

= u (1 − u + c1v) ,
dv
dτ

= ρv (1 − v + c2u) .
(3.17)
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Les états stationnaires et les singularités du plan de phase sont :

(u0, v0) = (0, 0), (u1, v1) = (1, 0), (u2, v2) = (0, 1), (u∗, v∗) =
( 1 + c1

1 − c1c2
,

1 + c2

1 − c1c2

)
.

Le dernier équilibre admet une signification biologique si u∗ ≥ 0, v∗ ≥ 0 sont finis dans

le cas où 1− c1c2 , 0. La stabilité des états stationnaires de (3.17) est encore déterminée

par la matrice de communauté suivante :

J(u, v) =

 1 − 2u + c1v c1u

ρc2v ρ(1 − 2v + c2u)


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Figure 3.6 – Cas de mutualisme faible, c1c2 < 1. Les deux populations coexistent.

c1 = 0.1, c2 = 0.2, ρ = 1.
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Figure 3.7 – Cas de mutualisme fort, c1c2 > 1. La croissance des populations tend vers

l’infini. c1 = 1, c2 = 1.5, ρ = 1.
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• Le premier état stationnaire (0, 0) est un nœud instable puisque les valeurs propres

de la matrice de communauté λ1 = 1, λ2 = ρ sont positifs.

• Le deuxième état stationnaire (1, 0) est un point selle puisque la matrice de com-

munauté a une valeur propre négative λ1 = −1 et une positive λ2 = ρ(1 + c2).

• De même, pour le troisième équilibre (0, 1) elle est toujours un point selle puisque

la matrice de communauté a une valeur propre négative λ1 = −ρ et une positive

λ2 = 1 + c1.

• Enfin, pour le dernier état stationnaire (u∗, v∗), lorsqu’elle existe dans le quadrant

positif, la matrice J à laquelle est

J(u∗, v∗) =

 −u∗ c1u∗

c2v∗ −ρv∗

 .
Clairement, la trace est négative. Le signe du déterminant dépend des valeurs des

paramètres :

(i) Si c1c2 < 1, alors det(J) > 0, le point d’équilibre (u∗, v∗) est globalement asymp-

totiquement stable ce qui signifie que les deux populations coexistent au cours

du temps (cas de mutualisme faible).

(i) Si c1c2 > 1, alors det(J) < 0, l’équilibre (u∗, v∗) est instable ainsi que les deux

équilibres (u1, v1) et (u2, v2). Les trajectoires vont à l’infini. Ce résultat vient du

fait que chaque population exerce un effet positif sur la croissance de l’autre.

Cette croissance est sans limite (cas de mutualisme fort).

3.3 Modèles bio-économiques

Nous vivons dans une économie mondiale. Les populations du monde augmentent

à un rythme toujours croissant, ce qui entraîne une augmentation de la demande de

produits et de biens. Certains de ces biens proviennent de ressources renouvelables.

Un sujet important qui se développe rapidement est de la bio-économie mathématique.

C’est l’étude de la gestion des ressources renouvelables. Il prend en compte non seule-

ment les questions économiques (revenus, coût, etc) mais aussi l’impact de la demande

sur la ressource. De plus, la bio-économie mathématique est un domaine de recherche

fertile basé sur l’étude des modèles à deux composantes, l’une économique et l’autre

biologique [37], de sorte que

- Économiquement, les modèles sont basés sur la notion de maximisation du profit,

c’est-à-dire de maximisation de la valeur actuelle des revenus nets.

- Biologiquement, les modèles sont caractérisés par la dynamique des populations

qu’ils incorporent.
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Dynamique des modèles de populations récoltés

Il est nécessaire de développer une stratégie écologiquement acceptable pour la

récolte de toute ressource renouvelable que ce soit les animaux, les poissons, les plantes

ou autre. Pour étudier l’effet du retrait des membres d’une population (par la pêche

ou par la chasse) sur un modèle de population à un taux spécifié, il faut ajouter un

terme négatif dans l’équation ẋ = f (x), donc la population récoltée est modélisée par

l’équation différentielle

ẋ = f (x) −H(t), (3.18)

où x(t) représente la taille d’une population choisi au temps t et H(t) est le taux de

récolte [34].

Récolte à rendement constant

Si la fonction H(t) est une constante H, de sorte que les membres sont enlevés au

taux constant H par unité de temps, le modèle est

ẋ = f (x) −H. (3.19)

Ce type de récolte survient lorsqu’un quota est spécifié [36]. Maintenant, on pose la

question, quelle est la récolte durable maximale ?. Pour H < max f (x), l’équation a

deux équilibres, x∗1 (instable) < x∗2 (stable). D’autre part, pour H > max f (x) il n’y a pas

d’équilibre, et dx/dt < 0 pour toute x. Le cas particulier est

H = max f (x) = f (xMSY)

donne lieu à un seul équilibre semi-stable x = xMSY. Ce cas, qui est d’une importance

fondamentale dans la gestion des ressources, est appelé rendement maximal durable

(en anglais : maximum sustainable yield (MSY)). Par exemple, lorsque la population

est régie par une équation logistique, le modèle avec récolte est de la forme

ẋ = rx
(
1 −

x
K

)
−H, (3.20)

les équilibres sont des solutions du polynôme quadratique : −rx2 + rKx− KH = 0. Leur

existence et leur nombre dépendent du signe du discriminant ∆ = r2K2
− 4rKH, donc

on a deux cas

(i) Si H > rK/4, alors ∆ < 0, il n’y a pas d’équilibre, ẋ(t) < 0 pour tout x ce qui montre

que la population est surexploitée et va à l’extinction au cours du temps.

(ii) Si H < rK/4, alors ∆ > 0, deux points d’équilibre positifs se produisent :

x∗1 =
rK −

√

r2K2 − 4rKH
2r

, x∗2 =
rK +

√

r2K2 − 4rKH
2r

.
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La stabilité d’un équilibre x∗ de ẋ = f (x) − H nécessite f ′(x) < 0. Donc, x∗1 est toujours

instable et x∗2 est asymptotiquement stable. Pour toutes les conditions initiales 0 < x(0) <

x∗1, la population tendra vers 0 (i.e. disparaîtra). Pour x(0) > x∗1, la population tendra à

sa capacité limite K. En général, on souhaite d’avoir le rendement maximale durable

qui se produit à HMSY =
rK
4

.

Figure 3.8 – Comportement des solutions soumises à une récolte à rendement constant.

Récolte à effort constant

Si la fonction H(t) est une fonction linéaire de la taille de la population H(t) = Hx(t),

le modèle (3.19) sera :

ẋ = f (x) −Hx. (3.21)

Ce type de récolte est également appelé récolte proportionnelle. Il survient dans la

modélisation des pêcheries, où l’on suppose souvent que x, le nombre de poissons

capturés par unité de temps, est proportionnel à H, qui est l’effort dépensé en pêche

[36]. Si la population est régie par un modèle logistique, le modèle récolté est de la

forme

ẋ = rx
(
1 −

x
K

)
−Hx. (3.22)

L’équilibre x∗ existe si le taux de croissance de la population de poissons est égal au

taux de récolte :

rx∗
(
1 −

x∗

K

)
= Hx∗,

On obtient deux équilibres : l’origine x∗1 = 0 qui est de nature instable, et x∗2 = K(r−H)/r

qui est asymptotiquement stable pour 0 ≤ H ≤ r (voir la figure 3.9). La figure 3.10

représente les solutions sans récolte et avec un effort de récolte inférieur et supérieur

au taux de croissance de la population.
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Figure 3.9 – Récolte à faible mortalité.

En revanche, dans la littérature, on retrouve la notion d’effort de récolte. Il joue un

rôle important dans la modélisation des systèmes bio-économiques. Il est défini par :

Définition 3.3.1. [34] Le concept d’effort de récolte apparu dans les pêcheries. L’effort de pêche

est une mesure de l’intensité de la pêche. Habituellement, l’effort de pêche est représenté par le

nombre total de jours que les navires passent à pêcher au cours de l’année. Comme le temps est

continu, l’effort E peut être considéré comme le nombre de navires (standard) pêchant activement

à un moment donné.
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Figure 3.10 – Chroniques d’une population récolté avec un effort constant H. r = 1, K =

20.
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Le principe économique de Gordon

Actuellement, les ressources biologiques de l’écosystème proie-prédateur sont ex-

ploitées commercialement et vendues dans le but d’atteindre un intérêt économique.

Un tel modèle bio-économique est de Gordon [46]. Ce modèle est basé sur le principe

économique formulé selon les étapes suivantes :

(i) Le revenu total est déterminé par deux choses : le prix de marché de la ressource

et le nombre total de ressource produite (ou le rendement) :

Revenu Total = Prix × Rendement, (3.23)

(ii) Le rendement de la ressource impliquera deux choses : l’effort consacré à la

récolte de la ressource et l’abondance de la ressource. En conséquence, on peut

dire que :

Rendement = qEx, (3.24)

où q est appelé le coefficient de capturabilité et E est appelé l’effort exercé dans

la récolte de la ressource (par exemple dans la pêche, E peut être mesuré par le

nombre de bateaux utilisés pour la pêche, le nombre d’heures de pêche, etc). Le

terme x représente l’abondance de la ressource. La relation entre le taux de capture

et l’effort E est souvent modélisée par (3.24) où pour un stock de poisson donné

x, le taux de capture est proportionnel à l’effort. De même, pour l’effort fixe E, le

taux de capture est proportionnel à l’abondance du stock.

(iii) Si le prix du marché de la ressource est p, alors (3.23) devient :

Revenu Total = pqEx, (3.25)

(iv) Le coût total de récolte de la ressource est proportionnel à l’effort exercé :

Coût Total = cE, (3.26)

où c est une constante qui représente les contrôles externes sur les coûts.

En conséquence, le profit de la récolte de la ressource (ou la rente économique totale R)

est donné par :

Rente Economique = pqEx − cE = R. (3.27)

Si on combine le modèle (3.19) avec l’égalité (3.24), on obtient

ẋ = f (x) − qEx. (3.28)

Pour f (x) = rx(1− (x/K)), la relation d’équilibre entre l’effort E et le rendement durable

H est :

H = H(E) = qKE(1 − qE/r). (3.29)
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Les valeurs de x, E, et H au rendement maximal durable sont :

xMSY = K/2,

EMSY = r/2q,

HMSY = rK/4.

Dans le cas du rendement durable, le revenu net devient par (3.29) :

R = pH(E) − cE. (3.30)

Selon Gordon, le niveau d’effort optimal est E = E0, auquel le revenu durable net R

est maximisé. Ceci est généralement appelé rendement économique maximal (MEY).

Gordon a prédit que le propriétaire unique des pêcheries gérerait les efforts pour

atteindre le rendement économique maximal. Une deuxième prédiction du modèle de

Gordon est que, dans une pêcherie de "propriété commune" non réglementée, l’effort

atteindra un niveau d’équilibre E∞ auquel R = 0. Le simple argument derrière cette

prédiction est le suivant : pour E > E∞, les coûts de pêche dépassent les revenus de

la pêche (la figure 3.11). Par conséquent, l’effort sera réduit en raison du départ des

navires perdus. De même si E < E∞, alors les bénéfices positifs peuvent être réalisés et

E aura donc tendance à augmenter [34].

Figure 3.11 – Modèle de pêcherie de Gordan [46].

Récolte dans les modèles proies-prédateurs

Dans le précédent, nous avons examiné les effets de la récolte à rendement constant

et autre à effort constant dans une seule population modélisées par une équation
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différentielle ordinaire. Maintenant, nous donnons un modèle simple de Schaefer [35]

qui décrit la récolte de l’une d’une paire d’espèces en interaction dans une pêcherie en

libre accès (i.e. pêcheries non réglementées où les pêcheurs sont libres d’aller et venir à

leur guise [39]). Le modèle est de la forme suivante

ẋ = rx(1 −
x
K

) − qEx,

Ė = k(pqEx − cE),
(3.31)

où,

– x est le niveau de stock,

– E est le niveau d’effort de pêche,

– r est le taux de croissance intrinsèque du stock,

– K est la capacité de charge du stock,

– q est la capturabilité,

– p est le prix du poisson,

– c est le coût par unité d’effort,

– k est une constante de proportionnalité.

Dans ce système, les pêcheurs jouent le rôle de prédateurs. Pour r positif, il y a deux ré-

sultats possibles. La pêche peut ne pas être économiquement viable. Après cela, l’effort

de pêche sera réduit à zéro et le stock de poissons reviendra à sa capacité de charge.

Alternativement, le poisson et l’effort de pêche peuvent coexister à un équilibre à l’in-

térieur du plan de phase (x,E). Le niveau de stock à cet équilibre est x∗ = c/pq.

Remarque 3.2. Dans certains travaux de recherche, nous avons constaté que la récolte peut être

soumise à la fois aux proies et aux prédateurs, par exemple dans les équations de Rosenzweig-

MacArthur [41].

3.4 Modèles de populations structurés par l’âge

La répartition par l’âge de la population est l’un des principaux facteurs internes

qui influencent la dynamique de la population. La fécondité et la mortalité des indivi-

dus dépendent de leur âge, donc l’exploitation rationnelle de la population nécessite

une prise en compte de leur structure par l’âge [38]. Dans les sections précédentes,

nous présentons et étudions certains modèles dans lesquels tous les membres de la

population se ressemblaient. Dans cette section, nous présenterons quelques modèles

de populations structurées par l’âge.
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modèles d’une seule espèce

Des équations aux dérivées partielles linéaires seront utilisées pour décrire une

seule population d’espèces. Par conséquent, on introduit les fonctions suivantes :

• x(τ, t) : la densité de la répartition par l’âge de la population (le nombre d’indivi-

dus d’âge τ au temps t),

• m(τ, t) : le taux de fécondité par l’âge (le nombre moyen d’individus issus par

unité de temps à partir d’une seule personne d’âge τ au temps t),

• d(τ, t) : le taux de mortalité par l’âge (part spécifique des individus d’âge τdécédés

par unité du temps au temps t).

Ensuite, la taille de la population (le nombre d’individus de tous les âges) est

N(t) =

T∫
0

x(τ, t)dt,

et le taux total de fécondité est,

B(t) =

T∫
0

m(τ, t)x(τ, t)dt,

où T est l’âge maximal. La dynamique de la population est décrite par une équation

dite évolutive [38].

Construction du modèle

1. Pendant l’intervalle du temps de t jusqu’à t + ∆, l’âge des individus est égale-

ment augmenté de la valeur ∆, donc le taux de changement du nombre x(τ, t)

d’individus âgés τ au temps t est égal à :

x(τ + ∆, t + ∆) − x(τ, t)
∆

,

ou en prenant la limite à ∆→∞, on obtient

∂x
∂τ

+
∂x
∂t
.

Si la migration des individus n’est pas prise en compte, le seul facteur de change-

ment de la taille de la population est la sortie d’individus causée par la mortalité.

Par conséquent, l’équation de la dynamique des populations est de la forme :

∂x
∂τ

+
∂x
∂t

= −d(τ, t)x(τ, t), (3.32)

cette équation est appelée équation évolutive [38].
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2. Le processus d’apparition de nouveaux individus est décrit par l’égalité x(0, t) =

B(t) ou

x(τ, t) =

T∫
0

m(τ, t)x(τ, t), (3.33)

appelé l’équation de fertilité [38].

3. La distribution initiale (à t = 0) des individus par rapport à leur âge τ est de la

forme :

x(τ, 0) = φ(τ), τ ∈ [0,T] . (3.34)

Le modèle (3.32)−(3.34) est généralement appelé le modèle de Lotka-von Foerster

[38].

Un autre modèle dépendant de l’âge a été développé par Gurtin et MacCamy [42] de

la forme :
∂p(a, t)
∂t

+
∂p(a, t)
∂a

+ µ(a,P)p(a, t) = 0, a > 0, t > 0,

p(0, t) =
+∞∫
0
β (a,P(t)) p(a, t)da, t ≥ 0,

P(t) =
+∞∫
0

p(a, t)da, t ≥ 0,

p(a, 0) = p0(a), a ≥ 0,

(3.35)

où

– p(a, t) est la distribution par l’âge de certaines populations, i.e., la distribution des

individus d’âge a au moment t,

– P(t) est la taille totale de la population au moment t,

– B(t) est le taux de natalité,

– β̃(a,P) est la fonction de fertilité , i.e., le nombre moyen de progéniture par unité

de temps produit par un individu d’âge a,

– µ(a,P) est la fonction de mortalité,

– p0(a) est la distribution d’âge initial.

Dans le travail de recherche [43], l’auteur a étudié le problème (3.35) sous certaines

hypothèses générales et il a déterminé ses états stables par :

p∞(a) = p∞(0)π(a,P∞), (3.36)

où π(a,P∞) est défini par

π(a,P∞) = e
−

a∫
0
µ(τ,P)dτ

, (3.37)
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cet intégral représente la probabilité de survie à l’âge a lorsque la taille de la population

est P. Aussi, p∞(0) satisfait

p∞(0) = p∞(0)

∞∫
0

β(a,P∞)π(a,P∞)da. (3.38)

En conséquence, d’après (3.38), on a p∞(0) = 0 ou P∞ qui satisfait l’égalité suivante

1 =

∞∫
0

β(a,P∞)π(a,P∞)da. (3.39)

Afin de faciliter l’écriture, un paramètre de seuil R(P) est défini par

R(P) =

∞∫
0

β(a,P)π(a,P)da. (3.40)

qui est interprété comme le nombre d’enfants censés naître d’un individu, au cours

d’une vie, lorsque la taille de la population est P.

Les états d’équilibres du problème (3.35) sont : P∞ = 0 et toutes les solutions non

triviales de R(P∞) = 1. La stabilité de ces équilibres est examinée comme suit :

– Si R(0) < 1, alors l’état stationnaire trivial est localement asymptotiquement stable.

– Si R(0) > 1, alors l’état stationnaire trivial est instable.

Certaines conditions suffisantes sont déterminées pour la stabilité asymptotique locale

de l’état stationnaire non trivial P∞, et il est montré que si R′(P∞) > 0, alors cet équilibre

non trivial est instable.

3.5 Modèles de transmission des maladies

L’épidémiologie est l’étude de la fréquence des maladies, de la dynamique des états

de santé et des déterminants de ces variations dans une population spécifique, et l’utili-

sation de cette connaissance pour le contrôle de la santé. Un épidémie est la propagation

inhabituelle et subite d’une maladie dans une région ou une population donnée. Il est

généralement de courte durée. Une maladie est dite endémique si elle persiste dans une

population [34]. Lors de la modélisation de la dynamique d’une maladie infectieuse,

nous devons nous intéresser à la population dans laquelle elle se produit. Dans cette

section, nous nous concentrons sur l’épidémiologie des maladies infectieuses et nous

présentons quelques modèles mathématiques pour ce type d’épidémie.
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Modèles épidémiques

Afin de modéliser une telle épidémie à l’instant t, il faut classer les individus de la

population en fonction de leur statut vis-à-vis de la maladie, sains, infectés et immuni-

sés. Les états de la maladie, S, I, et R sont définis par [40] :

S : la classe sensible, ceux qui peuvent attraper la maladie mais qui ne sont pas

actuellement infectés.

I : la classe infectieuse, ceux qui sont infectés par la maladie et qui sont actuellement

contagieux.

R : la classe retirée, ceux qui ne peuvent pas contracter la maladie, soit parce qu’ils

se sont rétablis définitivement, sont naturellement immunisés ou sont décédés.

Les modèles avec ces trois états sont appelés modèles épidémiques SIR. Il existe plu-

sieurs modèles épidémiques SIR, selon que les individus récupèrent et développent

une immunité. Ils sont désignés par diverses terminologies :

SI : décrit le cas où les personnes infectées ne peuvent pas récupérer, S −→ I.

SIS : décrit une maladie sans immunité contre la réinfection (comme les maladies

causées par des bactéries), S −→ I −→ S.

SIR : décrit une maladie qui confère une immunité contre la réinfection (comme les

maladies causées par des virus), S −→ I −→ R.

SIRS : décrit les maladies pour lesquelles la reprise confère une immunité contre la

réinfection, et les maladies pour lesquelles les membres récupérés sont suscep-

tibles de se réinfecter, et la possibilité intermédiaire d’une immunité temporaire,

S −→ I −→ R −→ S.

Modèles de type SIR

Le premier modèle de type SIR a été proposé par William Kermack et Anderson

McKendrick en 1927 pour décrire une maladie dans une population de taille N [21]. Ce

modèle est de la forme
Ṡ = −βSI,

İ = βSI − αI,

Ṙ = αI.

(3.41)

où β et α sont des paramètres constants positifs qui représentent le taux d’infection

et le taux d’enlèvement des infectieux, respectivement. Ce modèle peut être décrit

schématiquement par

Susceptibles (S)
βSI
−→ In f ectieux (I) αI

−→ Retirs (R).

Le modèle repose sur les hypothèses suivantes :

69



(i) Le gain dans la classe infectieuse est à un taux proportionnel au nombre de

contagieux et susceptibles, c’est-à-dire βSI.

(ii) Les infectieux quittent la classe infectieuse au taux αI par unité de temps.

(iii) Il n’y a pas d’entrée ou de sortie de la population, sauf peut-être par décès dû

à la maladie.

(iv) Il n’y a pas de décès par la maladie et la taille totale de la population est une

constante N.

La formulation mathématique du problème épidémique est achevée dans les conditions

initiales S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 > 0, R(0) = R0 ≥ 0. D’après (3.41), il est facile de vérifier

que

Ṡ + İ + Ṙ = 0 =⇒ S(t) + I(t) + R(t) = N.

Puisque R(t) peut être trouvé à partir de S(t) et I(t), il suffit de ne considérer que les

deux premières équations de (3.41), on obtient

Ṡ = −βSI,

İ = βSI − αI,
(3.42)

avec S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 > 0 et S0 + I0 = N. Selon la première équation, on a Ṡ ≤ 0

toujours, donc S(t) ne peut pas accroître. À partir de la deuxième équation de (3.42), on

a

İt=0 = I
(
βS0 − α

)  > 0

< 0
si

 S0 > α/β

S0 < α/β
=⇒

 l’épidémie apparaît.

l’épidémie disparaît.
(3.43)

Pour cette raison, le ratio α/β est un exemple de valeur seuil parfois appelée taux

d’enlèvement relatif. On écrit

R0 =
βS0

α
,

=
(
βS0

) (1
α

)
,

=

 il n’y a pas de nouveaux cas découlant

d’un infecté par unité de temps


 durée moyenne

d’infection

 .
Ainsi, R0 est interprété comme le taux de reproduction de base de l’infection, c’est-à-

dire le nombre moyen d’infections secondaires produites par une infection primaire

dans une population entièrement sensible. On a trois cas possibles : si R0 > 1, alors le

nombre de contagieux augmentera et une épidémie se produira. Si R0 = 1, alors un

individu atteint de la maladie ne produit qu’une seule infection et aucune épidémie

ne peut survenir. Si R0 < 1, alors la maladie diminue dans la population et l’épidémie

s’atténuera [40].
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La sévérité des épidémies

On peut dériver d’autres résultats analytiques utiles de ce modèle :

dI
dS

=
I(βS − α)
−βSI

= −1 +
α
βS
, I , 0.

Le système (3.42) a une ligne d’équilibres (tout point avec I = 0 est un équilibre, i.e.

l’axe S). En intégrant la dernière équation, les solutions de I en fonction de S peuvent

être écrites comme

I(S) = −S +
α
β

ln S + Constant, (3.44)

où Constant = I0 + S0 −
α
β

ln S0. Si une épidémie existe, on aimerait savoir quelle sera

sa sévérité. D’après (3.43), le maximum de I , Imax, se produit à S = α/β où İ = 0. On

substitue S = α/β dans (3.44), on trouve

Imax = −
α
β

+
α
β

ln
α
β

+ I0 + S0 −
α
β

ln S0,

= I0 + S0 −
α
β

+
α
β

ln
(
α
βS0

)
,

= N −
α
β

+
α
β

ln
(
α
βS0

)
.

(3.45)
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Figure 3.12 – La simulation du modèle SIR (3.41).

Exemple 3.5.1. Si on considère le modèle épidémique SIR (3.41) avec l’hypothèse que pour une

certaine maladie, une personne contagieuse est introduit dans une population de 500 individus

sensibles. De plus, on suppose qu’un individu en bonne santé est infectée par un contact avec

une personne infectieuse est 0.1% et une fois qu’un patient tombe malade, il est contagieux pour
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10 jours. De plus, le taux d’enlèvement est pris α = 0.1. Pour ces valeurs de paramètres, on

trouve que α/β = 100, cela signifie qu’on attend R0 = (1/100)S0 = 5 personnes à être infectées

par la maladie après avoir été en contact avec le patient d’origine. En outre, car R0 = 5 > 1, on

prévoie qu’une grave épidémie se produira. Selon (3.45), on peut trouver le pic d’épidémie qui

correspond au maximum I, Imax ≈ 240 à t ≈ 20 jours (voir la figure 3.12). Comme près de la

moitié de la population est malade en ce moment, il s’agit d’une épidémie grave, comme prévu.
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Chapitre 4

Stabilité et bifurcation d’un système

algébro-différentiel bio-économique

avec récolte de prédateurs

4.1 Introduction

Les êtres humains sont confrontés au double problème de la pénurie alimentaire

et de la destruction de l’environnement. L’étude et la conception de modèles bio-

économiques suscitent un grand intérêt en ce qui concerne la biodiversité pour les

gains à long terme. Les chercheurs s’efforcent de produire des résultats potentiellement

bénéfiques pour assurer la croissance durable de l’écosystème et aussi pour maintenir

une prospérité durable. Plus récemment, l’étude de la dynamique des populations avec

récolte est devenue un sujet intéressant en bio-économie mathématique en raison de

son importance liée à la gestion optimale des ressources renouvelables [37]. En 1954,

Gordon a introduit une théorie économique des ressources de propriété commune, en

étudiant l’impact de l’effort de récolte sur l’écosystème d’un point de vue écologique

et il a suggéré le principe économique suivant (voir la section 3.3) :

Revenu Économique Net (REN) = Revenue Total (RT)- Coût Total (CT). (4.1)

De nombreux efforts de recherche sont consacrés à l’investigation de ce type de

dynamique. Dans [55, 56, 57, 58], les auteurs ont étudié le comportement dynamique

d’une classe de systèmes écologiques proies-prédateurs formulés à partir de plusieurs

équations différentielles et une équation algébrique. Ils ont obtenu des résultats intéres-

sants, tels que la stabilité de l’équilibre intérieur, la bifurcation de Hopf, le cycle limite,

la bifurcation induite par la singularité, et son contrôle, etc. Mais dans tous ces modèles

73



étudiés, seulement la population des proies est soumise à la récolte. L’interaction entre

les prédateurs et leurs proies a été étudiée en utilisant des réponses fonctionnelles

différentes telles que Holling I et II avec l’hypothèse qu’il y a une mortalité naturelle

des espèces de prédateurs isolées. Dans [59], les auteurs ont étudié la dynamique du

système proie-prédateur de Beddington-DeAngilis avec la récolte des prédateurs.

Autant que nous sachions, l’analyse dynamique d’un modèle proie-prédateur où les

proies et les prédateurs accroissent de manière logistique avec la réponse fonctionnelle

de Holling III, soumis à la récolte de prédateurs, n’a pas été étudiée auparavant. Ainsi,

dans le présent chapitre, nous étudions ce type de modèles et nous discutons ses

comportements dynamiques, tels que la stabilité et la bifurcation de Hopf [47, 48]. De

plus, nous cherchons à trouver quelques principes qui sont théoriquement bénéfiques

pour la gestion et le contrôle des ressources renouvelables.

Pour atteindre les objectifs précédentes, nous avons organisé le présent chapitre de

cette façon : nous commençons notre étude en décrivant le concept derrière la construc-

tion du modèle et en déterminant sa signification biologique. Séquentiellement, nous

établissons la positivité et la délimitation de solutions pour ce modèle. Ensuite, nous

examinons l’existence des équilibres positifs, puis nous fournissons une description

détaillée de la stabilité et de la bifurcation de Hopf du système proposé. Enfin, nous

donnons des expériences de simulation numérique pour confirmer les résultats théo-

riques dérivés.

4.2 Formulation du modèle

Dans cette section, nous visons à développer un modèle qui combine à la fois les

aspects économiques et d’autres biologiques dans la gestion des ressources. Le modèle

est structuré comme suit : en commençant par le taux de prédation, on sait que les

capacités physiologiques d’absorption des proies par un prédateur sont limitées même

si un grand nombre des proies est disponible. Une telle fonction de réponse présentant

un plateau pour des grandes densités de proies est appelée réponse fonctionnelle de

Holling type II [52, 53, 54], dans lequel le taux de capture augmente avec l’augmentation

de la densité des proies et se rapproche de la saturation de manière progressive. La

fonction de réponse de Holling type III est similaire au celle de type II sauf à faible

densité de proies, où le taux de capture des proies s’accélère. Dans notre modèle

proposé, nous supposons qu’il existe une limite supérieure pour le taux de prédation

maximal. Pour atteindre cet objectif, nous avons considéré le terme de prédation comme
ax2y

d + x2 . On remarque que
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lim
x→∞

ax2

d + x2 = a.

De plus, une façon d’ajouter la réalisme au modèle est de considérer les effets du sur-

peuplement. L’espace et les ressources sont limités même si la densité des populations

est grande. Par conséquent, les taux de croissance des proies et des prédateurs sont

censés être logistiques. Compte tenu les hypothèses ci-dessus, nous proposons un mo-

dèle qui consiste en deux populations, les proies ayant la densité x et les prédateurs

ayant la densité y de la forme
ẋ = rx

(
1 −

x
K

)
−

ax2y
d + x2 ,

ẏ = sy
(
1 −

y
N

)
+

bx2y
d + x2 ,

(4.2)

où ẋ = dx/dt, ẏ = dy/dt. Là, r et s sont des constantes positives représentant les taux de

croissance intrinsèque des populations de proies et de prédateurs, respectivement. K et

N sont des constantes positives représentant la capacité de charge des deux espèces, d et

a sont des constantes positives représentant la demi-capture de saturation et l’efficacité

maximale de la prédation, respectivement, b est une constante positive qui représente

la coefficient de conversion.

On sait que l’effort de récolte est un facteur important pour construire un modèle

mathématique bio-économique utile, pour cette raison, et en tenant compte (4.1), on

étend le système (4.2) par considérer l’équation algébrique suivante qui décrit le profit

économique v de l’effort de récolte sur les prédateurs :

E(t)(py(t) − c) = v, (4.3)

où 0 ≤ E(t) ≤ Emax et y(t) ≥ 0 représentent l’effort de récolte et la densité du prédateur,

respectivement, p représente le prix d’unité de la population récoltée et c est le coût de

l’effort de récolte, le revenu total est TR = pE(t)y(t) et le coût total est TC = cE(t).

À travers (4.2) et (4.3), nous avons établi un modèle algébro-différentiel composé de

deux équations différentielles et une équation algébrique de la forme :
ẋ = rx

(
1 −

x
K

)
−

ax2y
d + x2 ,

ẏ = sy
(
1 −

y
N

)
+

bx2y
d + x2 − Ey,

0 = E(py − c) − v,

(4.4)

qui est une EAD semi-explicite de la forme Ż = f (Z,E),

0 = g(Z,E),
(4.5)
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Là, Z = (x, y)T représente la variable différentielle et E dénote la variable algébrique.

Les fonctions f et g sont régulières et sont données par :

f (Z,E) =

 f1(Z,E)

f2(Z,E)

 =


x
(
r
(
1 −

x
K

)
−

axy
d + x2

)
y
(
s
(
1 −

y
N

)
+

bx2

d + x2 − E
)  ,

g(Z,E) = E(py − c) − v.

4.3 Analyse mathématique et résultats principaux

Pour des considérations biologiques, nous intéressons uniquement à la dynamique

de ce modèle dans l’octant positif R3
+. Ainsi, nous considérons les conditions initiales

suivantes qui sont biologiquement significatives :

x(0) = x0 ≥ 0, y(0) = y0 ≥ 0, E(0) = E0 =
v

py0 − c
, py0 − c > 0. (4.6)

4.3.1 Existence et unicité

Proposition 4.3.1. Le système (4.4) équipé par les conditions initiales (4.6) admet une

solution maximale unique X = (Z,E)T = (x(t), y(t),E(t))T dans un sous-ensemble ouvert

U de Ω = {(x, y,E)T
∈ R3

+/py − c > 0} défini sur un intervalle maximal [0,T[.

Démonstration 4.3.1. Soit X = (x, y,E)T
∈ U alors, d’après l’équation algébrique g(x, y,E) =

0 on obtient E =
v

py − c
, on remplace dans la deuxième équation différentielle de (4.4), l’EAD est

transformé en l’EDO suivant qui admet la même solution par rapport aux variables différentielles

Z = (x, y)T : 
ẋ = rx

(
1 −

x
K

)
−

ax2y
d + x2 ,

ẏ = sy
(
1 −

y
N

)
+

bx2y
d + x2 −

vy
py − c

,
(4.7)

sa forme vectorielle est Ż = F(Z), où

F(Z) =


x
(
r
(
1 −

x
K

)
−

axy
d + x2

)
y
(
s
(
1 −

y
N

)
+

bx2

d + x2 −
v

py − c

)  .
Clairement F ∈ C1(U′), où U′ est un sous-ensemble ouvert de Ω′ = {(x, y)T

∈ R2
+/py− c >

0}. Ainsi, en appliquant le théorème de Cauchy-Lipschitz pour l’EDO [50], on en déduit

l’existence locale et l’unicité d’une solution maximale (x, y)T de (4.7) pour toute (x0, y0) ∈ U′,

alors, l’existence locale et l’unicité de la solution de (4.4) est explicite.
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4.3.2 Positivité et délimitation

Concernant la positivité de la solution du système (4.4), nous introduisons la pro-

position suivante :

Proposition 4.3.2. Toute solution régulière de (4.4) définie sur l’intervalle maximal [0,T[ avec

les conditions initiales positives (4.6), reste positive pour toute t ∈ [0,T[.

Démonstration 4.3.2. Pour le système (4.7), il s’ensuit que x = 0 ⇒
dx
dt

= 0 et y = 0 ⇒
dy
dt

= 0 donc, x = 0 et y = 0 sont des ensembles invariants vérifiant x(t) ≥ 0 et y(t) ≥ 0 quelque

soit x(0) > 0 et y(0) > 0. À partir de la deuxième équation de (4.7), on déduit que pour toute

t ∈ [0,T[ :

py(t) − c , 0. (4.8)

On suppose qu’il existe t∗ ∈ [0,T[ tel que E(t∗) < 0, il s’ensuit que py(t∗) − c < 0 alors, en

appliquant le théorème des valeurs intermédiaires à la fonction continue py(t)−c sur l’intervalle

[0, t∗], on déduit l’existence de t̃ ∈]0, t∗[ tel que py(t̃) − c = 0 qui contredit avec (4.8), donc,

E(t) ≥ 0 pour toute t ∈ [0,T[.

Dans l’écosystème proie-prédateur, le processus d’impulsion de l’écosystème est

généralement lié au développement accéléré de la population d’espèces. Si cette situa-

tion persiste pendant un certain temps, la biomasse de la population sera en dehors de

la capacité de charge de l’environnement et l’écosystème proie-prédateur sera hors de

contrôle, ce qui est catastrophique pour l’écosystème. Clairement, lorsque la biomasse

des prédateurs y s’approche de la valeur critique yc =
c
p

, l’effort de pêche E sera illimité,

ce qui n’est pas réaliste.

Pour répondre à la question de l’existence de solutions bornés du système (4.4), on

impose une contrainte écologique réaliste dans le contexte où la politique économique

exige un niveau minimum ymin > 0 pour la ressource donnée par :

y(t) ≥ ymin >
c
p
,∀t ≥ 0, (4.9)

cette contrainte affectera l’effort de pêche E qui sera contraint par une capacité de pro-

duction constante (le capital et l’emploi participant dans le processus de la production

restent constants). On dénote cette capacité limite par Emax, donc

0 < E(t) ≤ Emax =
v

pymin − c
,∀t ≥ 0. (4.10)

Proposition 4.3.3. Toutes solutions du système (4.4) soumises aux conditions initiales

(4.6) et à la contrainte (4.10) sont bornées dans R3
+, avec une borne ultime.
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Démonstration 4.3.3. On suppose que E(t) est soumis à la contrainte (4.10). On défini une

fonction ψ(t) = bx(t) + ay(t), alors sa dérivée par rapport le temps le long des solutions du

système (4.4) est donnée par :

dψ
dt

= b
dx
dt

+ a
dy
dt
,

= rbx
(
1 −

x
K

)
+ asy

(
1 −

y
N

)
− aEy.

Donc pour toute µ > 0, on a

dψ
dt

+ µψ = rbx
(
1 −

x
K

)
+ asy

(
1 −

y
N

)
− aEy + µbx + µay,

=

(
rbx −

rb
K

x2 + µbx
)

+
(
asy −

as
N

y2
− aEy + µay

)
,

= bx
[
(r + µ) −

r
K

x
]

+ ay
[
(s + µ − E) −

s
N

y
]
,

≤ bx
[
(r + µ) −

r
K

x
]

+ ay
[
(s + µ) −

s
N

y
]
,

≤
bK(r + µ)2

4r
+

aN(s + µ)2

4s
:= η.

En utilisant la théorie de l’inégalité différentielle [24], on obtient

0 ≤ ψ(t) ≤
η

µ
(1 − e−µt) + ψ(0)e−µt

≤ max
(
ψ(0),

η

µ

)
.

Prenant la limite t→∞, on a

lim
t→∞

ψ(t) ≤
η

µ
.

D’où toutes les solutions du système (4.4) soumises aux conditions initiales (4.6) et la contrainte

(4.10) sont confinés dans la région :

H =

{
(x, y,E)T

∈ R3
+ : 0 < E ≤ Emax, 0 ≤ ψ = bx + ay ≤

η

µ
+ ε, pour ε > 0

}
.

4.4 Existence et nombre d’équilibres positifs

Notre objectif dans cette section est d’inspecter l’existence des points d’équilibre

positifs et d’étudier leurs stabilités. Un point d’équilibre du système (4.4) est une

solution des équations suivantes : 
f1(Z,E) = 0,

f2(Z,E) = 0,

g(Z,E) = 0.

(4.11)

Par l’analyse des racines de (4.11), il s’ensuit que
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(i) Si v = 0, alors il existe au moins trois points d’équilibre sur les bornes du cadran

positif : Xe1 = (0, 0, 0), Xe2 = (K, 0, 0), Xe3 = (0,N, 0), et au plus cinq autres équilibres

sur les bornes du cadran positif Xei = (x∗i , y
∗

i , 0), i = 1, 2, ..., 5, où x∗i sont les racines

de l’équation :

r
(
1 −

x
K

) d + x2

ax
−N

(
1 +

bx2

s(d + x2)

)
= 0,

ou d’une manière équivalente, l’équation du cinquième degré suivante :

x5
− Kx4 + (2d + NabK/(rs) + NaK/r)x3

− 2dKx2 + (d2 + NadK/r)x − d2K = 0,

qui satisfaite 0 < x∗i < K, et

y∗i =
r

Kax∗i

(
K − x∗i

) (
d + (x∗i )

2
)
, i = 1, 2, ..., 5.

(ii) Si v > 0, alors il existe au plus deux points d’équilibre sur les bornes du ca-

dran positif : Xei =

(
0, y∗i ,

v
py∗i − c

)
, i = 1, 2, où y∗i sont les racines de l’équation

quadratique suivante :

psy2
− s(Np + c)y + N(cs + v) = 0,

qui satisfaite y∗i >
c
p
, et au plus huit points d’équilibre intérieurs :

Xei =

(
x̄i, ȳi,

v
pȳi − c

)
, i = 1, 2, ..., 8,

où

ȳi =
r

Kax̄i
(K − x̄i)

(
d + x̄2

i

)
>

c
p

et x̄i est une solution de l’équation :

s
(
1 − r

(
1 −

x
K

) d + x2

Nax

)
+

bx2

d + x2 −
v

p
(
r
(
1 −

x
K

) d + x2

ax

)
− c

= 0,

ou d’une manière équivalente :
P(x) =

8∑
i=0

pixi = 0,

Q(x) =
3∑

i=0
qixi > 0,

(4.12)
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où pi, i = 0, 1, 2, ..., 8 sont donnés par :

p0 = d3K2pr2s,

p1 = −(acd2K2rs + ad2K2Nprs + 2d3Kpr2s),

p2 = a2cdK2Ns + acd2Krs + ad2KNprs + d3pr2s + 3d2K2pr2s + a2dK2Nv,

p3 = −(abdK2Npr + 2acdK2rs + 2adK2Nprs + 6d2Kpr2s),

p4 = a2bcK2N + abdKNpr + a2cK2Ns + 2acdKrs + 2adKNprs + 3d2pr2s

+3dK2pr2s + a2K2Nv,

p5 = −(abK2Npr + acK2rs + aK2Nprs + 6dKpr2s),

p6 = abKNpr + acKrs + aKNprs + 3dpr2s + K2pr2s,

p7 = −2Kpr2s,

p8 = pr2s,

et qi, i = 0, 1, 2, 3 sont donnés par

q0 = dKpr,

q1 = −(acK + dpr),

q2 = Kpr,

q3 = −pr.

Puisqu’il y a trois changements de signe dans la suite des coefficients qi, i = 0, 1, 2, 3,

alors, par la règle des signes de Descartes (voir l’annexe A.2), il y a soit une racine

positive x̄1, soit trois racines positives x̄1 ≤ x̄2 ≤ x̄3 de Q(x).

Soit P0,P1, ...,Pl la suite des polynômes générés par l’algorithme Euclidien (voir

l’annexe A.3) commencé par P0 = P,P1 = P′. Le nombre exact d’équilibres intérieurs de

(4.4) est donné par la proposition suivante :

Proposition 4.4.1. Le nombre des équilibres intérieurs de (4.4) est exactement m, tel que

m = µ(0) − µ(x̄1), si Q(x) a une racine, (4.13)

ou

m = µ(0) − µ(x̄1) + µ(x̄2) − µ(x̄3), si Q(x) a trois racines, (4.14)

où µ(x) désigne le nombre de changements de signe dans la suite {Pi(x)}.

Démonstration 4.4.1. Le nombre des l’équilibres intérieurs de (4.4) est égal au nombre de

solutions positives de (4.12). Donc, on a
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– Si Q(x) admet une racine, alors pour toute x > 0, on a Q(x) > 0 ⇔ x ∈]0, x̄1[, par le

théorème A.3.1 dans l’annexe A.3, P(x) = 0 admet exactement µ(0) − µ(x̄1) solutions

dans l’intervalle ]0, x̄1[. Donc, P(x) = 0 admet exactement m = µ(0) − µ(x̄1) solutions

positives satisfont Q(x) > 0.

– Si Q(x) admet trois racines, alors pour toute x > 0, on a Q(x) > 0⇔ x ∈]0, x̄1[∪]x̄2, x̄3[, il

en résulte que P(x) = 0 admet exactement µ(0)− µ(x̄1) solutions dans l’intervalle ]0, x̄1[,

et exactement µ(x̄2) − µ(x̄3) solutions dans l’intervalle ]x̄2, x̄3[. Donc, P(x) = 0 admet

exactement

m = µ(0) − µ(x̄1) + µ(x̄2) − µ(x̄3),

solutions positives satisfont Q(x) > 0.

4.5 Analyse dynamique proche de l’équilibre de coexis-

tence

Dans cette section, nous étudions la stabilité d’un point d’équilibre intérieur Xe du

système (4.4) et nous analysons la bifurcation selon la valeur du profit économique v.

Cette étude a été réalisée en utilisant à la fois la théorie de bifurcation et la théorie de

la forme normale.

4.5.1 Analyse de stabilité locale

Pour l’analyse de la stabilité locale d’un point d’équilibre Xe, on pose X = QX , tel que

X = (x, y,E)T, Q =


1 0 0

0 1 0

0 −
Eep

pye − c
1

 ,
alors on obtient DXg(Xe)Q = (0, 0, pye − c), et

x = x, y = y, E = E +
Eepy

pye − c
.

Par conséquent, le système (4.4) peut être exprimé comme suit :

ẋ = x
(
r
(
1 −

x
K

)
−

axy
d + x2

)
,

ẏ = y
(
s
(
1 −

y
N

)
+

bx2

d + x2 − E +
Eepy

pye − c

)
,

0 =

(
E −

Eepy
pye − c

)
(py − c) − v.

(4.15)
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On dénote aussi par :

f (v,X) =

 f1(v,X)

f2(v,X)

 =


x
(
r
(
1 −

x
K

)
−

axy
d + x2

)
y
(
s
(
1 −

y
N

)
+

bx2

d + x2 − E +
Eepy

pye − c

)
 ,

g(v,X) =

(
E −

Eepy
pye − c

)
(py − c) − v, X = (x, y,E)T,

et on peut conclure que le système (4.15) admet le point d’équilibre positif suivant :

Xe = (xe, ye,Ee)T =

(
xe, ye,Ee +

Eepy
pye − c

)T

,

et que DXg(Xe)Q = (0, 0, pye − c).

Pour le système (4.15), on considère la paramétrisation locale suivante :

X = ϕ(v,Y) = Xe + U0Y + V0h(v,Y), g(v, ϕ(v,Y)) = 0.

Ici, Y = (y1, y2), U0 =


1 0

0 1

0 0

 , V0 =


0

0

1

, et h : R2
→ R est une application régulière.

Plus d’informations sur le paramétrisation locale se trouve dans [13, 49]. Ensuite, on

peut déduire que le système paramétrique de (4.15) est de la forme : ẏ1 = f1(v, ϕ(v,Y)),

ẏ2 = f2(v, ϕ(v,Y)).
(4.16)

Par conséquent, la matrice jacobienne A(v) du système paramétrique (4.16) à Y = 0 est

de la forme :

A(v) =

 Dy1 f1(v, ϕ(v,Y)) Dy2 f1(v, ϕ(v,Y))

Dy1 f2(v, ϕ(v,Y)) Dy2 f2(v, ϕ(v,Y))

 ,
=

 DX f1(v,Xe)

DX f2(v,Xe)


 DXg(v,Xe)

UT
0


−1  0

I2

 ,
=

 Dx f1(v,Xe(v)) Dy f1(v,Xe(v))

Dx f2(v,Xe(v)) Dy f2(v,Xe(v)

 ,
=


xe

(
−

r
K

+
aye(x2

e − d)
(x2

e + d)2

)
−

ax2
e

x2
e + d

2bdxeye

(x2
e + d)2

ye

(
−

s
N

+
pEe

pye − c

)
 .

De plus, l’équation caractéristique de la matrice A(v) peut être exprimée par :

λ2 + a1(v)λ + a2(v) = 0, (4.17)
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où

a1(v) = xe

(
r
K
−

aye(x2
e − d)

(x2
e + d)2

)
+ ye

(
s
N
−

pEe

pye − c

)
,

a2(v) = xeye

(
−

r
K

+
aye(x2

e − d)
(x2

e + d)2

) (
−

s
N

+
pEe

pye − c

)
+

2abdx3
e ye

(x2
e + d)3

.

Résultat 4.1. Pour le point d’équilibre positif Xe du système (4.15), on a :

(i) Si a2
1(v) ≥ 4a2(v) et a2(v) > 0, alors, lorsque a1(v) > 0, Xe est un nœud localement

asymptotiquement stable. Lorsque a1(v) < 0, Xe est un nœud instable.

(ii) Si a2(v) < 0, alors, Xe est un point selle instable.

(iii) Si a2
1(v) < 4a2(v), alors, lorsque a1(v) > 0, Xe est un foyer localement asymptotiquement

stable. Lorsque a1(v) < 0, Xe est un foyer instable.

Remarque 4.1. Le point d’équilibre positif Xe du système (4.15) correspond au point d’équilibre

Y = 0 du système (4.16).

4.5.2 Analyse de bifurcation de Hopf

La bifurcation de Hopf est un type de bifurcations de systèmes très intéressant. Il se

réfère à la naissance ou à la disparition locale d’une solution périodique à partir d’un

point d’équilibre lorsqu’un paramètre traverse une valeur critique nommée valeur de

bifurcation. Dans ce fragment, nous discutons la bifurcation de Hopf dans le système

(4.15) à partir du point d’équilibre Xe en considérant le profit économique v comme une

valeur de bifurcation. Si on pose a2
1(v) ≤ 4a2(v), alors l’équation (4.17) admet une paire

de racines complexes conjuguées :

λ1,2 = −
1
2

a1(v) ± i

√
a2(v) −

a2
1(v)
4
,

:= α(v) ± iω(v).

Soit a1(v) = 0, on obtient la valeur de bifurcation v∗ qui satisfait

v∗ =
(pye(v∗) − c)2

pye(v∗)

(
s
N

ye(v∗) + xe(v∗)
(

r
K
−

aye(v∗)((xe(v∗))2
− d)

((xe(v∗))2 + d)2

))
.

Si
r
K

=
aye(v∗)((xe(v∗))2

− d)
((xe(v∗))2 + d)2 , (4.18)

alors

v∗ =
s(pye(v∗) − c)2

pN
. (4.19)

De plus

α(v∗) = 0, ω(v∗) =

√
2abdye(v∗)(xe(v∗))3

((xe(v∗))2 + d)3 > 0,
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ce qui implique que si α′(v∗) =
d
dv

(
Npvye(v) − sye(v)(pye(v) − c)2

N(pye(v) − c)2

)
v=v∗
, 0, alors, la bifur-

cation de Hopf se produit à la valeur v∗. Le signe du nombre σ est donné par

σ =
1
8

3a3x5
e
(
d − x2

e
)(

d + x2
e
)6

(
−ye(3d − x2

e ) + 4d
)

+
spω∗2

N
(
pye − c

) +
3p2cEeω∗

2(
pye − c

)3

 , (4.20)

ce signe détermine la direction de la bifurcation de Hopf à travers l’équilibre intérieur

Xe(v) du système (4.4) comme il sera mentionné dans le théorème suivant.

Théorème 4.5.1. Pour le système (4.4), il existe une constante positive ε et deux petits voisi-

nages du point d’équilibre positif Xe(v) : Z1 et Z2, où 0 < ε� 1 et Z1 ⊂ Z2.

Cas 1. Si σ > 0, alors

(i) Lorsque v∗ < v < v∗ + ε, Xe(v) rejette tous les points dans Z2, donc il est instable.

(ii) Lorsque v∗ − ε < v < v∗, le système (4.4) admet au moins une solution périodique

située dans Z1
(
le fermé de Z1

)
, l’un d’eux rejette tous les points de Z1 \Xe(v), en même

temps une autre solution périodique (peut être la même) rejette tous les points dans

Z2 \ Z1, et Xe(v) est localement asymptotiquement stable.

Cas 2. Si σ < 0, alors

(i) Lorsque v∗−ε < v < v∗, Xe(v) attire tous les points dans Z2, donc Xe(v) est localement

asymptotiquement stable.

(ii) lorsque v∗ < v < v∗ + ε, le système (4.4) admet au moins une solution périodique

située dans Z1, l’un d’eux attire tous les points dans Z1 \ Xe(v), en même temps une

autre solution périodique (peut être la même) attire tous les points dans Z2 \ Z1, alors

Xe(v) est instable.

Démonstration 4.5.1. La démonstration du théorème 4.5.1 est détaillé dans l’annexe A.1.

4.6 Simulations numériques

Maintenant on effectue la simulation numérique sur l’ordinateur en utilisant la lo-

giciel MATLAB. Cette simulation sera réalisée pour illustrer les résultats analytiques

que nous avons établis dans les sections précédentes. L’exemple numérique suivant

montre les différents comportements dynamiques lorsque le profit économique aug-

mente d’une certaine valeur v∗. Considérons les valeurs des paramètres suivantes :

r = 0.728025, a = 1, b = 0.72, c = 0.28, d = 0.3, p = 3, s = 0.75, K = 4, N = 0.8. (4.21)
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Table 4.1 – Évaluation des coefficients pi et qi de P(x) et Q(x) respectivement.

Coefficients pi Coefficients qi

p0 0.51518 q0 2.62089

p1 −2.36479 q1 −1.77522

p2 6.5172 + 3.84v q2 8.7363

p3 −22.6624 q3 −2.18408

p4 27.7848 + 12.8v

p5 −52.1281

p6 31.0395

p7 −9.54038

p8 1.19255

4.6.1 Nombre des équilibres intérieurs

Pour l’ensemble des valeurs des paramètres (4.21), on calcule les coefficients pi, i =

0, ..., 8 et qi, i = 0, 1, 2, 3 de P(x) et Q(x) respectivement, définis dans (4.12) comme il

est indiqué dans le tableau 4.1. Le polynôme Q(x) admet une racine positive unique

x̄1 ≈ 3.8701. Donc, par la proposition 4.4.1, le nombre exact des équilibres intérieurs

de (4.4) est m = µ(0) − µ(x̄1). Un code Matlab basé sur l’algorithme Euclidien est

développé pour calculer ce nombre, pour 0 < v ≤ 5, et les résultats sont représentés

sur la figure 4.1. On observe que pour 0 < v < vc ≈ 1.436, il y a deux équilibres

intérieurs, et pour vc < v ≤ 5, il n’y a pas d’équilibres intérieurs. La figure 4.2 illustre les

coordonnées biologiques des deux équilibres intérieurs Xe1 et Xe2 par rapport au profit

économique v, montrant que les deux équilibres coïncident lorsque v = vc ≈ 1.436, mais

ils disparaissent pour v > vc.

4.6.2 Stabilité locale des équilibres intérieurs

Nous analysons la stabilité locale des deux équilibres Xe1 et Xe2 dans l’intervalle

d’existence Iv =]0, vc[. On calcule la trace Tr et le déterminant Det de la matrice Jaco-

bienne A aux deux équilibres intérieurs, comme le montre la figure 4.3.

– Pour le deuxième équilibre Xe2, on observe que Tr(A(Xe2)) ≥ 0 et

Det(A(Xe2)) ≤ 0 pour toute v ∈ Iv, indiquant que Xe2 est toujours un point selle

instable.

– Pour le premier équilibre Xe1, on observe que Tr(A(Xe1)) change sa signe et
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Figure 4.1 – Nombre des équilibres intérieurs du système (4.4) par rapport au profit

économique v, pour 0 < v ≤ 5.
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Figure 4.2 – Les coordonnées biologiques xe, ye des deux équilibres intérieurs Xe1 et Xe2

par rapport au profit économique v.

Det(A(Xe1)) > 0 et ∆Xe1 < 0 pour toute v ∈ Iv, indiquant que Xe1 est toujours

un foyer qui modifie sa propriété de stabilité. La figure 4.4 illustre Tr(A(Xe1)) par

rapport au profit économique v montrant que Xe1 est un foyer localement stable

pour 0 < v < v∗1 ≈ 0.9596 ou 1.4147 ≈ v∗2 < v < vc, et un foyer instable pour

v∗1 < v < v∗2.
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Figure 4.3 – Représentation de la trace Tr et le déterminant Det de la matrice Jacobienne

A aux deux équilibres intérieurs Xe1 et Xe2 pour v ∈ Iv.
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Figure 4.4 – Représentation des discriminants de Xe1 et Xe2 et la trace Tr(A(Xe1)) par

rapport au profit économique v.

4.6.3 Bifurcation de Hopf à travers les équilibres intérieurs

Tant que Det(A(Xe2)) ≤ 0 pour toute v ∈ Iv, la bifurcation de Hopf n’est pas effectué

à travers le deuxième équilibre intérieur, donc nous étudions la bifurcation de Hopf

uniquement à travers le premier équilibre intérieur Xe1. D’après l’étude de stabilité

locale, il y a deux bifurcations possibles de Hopf à v = v∗1 et à v = v∗2. Nous sommes

concentrés sur la bifurcation de Hopf à v = v∗1.

Afin de déterminer les valeurs de bifurcation de Hopf de haute précision v∗1 à travers

Xe1, nous résolvons numériquement l’équation (4.19). Tout d’abord, nous définissons
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la fonction

h(v) =
s(pye(v) − c)2

pN
− v,

donc (4.19) peut être écrit comme

h(v) = 0, (4.22)

pour approcher sa solution nous développons un code Matlab basé sur la méthode de

bissection appliquée à l’intervalle I0 = [0.9, 1].

On a h(0.9).h(1) ≈ −6.6 × 10−4 < 0, il en résulte que (4.22) admet au moins une

solution dans I0. Nous choisissons une erreur maximale ε = 10−13, alors, on obtient

v∗1 ≈ 0.959607613852853.On substitue dans (4.20) on trouveσ ≈ 0.0232833778979292 > 0

qui satisfait le cas 1 du Théorème 4.5.1. Alors, le système (4.4) subit une bifurcation de

Hopf souscritique à travers Xe1 à v = v∗1 , où Xe1 est localement asymptotique stable

pour v proche de v∗1 avec v < v∗1 et il est entouré par un cycle limite instable bifurquant

comme il est illustré sur la figure 4.5. Xe1 devient un centre pour v = v∗1 comme le

montre la figure 4.6. Finalement, Xe1 est un foyer instable pour v proche de v∗1 avec

v > v∗1 comme le montre la figure 4.7.

Figure 4.5 – Évolution temporelle des proies x, et le portrait de phase du système (4.4)

pour v = 0.955 < v∗1, montrant le comportement stable du premier point d’équilibre

positif Xe1(v) aux conditions initiales x0 = xe + 0.22, y0 = ye, E0 = Ee, entouré par un

cycle limite instable bifurquant γ et un comportement instable à l’extérieur de γ.

Remarque 4.2. Par rapport aux systèmes proposés dans [57, 56, 59] dans lesquels la croissance

des proies ou des prédateurs est de type logistique. De plus, la réponse fonctionnelle est supposé

de type Holling II ou de Beddington-DeAngelis. Notre modèle considère la croissance logistique
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Figure 4.6 – Évolution temporelle des espèces x, y, l’effort de récolte E et le portrait de

phase du système (4.4), pour v ≈ v∗1, indiquant que Xe1(v∗1) est un centre entouré d’une

bande de cycles continus.

Figure 4.7 – Évolution temporelle des espèces x, y, l’effort de récolte E et la trajectoire

de phase du système (4.4) représentant un comportement instable du point d’équilibre

positif Xe1(v) pour v = 0.961 > v∗1 aux conditions initiales x0 = xe +0.02, y0 = ye, E0 = Ee.

pour les deux espèces de proies et de prédateurs. De plus, la réponse fonctionnelle utilisé est de

type Holing III, ce qui rend notre modèle plus réaliste, en outre, il se concentre sur l’intérêt

économique de l’effort de récolte commerciale sur les prédateurs. Un autre avantage est que le

modèle proposé possède des équilibres intérieurs multiples, ça veut dire que dans la théorie du

contrôle, les pêcheurs ont plusieurs possibilités et chances pour stabiliser l’écosystème au point

d’équilibre intérieur qui représente sa performance idéale.
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4.7 Conclusion

Ce chapitre traite un nouveau modèle bio-économique de type proie-prédateur avec

la récolte des prédateurs. Ce modèle, comme tous les modèles, est une abstraction de

la réalité. On a supposé que les revenus économiques positifs étaient responsables de

la stabilité de ce modèle proposé. L’analyse de stabilité a révélé que lorsque le profit

économique v est inférieure à la valeur de bifurcation v∗1, les deux espèces convergent

vers leur état stationnaire et elles coexistent au cours du temps. De plus, il est démontré

que lorsque le profit économique est égal ou supérieur à la valeur de bifurcation, l’état

de la population des proies, la population des prédateurs et l’effort de récolte sera

instable, ce qui peut entraîner un déséquilibre de l’écosystème. L’étude nous permet

de prendre en compte qu’il est nécessaire de garder le profit économique de la récolte

à un niveau idéal afin de maintenir le développement durable de l’écosystème proie-

prédateur.
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Annexe A

Annexe

A.1 Démonstration du théorème 4.5.1

Afin d’explorer la direction de la bifurcation de Hopf dans le système (4.15) selon

[13, 49] lorsque v = v∗, X = Xe, on doit diriger la forme normale de ce système comme

suit : 
ẏ1 = ω∗y2 + 1

2a1
11y2

1 + a1
12y1y2 + 1

2a1
22y2

2 + 1
6a1

111y3
1

+ 1
2a1

112y2
1y2 + 1

2a1
122y1y2

2 + 1
6a1

222y3
2 + O(| Y |4),

ẏ2 = −ω∗y1 + 1
2a2

11y2
1 + a2

12y1y2 + 1
2a2

22y2
2 + 1

6a2
111y3

1

+ 1
2a2

112y2
1y2 + 1

2a2
122y1y2

2 + 1
6a2

222y3
2 + O(| Y |4).

(A.1)

où ω∗ := ω(v∗) =

√
2abdyex3

e

(x2
e + d)3

.

On peut prouver que le système (4.16) avec v = v∗, X = Xe est de la forme :

ẏ1 = f1y1(v
∗,Xe)y1 + f1y2(v∗,Xe)y2 + 1

2 f1y1 y1(v
∗,Xe)y2

1

+ f1y1 y2(v∗,Xe)y1y2 + 1
2 f1y2 y2(v∗,Xe)y2

2 + 1
6 f1y1 y1 y1(v

∗,Xe)y3
1

+ 1
2 f1y1 y1 y2(v∗,Xe)y2

1y2 + 1
2 f1y1 y2 y2(v∗,Xe)y1y2

2

+ 1
6 f1y2 y2 y2(v∗,Xe)y3

2 + O(| Y |4),

ẏ2 = f2y1(v
∗,Xe)y1 + f2y2(v∗,Xe)y2 + 1

2 f2y1 y1(v
∗,Xe)y2

1

+ f2y1 y2(v∗,Xe)y1y2 + 1
2 f2y2 y2(v∗,Xe)y2

2 + 1
6 f2y1 y1 y1(v

∗,Xe)y3
1

+ 1
2 f2y1 y1 y2(v∗,Xe)y2

1y2 + 1
2 f2y1 y2 y2(v∗,Xe)y1y2

2

+ 1
6 f2y2 y2 y2(v∗,Xe)y3

2 + O(| Y |4).

(A.2)
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Dans la suite, on va calculer les coefficients du système paramétrique (A.2). On dérive

DX f1(v,X) =

(
r
(
1 −

x
K

)
−

axy
x2 + d

+ x
(
−

r
K

+
ay(x2

− d)
(x2 + d)2

)
,−

ax2

x2 + d
, 0

)
,

DX f2(v,X) =

(
2bdxy

(x2 + d)2 , s
(
1 −

y
N

)
+

bx2

x2 + d
+

pEey
pye − c

− E

+y
(
−

s
N

+
pEe

pye − c

)
,−y

)
,

DXg(v,X) =

(
0,Ep −

2p2Eey
pye − c

+
pEec

pye − c
, py − c

)
,

Dϕ(v,Y) =
(
Dy1ϕ(v,Y),Dy2ϕ(v,Y)

)
,

=

 DXg(v,X)

UT
0


−1  0

I2

 ,
=


1 0

0 1

0 1
py−c

(
−Ep +

2p2Ee y
pye−c −

pEec
pye−c

)
 . (A.3)

Par conséquent

f1y1(v,X) = DX f1(v,X)Dy1ϕ(v,Y) = r
(
1 −

x
K

)
−

axy
x2 + d

+ x
(
−

r
K

+
ay(x2

− d)
(x2 + d)2

)
,

f1y2(v,X) = DX f1(v,X)Dy2ϕ(v,Y) = −
ax2

x2 + d
,

f2y1(v,X) = DX f2(v,X)Dy1ϕ(v,Y) =
2bdxy

(x2 + d)2 ,

f2y2(v,X) = DX f2(v,X)Dy2ϕ(v,Y) = s
(
1 −

y
N

)
+

bx2

x2 + d
+

pEey
pye − c

− E

+ y
(
−

s
N

+
pEe

pye − c

)
−

y
py − c

(
−Ep +

2p2Eey
pye − c

−
pEec

pye − c

)
. (A.4)

On substitue v∗ et Xe dans les équations (A.4), on obtient

f1y1(v
∗,Xe) = 0, f2y2(v

∗,Xe) = 0, f1y2(v
∗,Xe) = −

ax2
e

x2
e + d

,

f2y1(v
∗,Xe) =

2bdxeye

(x2
e + d)2

. (A.5)
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Au niveau des équations (A.4), on peut déduire que :

DX f1y1(v,X) =

(
2
(
−

r
K

+
ay(x2

− d)
(x2 + d)2

)
+

2ayx2(3d − x2)
(x2 + d)3 ,−

2axd
(x2 + d)2 , 0

)
,

DX f1y2(v,X) =

(
−

2axd
(x2 + d)2 , 0, 0

)
,

DX f2y1(v,X) =

(
2bdy(d − 3x2)

(x2 + d)3 ,
2bdx

(x2 + d)2 , 0
)
,

DX f2y2(v,X) =

 2bdx
(x2 + d)2 ,−

2s
N
−

Epc
(py − c)2 +

pEec2

(py − c)2(pye − c)
,

py
py − c

− 1

 . (A.6)

D’après les équations (A.3) et (A.6), on trouve :

f1y1 y1(v,X) = DX f1y1(v,X)Dy1ϕ(v,Y) = 2
(
−

r
K

+
ay(x2

− d)
(x2 + d)2

)
+

2ayx2(3d − x2)
(x2 + d)3 ,

f1y1 y2(v,X) = DX f1y1(v,X)Dy2ϕ(v,Y) = −
2axd

(x2 + d)2 ,

f1y2 y1(v,X) = DX f1y2(v,X)Dy1ϕ(v,Y) = −
2axd

(x2 + d)2 ,

f1y2 y2(v,X) = DX f1y2(v,X)Dy2ϕ(v,Y) = 0,

f2y1 y1(v,X) = DX f2y1(v,X)Dy1ϕ(v,Y) =
2bdy(d − 3x2)

(x2 + d)3 ,

f2y1 y2(v,X) = DX f2y1(v,X)Dy2ϕ(v,Y) =
2bdx

(x2 + d)2 ,

f2y2 y1(v,X) = DX f2y2(v,X)Dy1ϕ(v,Y) =
2bdx

(x2 + d)2 ,

f2y2 y2(v,X) = DX f2y2(v,X)Dy2ϕ(v,Y) = −
2s
N
−

2pcE
(py − c)2 +

2p2Eecy
(py − c)2(pye − c)

. (A.7)

On substitue v∗ et Xe dans les équations (A.7), on obtient :

f1y1 y1(v
∗,Xe) =

2ayex2
e (3d − x2

e )
(x2

e + d)3
,

f1y1 y2(v
∗,Xe) = f1y2 y1(v

∗,Xe) = −
2adxe

(x2
e + d)2

,

f2y1 y2(v
∗,Xe) = f2y2 y1(v

∗,Xe) =
2bdxe

(x2
e + d)2

,

f2y1 y1(v
∗,Xe) =

2bdye(d − 3x2
e )

(x2
e + d)3

,

f2y2 y2(v
∗,Xe) = −

2spye

N(pye − c)
,

f1y2 y2(v
∗,Xe) = 0. (A.8)
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D’après les équations (A.7), on a :

DX f1y1 y1(v,X) =

(
24adyx(d − x2)

(x2 + d)4 ,
2ad(3x2

− d)
(x2 + d)3 , 0

)
,

DX f1y1 y2(v,X) = DX f1y2 y1(v,X) =

(
2ad(3x2

− d)
(x2 + d)3 , 0, 0

)
,

DX f1y2 y2(v,X) = (0, 0, 0) ,

DX f2y1 y1(v,X) =

(
24bdyx(x2

− d)
(x2 + d)4 ,

2bd(d − 3x2)
(x2 + d)3 , 0

)
,

DX f2y1 y2(v,X) = DX f2y2 y1(v,X) =

(
2bd(d − 3x2)

(x2 + d)3 , 0, 0
)
,

DX f2y2 y2(v,X) =

(
0,

4p2cE
(py − c)3 +

2p2cEe

(py − c)2(pye − c)
,−

2pc
(py − c)2

)
. (A.9)

On substitue v∗,Xe dans les équations (A.3) et (A.9), on trouve :

DX f1y1 y1(v∗,Xe) =

(
24adyexe(d − x2

e )

(x2
e + d)4

,
2ad(3x2

e − d)
(x2

e + d)3
, 0

)
,

DX f1y1 y2(v∗,Xe) = DX f1y2 y1(v∗,Xe) =

(
2ad(3x2

e − d)
(x2

e + d)3
, 0, 0

)
,

DX f1y2 y2(v∗,Xe) = (0, 0, 0) ,

DX f2y1 y1(v∗,Xe) =

(
24bdyexe(x2

e − d)

(x2
e + d)4

,
2bd(d − 3x2

e )
(x2

e + d)3
, 0

)
,

DX f2y1 y2(v∗,Xe) = DX f2y2 y1(v∗,Xe) =

(
2bd(d − 3x2

e )
(x2

e + d)3
, 0, 0

)
,

DX f2y2 y2(v∗,Xe) =

(
0,

6p2cEe

(pye − c)3 ,−
2pc

(pye − c)2

)
,

Dϕ(v∗, 0) =
(
Dy1ϕ(v∗, 0), Dy2ϕ(v∗, 0)

)
=


1 0

0 1

0 0

 . (A.10)

D’après les équations (A.10), on a :

f1y1 y1 y1(v∗,Xe) =
24adyexe(d − x2

e )

(x2
e + d)4

,

f2y1 y1 y1(v∗,Xe) =
24bdyexe(x2

e − d)

(x2
e + d)4

,

f2y2 y2 y2(v∗,Xe) =
6p2cEe

(pye − c)3 ,

f1y1 y2 y1(v∗,Xe) = f1y2 y1 y1(v∗,Xe) = f1y1 y1 y2(v∗,Xe) =
2ad(3x2

e − d)
(x2

e + d)3
,

f2y1 y1 y2(v∗,Xe) = f2y1 y2 y1(v∗,Xe) = f2y2 y1 y1(v∗,Xe) =
2ad(d − 3x2

e )
(x2

e + d)3
,

f1y2 y2 y1(v∗,Xe) = f1y2 y2 y2(v∗,Xe) = f1y1 y2 y2(v∗,Xe) = f1y2 y1 y2(v∗,Xe) = 0,

f2y1 y2 y2(v∗,Xe) = f2y2 y1 y2(v∗,Xe) = f2y2 y2 y1(v∗,Xe) = 0. (A.11)
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Selon les équations (A.2), (A.5), (A.8) et (A.11), le système paramétrique du système

(4.16) avec v = v∗,X = Xe peut être écrit comme suit :

ẏ1 = −
ax2

e

d + x2
e

y2 +
ayex2

e (3d − x2
e )

(d + x2
e )3

y2
1 −

2axed
(d + x2

e )2
y1y2 +

4adxeye(d − x2
e )

(d + x2
e )4

y3
1

+
ad(3x2

e − d)
(d + x2

e )3
y2

1y2 + O(| Y |4),

ẏ2 =
2bdxeye

(d + x2
e )2

y1 +
bdye(d − 3x2

e )

(d + x2
e )3

y2
1 +

2bdxe

(d + x2
e )2

y1y2 −
spye

N(pye − c)
y2

2

+
4bdxeye(x2

e − d)

(d + x2
e )4

y3
1 +

bd(d − 3x2
e )

(d + x2
e )3

y2
1y2 +

p2cEe

(pye − c)3 y3
2 + O(| Y |4).

(A.12)

D’après la comparaison avec la forme normale (A.2), il faut normaliser le système

paramétrique (A.12) avec la transformation linéaire non singulière suivante : y1

y2

 = P

 u1

u2

 ,
où P =


ax2

e

x2
e + d

0

0 −ω∗

 , U = (u1,u2)T. Pour simplifier, on utilise Y au lieu de U. Donc,

la forme normale du système (4.15) avec v = v∗ et X = Xe est de la forme :

ẏ1 = ω∗y2 +
a2x4

e ye(3d − x2
e )

(d + x2
e )4

y2
1 +

2adxeω∗

(d + x2
e )2

y1y2

+
4da3x5

e (d − x2
e )

(d + x2
e )6

y3
1 −

a2dω∗x2
e (3x2

e − d)
(d + x2

e )4
y2

1y2 + O(| Y |4),

ẏ2 = −ω∗y1 −
axeω∗(d − 3x2

e )
2(d + x2

e )2
y2

1 +
ω∗

2

ye
y1y2 +

spyeω∗

N(pye − c)
y2

2

−
2a2x4

eω
∗(x2

e − d)
(d + x2

e )4
y3

1 +
axeω∗

2(d − 3x2
e )

2(d + x2
e )2

y2
1y2 +

p2cEeω∗
2

(pye − c)3 y3
2

+O(| Y |4).

(A.13)

Selon la théorie de la bifurcation de Hopf [13], la direction de la bifurcation de Hopf est

déterminée par le signe de σ donné par :

16σ = 1
ω∗

{
a1

11

(
a2

11 − a1
12

)
+ a2

22

(
a2

12 − a1
22

)
+

(
a2

11a2
12 − a1

12a1
22

)}
+

(
a1

111 + a1
122 + a2

112 + a2
222

)
,

=
6a3x5

e (d−x2
e )

(d+x2
e )

6

(
−ye(3d − x2

e ) + 4d
)

+
2spω∗

2

N(pye−c) +
6p2cEeω∗

2

(pye−c)3 . (A.14)
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A.2 Règle de signes de Descartes [51]

La règle de Descartes fournit une limite supérieure pour les racines positives d’un

polynôme réel donné. Soit {a0, a1, ..., an} une suite finie de nombres réels. On dit qu’un

changement de signe se produit entre les éléments ak et am, lorsque 0 ≤ k < m ≤ n, si :

akam < 0,

et de plus, si m = k + 1 ou m > k + 1 et

al = 0, k < l < m.

Le nombre total de changements de signe qui se produisent entre les éléments d’une

suite est appelé le nombre de changements de signe de la suite.

Exemple A.2.1. La suite {1, 0, 2,−3, 0, 0, 2, 1, 2, 2, 0, 0} a deux changements de signe.

Lemme A.2.1. Soit 0 ≤ k < m ≤ n avec akam , 0. Le nombre de changement de signe de

la suite {ak, ak+1, ..., am} est pair (peut être 0) si akam > 0, est impair (ainsi, au moins un) si

akam < 0.

A.3 L’algorithme Euclidien [51]

Si P0 et P1 sont deux polynômes quelconques avec des coefficients complexes diffé-

rents du polynôme nul, nous pouvons par l’algorithme de division longue usuelle de

déterminer les polynômes Q1 et P2 tel que identiquement dans z :

P0(z) = P1(z)Q1(z) − P2(z),
(
identiquement par rapport à z

)
(A.15)

où P2 est un polynôme nul ou bien son degré est inférieur au degré de P1. Les polynômes

Q1 et P2 sont déterminés uniquement par P0 et P1. Le polynôme −P2 s’appelle le reste

de la division de P0 par P1.

Si le degré de P2 reste positif, on peut également définir −P3 comme le reste lorsque

P1 est divisé par P2, etc. Puisque les degrés des restes successifs décroissent toujours,

il faut arriver en un nombre fini de pas à un point où le reste est nul. Ce processus

algébrique est connu sous le nom d’algorithme Euclidien. Il fournit une suite finie de
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polynômes liés par les relations :

P0(z) = Q1(z)P1(z) − P2(z),

P1(z) = Q2(z)P2(z) − P3(z),

· · ·

Pk−1(z) = Qk(z)Pk(z) − Pk+1(z),

· · ·

Pm−1(z) = Qm(z)Pm(z).

(A.16)

Par définition, le polynôme Pm n’est pas le polynôme nul. Si Pm n’est pas constante, une

induction montre que Pm est un facteur de tous les polynômes précédents Pm−1, ...,P0.

(D’autre part, les équations (A.16) montrent que tout facteur commun de P0 et P1 est

également un facteur de tous les polynômes ultérieurs et donc de Pm. Il en résulte

que Pm contient tous les facteurs communs de P0 et P1.) Par conséquent, les fonctions

fk := Pk/Pm sont à nouveau des polynômes.

Théorème A.3.1. Soit P un polynôme réel tel que P . 0, et soit P0,P1, ...,Pm la suite de

polynômes générée par l’algorithme Euclidien (A.16) en partant de P0 := P, P1 := P′ . Donc,

pour tout intervalle réel
[
α, β

]
tel que P(α)P(β) , 0, P admet exactement v(α) − v(β) racines

distincts dans
[
α, β

]
, où v(x) représente le nombre de changements de signe dans la suite {Pi(x)}.

Le nombre complexe z0 est une racine de multiplicité k de P si et seulement s’il est une racine

de multiplicité k − 1 de Pm. Ainsi, toutes les racines de P dans l’intervalle
[
α, β

]
sont simples si

et seulement si Pm n’admet pas une racine dans
[
α, β

]
.

Exemple A.3.1. Déterminer le nombre de racines du polynôme suivant dans l’intervalle [0, 2] :

x6
− 2x5 + 3x4

− 4x3 + 3x2
− 2x + 1.

Solution : la règle des signes de Descartes nous indique qu’il existe un nombre pair de racines

positives (chaque racine étant comptée avec sa multiplicité). L’algorithme Euclidien fournit

(jusqu’à les facteurs constants positifs) la suite de polynômes suivante :

x6
− 2x5 + 3x4

− 4x3 + 3x2
− 2x + 1,

3x5
− 5x4 + 6x3

− 6x2 + 3x − 1,

−x4 + 3x3
− 3x2 + 3x − 2,

−x3 + x2
− x + 1,

0.

(A.17)

La suite de signes à x = 0 est + − −+ et v(0) = 2, à x = 2 elle est + + −− et v(2) = 1. Donc, le

nombre de racines distincts dans [0, 2] égale à v(0)−v(2) = 1. Puisque P3(x) = −x3 + x2
−x + 1

97



n’est pas constant, donc une racine peut avoir une multiplicité k > 1. Pour déterminer k, on

applique l’algorithme Euclidien à P3 et P′3 (jusqu’à un facteur constant positif) :

−x3 + x2
− x + 1,

−3x2 + 2x − 1,

x − 2,

−1.

(A.18)

On trouve v(0)− v(2) = 1, donc P3 admet une racine dans [0, 2] ce qui est simple car le dernier

polynôme non nul de la suite {Pi} est constant, et alors k = 2. En fait, le polynôme original est

de la forme P(x) = (x2 + 1)2(x − 1)2.
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Conclusion générale

Dans cette thèse, nous avons proposé et analysé un nouveau système bio-économique

algébro-différentiel. Nous avons pris la réponse fonctionnelle des prédateurs aux proies

sous une forme qui s’approche à une constante même lorsque la population de proies

augmente. Nous considérons le comportement dynamique du système lorsque seul

le prédateur est soumis à la récolte. Du point de vue biologique, nous ne nous inté-

ressons qu’aux points d’équilibre positifs. Le nombre d’équilibres positifs est étudié

par la règle des signes de Descartes et il est calculé numériquement à l’aide d’un code

Matlab qui a été développé par l’algorithme Euclidien. Les résultats obtenus ont mon-

tré que le système proposé a un nombre pair d’équilibres positifs entre 0 et 8. Cela

donne une importance particulière au système proposé car la diversité des équilibres

positifs donne plus d’occasions en théorie du contrôle pour choisir le point qui repré-

sente la performance idéale de l’écosystème. La stabilité locale des équilibres intérieurs

est déterminé en analysant leur équation caractéristique correspondante et l’exemple

numérique proposé a montré que le système a deux équilibres intérieurs, l’un d’eux

est un point selle instable et l’autre est un foyer qui change sa propriété de stabilité

lors de la variation du revenu économique v. De plus, l’analyse de bifurcation d’un

seul paramètre est effectuée par rapport au revenu économique. On a supposé que les

revenus économiques positifs étaient responsables de la stabilité du modèle proposé.

L’analyse de stabilité a révélé que lorsque le profit économique v est inférieur à la

valeur de bifurcation v∗1, les deux espèces convergent vers leur état stationnaire et elles

coexistent au cours du temps. De plus, on a démontré que lorsque le profit économique

est supérieur à la valeur de bifurcation, l’état de la population des proies, la population

des prédateurs et l’effort de récolte sera instable, cela pourrait conduire à grave dés-

équilibre dans l’écosystème. L’étude proposée nous permet de mettre en évidence qu’il

est important pour le gouvernement d’ajuster les revenus et d’élaborer des stratégies

bénéfiques pour soutenir, encourager et améliorer la pêche ou atténuer les émissions

afin que la communauté puisse être conduite à des états stables qui mèneront à la survie

et à la croissance durable de l’écosystème proie-prédateur. Dans les prochains travaux,
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on va améliorer notre modèle en introduisant plusieurs aspects tels que les délais qui

rendraient le modèle plus réaliste. Nous devrions incorporer la structure par l’âge aux

modèles où la population de prédateurs peut être séparée en adolescents et adultes et

seuls les adultes peuvent être capturés par les pêcheurs, ce qui est économiquement

faisable. En outre, d’autres types de bifurcations telles que la bifurcation transcritique

et la bifurcation induite par la singularité seront étudiées dans les futurs travaux.
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