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 التلخيص:

 المذكرة بدراسة مشكل التعايش بين بعض أنواع التزامن المتعلقة بالأنظمة   هذه ينهتم ف     

الفوضوية ذوات رتب اشتقاق كسرية.الديناميكية   

ا الهدف  قمنا بداية بذكر المفاهيم الأساسية المتعلقة بالأنظمة الدينامكيةذهمن أجل تحقيق        

كما تطرقنا إلى ظاهرة الفوضى بذكر مميزاتها و الطرق المؤدية إليها, وبعد ذلك تطرقا إلى   

موضوع الحساب التفاضلي الكسرى حيث عالجنا الحلول الجلية للمعادلات التفاضلية الخطية  

 رتب الاشتقاق الكسرية , أما المعادلات التفاضلية غير الخطية  فقمنا بإعطاء حلول عددية تذا

استعمال الطرق المطروحة . ب  

أخيرا قمنا بمعالجة الموضوع الأساسي للمذكرة وتمثل في دراسة التعايش لبعض أنواع التزامن 

بتطبيق طريقة المحرك المستمر مع الاستشهاد بمثال عددي لتأكيد النتائج النظرية 

 المدروسة.          

  الكلمات المفتاحية:

الكسرية, الحساب التفاضلي الكسرى,مشتقة كسرية بالتجاه  الأنظمة الديناميكية الفوضوية 

                                                   رالمزامنة,التعايش,المحرك المستم,  كابيتو



Résumé : 

    Dans ce mémoire, nous nous intéressons à l’étude du problème de la 

coexistence entre certains types de synchronisation   des systèmes 

dynamiques fractionnaires et chaotiques. 

    Pour atteindre cet objectif, nous commençons par mentionner quelques 

concepts et caractéristiques de base relatifs aux systèmes dynamiques, 

ainsi que le chaos en mentionnant ses avantages et les voies qui y 

conduisent. Nous abordons ensuite la question du calcul fractionnel et 

nous présentons des éléments importants, Méthodes de solution analytique 

et numérique. Nous étudions les conditions de stabilité des solutions. 

    La dernière partie est consacrée à la présentation d’un nouveau type de 

synchronisation dit coexistence entre certains types de synchronisation des 

systèmes chaotiques fractionnaires par l’application de la méthode de 

contrôle continu. Des simulations numériques sont effectuées pour tester 

l’efficacité du système de synchronisation proposés. 
 

Mots-clés: 
Les systèmes dynamiques chaotiques fractionnaires, calcul fractionnaire, 

dérivée fractionnel au sens de Caputo, synchronisation, contrôle continu, 

coexistence.  
 



                                                            Abstract: 
    In this work, we are interested in studying the problem of co-

existence between some types of synchronization of fractional chaotic 

dynamic systems. 

   In order to achieve this goal, we started by mentioning some basic 

concepts and characteristics related to dynamic systems. We also 

referred to the phenomenon of chaos by mentioning its advantages and 

the ways leading to it. After that we discussed the subject of    calculus 

fractional and important elements were presented in it, Methods of 

analytical and numerical solution, end study the conditions of stability 

of solutions. 

   In the end, we presented definitions of some types of 

synchronization which we studied to co-exist with the application of 

the continuous control method and confirmation of numerical 

application. 
 

Key words: 
 fractional chaotic dynamic systems, co-existence, calculus fractional, 

continuous control, synchronization,Caputo fractionalDerivative. 
 
 

 



Introduction Générale

La théorie du chaos a été reconnue, à partir des années 1960, grâce aux les tra-

vaux d’un certain nombre des chercheurs (tel que Lorenz [27]), et en raison des

nouveaux outils de calculs (sur les ordinateurs). Dans la littérature, il n’y avait au-

cune définition formelle du chaos. Cependant, les caractéristiques typiques du chaos

incluent la non-linéarité, le déterminisme, la sensibilité aux conditions initiales et l’im-

prévisibilité.

Beaucoup des systèmes dynamiques sont mieux caractérisés par ce comportement dans

les domaines physiques [38], chimiques [35], biologiques [16] et économiques [13], etc.

D’autre part, dans la littérature, on trouve souvent le nom de la dérivation frac-

tionnaire à la généralisation de la dérivation à un ordre arbitraire. Les concepts de

dérivation et d’intégration fractionnaire sont souvent associés aux noms de Riemann-

Liouville.

De très nombreux systèmes ont été présenter par un modèle dynamique d’ordre frac-

tionnaire, basé en général sur la notion de différentiation de l’ordre non entier. L’étude

des systèmes fractionnaires sont, d’une part, considérés comme des systèmes à mé-

moire, notamment pour la prise en compte des conditions initiales, et, d’autre part,

ils présentent une dynamique beaucoup plus complexe. En effet, on a constaté que

beaucoup de vrais systèmes physiques sont mieux caractérisés par des modèles dyna-

miques d’ordres fractionnaires, à savoir les systèmes biologiques [41] et les systèmes

viscoélastiques [4], etc.

Le concept de synchronisation chaotique a été employé pour la première fois

dans les travaux de Yamada et Fujisaka [42] qui ont utilisé une approche locale
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de la synchronisation des systèmes chaotiques. Par la suite Afraimovich et al [2],

ont développé les concepts fondamentales liés à la synchronisation chaotique, et

ultérieurement Pecora et Carroll [7] ont défini la synchronisation des systèmes chao-

tiques qui sont connue sous le nom de synchronisation identique, développée sur

la base de circuits chaotiques couplés entre un système émetteur (maitre) et un sys-

tème récepteur (esclave). Ces travaux ont ouvert la vois des applications du chaos

aux communications sécurisées [33] et cryptologie [21].

Plusieurs concepts de synchronisation ont été proposés dans la littérature, parmi les-

quels on trouve : la synchronisation complète [?], l’anti-synchronisation [37], la syn-

chronisation généralisée [45], la synchronisation projective [29], la synchronisation pro-

jective modifiée [26]. Plusieurs méthodes de contrôle ont été appliquées pour réaliser la

synchronisation, à savoir le système le contrôle continu [18], le contrôle adaptatif [15]

et le contrôle de mode glissant [44].

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit en général dans ce contexte particulier.

Il porte principalement sur la conception d’un nouveaux schéma de synchronisation

dit coexistence entre certains types de synchronisation des systèmes chaotiques frac-

tionnaires. La méthodologie est illustrée par l’intermédiaire des exemples numériques.

La suite de ce mémoire est organisée de la façon suivante :

Le premier chapitre est consacré à l’introduction des éléments fondamentaux asso-

ciés aux systèmes dynamiques et quelques concepts introductifs à la théorie du chaos.

Le deuxième chapitre est consacré aux études des définitions de base du calcul

fractionnaire ainsi que les différentes définitions concernant la stabilité des systèmes

fractionnaires.

Le troisième chapitre est consacré à l’étude de notre travail.

Enfin, ce mémoire est clôturé par une conclusion générale et quelques perspectives.
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Chapitre 1
Systèmes dynamiques et chaos

Dans ce chapitre, nous rappelons les principales notions de base des systèmes

dynamiques. Ensuite, nous présentons un ensemble des définitions sur le thème du

chaos.

3



Chapitre 1 Systèmes dynamiques et chaos

1.1 Systèmes dynamiques

La théorie des systèmes dynamiques est utilisée pour étudier les systèmes phy-

siques, chimique, biologique et économique, etc, qui évoluent au cours du temps. En

générale, nous distinguons deux types du système dynamique à savoir :

• Système dynamique continu.

• Système dynamique discret.

1.1.1 Système dynamique continu

Dans le cas général un système dynamique en temps continu peut être représenté

par un système d’équations différentielles de la forme :

ẋ = f (x, t, q), (1.1)

où x ∈ Rn est le vecteur d’états, q ∈ Rp est le vecteur des paramètres, f : Rn
×R+ ×Rp

est appelé champ de vecteurs sur Rn.

1.1.2 Système dynamique discret

Dans ce cas où le temps est discret, le système dynamique est décrit par

une équation aux différence suivante :

Xk+1 = f (xk, p) k ∈N. (1.2)

Remarque 1.1.

Si la fonction f dépend explicitement du temps, le système (1.1) est dit non-autonome.

Sinon, on dit que le système (1.1) est autonome.

Remarque 1.2.

On peut toujours transformer un système non-autonome en un système autonome, en utilisant

un changement de variable xk+1 = t.

Remarque 1.3.

On dit que le système (1.1) est linéaire si f est linéaire, sinon le système (1.1) est dit non linéaire.
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Chapitre 1 Systèmes dynamiques et chaos

Systèmes conservatifs et Systèmes dissipatifs[32]

Chez les physiciens, un système conservatif est un système qui conserve l’énergie

totale, par contre un système dissipatif est un système qui dissipe de l’énergie. Donc le

premier possède une intégrale première (ou constante) du mouvement, et l’autre pos-

sède au moins un terme dépendant de la vitesse. Mais n’oublions pas que les systèmes

considérés sont des systèmes déterministes, alors pour préciser cette définition, on ar-

rive à dire qu’un système déterministe est conservatif, si et seulement si la dynamique

du système associée à chaque condition initiale x0 un et un seul état final x(t).

1.1.3 Flot, Point fixe et Portrait de phase

Dans la suite on limite notre étude sur les systèmes dynamiques autonomes en

temps continue de la forme suivante

ẋ = f (x); x ∈ Rn, f ∈ Cr(U), U ⊆ Rn. (1.3)

Pour assurer que le système (1.3) a une solution unique, nous rappelons le théorème

suivant :

Théorème 1.1.1. (Théorème de Cauchy-Lipschitz)

Considérons l’équation différentielle (1.3), où f est une fonction continu et localement lipschit-

zienne sur un domaine U de Rn et a valeur dans Rn.

Alors, pour tout x0 ∈ U, il existe une solution maximale unique de (1.3) satisfaisante

x(0) = x0.

5



Chapitre 1 Systèmes dynamiques et chaos

Flot

Définition 1.1.1. [10]

Soit x(x0, t), x0 ∈ U, une solution de (1.3) avec une condition initiale x(0) = x0.

On appelle flot de (1.3), l’application φt satisfaisante les propriétés suivantes :

(i) φt(x0) est de classe Cr,

(ii) φ0(x0) = x0,

(iii) φt(φs(x0))=φt+s(x0).

Dans le cas ou le système est linéaire, c’est à dire :

ẋ = Ax, (1.4)

le flot est donné par :

φ(t) = x0eAt. (1.5)

Figure 1.1 – Représentation du flot

Point fixe

Définition 1.1.2.

On dit que le point x∗ est un point fixe (point critique, point singulier, ou point stationnaire )

du système (1.3), lorsqu’il vérifie la relation suivante :

f (x∗) = 0, (1.6)

si non x∗ est un point ordinaire.

6



Chapitre 1 Systèmes dynamiques et chaos

Définition 1.1.3.

On dit que le point ordinaire x∗ est un point périodique, s’il existe un nombre T > 0 vérifie

φ(T, x∗) = x∗. (1.7)

Définition 1.1.4.

On dit que le point ordinaire x∗ est récurrent, si pour tout T ∈ R il existe t > T pour tout

voisinage V de x∗, φ(t, x∗) ∈ V.

Portrait de phase

Définition 1.1.5.

Un portrait de phase est une représentation géométrique des trajectoires d’un système dynamique

dans l’espace des phase( ou bien un ensemble des orbites fléchées).(Figure(1.2)[34])

Figure 1.2 – Des portraits de phase dans R, R2, R3.
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Chapitre 1 Systèmes dynamiques et chaos

1.1.4 Attracteurs et bassin d’attraction

Ensemble α-limite et ω-limite

Définition 1.1.6. [40]

1. Un point a ∈ U est un point ω-limite d’une trajectoire φ(., x0) du système (1.3), s’il existe

une suite (tn)→ +∞ quand n→ +∞, tel que :

lim
n→+∞

φ(tn, x0) = a. (1.8)

2. De même, un point b ∈ U est un point α-limite d’une trajectoire φ(., x0) du (1.3), s’il existe

une suite (tn)→ −∞, quand n→ +∞, tel que :

lim
n→+∞

φ(tn, x0) = b. (1.9)

Ensemble invariant

Définition 1.1.7. [24]

Un ensemble invariant d’un système dynamique (T,X, φt) est une sous ensemble S ⊂ X, tel que

x0 ∈ S implique que φt(x0) ∈ S pour tout t ∈ T.

Attracteur

Définition 1.1.8. [10]

Soit A un ensemble compact de l’espace des phases. On suppose que A est un ensemble invariant,

i.e

Φt(A) = A, pour tout t. (1.10)

On dit que A est stable si pour tout voisinage U de A, il existe un voisinage V de A, tel que

toute solution x(x0, t) = ϕ(x0) restera dans U, si x0 ∈ V. De plus, si :⋂
t≥0

ϕ(V) = A, (1.11)

et s’il existe une orbite dense dans A, alors A est un attracteur.

Bassin d’attraction

On appelle bassin d’attraction de A et on note Att(A) l’ensemble des points attirés

par A.
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Chapitre 1 Systèmes dynamiques et chaos

Proposition 1.1.1.

Un attracteur d’un système dynamique vérifie les conditions suivantes :

1. A un ensemble invariante.

2. A admet un orbite dense.

3. La réunion de deux attracteurs n’est pas un attracteur.

Types des attracteurs

On distingue deux types d’attracteurs : régulier et étrange (chaotique).

Attracteur régulier

Ce type d’attracteur caractériser l’évolution a long terme des systèmes dynamiques

non chaotiques. Il existe trois types distincts (La figure (1.3)) :

•Le point fixe :

C’est le cas le plus simple et courant, il est représente par une solution constante (un

point) dans l’espace des phases.

• Le cycle limite :

C’est un trajectoire fermé dans l’espace des phases qui attire les trajectoires,et est une

solution périodique.

•L’attracteur quasi-périodique (Tore) :

représente les mouvements résultant de deux ou plusieurs oscillations indépendantes.[6]

Attracteurs étrange

Sont bien plus complexe que les autres, et caractériser l’évolution des systèmes

chaotiques.

A titre de l’exemple, on prend le système de lorenz[39] qui représente par la figure (1.4)

suivante : 
ẋ = σ(y − x),

ẏ = (r − σ)x + ry − xz,

ż = xy − bz.

9



Chapitre 1 Systèmes dynamiques et chaos

Figure 1.3 – Point fixe, Cycle limite, Tore.
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Figure 1.4 – L’attracteur de Lorenz pour sigma=10,r=28,b=8/3.

1.2 Le chaos

1.2.1 Caractéristiques du chaos

Dans cette section, nous nous limitons à définir brièvement le phénomène chaotique

apparaissant dans un système non linéaire dynamique déterministe.

10



Chapitre 1 Systèmes dynamiques et chaos

Le chaos (ou hyper-chaos) est un phénomène non linéaire qui a été observé dans les

systèmes physiques, mécaniques, médicaux, biologiques, économiques et électriques

[17, 43]. Il existe plusieurs définitions possibles du chaos. Ces définitions ne sont pas

toutes équivalentes, mais elles convergent vers certains points communs caractérisant

ainsi le chaos. Ci-dessous, nous résumons quelques caractéristiques qui permettent de

comprendre les points marquants d’un système chaotique.

La non-linéarité

En effet, Un système linéaire ne peut pas être chaotique.

Sensibilité aux conditions initiales

La sensibilité des trajectoires chaotiques aux conditions initiales est une autre carac-

téristique permettant de reconnaître un comportement chaotique, puisque la plupart

des systèmes chaotiques exhibent la sensibilité aux conditions initiales. En effet, pour

deux conditions initiales arbitraires très voisines initialement ; les deux trajectoires cor-

respondantes à ces données initiales divergent exponentiellement.[6]

Attracteur étrange

Un système chaotique dissipatif possède (au moins) un attracteur d’un type par-

ticulier appelé attracteur étrange. Géométriquement, un tel attracteur peut être décrit

comme le résultat d’opérations d’étirement et de repliement d’un cycle de l’espace des

phases, répétée un nombre infini de fois.[40]

Exposants de Lyapunov

L’évolution d’un flot chaotique est difficile à appréhender, car la divergence des

trajectoires est rapide, c’est pour quoi on utilise les exposants de Lyapunov qui per-

mettent de mesurer la divergence (ou la convergence ) possible entre deux orbites

issues de conditions initiales voisines, et aussi sert à mesurer le degré de la stabilité

et donne une information quantitative sur la sensibilité aux conditions initiales d’un

système chaotique. Le terme λL est appelé exposant de la trajectoire xk = f k(x0), et ne
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Chapitre 1 Systèmes dynamiques et chaos

État Point Dimension Exposents de lyapunov

Point d’équilibre Point 0 λn ≤ · · · ≤ λ1 ≤ 0.

Périodique Cercle 1 λ1 = 0, λn ≤ · · · ≤ λ2 ≤ 0.

Période d’ordre 2 Tore 2 λ1 = λ2 = 0, λn ≤ · · · ≤ λ3 ≤ 0.

Période d’ordre K K-Tore K λ1 = · · · = λk = 0, λn ≤ · · · ≤ λk+1 ≤ 0.

Chaotique Non entier λ1 > 0,
n∑

i=1
λi < 0.

Hyper-chaotique Non entier λ1 > 0, λ2 > 0,
n∑

i=1
λi < 0.

Table 1.1 – Différents comportement d’un tel système dynamique en fonction d’expo-

sants de lyapunov

doit pas être confondu avec λ ou λi, valeur propre d’un système linéaire. λL mesure le

taux moyen de convergence ou de divergence de deux trajectoires issues de conditions

initiales très proches.

1. Si λ < 0, l’orbite est attractive vers un point fixe ou une orbite périodique.

Il caractérise les systèmes dissipatifs. Ce type de système exhibe une stabilité

asymptotique.

2. Si λ = 0, les orbites issues de conditions initiales différentes, gardent

une séparation constante, ni ne convergent, ni divergent l’une par rapport à l’autre.

Un système physique avec un tel exposant est dit conservatif.

3. Si λ > 0, les trajectoires divergentes, l’orbite est chaotique. Intuitivement, cela

reflète la sensibilité aux conditions initiales.

La notion d’exposant de Lyapunov se généralise aux systèmes de dimension, qui pos-

sèdent alors exposants de [6]

Le tableau suivant représente les différents comportement d’un tel système dyna-

mique.(1.1)

1.2.2 Route vers le chaos

On ne sait toujours pas à l’heure actuelle dans quelles conditions un système va

devenir chaotique. Cependant, il existe un certain nombre de scénarios de transition

12



Chapitre 1 Systèmes dynamiques et chaos

vers le chaos[40], qui sont universels. On considère que le système possède un para-

mètres dit "contrôle". Lorsqu’on varie ce paramètre, le système peut passer d’un état

stationnaire à un état périodique, puis au-delà d’un certain seuil, suivre un scénario de

transition et devenir chaotique.

1. l’intermitance vers le chaos :

Un mouvement périodique stable est entrecoupé par des bouffées de turbulence.

Lorsqu’on augmente le paramètre de contrôle, les bouffées de turbulence de-

viennent de plus en plus fréquentes, et finalement, la turbulence domine.

2. Le doublement de période

Qui est caractérisé par une succession de bifurcations fourches. A mesure que la

contrainte augmente, la période d’un système forcé est multipliée par 2, puis par

4, puis par 8, ..., etc ; ces doublements de période sont de plus en plus rapprochés ;

lorsque la période est infinie, le système devient chaotique.

3. La quasi-périodicité

qui intervient quand un deuxième système perturbe un système initialement pé-

riodique. Si le rapport des périodes des deux systèmes en présence n’est pas

rationnel, alors le système est dit quasi-périodique.

1.2.3 Quelques avantages du Chaos

Puisque les systèmes chaotiques ont des trajectoires non périodiques et sont sensible

aux conditions et aux paramètres initiaux, logiquement il peut aussi être les employés

pour cacher des signaux d’informations afin de transmettre ceux-ci d’une manière

sécurisée.
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Chapitre 1 Systèmes dynamiques et chaos

1.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques notions de base sur les systèmes dy-

namiques et quelques concepts de la théorie du chaos. Nous avons également présenté

les différentes caractéristiques intrinsèques aux systèmes chaotiques.
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Chapitre 2
Calcul fractionnaire et stabilité des

systèmes fractionnaires

Depuis plus de trois siècles, un grand nombre de chercheurs se sont concentrés sur

le sujet mathématique du calcul fractionnaire, portant sur les dérivées et les intégrales

d’ordre arbitraire. Par rapport à la théorie classique, les équations différentielles d’ordre

fractionnaire décrivent plus précisément le nombre de systèmes dans les domaines in-

terdisciplinaires, tels que les systèmes viscoélastiques, et des systèmes d’ondes électro-

magnétiques [23, 20]. Dans ce chapitre, nous rappelons quelques notions sur le calcul

fractionnaire. Nous présentons quelques rappels sur les fonctions de Gamma d’Euler et

de Mittag-Leffler et sur les différentes propriétés de la dérivée fractionnaire[36]. Enfin,

nous présentons les solutions analytiques et les solutions numériques des équations

fractionnaires, ainsi que la stabilité de telles équations.
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2.1 Calcul fractionnaire

2.1.1 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma et Bêta d’Euler et de

Mittag-Leffler. Ces fonctions jouent un rôle très important dans la théorie du calcul

fractionnaire.

Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma qui

prolonge

la factoriel aux valeurs non entières.

Définition 2.1.1.

La fonction Gamma d’Euler est définie par l’intégrale suivante :

Γ(α) =

∞∫
0

e−ttα−1dt; α > 0. (2.1)

Propriétés de la fonction Gamma

1. l’une des propriétés de base de la fonction Gamma est satisfaite l’équation sui-

vante :

Γ(z + 1) = zΓ(z). (2.2)

2. La fonction Gamma généralisé la factorielle et Γ(1) = 1, Γ(0) = +∞.

3. Prolongement de Γ(z) pour z < 0 :

Supposons −1 < z < 0 donc 0 < z + 1 < 1, dans ce cas Γ(z + 1) est bien définie par

la formule d’Euler, mais pas Γ(z). Il convient alors de définir Γ(z) par la relation

Γ(z) =
Γ(z + 1)

z
. (2.3)

Et tendon le procédé de proche en proche, ainsi pour −(n − 1) < z < −n (n entier

positif ou nul), on aura

Γ(z) =
Γ(z + n + 1)

z(z + 1) · · · (z + n)
; 0 < z + n + 1 < 1,

Γ(z) est indéfinie pour toutes les entiers négatives.
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Fonction Bêta

Définition 2.1.2.

La fonction Bêta d’Euler est définie par l’intégrale suivante :

β(x, y) =

1∫
0

tx−1(1 − t)y−1dt; x > 0; y > 0. (2.4)

• La relation entre la fonction Bêta d’Euler et la fonction Gamma est donnée par :

β(x, y) =
Γ(x)Γ(y)
Γ(x + y)

. (2.5)

Fonction Mittag-Leffler

La fonction exponentielle, exp(z) a un rôle important dans la théorie des équations

différentielles d’ordre entier. La généralisation de cette fonction à un seul paramètre à

été introduite par G.M.Mittag-leffler est définie par la série :

Eα(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
; α > 0. (2.6)

La fonction de Mittag-leffler avec deux paramétrés α et β est définie par :

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
; α > 0, β > 0. (2.7)

L’utilisation de (2.7) donne :

E1,1(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

∞∑
k=0

zk

k!
= ez. (2.8)

E1,2(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(k + 2)
=

∞∑
k=0

zk

(k + 1)!
=

1
z

∞∑
k=0

zk+1

(k + 1)
=

ez
− 1
z

. (2.9)

E1,3(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(k + 3)
=

∞∑
k=0

zk

(k + 2)!
=

1
z2

∞∑
k=0

zk+2

(k + 2)
=

ez
− 1 − z

z2 . (2.10)

En générale :

E1,m(z) =
1

zm−1

ez
−

m−2∑
k=0

zk

k!

 . (2.11)

• On peut aussi représenter la fonction Mittag-leffler par l’intégrale :

Eα(z) =
1

2π

∫
c

tα−1et

tα − z
dt. (2.12)
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• La dérivée d’ordre n, n = 0, 1, 2 . . ., de la fonction Mittag-leffler à un paramètre est :

E(n)
α (z) =

∞∑
k=0

(k + n)!zk

k!Γ(αk + αn + 1)
. (2.13)

• La dérivée d’ordre n, n=0, 1 , 2 . . . , de la fonction Mittag-leffler à deux paramètres

est :

E(n)
α,β(z) =

∞∑
k=0

(k + n)!zk

k!Γ(αk + αn + β)
. (2.14)

2.1.2 Dérivées fractionnaires

Pour la dérivée fractionnaire, il ya plusieurs approches. Dans cette section, nous

présenterons les plus trois célèbres, parmi elles : la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville, la dérivée fractionnaire de Grünwald-Letnikov et la dérivée fractionnaire de

Caputo.

2.1.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Considérons une fonction f définie pour t > a. Soit

(D−1 f )(t) =

∫ t

a
f (τ)dτ, (D−2 f )(t) =

∫ t

a
(D−1 f )udu =

∫ t

a
(
∫ u

a
f (τ)dτ)du,

en répétant L’intégrale précédente n fois on obtient d’après la formule de Cauchy.

(D−n f )(t) =
1

(n − 1)!

∫ t

a
(t − τ)n−1 f (τ)dτ. (2.15)

En utilisant la fonction Gamma et en remplaçant la valeur n par réel p > 0, on obtient :

aD
−p
t f (t) =

1
Γ(p)

∫ t

a
(t − τ)p−1 f (τ)dτ. (2.16)

Dans (2.15), l’entier n doit satisfaire la condition n > 1.

La condition correspondante pour p est faible, pour l’existence de l’intégrale de

Riemann-Liouville (2.16), on doit avoir p > 0.

Propriétés

Soient f ∈ C0([a, b]), p > 0 et q > 0 :
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• lim
p→0

(R
a D−p

t f (t)) = f (t).

•
R
a D−p

t (R
a D−q

t f (t)) =R
a D−(p+q)

t f (t) =R
a D−q

t (R
a D−p

t f (t)).

Derivée d’ordre fractionnaire

Soit f une fonction intégrable sur [a, t], alors la dérivée fractionnaire d’ordre p (avec

n − 1 ≤ p < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

R
a Dp

t f (t) =
1

Γ(n − p)
dn

dtn

∫ t

a
(t − τ)n−p−1 f (τ)dτ,

=
dn

dtn (R
a D−(n−p)

t f (t)).
(2.17)

2.1.4 Dérivée fractionnaire au sens Grünwalf-Letnikov

Soit f une fonction continue sur R la dérivée d’ordre entier p (si p est positif ), et

l’intégrale répétée (-p) fois (si p est négatif ) d’une fonction f par la formule générale

suivante :

GL
a Dp

t f (t) = lim
h→0

h−p
n∑

k=0

(−1)k

 p

k

 f (t − kh),

avec  p

k

 =
p(p − 1)(p − 2) · · · (p − k + 1)

k!
,

est la notation pour le coefficient binomiale.

• La généralisation de cette formule pour p non entier (avec 0 ≤ n − 1 < p < n)

GL
a Dp

t f (t) = lim
h→0

h−p
n∑

k=0

Γ(k − p)
Γ(−p)Γ(k + 1)

f (t − kh).

2.1.5 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Soit f ∈ Cn([a, b]), p > 0. La dérivée fractionnaire de la fonction f au sens de Caputo

est définie par la formule :

C
a Dp

t f (t) = aD
p
t (

dn

dtn f (t)),

=
1

Γ(n − p)

∫ t

a

f n(τ)dτ
(t − τ)p−n+1 .

(2.18)

Comme l’opérateur fractionnaire de Caputo est plus cohérent que celui de Riemann-

Liouville, c’est cet opérateur qui nous allons employé tout au long de ce travail. En
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outre, une modification de l’algorithme d’Adams-Bashforth-Moulton, proposée dans

[1, 12], sera utilisée pour la simulation numérique des équations fractionnaires.

Propriétés

1. Soit p ≤ 0, avec n − 1 < p < n et n ∈ N∗. On suppose que les dérivée C
a Dp

t et R
a Dp

t

existe alors :
C
a Dp

t f (t) =R
a Dp

t f (t) −
n−1∑
k=0

f k(a)(t − a)k−p

Γ(k − p + 1)
.

Donc, lorsque f k(a) = 0, pour k = 1, 2, 3...n − 1, on aura

C
a Dp

t f (t) =R
a Dp

t f (t)

2. soit n ∈N∗, 0 < n − 1 < p < n. :

lim
p→n

(C
a Dp

t f (t)) = f (n)(t).

3. soit m ∈N∗ et n − 1 < p < n :

C
a Dp

t (aDm
t f (t)) =C

a Dp+m
t f (t).

4. La dérivée au sens de Caputo d’une fonction consente est nulle.

5. La dérivée au sens de Riemann-Liouville d’une fonction consente n’est pas nulle

ni constante mais on a :
R
a Dp

t f (t) =
c(t − a)−p

Γ(1 − p)
.

Autres propriétés fondamentales

Les définitions des dérivées fractionnaires étant basée sur celles des intégrations

d’ordre fractionnaire, une dérivation d’ordre fractionnaire revêt un caractère global

contrairement à une dérivation entière.

Certaines propriétés des dérivées et intégrales fractionnaires sont :

1- Les opérateurs intégration ordre fractionnaire vérifient la propriété de semi-groupe.

Contrairement aux opérateurs intégration d’ordre fractionnaire, les opérateurs de déri-

vation d’ordre fractionnaire (réel ou complexe), ne vérifient la propriété de semi-groupe

que sous certaines conditions.

2- La différentiation et l’intégration d’ordre fractionnaire sont des opérations linéaires
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2.2 Équations différentielles fractionnaires

Une équation différentielle d’ordre fractionnaire est écrit en générale ce la forme

suivante :

Dαy(t) = f (t, y(t)), α ∈ R+. (2.19)

Dans ce qui suit, on s’intéresse sur les équations différentielles fractionnaires suivantes :

cDαy(t) = f (t, y(t)), α ∈ R+, (2.20)

où cDαy(t), designer l’opérateur de dérivation au sens de Caputo.

2.2.1 Existence et unicité

Considérons le problème aux conditions initiales suivant :
cDαy(t) = f (t, y(t)),

Dk
0y(t) = y(k)

0 , k = 0, 1 · · · n − 1,
(2.21)

tq α ∈ R+ et n − 1 < α < n.

Lemme 2.2.1. [1]

Si la fonction f est continue alors le problème aux conditions initiales (2.21) est équivalent à

l’équation intégrale non linaire de Voltera suivante :

y(t) =

n−1∑
k=0

tk

k!
y(k)

0 +
1

Γ(α)

t∫
0

(t − τ)α−1 f (τ, f (τ))dτ. (2.22)

Preuve.

∗Nous supposons en premier lieu que y est solution de (2.22), on peut la écrire sous la

forme réduite :

y(t) =

n−1∑
k=0

tk

k!
y(k)

0 +0 D−αt f (t, y(t)).

Appliquons l’opérateur c
0Dα

t sur les deux cotés de cette équation on obtient :

c
0Dα

t y(t) =

n−1∑
k=0

y(k)
0

c
0Dα

t tk

k!
+c

0 Dα
t 0D−αt f (t, y(t)),

=

n−1∑
k=0

y(k)
0

c
0Dα

t tk

k!
+ f (t, y(t)).
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Puisque k < α, c
0Dα

t tk = 0 et c
0Dα

t y(t) = f (t, y(t)).

Par suite y est une solution de l’équation différentielle (2.21).

Appliquons maintenant l’opérateur c
0D j

t, tq 0 ≤ j ≤ n − 1 sur l’équation de Voltera

(2.22) on trouve :

c
0D j

t y(t) =

n−1∑
k=0

c
0D j

t
tk

k!
y(k)

0 +c
0 D j

t 0D− j
t 0D−(α− j)

t f (t, y(t)),

=

n−1∑
k=0

c
0D j

t
tk

k!
y(k)

0 +0 D−(α− j)
t f (t, y(t)).

On a

c
0D j

tt
k =


0 si j > k,

Γ(k + 1) si j = k,
Γ(k + 1)

Γ(k − j + 1)
tk− j si j < k.

Alors

c
0D j

tt
k
|t=0 =


0 si j > k,

Γ(k + 1) si j = k,

0 si j < k.

puisque α − j ≥ 1, l’intégrale 0D−(α− j)
t f (t, y(t))|t=0 est nulle.

Donc c
0D j

t y(0) = y( j)
0 .

∗ Supposons maintenant que y est solution de l’équation différentielle (2.21) et montrons

que y est solution de l’équation de Voltera (2.22).

Considérons la fonction z(t) = f (t, y(t)), alors z ∈ C[0, h] :

z(t) = f (t, y(t)) = c
0Dα

t y(t) =R
0 Dα

t y(t) −
n−1∑
k=0

y(k)
0 tα−k

Γ(k − α + 1)
,

= R
0 Dα

t y(t) −R
0 Dα

t

n−1∑
k=0

y(k)
0 tk

k!
,

= R
0 Dα

t (y(t) −
n−1∑
k=0

y(k)

0 tk

k!
),

= R
0 Dα

t (y − Tn−1[y, 0])(t).

où Tn−1[y, 0] =
n−1∑
k=0

tk

k!
y(k)

0 est le polynôme de Taylor de degré n − 1 pour la fonction y

autour de 0.

En appliquant l’opérateur 0D−n
t sur les deux membres de cette dernière relation on

obtient :

0D−n
t z(t) =0 D−(n−α)

t (y − Tn−1[y, 0])(t) + q(t),
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avec q un polynôme de degré ne dépassant pas n − 1.

Comme z est continue, la fonction 0D−n
t z a un zéro d’ordre au moins n à l’origine.

En outre la différence y − Tn−1[y, 0] a la même propriété par construction.

Et donc la fonction 0D−(n−α)
t (y − Tn−1[y, 0]) doit avoir un zéro d’ordre n aussi.

Par suite, le polynôme q a la même propriété, mais comme il est de degré ne dépassant

pas n − 1, il en résulte que q = 0.

Par conséquent :

0D−n
t z(t) = D−(n−α)

t (y − Tn−1[y, 0])(t).

En appliquant maintenant l’opérateur de dérivation de Riemann-Liouville Dn−α sur les

deux membres de cette équation, on trouve :

y(t) − Tn−1[y, 0](t) =0 D−αt z(t).

En substituant z(t) et (y − Tn−1[y, 0])(t), on obtient l’équation de Voltera :

y(t) =

n−1∑
k=0

tk

k!
yk

0 +
1

Γ(α)

t∫
0

(t − τ)α−1 fτ, y(τ))dτ.

�

Théorème 2.2.1. [1]

Soit k > 0, h∗ > 0 et y(i)
0 ∈ R, i = 0, 1 · · · ,n − 1. On définie G = [0, h∗] ×R, et soit la fonction

continue f : G→ R, satisfaisante la condition de Lipchitz par rapport a y suivant :

| f (t, y1) − f (t, y2)| < L|y1 − y2|.

Posons :

h = min{h∗, (kT(α + 1)/M)
1
α },

avec :

M = supt,z∈G| f (t, z)|,

alors il existe un unique solution y du problème (2.21), tel que y ∈ [0, h].

2.2.2 Résolution analytique des équations différentielles d’ordre frac-

tionnaire

En générale, pour résoudre une équation différentielle d’ordre fractionnaire li-

néaire, on utilise la fonction de Mittag-leffler Eα qui donne l’expression explicite de
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la solution.[12]

Cas d’une équation unidimensionnelle

Théorème 2.2.2.

Supposons que α > 0 et n = dαe + 1, alors la solution générale du problème :
C
0 Dα

t y(t) = λy(t) + q(t), λ ∈ R, et q ∈ C[0, h]

y(k)(0) = y(k)
0 , k = 0, 1, ...,n − 1,

(2.23)

est :

y(t) =

n−1∑
k=0

y(k)
0 uk(t) + ỹ(t), (2.24)

avec

ỹ(t) =


0D−αt q(t), si λ = 0,

1
λ

∫ t

0
q(t − τ)u′0(τ)dτ, si λ , 0,

(2.25)

et

uk(t) = D−keα(t) , avec eα(t) = Eα(λtα), k = 0, 1, ...,n − 1. (2.26)

Preuve 2.2.1. .

• Cas où λ = 0. Le problème (2.23) devient :
C
0 Dα

t y(t) = q(t),

y(k)(0) = y(k)
0 , k = 0, 1, ...,n − 1.

Comme eα(t) = Eα(0) = 1 , on obtient alors uk(t) =
tk

k!
, pour tout k = (0, 1, ...,n − 1).

L’utilisation de la relation entre la dérivée au sens de Riemann-Liouville et celle de Caputo,

donne :
C
0 Dα

t y(t) = R
0 Dα

t y(t) −
n−1∑
k=0

y(k)(0)
Γ(k − α + 1)

tk−α = q(t). (2.27)

C’est à dire :
R
0 Dα

t y(t) =

n−1∑
k=0

y(k)(0)
Γ(k − α + 1)

tk−α + q(t). (2.28)
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En introduisant l’intégrale de Riemann-Liouville sur les deux cotés de cette dernière égalité, on

trouve :

0D−αt
R
0 Dα

t y(t) =

n−1∑
k=0

y(k)(0)0D−αt tk−α

Γ(k − α + 1)
+ 0D−αt q(t),

=

n−1∑
k=0

y(k)(0)tk

k!
+ 0D−αt q(t). (2.29)

Cette expression est équivalente à :

y(t) =

n−1∑
k=0

y(k)(0)uk(t) + ỹ(t), où ỹ(t) = 0D−αt q(t). (2.30)

• Cas où λ , 0. La preuve se faite en deux étapes (a) et (b).

a) La fonction uk satisfait l’équation différentielle homogène, c’est à dire :

C
0 Dα

t uk = λuk,∀k = 1, ...,n−1 et vérifie les conditions initiales u( j)
k (0) = δkj (delta de Kronecker)

pour j, k = 0, ...,n − 1.

b) La fonction ỹ est une solution de l’équation différentielle non homogène, avec les conditions

initiales homogènes.

On commence par (a). Un calcul simple montre que :

eα(t) = Eα(λtα) =

∞∑
j=0

λ jtα j

Γ(α j + 1)
. (2.31)

Par suite :

uk = D−keα(t) =

∞∑
j=0

λ jtα j+k

Γ(α j + 1 + k)
. (2.32)

Montrons maintenant que uk est une solution de l’équation différentielle homogène.

En effet :

C
0 Dα

t uk(t) = C
0 Dα

t

∞∑
j=0

λ jtα j+k

Γ(α j + 1 + k)
,

=

∞∑
j=0

λ j

Γ(α j + 1 + k)
C
0 Dα

t tα j+k,

=

∞∑
j=1

λ j

Γ(α( j − 1) + 1 + k)
tα( j−1)+k,

= λ
∞∑
j=0

λ j

Γ(α j + 1 + k)
tα j+k,

= λuk(t). (2.33)
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Ce qui assure que uk est une solution de l’équation homogène.

De plus, si j = k, on a :

u(k)
k (0) = DkD−keα(0) = eα(0) = 1. (2.34)

Pour j < k, on a :

u( j)
k (0) = D jD−keα(0) = D−(k− j)eα(0) = 0. (2.35)

Et pour j > k, on a :

u( j)
k (0) = D jD−keα(0) = D( j−k)eα(0) = 0. (2.36)

D’autre part :

ỹ(t) =
1
λ

∫ t

0
q(t − τ)u

′

0(τ)dτ,

=
1
λ

∫ t

0
q(t − τ)e

′

α(τ)dτ,

=
1
λ

∫ t

0
q(t)e

′

α(t − τ)dτ. (2.37)

On rappelle que cette intégrale existe toujours, quelque soit t > 0, car q est une fonction

continue, e′α intégrable, et ỹ(0) = 0.

Pour α > 1 et d’après la règle standard de la différentiation des intégrales dépendant d’un

paramètre , on a :

Dỹ(t) =
1
λ

∫ t

0
q(t)e

′′

α(t − τ)dτ +
1
λ

q(t) e
′

α(0)︸︷︷︸
=0

. (2.38)

En utilisant la continuité de q et la singularité faible de e′′α, on peut vérifier facilement que

Dỹ(0) = 0.

De la même manière, on trouve également :

Dk ỹ(t) =
1
λ

∫ t

0
q(τ)e(k+1)

α (t − τ)dτ, pour tout k = 0, ...,n − 1. (2.39)

Donc, Dk ỹ(0) = 0.

Alors ỹ satisfait toutes les conditions initiales homogènes.

Montrons maintenant que ỹ est une solution de l’équation différentielle non homogène.

Puisque :

e
′

α(u) =
d

du
eα(u) =

∞∑
j=1

λ juα j−1

Γ(α j)
. (2.40)
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Nous avons, donc :

ỹ(t) =
1
λ

∫ t

0
q(τ)e

′

α(t − τ)dτ,

=
1
λ

∫ t

0
q(τ)

∞∑
j=1

λ j(t − τ)α j−1

Γ(α j)
dτ,

=

∞∑
j=1

λ j−1 1
Γ(α j)

∫ t

0
q(τ)(t − τ)α j−1dτ,

=

∞∑
j=1

λ( j−1)
0D−α j

t q(t). (2.41)

D’où :

C
0 Dα

t ỹ(t) =

∞∑
j=1

λ j−1 C
0 Dα

t 0D−α j
t q(t),

=

∞∑
j=1

λ j−1
0D−α( j−1)

t q(t),

=

∞∑
j=0

λ j
0D−α j

t q(t),

= q(t) +

∞∑
j=1

λ j
0D−α j

t q(t),

= q(t) + λỹ(t). (2.42)

Cas d’une équation multidimensionnelle

On considère l’équation différentielle fractionnaire

c
0Dα

t y(t) = Ay(t) + q(t). (2.43)

Avec 0 < α < 1, A ∈Mn(R), y(t) ∈ Rn et q : [0, h]→ Rn.

Pour résoudre le problème (2.43), on commence par résoudre le problème homogène

correspondant, i.e,

q(t) = 0∀t ∈ [0, h].

Donc :
c
0Dα

t = Ay(t). (2.44)

• Cas où A admet des valeurs propres simples :

Soient λ1, λ2, ..., λn les valeurs propres de A et v1, v2, ..., vn les vecteurs propres associes.
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Alors la solution de (2.44) est de la forme :

y(t) =

n∑
k=1

ckvkEα(λktα), (2.45)

où ck ∈ R,∀k = 1, ...,n.

• Cas où A admet des valeurs propres multiples :

par exemple λ de degré de multiplicité k donc on distingue deux cas :

∗ Si le nombre de vecteurs propres linéairement indépendants associés à λ est égale

à k, dans ce cas la solution de (2.43) est de la forme (2.45).

∗ Si le nombre des vecteurs propres linéairement indépendants associes àλ est égale à m

(où m < k), dans ce cas les autres (k−m) solutions qui sont linéairement indépendantes

sont données par :

y(i)(t) =

i∑
j=m

u( j)t(i− j)α E(i− j)
α (λtα); pour i = m + 1, ..., k,

tel que les vecteurs propres u( j), sont les solutions du système linéaire non homogène :

(A − λI)u( j+1) = u( j).

Remarque 2.1. [19]

Soient (y1(t), y2(t), ..., yn(t)T, la solution du problème homogène( 2.43), alors la solution du

problème non homogène (2.44), avec la condition initiale y(0) = y0 est :

(Y1(t),Y2(t), ...,Yn(t))T,

tel que

Yi(t) = yi(t) +

t∫
0

yi(t − τ)qi(τ)dτ∀i = 1, ...,n.

Exemple 2.2.1.

On considère le système suivant :

c
0Dα

t y(t) = Ay(t),

tel que y(t) ∈ R2 et

A =

 2 −1

4 −3


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• Les valeurs propres de la matrice A sont λ1 = 1 et λ2 = −2, et les vecteurs propres sont :

v1 = (1, 1) associées à λ1 et v2 = (1, 4) associées λ2 .

Donc la solution générale de ce système est donnée par :

y(t) = c1

 1

1

 Eα(tα) + c2

 1

4

 Eα(−2tα).

Si

y(0) =

 0

1


alors c1 =

−1
3

, c2 =
1
3
. Donc

y(t) =
−1
3

 1

1

 Eα(tα) +
1
3

 1

4

 Eα(4tα).

Exemple 2.2.2.

On considère le système
cDα

t = Ay(t),

tel que A =


1 1 1

2 1 −1

0 −1 1


• Les valeurs propres de A sont : λ1 = −1(simple), λ2 = 2 (double).

• les vecteurs propres de A sont : v1 = (−3, 4, 2)T associées à λ1 et v2 = (0, 1,−1).

Puisque le nombre des vecteurs propres associées à λ2 est égale à (m = 1) inférieur à (k = 2)

le degré de multiplicité alors les autres (k − m) solution qui sont linéairement indépendantes

données par :

y(2)(t) =
i∑

j=1
u( j)t(i− j)α E(i− j)

α (λtα),

= u(1)tαE′α(2tα) + u(2)EαEα(4tα),

avec u1 = (0, 1,−1).

On a alors

(A − λI)u(2) = u(1).

On suppose que

u(2) = (x, y, z)T,
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alors
−x + y + z = 0

2x − y = 1

−y − z = −1

⇒


x = 1

y = 1

z = 0

Donc la solution générale de ce système est donnée par :

y(t) = c1


0

1

−1

 + c2


−3

4

2

 Eα(2tα) + c3




0

1

−1

 tαE′α(2tα) +


1

1

0

 Eα(2tα)

.

2.2.3 Résolution numérique des équations différentielles fraction-

naires

Dans le cas où l’équation différentielle fractionnaire est non linéaire, la résolution

analytique peut être impossible en général, pour cela, il est nécessaire de se tourner

vers les méthodes numériques. Parmi lesquelles on cite :la méthode de décomposition

d’Adomian(ADM), méthode Diethelm, et la méthode d’Adams-Basheforth-Moulton.

La méthode d’Adams-Basheforth-Moulton généralisée

D’après le Lemme(2.2.1), si la fonction f est continue, alors l’équation (2.21) est

équivalente à l’équation (2.22) de Voltera. L’idée de cette méthode est de remplacer

l’équation (2.21) par (2.22), et ensuite remplacer (par l’utilisation la formule de produit

de quadrature des trapèzes) l’intégral dans (2.22) par les nœuds t j, j = 0, 1, · · · n + 1, où

les fonctions (tn+1 − .)α−1 dans l’intervalle [0,T]

On va appliquer l’approximation :

tk+1∫
0

(tk+1 − τ)α−1g(τ)dτ '

tk+1∫
0

(tk+1 − τ)α−1 g̃k+1(τ)dτ,

où g̃k+1 est l’interpolation linéaire par morceaux de g par rapport aux nœuds t j, j =

0, 1 · · · k + 1.

Ainsi :
tk+1∫
0

(tk+1 − τ)α−1 g̃k+1(τ)dτ =

k+1∑
j=0

a j,k+1g(t j),
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où :

a j,k+1 =

tk+1∫
0

(tk+1 − τ)α−1φ j,k+1(τ)dτ,

et

φ j,k+1(τ) =



τ − t j−1

t j − t j−1
si t j−1 < τ < t j,

t j+1 − τ

t j+1 − t j
si t j < τ < t j+1,

0 sinon.

Dans le cas où les nœuds sont équidistants (t j = jh, avec h constant), on trouve :

a j,k+1 =



hα

α(α + 1)
(kα+1

− (k − α)(k + 1)α) si j = 0,

hα

α(α + 1)
((k − j + 2)α+1 + (k − j)α+1

− 2(k − j + 1)α+1) si 1 ≤ j ≤ k,

hα

α(α + 1)
si j = k + 1.

En substituant dans l’équation de Voltera, on obtient l’équation implicite de la méthode

à un pas d’Adams-Moulton ;

yk+1 =

n−1∑
j=0

t j
k+1

j!
y( j)

0 +
1

Γ(α)

k∑
j=0

a j,k+1 f (t j, y j) + ak+1,k+1 f (tk+1, yk+1).

Puisque l’inconnue yk+1 apparait dans les deux cotés de l’équation, et à cause du

caractère non-linaire de f , on ne peut généralement pas la résoudre pour yk+1 d’une

manière directe.

En insérant une valeur préliminaire approchée de yk+1 dans le membre de droite.

yk+1 =

n−1∑
j=0

t j
k+1

j!
y( j)

0 +
1

Γ(α)

k∑
j=0

a j,k+1 f (t j, y j) + ak+1,k+1 f (tk+1, y
p
k+1).

Alors pour résoudre l’équation, il reste à déterminer la formule du prédicateur requise

pour le calcul de yp
k+1.

On remplace l’intégrale dans le membre droite de l’équation de Voltera :

tk+1∫
j=0

(tk+1 − τ)α−1(g(τ))dτ '
k∑

j=0

b j,k+1g(t j),
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où

b j,k+1 =
hα

α
((k + 1 − j)α − (k − j)α).

yp
k+1 =

n−1∑
k=0

t j
k+1

j!
y( j)

0 +
1

Γ(α)

k∑
j=0

b j,k+1 f (t j, y j).

Donc l’algorithme de la méthode Adams-Bashforth-Moulton est maintenant complète-

ment.

2.3 Stabilité

la stabilité est l’une des propriétés principales de la théorie qualitative des équations

différentielles des solutions. Elle nous permet de comparer le comportement des solu-

tions en partant de différents points. Et pour les systèmes d’ordre fractionnaire Leurs

stabilité est assez récente.

2.3.1 Stabilité des systèmes fractionnaires linéaires

Considérons le système différentielle fractionnaire linéaire :

cDαy(x) = Ay(x), (2.46)

avec y(0) = (y10, y20, · · · , yn0)t, où y = (y1, y2, · · · , yn)T, α ∈ (0, 1) et A ∈ Rn×n.

Définition 2.3.1. [11]

Le système autonome (2.46) est dite :

1. stable, si pour tout y0, il existe ε > 0, tel que ‖y(t)‖≤ ε pour tout t ≥ 0 ;

2. asympotiquement stable, si lim
t→+∞
‖y(t)‖= 0.

Théorème 2.3.1. [8]

Soit α ∈ (0, 1) et A ∈ Rd×d. Alors le système (2.46)est asymptotiquement stable si :

|argλ| >
απ
2
,

pour toutes les valeurs propres de A.

où le symbole argλ signifie l’argument de la valeur complexe λ.

(voir la figure(2.1))
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2.3.2 Stabilité des systèmes fractionnaires non linéaire

Pour les systèmes fractionnaires non linéaire, nous pressentons deux méthodes de

lyapunov pour étudier la stabilité, méthode indirecte basée sur la linéarisation [39] et

méthode directe basée sur la fonction de lyapunov[9].

Linéarisation

Considérons le système dynamique fractionnaire non linière suivant :

cDα1
0,tx1(t) = f1(x1, x2, · · · , xn), 0 < αi < 1, i = 1, 2, · · · ,n,

cDα2
0,tx1(t) = f2(x1, x2, · · · , xn), x ∈ Rn,

· · ·

cDαn
0,txn(t) = fn(x1, x2, · · · , xn).

(2.47)

Si

α1 = α2 = · · ·αn = α,

le système (2.47) est appelé système dynamique commensurable, sinon il s’agit d’un

système dynamique fractionnaire incommensurable.

Les points d’équilibre E∗(x∗1, x
∗

2, · · · , x
∗

n) peuvent être déterminés en résolvant le système

d’équation suivant : 

f1(x1, x2, · · · , xn) = 0,

f2(x1, x2, · · · , xn) = 0,

· · ·

fn(x1, x2, · · · , xn) = 0.

(2.48)

Théorème 2.3.2.

Le système dynamique fractionnaire (2.47) est appelé asymptotiquement stable pour α1 = α2 =

· · ·αn = α, si toutes les valeurs propres λi , de la matrice Jacobienne J =
∂ f
∂x |E∗(x∗1 ,x∗2 ,··· ,x∗n)

, où

f = [ f1, f2, · · · , fn], satisfaisant :

|arg(λi)| >
απ
2
, i = 1, 2, · · · ,n

Exemple

Considérons le système dynamique fractionnaire suivant : cDα
0,tu(x, y, t) = η + u2v − (w + 1)u,

cDα
0,tv(x, y, t) = −u2v + wu.

(2.49)
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On peut obtenir facilement les équilibres du système précédent de la manière suivante : η + u2v − (w + 1)u = 0,

−u2v + wu = 0.

Alors le seule point d’équilibre de système est

E∗ = (η,
w
η

).

La matrice Jacobienne du système associée au point d’équilibre E∗ est donnée par :

J =

 w − 1 η2

−w −η2

 .
Le polynôme caractéristique correspondant est :

λ2 + λ(η2
− w + 1) + η2.

On prend les valeurs de parementes η = 1,w = 2.25et α = 0.97.

Les valeurs propres de ce système est :

λ1,2 = 0.125 ± 0.9921i,

où |arg(λ1ouλ2)| ' 1.4454 <
0.97π

2
' 1.5236.

alors d’après le Théorème 2.3.2, le point d’équilibre E∗ est instable.

Méthode de lyapunov fractionnaire

Pour cette méthode on donne une nouvelle extension de la méthode directe de

Lyapunov

Théorème 2.3.3.

Considérons le système non linéaire suivant :

Dαx(t) = f (x(t)), (2.50)

où f :Rn
→ Rn représente une fonction non linéaire, x ∈ Rn est le vecteur d’état, Dα est

l’opérateur de la dérivation au sens de Caputo et α ∈ (0, 1).

Lorsqu’il existe une fonction de Lyapunov positive V(x) telle que Dα(V(x)) < 0, pour tout t ≥ 0,

alors la solution de système (2.50) est asymptotiquement stable.

34



Chapitre 2 Calcul fractionnaire et stabilité des systèmes fractionnaires

Figure 2.1 – Région de stabilité pour 0 < α < 1

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons regroupé quelques définitions de base du calcul frac-

tionnaire, en particulier, la fonction Gama,la fonction de Mittag-Leffler. Nous avons

également présenté les solutions explicites et numériques des équations fractionnaire,

ainsi que la définition de la stabilité des systèmes dynamiques d’ordre fractionnaire.
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Chapitre 3
Coexistence entre certains types de

synchronisation des systèmes chaotiques

fractionnaires

Ce chapitre traite le problème de la coexistence entre certains types de synchroni-

sation des systèmes chaotiques fractionnaires par l’approche d’une nouvelle extension

de la méthode directe de Lyapunov des systèmes fractionnaires. L’utilisation de cette

nouvelle extension permet de montrer qu’on peut garantir la stabilisation ainsi que la

convergence de l’erreur de synchronisation. La synchronisation proposé est illustrée

par l’intermédiaire d’un exemple numérique.
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3.1 Synchronisation des systèmes chaotiques fractionnaires

Au cours des dernières années, les recherches montrent qu’on peut également pro-

longer la synchronisation aux systèmes fractionnaires. C’est ce que nous essayons de

faire dans ce mémoire.

3.1.1 Systèmes couplés

On dit que deux oscillateurs sont couplés, si l’existence d’une perturbation dans l’un

des oscillateurs entraîne une perturbation dans l’autre ; ce qui se traduit physiquement

par un transfert d’énergie entre les deux oscillateurs. Ce type d’accouplement est appelé

en général accouplement mutuel.

Accouplement bidirectionnel

Supposons qu’on a deux systèmes dynamiques chaotiques présentés par :

DαX(t) = f1(X, t), (3.1)

DαY(t) = f2(Y, t). (3.2)

On dit que les deux systèmes (3.1) et (3.2)sont couplés, si on peut les réécrire les

équations sous la forme :

DαX(t) = g1(X,X,Y, t), (3.3)

DαY(t) = g2(Y,X,Y, t), (3.4)

où g1 et g2 sont des fonctions non linéaires, et la première variable de chaque équation

représente la variable du système, tandis que la deuxième et la troisième sont le résultat

de l’effet d’accouplement. La dernière représentation signifie que chaque système a un

acte sur l’autre, dans ce cas on parle de l’accouplement bidirectionnel.

Accouplement unidirectionnel

Supposons qu’on a deux systèmes dynamiques identiques représentés par les deux

équations suivantes :

DαX(t) = f (X, t), (3.5)
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Figure 3.1 – Accouplement bidirectionnel

DαY(t) = f (Y, t). (3.6)

Si l’équation (3.6) va être modifier par l’effet d’accouplement et si le résultat de cette

modification nous donne de nouvelles équations de la forme :

DαX(t) = f (X, t), (3.7)

DαY(t) = g(Y,X, t), (3.8)

tel que g(Y,X, t) = f (Y, t), pour X = Y , dans ce cas on parle de l’accouplement unidirec-

tionnel. le premier système s’appelle système émetteur (maître) et le deuxième système

récepteur(esclave). La dernière représentation signifie que le système émetteur a un

acte sur le récepteur et le contraire est faux. Il est bien clair que ce type d’accouple-

ment est un cas particulier d’accouplement mutuel. Dans ce mémoire on s’intéresse à

l’accouplement unidirectionnel.

Figure 3.2 – Accouplement unidirectionnel
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3.1.2 Différents types de Synchronisation

Plusieurs types de synchronisation on été présentés dans la littérature. Parmi les-

quels on trouve : la synchronisation complète(SC), l’anti-synchronisation(AS), la syn-

chronisation projective (SP) et la synchronisation projective modifie (SPM), etc.

Par exemple, dans la synchronisation complète, nous avons une coïncidence complète

entre les variables d’états des deux systèmes synchronisés. Les méthodes à synchro-

nisation complète sont typiquement associées avec la synchronisation des systèmes

identiques.

Dans la synchronisation projective, l’état du système récepteur se synchronise avec un

multiple de l’état du système émetteur.

Considérons maintenant les systèmes maître et esclave respectivment suivants :

Dαx = f (x), (3.9)

Dαy = g(y) + u, (3.10)

où x, y ∈ Rn ; sont les vecteurs d’etat des systèmes maître et esclave, respectivement,

f , g : Rn
→ Rn sont les vecteurs non lineaires des fonctions continues, et u est le vecteur

de contrôle. L’objectif de cette partie consiste principalement à vérifier les performances

de la méthode d’un contrôle pour différents régimes de synchronisation des systèmes

chaotiques.

Synchronisation complète

La synchronisation complète a été réalisée grâce aux effets des forces d’accouple-

ment unidirectionnelles des systèmes dynamiques. c’est la forme de la synchronisation

la plus simple. On dit qu’il y a une synchronisation complète entre les deux systèmes

maître et esclave , s’il existe un contrôleur u(t, x, y), tel que l’équation :

lim
t→∞

∥∥∥y(t) − x(t)
∥∥∥ = 0, (3.11)

est satisfaite pour toutes conditions initiales x(0) et y(0) des deux systèmes.

Si f = g, la synchronisation complète est dite identique.

L’étude de synchronisation seramène à l’étude de la stabilité au voisinage de l’origine
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d’un nouveau système qu’ on s’appelle "système erreur", ce dernier est donnée par

l’équation :

e = y − x. (3.12)

Anti-synchronisation

Le système maître et le système esclave sont dits prêts pour réaliser l’anti-synchronisation

entre ces deux systèmes , s’il existe un contrôleur u(t, x, y) tel que l’équation :

lim
t→∞

∥∥∥y(t) + x(t)
∥∥∥ = 0, (3.13)

est satisfaite pour toutes conditions initiales x(0) et y(0) des deux systèmes.

Synchronisation projective

On dit qu’il y a une synchronisation projective entre les deux systèmes maître et

esclave , s’il existe un contrôleur efficace u(t, x, y) de telle sorte que l’équation suivante :

lim
t→∞

∥∥∥y(t) − θx(t)
∥∥∥ = 0,

est satisfaite pour toutes conditions initiales x(0) et y(0) des deux systèmes, où θ est

une constante non nulle, appelée facteur d’échelle.

Synchronisation projective modifiée

On dit qu’il y a une synchronisation projective modifiée entre les deux systèmes

maître et esclave , s’il existe un contrôleur efficace u(t, x, y) de telle sorte que l’équation

suivante :

lim
t→∞

∥∥∥By(t) − x(t)
∥∥∥ = 0,

est satisfaite pour toutes conditions initiales x(0) et y(0) des deux systèmes, où B est

une matrice diagonale constante, appelée matrice d’échelle i.e , B = diag(b1, b2, ..., bn), (

bi , 0, i = 1, 2, ...,n).

Remarque 3.1.

La synchronisation complète (respectivement, l’anti-synchronisation ) est le cas particulier de

synchronisation projective où le facteur d’échelle θ = 1 (respectivement θ = −1).
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3.2 Coexistence entre certains types de synchronisation

des systèmes chaotiques fractionnaires

La principale motivation de cette partie est de construire un nouveau contrôle

continu pour que certains types de synchronisation des systèmes chaotiques fraction-

naires coexistent.

Pour atteindre cet objectif, nous présentons une propriété très importante pour les dé-

rivés fractionnaires au sens de Caputo, lorsque 0 < α < 1. Cette propriété nous permet

de montrer la stabilité des systèmes, en utilisant une nouvelle extension de la méthode

directe de Lyapunov d’ordre fractionnaire.

Lemme 3.2.1. [3]

Soit x(t) ∈ R une fonction dérivable au sens de Caputo. Alors, pour tout t > t0,

1
2

Dαx2(t) ≤ x(t)Dαx(t), α ∈ (0, 1). (3.14)

Preuve 3.2.1. [3]

Par définition, on a :

Dαx(t) =
1

Γ(1 − α)

∫ t

t0

ẋ(τ)
(t − τ)α

dτ. (3.15)

De même :
1
2

Dαx2(t) =
1

Γ(1 − α)

∫ t

t0

x(τ)ẋ(τ)
(t − τ)α

dτ. (3.16)

Nous avons donc :

1
2

Dαx2(t) − x(t)Dαx(t) =
1

Γ(1 − α)

∫ t

t0

[x(t) − x(τ)] ẋ(τ)
(t − τ)α

dτ. (3.17)

En utilisant le changement de variable y(τ) = x(t) − x(τ), l’équation (3.17), peut se réécrire

sous la forme :
1
2

Dαx2(t) − x(t)Dαx(t) =
−1

Γ(1 − α)

∫ t

t0

y(τ)ẏ(τ)
(t − τ)α

dτ. (3.18)

Faisons l’intégration par parties, en posant :
du = y(τ)ẏ(τ)dτ,

v =
(t − τ)−α

Γ(1 − α)
,

(3.19)
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on trouve :

1
2

Dαx2(t)−x(t)Dαx(t) = lim
t→τ

−y2(τ)
2Γ(1 − α)(t − τ)α

+
y2(t0)

2Γ(1 − α)(t − τ)α
+

1
2Γ(1 − α)

∫ t

t0

y2(τ)
(t − τ)α+1 dτ.

(3.20)

D’autre part, en utilisant la règle de l’hôpital, on trouve :

lim
t→τ

−y2(τ)
2Γ(1 − α)(t − τ)α

= lim
t→τ

2y(τ)ẏ(τ)
2αΓ(1 − α)(t − τ)α−1 = 0. (3.21)

Et enfin :

1
2

Dαx2(t)−x(t)Dαx(t) =
y2(t0)

2Γ(1 − α)(t − τ)α
+

1
2Γ(1 − α)

∫ t

t0

y2(τ)
(t − τ)α+1 dτ ≥ 0, pour tout t ≥ t0.

(3.22)

Remarque 3.2.

Le lemme précédent reste vrai, si x(t) ∈ Rn, et dans ce cas :

1
2

DαxT(t)x(t) ≤ xT(t)Dαx(t), pour tout α ∈ (0, 1) (3.23)

Résultats théoriques

Pour définir la coexistence entre la SC, l’AS, la SP et la SPM des systèmes chaotiques

fractionnaires, considérons le système couplé suivant :

Dαx(t) = f (x(t)), (3.24)

Dαy(t) = g(y(t)) + u(t), (3.25)

où 0 < α < 1, x = [x1, x2, x3, x4]T, y = [y1, y2, y3, y4]T sont des vecteurs d’état des systèmes

maître-esclave respectivement, u = [u1,u2,u3,u4]T
∈ Rn est un paramètre de contrôle et

f , g :Rn
→ Rn sont des fonctions non linéaires et continues.

La synchronisation par la méthode du contrôle continu consiste à choisir le contrôle u

de tel sorte que la SC, l’AS, la SP et la SPM entre les systèmes (3.24) et (3.25) coexistent.

Pour quantifier cet objectif, l’erreur de synchronisation est définie comme suit :

e1 = y1 − x1,

e2 = y2 + x2,

e3 = y3 − σ1x3,

e4 = σ2y4 − x4,

(3.26)
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Cette expression peut se réécrire sous forme matricielle comme suit :

e = My − Kx, (3.27)

où M = diag{1, 1, 1, σ2}, et K = diag{1,−1, σ1, 1}.

La dynamique de l’erreur de synchronisation peut alors être exprimée comme suit :

Dαe = MDαy − KDαx. (3.28)

Nous avons donc le résultat suivant.

Théorème 3.2.1. [22]

Considérons le système maître-esclave (3.24) et (3.25), avec le contrôleur continu :

u = M−1((A + C)e −MAy −Mg(y)) + KDαx, (3.29)

où A ∈ R4×4 est la partie linéaire des systèmes et C ∈ R4×4 est la matrice de gain.

Si la matrice C est sélectionnée de tel sorte que la matrice A + C est définie négative, l’erreur de

synchronisation converge asymptotiquement vers zéro.

Preuve 3.2.2. [22]

La dynamique de l’erreur de synchronisation peut être exprimée comme suit :

Dαe = M ×Dαy − KDαx,

= MAy + Mg(y) + Mu − kDαx. (3.30)

Avec le choix de contrôle continu (3.29), le système d’erreur (3.30) devient :

Dα = (A + C) e. (3.31)

Considérons la fonction de Lyapunov candidate suivante :

V (e) =
1
2

eTe. (3.32)

L’utilisation du lemme 3.2.1, donne :

DαV (e) = Dα
(

1
2eTe

)
,

≤ eTDαe

= eT (A + C) e.

Donc, si la matrice C est sélectionnée de tel sorte que la matrice A + C est définie négatives,

la condition du théorème est satisfaite et le système d’erreur devient asymptotiquement stable.

Par conséquent, les systèmes (3.24) et (3.25) réalisent la coexistence entre les différents types de

synchronisation proposées. Ceci termine la preuve du théorème.
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Résultats de simulation

Pour vérifier et démontrer l’efficacité et la faisabilité de la méthode de synchroni-

sation présentée, nous supposons que le système hyperchaotique de Rössler modifié

[22] est le système émetteur. La dynamique de ce système est donnée par le modèle

mathématique suivant : 

Dαx1 = −x2 − x3 + x4,

Dαx2 = x1 + a1x2,

Dαx3 = x1x3 − a3x3 + a2,

Dαx4 = a4x1,

(3.33)

On prend également le système de Rössler modifié d’ordre fractionnaire comme un
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Figure 3.3 – Projections de portrait de phase du système(3.34)

système récepteur. Le système hyper chaotique contrôlé de Rössler modifié est exprimé

par le modèle mathématique suivant :

Dαy1 = −y2 − y3 + y4 + u1,

Dαy2 = y1 + a1y2 + u2,

Dαy3 = y1y3 − a3y3 + a2 + u3,

Dαy4 = a4y1 + u4,

(3.34)
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où u = (u1,u2,u3,u4)T est la fonction vectorielle de contrôle continu, et α est un nombre

rationnel compris entre 0 et 1. La partie linéaire des systèmes (3.33) et (3.34) est donnée

par :

A =



0 −1 −1 1

1 a1 0 0

0 0 −a3 0

a4 0 0 0


Selon la technique de contrôle continu proposée dans la section précédente, les matrices

M et K sont sélectionnées comme :

M = diag(1, 1, 1, 2). (3.35)

et

K = diag(1, − 1, 3, 1).w (3.36)

La matrice de gain C est sélectionnée comme :

C =



−1 1 1 −1

−1 −a1 − 2 0 0

0 0 a3 − 3 0

−a4 0 0 −4


00 (3.37)

Par conséquent, le contrôle u peut être choisit comme suit :

u1 = −e1 + y2 + y3 − y4 − x2 − x3 + x4,

u2 = −2e2 − y1 − a1y2 − x1 − a1x2,

u3 = −3e3 + a3y3 − y1y3 + 2a2 + 3x1x3 − 3a3x3,

u4 = −2e4 − a4y1 + 1
2a4x1.

(3.38)

et le système d’erreur devient :

Dαe1

Dαe2

Dαe3

Dαe4


=



−1 0 0 0

0 −2 0 0

0 0 −3 0

0 0 0 −4





e1

e2

e3

e4


(3.39)

Il est facile de voire que la matrice A + C est définie négative. Alors la condition du

théorème est satisfaite, ce qui assure la réalisation de la synchronisation proposé.
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Dans les simulations numériques, la méthode Adams-Bashforth-Moulton [1, 12] est

utilisé pour résoudre les systèmes. Pour ces simulations numériques :

Les valeurs de paramètre du systèmes proposé sont donnés par :

(a1, a2, a3, a4) = (0.283, 0.01, 5, 0.1). (3.40)

l’ordre de dérivation est donné par α = 0.98.

Les conditions initiales du système émetteur sont choisies comme :

x1(0) = −0.1, x2(0) = −0.2, x3(0) = −0.4 et x4(0) = 1 (3.41)

Les conditions initiales du système esclave sont choisies comme :

y1(0) = −1.1, y2(0) = −1.8, y3(0) = 0.4 et y4(0) = 1.5 (3.42)

Le système d’erreur a donc les valeurs initiales comme :

e1(0) = −1, e2(0) = −2, e3(0) = 1.6 et e4(0) = 2 (3.43)

Les projections du portrait de phase du système(3.34) dans les plans x2 − x3, x1 − x3,

x3−x4, x1−x2−x3 et x1−x3−x4 sont représenté dans la Figure 3.3 et les courbes d’erreur

de synchronisation (3.39) sont représenté dans la Figure 3.4.
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Figure 3.4 – Les courbes d’erreur de synchronisation 3.39

De la Figure 3.4, on peut facilement voir que toutes les variables du système d’erreur

(3.39) convergent rapidement vers zéro, ce qui indique que la synchronisation souhaitée

entre les systèmes hyperchatiques (3.33) et (3.34) est achevée.
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3.3 Conclusion

Dans cette partie de ce chapitre, le problème de la coexistence entre certains types

de synchronisation des systèmes chaotiques fractionnaires a été étudié. Cette synchro-

nisation a été réalisée via un contrôle continu. Une nouvelle extension de la méthode

directe de Lyapunov pour les systèmes fractionnaires a été effectuée pour conclure sur

la stabilité ainsi que la convergence de l’erreur de synchronisation. Des simulations

numériques ont été effectuées pour tester l’efficacité du système de synchronisation

proposé.
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Dans ce mémoire, nous avons étudié le problème de la coexistence entre certains

types de synchronisation des systèmes chaotiques fractionnaires. Pour atteindre cet

objectif, nous avons divisé notre travail en trois chapitres :

Le premier chapitre a été consacré à la présentation des notions de base sur les sys-

tèmes dynamiques et quelques notions de la théorie du chaos.

Dans le deuxième chapitre, nous avons regroupé quelques définitions de base du cal-

cul fractionnaire, en particulier, la fonction de Mittag-Leffler. Nous avons également

présenté la définition de la stabilité des systèmes dynamiques d’ordre fractionnaire

commensurable ou incommensurable, en mettant en exergue les différentes régions de

stabilité.

Dans le troisième chapitre, nous avons étudié un autre type de synchronisation des sys-

tèmes chaotiques d’ordre fractionnaire, dit coexistence entre certains types de synchro-

nisation des systèmes chaotiques fractionnaires. Pour garantir la stabilité du système

erreur, nous avons employé la nouvelle extension de la méthode directe de Lyapunov

pour les systèmes fractionnaires. Des simulations numériques ont été effectuées pour

tester l’efficacité du système de synchronisation proposé.
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