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Notations

Notations générales
D(A) : domaine de l’opérateur A.
G(A) : graphe de l’opérateur A.
R(A) : l’image de l’opérateur A.
N(A) : noyau de l’opérateur A.
ρ(A) : l’ensemble résolvant de A.
σ(A) : spectre de A.
σ(X, Y ) : la topologie faible sur X.
Vp(A) : l’ensemble des valeurs propres de A.
A∗ : l’opérateur adjoint de l’opérateur A.
‖ · ‖ : la norme.
| | : la norme Hilbertienne.
(· , · ) : produit scalaire dans la dualité X ′, X.
H : un espace de Hilbert.
X ′ : l’espace dual de X.
L(H) : l’espace des applications linéaires continus de H de H.
K(X,X) = K(X) : l’ensemble des applications linéaires compactes de X dans X.
B(x0; r) = {x; ‖x− x0‖ < r} : boule ouverte centrée en x0 de rayon r.
Bx : boule unité de l’espace normé X.
Ω̄ : est l’adhérence de Ω.
J : injection canonique de X dans X ′′.
σ(X, Y ) : topologie faible de X dans Y .
∇u =

(
∂u
∂x1
, ∂u
∂x2
, ... ∂u

∂xN

)
= grad u.

∆u = ∑N
i=1

∂2u
∂x2
i

= Laplacien de u .
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Espaces fonctionnels
Ω ⊂ RN : ouvert.
∂Ω : frontière de Ω.
v|∂Ω : elle signifie que la trace de v su ∂Ω est nulle.
L(X, Y ) : l’espace normé d’opérateurs linéaires bornés de X dans X.
L2(Ω) : l’espace de Lebesgue d’exposant 2 sur Ω.
D(Ω) : l’espace des fonctions différentiables et à support compact dans Ω.
C0(Ω) : l’espace des fonctions continues nulles au bord de Ω.
C∞(Ω) : l’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur Ω.
Cc(Ω) : fonctions continues à support compact dans Ω.
C∞c (Ω) = C∞(Ω) ∩ Cc(Ω).
C(Ω̄) : fonctions continues sur Ω.
C2(Ω̄) : fonctions u de C2(Ω).
H1(Ω), H2(Ω), H1

0 (Ω) : l’espaces de sobolev.
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Introduction Générale

La plupart des phénomènes physiques se modélisent grâce aux équations aux
dérivées partielles. Le mathématicien s’intéresse plus particulièrement à l’existence
et à l’unicité de solutions de telles équations. Le théorème de Hille-Yosida est une
alternative au théorème de Cauchy-Lipschitz pour la résolution du problème de
Cauchy : 

du

dt
+ Au = 0, sur R+

u(0) = u0

pour une famille d’opérateurs linéaires A non bornés.
Au cours de ce mémoire, nous nous consacrons en premier lieu à poser les bases
théoriques nécessaires à la démonstration du théorème de Hille-Yosida. En par-
ticulier nous étudions les propriétés générales de l’opérateur A puis celles-ci sont
utilisées pour examiner le cas du laplacien. Nous donnons dans un second temps
une application du théorème de Hille-Yosida à l’équation de la chaleur et nous
nous intéressons plus généralement dans une seconde partie aux problèmes d’évo-
lution semi-linéaires et en particulier à l’équation de la chaleur semi-linéaire, avec
finalement l’étude d’un terme source particulier.
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Chapitre 1

Opérateurs

1.1 Opérateurs non-bornés

1.1.1 Définitions
soit X et Y deux espaces de Banach.

Définition 1.1.
Une application A : D(A) ⊂ X −→ Y , x 7−→ Ax est dit opérateur.

Un opérateur A est dit linéaire si :
∀α, β ∈ K, ∀x, y ∈ D(A) on a : A(αx+ βy) = αAx+ βAy.

Définition 1.2.
Un opérateur A est continue au x0 si et seulement si :

∀x ∈ X tel que x 7−→ x0 ⇒ Ax 7−→ Ax0.
Autrement dit : ∀ε > 0,∃σ > 0, ‖x− x0‖X < σ ⇒ ‖Ax− Ax0‖Y < ε.

Définition 1.3.
Un opérateur linéaire A est borné s’il existe C ≥ 0 telle que,

∀x ∈ D(A) : ‖Ax‖ ≤ C ‖x‖

On dit sinon A est non borné.

Définition 1.4.
Un opérateur A est dit fermé si G(A) est fermé dans X × Y .

Définition 1.5.
Un opérateur A est dissipatif si ∀x ∈ D(A), ∀λ > 0, ‖x− λAx‖ ≥ ‖x‖.

Si de plus (I − λA) est surjectif on dit que A est m-dissipatif.
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Définition 1.6.
A : D(A) ⊂ H −→ H est un opérateur linéaire non-borné

1. A est monotone si −A est dissipatif.
2. A est maximal monotone si −A est m-dissipatif.
3. A est m-accétif si D(A) = X et l’opérateur −A est m-dissipatif.

Définition 1.7.
soit A : D(A) ⊂ X −→ Y un opérateur non-borné à domaine dense, il existe

un unique opérateur A∗ : D(A∗) ⊂ Y ′ −→ X ′, appelé adjoint de A qui vérifie :
∀x ∈ D(A),∀v ∈ D(A∗), (v, Ax)Y ′,Y = (A∗v, x)X′,X

De plus, soit A : D(A) ⊂ H −→ H un opérateur linéaire non borné avec
D(A) = H.

On peut considérer A∗ comme un opérateur non-borné sur H en identifiant H
et H ′. on a alors les définitions suivantes :

1. L’opérateur A est dit symétrique si : ∀x, x′ ∈ D(A), (Ax, x′) = (x,Ax′).
2. L’opérateur A est dit autoadjoint si : A∗ = A c’est a dire :
∗ D(A∗) = D(A).
∗ pour tout x ∈ D(A), A∗x = Ax.

1.1.2 Propriétés
Proposition 1.1. [6]
Soit A un opérateur maximal monotone, A : D(A) ⊂ H −→ H. Alors :

1. D(A) est dense dans H.
2. G(A) est fermé dans H ×H.
3. pour tout λ > 0, (I + λA) est bijectif de D(A) sur H, (I + λA)−1 est un

opérateur non-borné et ‖(I + λA)−1‖L(H) ≤ 1.
Proposition 1.2. [6]

Soit A un opérateur monotone et de domaine dense. Alors :
A est maximal monotone ⇔ A∗ est maximal monotone et G(A) est fermé.
Proposition 1.3. [6]

Soit A un opérateur monotone et de domaine dense. Alors :
A est symétrique ⇔ A est autoadjoint.
Proposition 1.4. [6]
Soit A un opérateur linéaire de domaine dense si :

1. G(A) ⊂ G(A∗).
2. A est monotone.

alors :
A est maximal monotone ⇔ A est autoadjoint.
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1.2 Opérateurs compacts
Soit L(X, Y ) un espace normé d’opérateurs linéaires bornes de X dans Y .

Définition 1.8.
On dit qu’un opérateur A ∈ L(X, Y ) est compact si limage par A de la boule

unité de l’espace X, est relativement compacte dans l’espace Y .

Théorème 1.1. [1]
Tout opérateur compact A ∈ L(X, Y ) fait correspondre un ensemble borné dans

X un ensemble compact dans Y .

Remarque 1.1.
A est compact si et seulement si l’image de toute partie bornée est relativement

compacte ou, de façon équivalente si et seulement si, l’image de toute suite bornée
posséder une sous-suite convergente.

Théorème 1.2. Le lemme de Riesz [1]
L’identité d’un espace vectoriel normé est compacte si et seulement si cet espace

est de dimension finie.

Remarque 1.2.
Dans le texte qui suit, l’ensemble de tous les opérateurs de L(X, Y ) qui sont

compacts sera désigné par σ(X, Y ).

Théorème 1.3. [1]
σ(X, Y ) est un sous-espace dans L(X, Y ).

Théorème 1.4. [1]
Si X ou Y sont de dimension finie, on a σ(X, Y ) = L(X, Y ).

Proposition 1.5. [1]
Tout opérateur de rang fini est compact.

Corollaire 1.1. [1]

Si A = lim
n→∞

An; où les An sont des opérateurs compacts ou de dimension finie.

alors, A est un opérateur compact.

Théorème 1.5. [1]
Soient A ∈ L(X, Y ) et B ∈ L(X, Y ) : Si l’un quelconque (au moins) de ces

deux opérateurs est compact, leur produit BA est un opérateur compact.

Théorème 1.6. Schauder [1]
Soit A ∈ L(X, Y ) ; où Y est complet. L’opérateur A est compact si et seulement

si son adjoint A∗ est compact.
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1.3 Propriétés spectrales

1.3.1 Propriétés spectrales des opérateurs compacts et au-
toadjoints compacts

Proposition 1.6. [9] Si A ∈ K(X) alors R(I − A) est fermé dans X.
Lemme 1.1. [9] Soit (X, ‖ ·‖) un espace vectoriel normé sur K. Si Y est un sous-
espace vectoriel fermé de X, distinct de X, alors il existe x ∈ X tel que ‖x‖ = 1
et d(x, Y ) ≥ 1/2.
Théorème 1.7. [9] Soit A ∈ K(X). Alors, I − A est injectif si et seulement si
I − A est inversible.
Lemme 1.2. [9] Soient (X, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé sur K et (en)n∈N une
famille libre de vecteurs de X. Pour tout n ∈ N, on pose Xn = V ect{e0, ..., en}.
Alors, il existe une famille libre (fn)n∈N de X telle que, pour tout n ∈ N, on a

Xn = V ect{f0, ..., fn}, ‖fn‖ = 1 et d(fn+1, Xn) ≥ 1
2

Soit A ∈ L(X) tel qu’il existe une suite (λn)n∈N de K vérifiant

∀n ∈ N, Aen = λnen (1.1)

Alors, on a
∀n ∈ N, (λn+1I − A)fn+1 ∈ Xn (1.2)

Corollaire 1.2. (Alternative de Fredholm)[9]
Soient A ∈ K(X) et λ ∈ C, λ 6= 0. On considère l’équation de Fredholm :

pour y ∈ X, trouver x ∈ X tel que

λx− Ax = y (1.3)

alors deux cas sont possibles :
1. soit, pour tout y ∈ X, il existe un unique y ∈ X solution de (1.3).
2. soit, l’équation homogène λx− Ax = 0 admet une solution x 6= 0.

Dans le second cas, l’équation (1.3) admet une solution (non unique) si et seule-
ment si y ∈ R(λI − A).
Lemme 1.3. [9] Soit A ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors,

‖A‖ = max{|λ|\λ ∈ V p(A)}

En particulier, si V p(A)\{0} = ∅ alors A = 0.
Proposition 1.7. [9] Soit A ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint compact. Alors,
V p(A) est fini si et seulement si A est de rang fini.
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1.3.2 Spectre d’un opérateur compact
Définition 1.9.

Soit X un espace de Banach. A ∈ L(X)
L’ensemble résolvant est :

ρ(A) = {λ ∈ R; (A− λI) est bijectif de X sur X }.

Le spectre σ(A) est le complémentaire de l’ensemble résolvant, σ(A) = Rr ρ(A).
On dit que λ est valeur propre − et on note λ ∈ Vp(A)− si

N(A− λI) 6= 0

N(A− λI) est l’espace propre associé à λ.

Remarque 1.3.
Si λ ∈ ρ(A) alors (A− λI)−1 ∈ L(X).

Remarque 1.4.
Il est clair que Vp(A) ⊂ σ(A). En général, l’inclusion est stricte : Il peut exister

λ tel que :
N(A − λI) = {0} et R(A − λI) 6= X. (Un tel λ appartient au spectre mais n’est
pas valeur propre).

Si dimX <∞ alors, σ(A) = Vp(A).

Proposition 1.8. [1]
Le spectre σ(A) est un ensemble compact et

σ(A) ⊂ [−‖A‖,+‖A‖]

Proposition 1.9. [1]
Soit X un espace de Banach et A un opérateur compact de X dans X, de

spectre σ(A)
1. Si X est de dimension infinie, 0 ∈ σ(A).
2. λ 6= 0 ∈ σ(A) ⇐⇒ λ est valeur propre de A. Le sous-espace propre associé

est de dimension finie.
3. σ(A) est dénombrable et s’il est infini, on peut ranger ses éléments en une

suite (λn)n,
|λn+1| 6 |λn| avec, lim

n→∞
λn = 0.

Dans l’espace de Hilbert H, considérons un opérateur linéaire A défini sur un
ensemble D(A) dense dans H.
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Définition 1.10.
Si D(A) ⊂ D(A∗) et si A∗x = Ax sur D(A), i.e si A∗ est une extension de A,

on dit que A est un opérateur symétrique.

Remarque 1.5.
Tout opérateur auto-adjoint A est fermé, D(A) = H et, pour tout x, y de D(A),

on a toujours
(Ax, y) = (x,Ay)

1.3.3 Spectre d’un opérateur autoadjoint compact
Proposition 1.10. [6] Soit Vp(A) l’ensemble des valeurs propres de A. Alors :

1. Vp(A) est une partie infinie, dénombrable et bornée de R dont le seul point
d’accumulation est 0.

2. les sous-espaces propres correspondant à des valeurs propres non nulles sont
de dimension finie.

3. les sous-espaces propres associés à deux valeurs propres distinctes sont or-
thogonaux.

Théorème 1.8. [8]
Si H est un espace de Hilbert séparable et A un opérateur autoadjoint compact

sur H, alors H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres de A.
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Chapitre 2

Le théorème de Hille-Yosida

2.1 Introduction
On s’intéresse à la résolution du problème d’évolution :

(P )


du

dt
+ Au = 0, sur R+

u(0) = u0

où A est un opérateur défini sur un espace X.
Nous allons d’abord étudier le cas où l’espace X est un espace de Hilbert et l’opé-
rateur A un opérateur maximal monotone, puis nous affaiblirons les hypothèses et
nous essaierons de mettre en évidence les remèdes nous permettant de conclure.

2.2 Cas d’un espace de Hilbert et d’un opérateur
maximal monotone

On se place dans le cas où X = H est un espace de Hilbert muni d’un produit
scalaire noté (·,·).
Soit A un opérateur maximal monotone. On pose pour tout λ > 0

Jλ = (I + λA)−1 et Aλ = 1
λ

(I − Jλ).

Jλ est la résolvante de A et Aλ est la régularisée Yosida de A.
On retiendra que ‖Jλ‖L(H) ≤ 1.

Les opérateurs Aλ sont (linéaires) bornés, nous pouvons donc utiliser le théorème
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de Cauchy-Lipschitz pour résoudre le problème de Cauchy approché :

(Pλ)


du

dt
+ Aλu = 0, sur R+

u(0) = u0 ∈ D(A)
En effet :

∀λ > 0, Aλ = 1
λ

(I − Jλ)⇒ ‖Aλ‖L(H) ≤
2
λ

D’où, d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, pour tout λ > 0, il existe uλ ∈
C1(R+;H) unique solution du problème (Pλ).
Nous allons montrer que les solutions uλ de (Pλ) convergent vers une solution de
(P ).

2.2.1 Lemmes préliminaires
Lemme 2.1. [6] Soit A un opérateur maximal monotone. Alors :

1. Aλv = A(Jλv), ∀v ∈ H,∀λ > 0.
2. Aλv = JλAv,∀v ∈ D(A),∀λ > 0.
3. |Aλv| ≤ |Av|,∀v ∈ D(A),∀λ > 0.
4. limλ→0 Jλv = v,∀v ∈ H.
5. limλ→0Aλv = Av,∀v ∈ D(A).
6. (Aλv, v) ≥ 0,∀v ∈ H,∀λ > 0.
7. |Aλv| ≤ 1

λ
|v|,∀v ∈ H,∀λ > 0.

8. ∀λ, µ > 0, Jλ, Jµ, Aλ, Aµ commutent.

Démonstration. On démontre que Jλ, Jµ, Aλ, Aµ commutent pour tous λ, µ > 0.
Pour cela, montrons que Jλ et Jµ commutent.
Soit x ∈ H. Notons z = JλJµx et montrons que z = JµJλx.
On a z ∈ D(A) d’où :

(I + λA)z = Jµx car (I + λA)Jλ = I sur D(A).
et, en multipliant par J−1

µ à gauche.

(I + µA)(I + λA)z = x

Par commutativité de ces deux derniers opérateurs, il vient :

(I + λA)(I + µA)z = x

d’où le résultat. Donc Jλ et Jµ commutent. Par les points 1 et 2, il en résulte que
Aλ et Aµ commutent ainsi que Aλ et Jµ.

14



Lemme 2.2. [6] Soit w ∈ C1(R+;H) une fonction vérifiant :

dw

dt
+ Aλw = 0 sur R+ (2.1)

Alors les fonctions : t 7→ |w(t)| et t 7→ |dw
dt

(t)| = |Aλw(t)| sont décroissantes sur
R+.

Lemme 2.3. [6] L’espace D(A2) est dense dans D(A) pour la norme du graphe.

2.2.2 Théorème de Hille-Yosida
Théorème 2.1. [3] Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur maximal mono-
tone. Alors, pour tout u0 ∈ D(A), il existe une unique solution u ∈ C1(R+, H) ∩
C(R+, D(A)) du problème d’évolution :

du

dt
+ Au = 0 sur R+

u(0) = u0

(2.2)

De plus, on a pour tout t ≥ 0 :

|u(t)| ≤ |u0| et
∣∣∣∣∣dudt (t)

∣∣∣∣∣ = |Au(t)| ≤ |Au0|.

Démonstration.
Unicité :

Soient u et u deux solutions du problème précédent. On a :

d

dt
(u− u) + A(u− u) = 0 sur R+.

Prenons le produit scalaire avec u− u, il vient :(
d

dt
(u− u) + A(u− u), u− u

)
= 0 sur R+.

Or, (
d

dt
(u− u), u− u

)
= 1

2
d

dt
|u− u|2

et, par monotonie de A :

(A(u− u), u− u) ≥ 0 sur R+.
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D’où :
∀t ∈ R+,

1
2
d

dt
|u− u|2 ≤ 0

soit encore t 7→ |u− u|2 est décroissante sur R+. Alors :

∀t ∈ R+, |u(t)− u(t)|2 ≤ |u(0)− u(0)|2

d’où :
∀t ∈ R+, |u(t)− u(t)|2 = 0

et
∀t ∈ R+, u = u

On en déduit donc que : u = u sur R+.
Existence :

Soit uλ la solution du problème :

(Pλ)


du

dt
+ Aλu = 0 sur R+

u(0) = u0 ∈ D(A)

Etape 1
On a l’estimation :

∀t ≥ 0,∀λ > 0,
∣∣∣∣∣duλdt (t)

∣∣∣∣∣ = |Aλuλ(t)| ≤ |Au0| (2.3)

Ceci résulte du lemme (2,2).
Etape 2 :
La suite (uλ)λ converge uniformément vers u sur [0;T ] quand λ tend vers 0.
En effet, H étant un espace de Hilbert, montrons que, à t fixé, uλ(t) est de Cauchy.
Soient λ, µ > 0. On a :

duλ
dt
− duµ

dt
+ Aλuλ − Aµuµ = 0

D’où, en prenant le produit scalaire de l’expression ci-dessus avec uλ − uµ

1
2
d

dt
|uλ − uµ|2 + (Aλuλ − Aµuµ, uλ − uµ) = 0

Or,

(Aλuλ − Aµuµ, uλ − uµ) = (Aλuλ − Aµuµ, uλ − Jλuλ + Jλuλ − Jµuµ + Jµuµ − uµ)
= (Aλuλ − Aµuµ, λAλuλ − µAµuµ) + (A(Jλuλ − Jµuµ), Jλuλ − Jµuµ)
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car
∀v ∈ D(A),

(
Aλ = 1

λ
(I − Jλ)

)
⇒ (v − Jλv = λAλv)

et (lemme (2,1))

∀λ > 0, Aλv = A(Jλv) ∀v ∈ H
= JλAv ∀v ∈ D(A)

Par monotonie de A, on a donc :

(Aλuλ − Aµuµ, uλ − uµ) ≤ (Aλuλ − Aµuµ, λAλuλ − µAµuµ)

D’où
∀λ, µ > 0, 1

2
d

dt
|uλ − uµ|2 ≤ 2(λ+ µ)|Au0|2

Intégrons cette dernière inégalité par rapport à t, il vient :

|uλ − uµ|2 ≤ 4(λ+ µ)t|Au0|2

et

|uλ − uµ| ≤ 2
√

(λ+ µ)t|Au0| −−−−→λ,µ→0 0

Donc : pour tout t ∈ R+, la suite (uλ(t))λ est de Cauchy sur (H, |.|). Elle converge.
Notons u(t) sa limite. On a :

∀λ > 0,∀µ > 0,∀t ∈ R+, |uλ(t)− uµ(t)| ≤ 2
√

(λ+ µ)t|Au0|

Soit λ > 0 fixé et soit t ∈ R+

∀µ > 0, |uλ(t)− uµ(t)| ≤ 2
√

(λ+ µ)t|Au0|

Par passage à la limite sur µ(µ→ 0) :

∀λ > 0,∀t ∈ R+, |uλ(t)− u(t)| ≤ 2
√
λt|Au0|

On en déduit la convergence uniforme de uλ vers u sur [0;T ] :
Soit ε > 0 fixé.
Posons η tel que : 2

√
ηT |Au0| ≤ ε

Alors :

∀|λ| ≤ η,∀t ∈ [0;T ], |uλ(t)− uµ(t)| ≤ 2
√
λT |Au0|

≤ ε
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et (uλ)λ converge uniformément vers u sur chaque intervalle borné [0;T ]. La limite
uniforme d’une suite d’applications continues étant continue, u ∈ C(R+;H).
Etape 3

Si u0 ∈ D(A2), c’est-à-dire : u0 ∈ D(A) et Au0 ∈ D(A), duλ
dt

converge uniformé-
ment quand λ tend vers 0 sur chaque intervalle borné [0;T ].
En effet, soit vλ = duλ

dt
.

On a :
dvλ
dt

+ Aλvλ = 0

D’après l’étape 2 :

1
2
d

dt
|vλ − vµ|2 ≤ (Aλvλ − Aµvµ, λAλvλ − µAµvµ)

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’inégalité triangulaire :

1
2
d

dt
|vλ + vµ|2 ≤ (|Aλvλ|+ |Aµvµ|)(λ|Aλvλ|+ µ|Aµvµ|)

Or, d’après le lemme (2,1) :

|Aλvλ| ≤ |Aλvλ(0)|
≤ |AλAλu0|

De plus,

AλAλu0 = Aλ(A(Jλu0))
= A(JλAJλu0)
= J2

λA
2u0 car Au0 ∈ D(A).

D’où
|AλAλu0| ≤ |A2u0| car ‖Jλ‖L(H) ≤ 1.

et

1
2
d

dt
|vλ − vµ|2 ≤ 2|A2u0|(λ+ µ)|A2u0|

≤ 2(λ+ µ)|A2u0|2

Ceci implique de la même manière qu’à l’étape 2 que vλ converge uniformément
quand λ tend vers 0 sur chaque intervalle borné.
Etape 4
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Si u0 ∈ D(A2) : si uλ converge uniformément vers u et duλ
dt

converge uniformément

vers v, alors u est différentiable et v = du

dt
et la fonction u ainsi définie satisfait à

l’équation du

dt
+ Au = 0 sur R+ et à la condition u ∈ C(R+;D(A)) ∩ C1(R+;H)

En effet, d’après l’étape 2 limλ→0 uλ = u

limλ→0
duλ
dt

= v (convergence uniforme sur tout intervalle borné).

Comme uλ ∈ C1(R+;H), on a :

∀x, uλ(x) =
∫ x

0

duλ
dt

(y)dy + uλ(0) −−→
λ→0 u(x) =

∫ x

0
v(y)dy + u(0)

Donc : u est différentiable sur R+ et du
dt

= v.
Ceci implique que u ∈ C1(R+;H).
Utilisant le fait que Aλv = AJλv pour tout v ∈ H, le problème (Pλ) s’écrit encore :

duλ
dt

+ A(Jλuλ(t)) = 0, ∀t ∈ R+

uλ(0) = u0 ∈ D(A2)

Or
Jλuλ(t)→ u(t) quand λ tend vers 0.

En effet, d’après le lemme(2,1),

∀v ∈ H, lim
λ→0

Jλv = v

D’où :

∀λ > 0,∀t ≥ 0, |Jλuλ(t)− u(t)| ≤ |Jλuλ(t)− Jλu(t)|+ |Jλu(t)− u(t)|
≤ ‖Jλ‖L(H)|uλ(t)− u(t)|+ |Jλu(t)− u(t)|
≤ |uλ(t)− u(t)|+ |Jλu(t)− u(t)| car ‖Jλ‖L(H) ≤ 1.

et
∀t ≥ 0, |Jλuλ(t)− u(t)| ≤ |uλ(t)− u(t)|+ |Jλu(t)− u(t)| −−→

λ→0 0

Ainsi, par passage à la limite quand λ tend vers 0 dans :

∀t ∈ R+,
duλ
dt

+ A(Jλuλ(t)) = 0
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on obtient par continuité de l’opérateur A :

∀t ∈ R+,
du

dt
+ Au(t) = 0

et u ∈ D(A) car le graphe de A est fermé (A est maximal monotone).
Enfin, comme u ∈ C1(R+;H), la fonction t 7→ Au(t) est continue de R+ dans H
et, par conséquent, u ∈ C0(R+;D(A)). Compte-tenu de (2.3), on a aussi :

∀t ≥ 0,∀λ > 0,
∣∣∣∣∣dudt (t)

∣∣∣∣∣ = |Aλuλ(t)| ≤ |Au0|

Etape 5
Si u0 ∈ D(A), la solution du problème (P ) est la limite dans H des solutions
obtenues à l’étape 3 pour u0 ∈ D(A2).
En effet, d’après le lemme (2,3), D(A2) est dense dans D(A) : il existe donc
(u0,n)n∈N une suite de D(A2) telle que u0,n −−−−→n→+∞ u0, pour la norme |u|+ |Au|.
Le résultat obtenu à l’étape 4 s’applique à u0,n :
il existe une fonction un ∈ C(R+;D(A)) ∩ C1(R+;H) telle que :

dun
dt

+ Aun = 0, sur R+

un(0) = u0,n

et pour tout t ∈ R+ :

|un(t)| ≤ |u0,n| et
∣∣∣∣∣dundt (t)

∣∣∣∣∣ = |Aun(t)| ≤ |Au0,n|.

Les suites (un)n∈N et
(
dun
dt

)
n∈N

sont de Cauchy dans (H, |.|). En effet, d’après ce

qui précède :

∀t ∈ R+,∀m,n ∈ N, |um(t)− un(t)| ≤ |u0,m − u0,n| −−−−−→m,n→∞ 0 car u0,n converge.

∀t ∈ R+,∀m,n ∈ N,
∣∣∣∣∣dumdt (t)− dun

dt
(t)
∣∣∣∣∣ ≤ |Au0,m−Au0,n|−−−−−→m,n→∞0 car Au0,n converge.

L’espaceH étant complet, il en résulte que les suites (un)n∈N et (Aun)n∈N convergent
uniformément sur R+. Notons u = limn→∞ un. Comme, pour tout n ∈ N, un ∈

C1(R+;H),
(
dun
dt

)
n∈N

converge uniformément vers du
dt

sur R+.
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Ainsi, u ∈ C0(R+;H) et du
dt
∈ C0(R+;H) comme limites uniformes d’applications

continues, d’où u ∈ C1(R+;H). De plus, par passage à la limite dans l’égalité :

dun
dt

+ Aun = 0 sur R+.

on obtient, comme dans l’étape 4, du fait que le graphe de A est fermé, que
u ∈ C0(R+;D(A)) et

du

dt
+ Au = 0 sur R+.

Enfin, appliquant le lemme (2,1), on a :

|u(t)| ≤ |u0| et
∣∣∣∣∣dudt (t)

∣∣∣∣∣ = |Au(t)| ≤ |Au0| pour tout t ≥ 0.

On peut montrer par récurrence, à condition d’avoir des hypothèses supplémen-
taires sur u0 que la solution du problème d’évolution considéré est plus régulière
(si u0 ∈ D(Ak), alors u ∈ Ck−j(R+;D(Aj))∀j = 0, 1, ..., k).

2.2.3 Cas autoadjoint
Dans le cas où A est un opérateur maximal monotone autoadjoint, on peut

affaiblir l’hypothèse u0 ∈ D(A).

Théorème 2.2. [6]
Soit A un opérateur maximal monotone autoadjoint. Alors pour tout u0 ∈ H,

il existe une unique fonction

u ∈ C(R+;H) ∩ C1(]0,+∞[;H) ∩ C(]0,+∞[;D(A))

telle que 
du

dt
+ Au = 0, sur ]0,+∞[

u(0) = u0

De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et
∣∣∣∣∣dudt (t)

∣∣∣∣∣ = |Au(t)| ≤ 1
t
|u0|,∀t > 0.

u ∈ Ck(]0,+∞[;D(Al)) ∀k, l entiers.
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2.3 Cas d’un espace de Banach quelconque
Nous étendons maintenant le théorème de Hille-Yosida dans le cas d’un espace

de Banach quelconque. Nous introduisons pour cela la notion de semi-groupe de
contraction qui va se reveler être l’outil essentiel de la démonstration. Commençons
par donner la définition d’un semi-groupe de contractions :

Définition 2.1. Semi-groupe de contractions
On appelle semi-groupe de contractions une famille à un paramètre {S(t)}t≥0

d’opérateurs linéaires continus sur X espace de Banach telle que :
1. ‖S(t)‖ = 1 pour tout t ≥ 0.
2. S(0) = Id.
3. S(t+ s) = S(t) ◦ S(s) pour tous t, s ≥ 0.
4. Pour tout u0 ∈ X,S(t)u0 ∈ C(R+).

L’opérateur u0 ∈ X 7→ S(t)u0 = u(t) a un effet régularisant sur la donnée initiale.

Théorème 2.3. Hille-Yosida[6]
Soit A un opérateur m-accrétif dans X.
1. Alors pour tout u0 ∈ D(A) il existe une fonction

u ∈ C1(R+;X) ∩ C(R+;D(A))

unique telle que 
du

dt
+ Au = 0, sur R+

u(0) = u0

(2.4)

De plus, on a

‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖ et
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dudt (t)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = ‖Au(t)‖ ≤ ‖Au0‖,∀t ≥ 0.

2. Si u(t) est solution (2,4), alors l’application

D(A) S(t)−→ D(A)
u0 7→ u(t)

vérifie :
(i) S(t) est une application linéaire continue de norme inférieure ou égale

à 1 pour tout t ≥ 0.
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(ii) S(t) se prolonge à X tout entier.
(iii) {S(t)}t≥0définit un semi-groupe sur X.
(iv) L’application :

R+ → X

t 7→ S(t)u0

est continue sur R+

Dans la démonstration du théorème nous serons amenés à considérer à nouveau
le problème (Pλ) :

(Pλ)


duλ
dt

+ Aλuλ = 0 sur R+

uλ(0) = u0

(2.5)

uλ désigne la solution du problème approché et Aλ désigne la régularisée de Yosida
de A. Pour u0 ∈ X, comme Aλ ∈ L(X), le problème ci dessus possède une unique
solution d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz. Notons Sλ le semi-groupe associé
à uλ, uλ(t) = Sλ(t)u0.
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Chapitre 3

Problèmes semi-linéaires

Soient X un espace de Banach, A : D(A) ⊂ X → X linéaire un opérateur m-
accrétif, F : X → X une application de X dans X.

Nous allons nous intéresser au problème de Cauchy suivant :

(P ′)


du

dt
+ Au = F (u), sur R+

u(0) = u0

3.1 Lemmes préliminaires
Lemme 3.1. Gronwall[2]

Soient T > 0, λ ∈ L1([0;T ]), λ ≥ 0 pp et C1, C2 ≥ 0. Soit φ ∈ L1([0;T ]), φ ≥ 0

pp telle que λφ ∈ L1([0;T ]) et φ(t) ≤ C1 + C2

∫ t

0
λ(s)φ(s)d(s), pp t ∈ [0;T ]. Alors :

φ(t) ≤ C1 exp
(
C2

∫ t

0
λ(s)ds

)
, pp t ∈ [0;T ].

Lemme 3.2. Théorème du point fixe de Banach[5]
Soit X un espace métrique complet, non vide. On note d la distance sur X et

on considère F une application de X dans lui-même.
On suppose F contractante, c’est-à-dire : il existe une constante positive k, stric-
tement inférieure à 1, telle que : d(F (x), F (y)) ≤ kd(x, y) pour tous x, y ∈ X.
Alors : il existe un unique point a ∈ X tel que F (a) = a. De plus, ce point peut
s’obtenir comme limite de la suite (xn)n∈N des itérées, définies par récurrence à
partir d’un point quelconque x0 de X selon xn+1 = F (xn). On a en outre :

∀n ≥ 1 : d(xn, a) ≤ kn

1− kd(x0, x)
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3.2 Solutions globales généralisées
Définition 3.1. On appelle solution globale généralisée du problème (P ′)
toute fonction u ∈ C(R+;X) telle que :

∀t ≥ 0, u(t) = S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− s)F (u(s))ds

où S(t) désigne le semi-groupe associé à l’opérateur A.

Définition 3.2. On dit qu’une fonction F : X → X est lipschitzienne sur les
bornés de X si, pour tout r > 0, il existe une constante notée Mr telle que :

∀u, v ∈ B(0, r), |F (u)− F (v)|X ≤Mr|u− v|X

On a un résultat d’existence concernant les solutions locales du problème de
Cauchy (P ′).

Théorème 3.1. [6] Si u0 ∈ X. Si F est lipschitzienne de constante de lipschitz
M > 0, alors le problème (P ′) admet une unique solution globale généralisée notée
u.
Si u0 ∈ D(A), u est localement lipschitzienne.

Démonstration.Première partie
Existence
Posons

ψ(u)(t) = S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− s)F (u(s))ds

L’application ψ ∈ C(R+;X).
Nous allons appliquer le théorème du point fixe de Banach à ψ dans l’espace Xα,
α à déterminer, défini par :

Xα = {u ∈ C(R+;X); sup
t>0

e−αt|u(t)|X < +∞}

muni de la norme : |u|Xα = sups(e−αs|u(s)|X). Cet espace est complet car fermé
dans le complet C(R+;X).
Déterminons à quelles conditions sur α l’application ψ est contractante de Xα dans
Xα.
L’application ψ envoie Xα sur Xα pour tout α > 0.
En effet, on a :

∀t ≥ 0, |ψ(u)(t)|X ≤ |S(t)u0|X +
∫ t

0
‖S(t− s)‖L(X)|F (u(s))|Xds

≤ |u0|X +
∫ t

0
|F (u(s))|Xds, car ‖S(t)‖L(X) ≤ 1,∀t ≥ 0.
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Or

∀s ∈ [0, t], |F (u(s))|X ≤ |F (u(s))− F (0)|X + |F (0)|X
≤ M |u(s)|X + C

d’où :
|ψ(u)(t)|X ≤ |u0|X +

∫ t

0
(M |u(s)|X + C)ds

Multiplions cette dernière inégalité par e−αt pour t > 0 (e−αt < 1 pour tout t >
0). On obtient :

∀t > 0, e−αt|ψ(u)(t)|X ≤ e−αt|u0|X +
∫ t

0
e−α(t−s)e−αs(M |u(s)|X + C)ds

≤ e−αt|u0|X +M sup
s

(e−αs|u(s)|X)
∫ t

0
e−α(t−s)ds+ C

(∫ t

0
ds
)
e−αt

≤ e−αt|u0|X +M |u|Xα
∫ t

0
e−α(t−s)ds+ Cte−αt

De plus,

∀t > 0,
∫ t

0
e−α(t−s)ds = e−αt

∫ t

0
teαsds

= 1− e−αt
α

≤ 1
α

Donc :
∀t > 0, e−αt|ψ(u)(t)|X ≤ |u0|X + 1

α
M |u|Xα + C sup

t
(te−αt)

et
sup
t>0

e−αt|ψ(u)(t)|X < +∞

c’est-à-dire : pour tout α > 0, ψ : Xα → Xα.
L’application ψ est une contraction si α > M .
En effet, soient u, v ∈ Xα. On a, pour tout t ≥ 0 :

|ψ(u)(t)− ψ(v)(t)|X =
∣∣∣∣∫ t

0
S(t− s)(F (u(s))− F (v(s)))ds

∣∣∣∣
X

et

|ψ(u)(t)− ψ(v)(t)|X ≤
∫ t

0
‖S(t− s)‖L(X)|(F (u(s))− F (v(s)))|Xds

≤ M
∫ t

0
|u(s)− v(s)|Xds
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D’où :

∀t > 0, e−αt|ψ(u)(t)− ψ(v)(t)|X ≤ M
∫ t

0
e−α(t−s)e−αs|u(s)− v(s)|Xds

≤ M

α
|u− v|Xα

Donc ψ est une contraction sur Xα si M
α
< 1.

Pour α > M , si F est lipschitzienne, il existe un unique point fixe pour ψ sur Xα.
Ainsi, le problème de Cauchy (P ′) admet une solution dans Xα ⊂ C(R+;X) si F
est lipschitzienne.
Unicité :
Soient u et v deux solutions généralisées de (P ′). On a :

∀t ≥ 0, u(t) = S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− s)F (u(s))ds

∀t ≥ 0, v(t) = S(t)v0 +
∫ t

0
S(t− s)F (v(s))ds

d’où, par différence :

∀t ≥ 0, u(t)− v(t) = S(t)(u0 − v0) +
∫ t

0
S(t− s)(F (u(s))− F (v(s)))ds

Alors :
∀t ≥ 0, |u(t)− v(t)|X ≤ |u0 − v0|X +M

∫ t

0
|u(s)− v(s)|Xds

Par le lemme de Gronwall, on obtient donc :

∀t ≥ 0, |u(t)− v(t)|X ≤ |u0 − v0|X exp
(
M
∫ t

0
ds
)

≤ |u0 − v0|XeMt

Or, u0 = v0 si u et v sont solutions généralisées de (P ′). Donc u = v.
Deuxième partie
Soit u0 ∈ D(A). Alors u est localement lipschitzienne.
En effet, soient h > 0 et t ∈ [0;T ]. Etudions u(t+ h)− u(t).
Pour cela, considérons u(t+ h) comme solution à l’instant t de :

dv

dt
+ Av = F (v)

v(0) = u(h)

On a :

∀t ≥ 0, |u(t+ h)− u(t)|X ≤ eMt|u(h)− u0|X , d’après la partie précédente.
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Or,
|u(h)− u(0)|X ≤ |S(h)u0 − u0|X +

∫ h

0
|F (u(s))|Xds

De plus,
|S(h)u0 − u0|X ≤ C ′h

car, d’après les étapes 4 et 5 de la démonstration du théorème de Hille-Yosida (cas
Banach), l’application t 7→ u(t) = S(t)u0 ∈ C1(R+;X) ∩ C(R+;D(A)), d’où en
particulier :

u(h) = u(0) + hu′(0) + h2ε(h), avec u′(0) = Au0 et u(0) = u0.

D’après la partie existence,∫ h

0
|F (u(s))|ds ≤

∫ h

0
(M |u(s)|X + C)ds

D’où, finalement :

|u(h)− u(0)|X ≤ C ′h+
∫ h

0
(M |u(s)|X + C)ds

Comme u ∈ C(R+;X), il existe h0 tel que ;

∀h ≤ h0, |u(s)|X ≤ 2|u0|X

et
|u(h)− u(0)|X ≤ C ′′h

Donc :
∀t ≥ 0, |u(t+ h)− u(t)|X ≤ C ′′heMt

et
∀t ∈ [0;T ], |u(t+ h)− u(t)|X ≤ CTh

3.3 Solutions globales classiques
Définition 3.3. Soit u0 ∈ D(A). On appelle solution classique globale toute
fonction u ∈ C(R+;D(A)) ∩ C1(]0,+∞[;X) telle que :

du

dt
+ Au = F (u), sur R+

u(0) = u0

De plus, de la même manière que pour les solutions globales généralisées, on
a un résultat d’existence d’une solution globale classique au problème de Cauchy
(P ′).
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Théorème 3.2. [6] Si F est lipschitzienne et C1(c’est-à-dire, l’application :

u ∈ X 7→ F ′(u) ∈ L(X)

est continue et |F ′(u)| ≤ M), alors pour tout u0 ∈ D(A), il existe u solution glo-
bale classique de (P ′).

La démonstration de ce théorème repose sur le fait essentiel suivant : dans
le cas non homogène, si u0 ∈ D(A) et f ∈ C1([0;T ];X), alors toute solution géné-
ralisée est solution classique.
De plus, si l’espace X est réflexif, on remarque que l’on peut préciser la régularité
de la solution généralisée et montrer que c’est une solution classique.

3.4 Solutions locales
Définition 3.4. 1. On appelle solution généralisée locale de (P ′) toute

fonction u telle que :

∀u0 ∈ X, ∃T > 0,∃u ∈ C([0;T [;D(A));∀t > T, u(t) = S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− s)F (u(s))ds

2. On dit que (P ′) admet une solution classique locale si :
∀u0 ∈ D(A),∃T > 0,∃u ∈ C([0;T [;D(A)) ∩ C1(]0;T [;X) tels que :

du

dt
+ Au = F (u), sur R+

u(0) = u0

Théorème 3.3. [6] Soit F : X → X lipschitzienne sur les bornés. Alors :
∀u0 ∈ X, ∃T > 0,∃!u ∈ C([0;T [;X) solution généralisée locale de (P ′).

Démonstration.
Appliquons le théorème du point fixe de Banach (lemme préliminaire) à l’es-

pace :
KT = {u ∈ C([0;T [;X); |u(t)− u0|X ≤ 2|u0|X + 1,∀t ≤ T}

et à la fonction : φ : KT → KT telle que φ(u)(t) = S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− s)F (u(s))ds.

Notons que l’espace KT est une space de Banach car fermé dans le complet
(C([0;T [;X), |.|X).
L’application φ envoie KT sur KT si T ≤ 1

MK(2|u0|+ 1) + |F (u0)| .
En effet, on a :

∀t, |φ(u(t))− φ(u0)|X ≤ |S(t)u0|X + |u0|X +
∫ t

0
|S(t− s)|X |F (u(s))|Xds
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Notons MK la constante de Lipschitz de F sur B(0, 3|u0|X + 1). Par hypothèse si
u ∈ KT ,

∀s ≤ T, |u(s)|X ≤ |u0|X + 2|u0|X + 1

d’où :
∀s ≤ T, u(s) ∈ B(0, 3|u0|X + 1)

et
∀t ≤ T,∀s ≤ T, |F (u(s))|X ≤ |F (u(s))− F (u0)|X + |F (u0)|X

Donc :

∀t ≤ T, |F (u(s))|X ≤MK |u(s)− u0|X + |F (u0)|X

=⇒ ∀t ≤ T, |φ(u(t))− u0|X ≤ 2|u0|X + T [MK(2|u0|X + 1) + |F (u0)|X ]

On en déduit donc que φ est à valeurs dansKT si T [MK(2|u0|X+1)+|F (u0)|X ] ≤ 1.
L’application φ est contractante si T <

1
MK

.
En effet, soient u, v ∈ KT . On a :

φ(u)− φ(v) =
∫ t

0
S(t− s)[F (u(s))− F (v(s))]ds

D’où :

|φ(u)− φ(v)|X ≤
∫ t

0
|F (u(s))− F (v(s))|Xds

≤ MK

∫ t

0
|u(s)− v(s)|Xds

≤ MK

∫ t

0
sup
s≤T
|u(s)− v(s)|Xds

≤ MKT sup
s≤T
|u(s)− v(s)|X

On en déduit donc que φ est une contraction pour MKT < 1. D’après le théorème
du point fixe de Banach, il existe un unique u ∈ KT tel que u = φ(u). Pour tout
u0 ∈ X, on a mis en évidence un temps T et une solution u ∈ KT de u = φ(u).

3.5 Solutions maximales
Proposition 3.1. [6]
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1. Si ui est une solution locale définie sur [0;Ti] pour Ti < Tj, uj/[0;Ti] = ui
si sup{Ti; i ∈ I} = Tmax ≤ ∞, alors on peut définir u ∈ C([0;Tmax[;X) telle
que :

∀t < Tmax, u(t) = S(t)u0 +
∫ T

0
S(t− s)F (u(s))ds

On appelle u solution maximale généralisée.
2. De plus, si u ∈ C([0;T [;D(A)) ∩ C1(]0;T [;X), alors u est appelée solution

maximale classique.

Théorème 3.4. [6] Il existe une fonction T : X → R+ avec les propriétés sui-
vantes : pour tout u0 ∈ X, il existe u ∈ C([0;T (u0)[;X) telle que pour tout
t < T (u0), u est l’unique solution généralisée globale dans C([0;T ];X) ; de plus,

∀t ∈ [0;T (u0)[, 2K(|F (0)|X + 2|u(t)|X) ≥ 1
T (u0)− t − 2

En particulier, on a l’alternative :

soit Tmax = T (u0) = +∞ et la solution est globale.
soit Tmax = T (u0) < +∞ et |u(t)|X −−−−−−→t→T (u0) +∞ et la solution explose en temps fini.

Ce dernier résultat est l’analogue du théorème d’explosion pour les équations
différentielles ordinaires.
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Chapitre 4

Équation de la chaleur
semi-linéaire

On prend maintenant un problème semi-linéaire concret pour illustrer la théorie
sur les EDP semi-linéaires. On s’intéresse donc à l’équation de la chaleur avec une
donnée F : X → X localement lipschitzienne. On note X = C0(Ω), l’espace des
fonctions continues à support compact dans Ω. Le problème s’énonce ainsi : On
cherche

u ∈ C([0, T ], X) ∩ C([0, T ], H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ], L2(Ω)),∆u ∈ C([0, T ], L2(Ω))

tel que : {
ut −∆u = F (u)
u(0) = u0 ∈ X

(4.1)

On a alors :
Proposition 4.1. [10] Soit u0 ∈ X,T > 0 et u ∈ C([0, T ], X). Alors u est solution
du problème (4.1) si et seulement si u vérifie :

u(t) = S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− s)F (u(s))ds (4.2)

Définition 4.1. Soit Ω un ouvert de Rn.
1. L’espace de Sobolev H1(Ω) est défini par

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω)|∇u ∈ L2(Ω)n} (4.3)

L’espace de Sobolev H1(Ω) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire
(· , · ) défini par

(u, v) =
∫

Ω
uvdx+

∫
Ω
∇u· ∇vdx (4.4)

2. L’espace H1
0 (Ω) est défini comme étant l’adhérence de C∞c (Ω) dans H1(Ω).
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4.1 L’opérateur de la chaleur
Etudions à titre d’application l’opérateur A défini sur X = L2(Ω) par Au =

−∆u. On va montrer que le domaine du laplacien est
D(∆) = H1

0 (Ω) ∩H2(Ω) = {u ∈ H1
0 (Ω),∆u ∈ L2(Ω)}

Raisonnons par double inclusion. Soit u ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), on sait que H2(Ω)

s’injecte continûment dans C0(Ω). On a u ∈ H1
0 (Ω) et pour tout i, ∂u

∂xi
∈ H1(Ω),

d’où pour tout j, ∂u
∂xi∂xj

u ∈ L2(Ω) et ∆u ∈ L2(Ω), donc H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) ⊂ D(∆).

Soit u ∈ D(∆), montrons que u ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

Par définition de D(∆) on a u ∈ H1
0 (Ω). De plus si Ω est un ouvert de classe C2 et

de frontière bornée, d’après le théorème de régularité du problème de Dirichlet il
vient que u ∈ H2(Ω).

On remarque que A est un opérateur non borné, ceci est facile à voir en dimen-
sion un, en effet considérons les modes propres de A, à savoir un(x) = sin(nπx),
on a A(un(x)) = −n2π2 sin(nπx). Quelle que soit la norme considérée on a

‖Aun‖
‖un‖

= n2π2 −−−−−→
n→+∞ +∞

Etudions maintenant le problème suivant, soit f ∈ L2(Ω), existe-t-il (et est elle
unique) une solution de l’équation :{

u− λ∆u = f, λ > 0
u = 0 sur ∂Ω (4.5)

Soient u ∈ C2(Ω̄) et v ∈ D(Ω), multiplions l’équation par v et intégrons par
parties sur Ω, on obtient en utilisant la formule de Green :

−λ
∫

Ω
∆uv +

∫
Ω
uv =

∫
Ω
fv

= λ
∫

Ω
∇u∇v +

∫
Ω
uv =

∫
Ω
fv

On a alors par densité des fonctions continues dans H1
0 (Ω), la formulation varia-

tionnelle :
trouver u ∈ H1

0 (Ω) tel que :

λ
∫

Ω
∇u∇v +

∫
Ω
uv =

∫
Ω
fv,∀v ∈ H1

0 (Ω)

C’est-à-dire en notant a(u, v) = λ
∫

Ω
∇u∇v +

∫
Ω
uv etL(v) =

∫
Ω
fv, cela revient à

trouver u ∈ H1
0 (Ω) tel que a(u, v) = L(v)∀v ∈ H1

0 (Ω).
Appliquons le théorème de Lax-Milgram :
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– v 7→ L(v) est linéaire grâce à la linéarité de l’intégrale.
– Continuité : |L(v)| ≤ ‖f‖0‖v‖0, or ‖v‖0 ≤‖v‖1 donc |L(v)| ≤ ‖f‖0‖v‖1 et
donc L est continue sur H1

0 (Ω).
– Continuité de a : Pour tout u ∈ H1

0 (Ω) on a |a(u, v)| ≤ max{1, λ}〈u, v〉1.
D’où pourtout u ∈ H1

0 (Ω) :

|a(u, v)| ≤ ‖u‖1‖v‖1

et donc v 7→ a(u, v) est continue pour tout u ∈ H1
0 (Ω).

– Coercivité : Il faut montrer qu’il existe une constante α telle que |a(u, u)| ≥
α‖u‖1. On a :

|a(u, u)| =
∣∣∣∣λ ∫

Ω
∇u2 +

∫
Ω
u2
∣∣∣∣ ≥ min{1, λ}‖u‖2

1

Donc le théorème de Lax-Milgram s’applique et donne l’existence pour tout f ∈
L2(Ω), d’un unique u ∈ H1

0 (Ω), solution du problème variationnel. De cela on
déduit également que l’opérateur (Id+ λA) est bijectif.
Deplus A est monotone car ∀u ∈ D(A), on a encore une fois d’après la formule de
Green : ∫

Ω
|∇u2| =

∫
Ω

(−∆u)u ≥ 0

Donc A est un opérateur maximal monotone.
Montrons maintenant que A est auto-adjoint : il suffit de vérifier qu’il est symé-
trique car on vient de voir qu’il est maximal monotone, on a :

〈Au, v〉 =
∫

Ω
(−∆u)v =

∫
Ω
∇u∇v et

〈u,Av〉 =
∫

Ω
u(−∆v) =

∫
Ω
∇u∇v

Le laplacien est un opérateur non borné. Il n’est pas compact, par contre
(−∆)−1 est un compact de L2(Ω) dans L2(Ω).

4.2 Valeurs propres du laplacien
Théorème 4.1. [9] Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1. Alors H1

0 (Ω) est
donné par

H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω)|v|∂Ω = 0 sur ∂Ω}. (4.6)
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Proposition 4.2. (Inégalité de Poincaré)[9]
Soit Ω un ouvert de Rn borné dans une direction d’espace. Alors, il existe une
constante C > 0 telle que

∀v ∈ H1
0 (Ω),

∫
Ω
|v|2dx ≤ C

∫
Ω
|∇v|2dx (4.7)

Théorème 4.2. (Rellich)[9]
Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1. L’injection de H1(Ω) dans L2(Ω) est
compacte.

La formulation faible du problème −∆u = λu dans Ω avec u = 0 sur ∂Ω est la
suivante :

Trouver u ∈ H1
0 (Ω) telle que

∫
Ω
∇u· ∇vdx = λ

∫
Ω
uvdx,∀v ∈ H1

0 (Ω)

On obtient bien un problème du type :
Trouver λ ∈ R et u ∈ V \{0} tels que

a(u, v) = λ(u, v)H ,∀v ∈ V.
(4.8)

avec H = L2(Ω), V = H1
0 (Ω) et a(· , · ) est la forme bilinéaire symétrique définie

sur V par
a(u, v) =

∫
Ω
∇u· ∇vdx

L’injection de V dans H est compacte d’après le Théorème 4.2. De plus, l’espace
C∞c (Ω) étant dense dans L2(Ω) et H1

0 (Ω), H1
0 (Ω) est dense dans L2(Ω).

Corollaire 4.1. [9] Soit Ω un ouvert borné régulier de classe C1 de Rn. Alors, il
existe une suite croissante (λk)k≥1 de réels positifs qui tend vers l’infini et une base
hilbertienne (uk)k≥1 de L2(Ω) telle que

uk ∈ H1
0 (Ω) et −∆uk = λkuk pp dans Ω. (4.9)

4.3 Existence locale
Théorème 4.3. [6] Pour tout u0 ∈ X, il existe un unique u défini sur [0, T ]
solution de (4.1), pour tout t ∈ [0, T ].
De plus si T <∞ alors ‖u(t)‖ → +∞ quand t→ T .

Démonstration.
Soit u0 ∈ X. La proposition implique que trouver une solution de (4.1) équivaut
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à trouver u vérifiant (4.2). On applique le théorème d’existence locale déjà vu
précédemment. On pose

g : [0, T ]× Ω→ R

tel que F (u)(x) = g(u(x)). On vérifie que g est lipschitzienne sur les bornés.
Montrons donc que :

∀r∀h, v ∈ B(0, r),∃Mr, ‖g(t, h)− g(t, v)‖ ≤Mr‖h− v‖

Soit r > 0, pour tout x, ‖F (h)(x) − F (v)(x)‖ = ‖g(h(x)) − g(v(x))‖, or F est
localement lipschitzienne donc pour tout h ∈ B(0, r), il existe Vh et Kh, tels que
pour tous v, w ∈ Vh, on a

‖F (h)(x)− F (v)(x)‖ ≤ Kh‖v(x)− w(x)‖
≤ max

r
( sup
h∈B(0,r)

Kh)‖v(x)− w(x)‖

Donc on peut appliquer le théorème d’existence locale car la constante de Lipschitz
est indépendante de h.

4.4 Existence globale
Théorème 4.4. [6] On suppose qu’il existe des constantes K et C telles que :

uF (u) ≤ C|u|2, pour |u| > K.

Alors pour tout u0 ∈ X la solution de (4.1) donnée par (4.2) est globale.

Démonstration. Montrons que

sup
[0,T ]
‖u(t)‖ < +∞

Ceci donnera que T = +∞ et que la solution est globale. Faisons une estimation
d’énergie c’est-à-dire multiplions l’équation par u et intégrons sur Ω, on obtient :

1
2
d

dt

∫
Ω
|u|2 = −

∫
Ω
|∇u|2 +

∫
Ω
|F (u)u|

Les intégrales ci-dessus sont bien définies compte tenu de l’espace dans lequel on
a choisi u. On scinde la dernière intégrale :

1
2
d

dt

∫
Ω
|u|2 = −

∫
Ω
|∇u|2 +

∫
Ω∩{|u|≤K}

|F (u)u|+
∫

Ω∩{|u|≥K}
C|u|2
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Le terme
∫

Ω
|∇u|2 est positif donc : 1

2
d

dt

∫
Ω
|u|2 ≤ C ′ + C

∫
Ω∩{|u|≥K}

|u|2.

On a pu majorer la première intégrale par C ′ puisque u et F (u) sont continues sur un compact.

On pose f(t) =
∫

Ω
|u(t)|2dt On intègre l’inégalité précédente entre 0 et t on obtient que :

f(t)− f(0) ≤ C ′t+ C
∫ t

0
f(s)ds

On utilise maintenant le lemme de Gronwall qui donne :

f(t) ≤ (f(0) + C ′t) exp
(
C
∫ t

0
f(s)ds

)

De plus t ∈ [0, T ], on obtient finalement la majoration suivante :

f(t) ≤ (f(0) + C ′T ) exp
(
C
∫ T

0
f(s)ds

)
< +∞

On obtient ainsi le résultat souhaité.

Voici maintenant le théorème d’existence globale pour |u| petit.
On notera λ = inf {‖∇u‖L2 , u ∈ H1

0 (Ω), ‖u‖L2 = 1}.

Théorème 4.5. [6] On suppose qu’il existe α > 0 et µ < λ tels que :

uF (u) ≤ µ|u|2,∀|u| ≤ α

Alors il existe une constante A telle que si ‖u0‖ ≤ αA, la solution u correspondante
de (4.1) est globale et

‖u(t)‖ ≤ A‖u0‖e−(λ−u)t,∀t ≥ 0

Preuve. On multiplie l’équation par u puis on intègre par parties sur Ω et on a :∫
Ω
utudx−

∫
Ω
u∆udx =

∫
Ω
F (u)udx

1
2
d

dt

∫
Ω
u2(t)dx+

∫
Ω
|∇u|2dx =

∫
Ω
g(u(t))udx

en utilisant la formule de Green. On pose maintenant f(t) =
∫
u2(t)dt, on a donc :

f ′(t) = 2
∫

Ω
g(u(t))u(t)dx−

∫
Ω
|∇u|2dx+ 2

∫
∂Ω
u∇u
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On peut majorer f ′ comme suit :

f ′(t) ≤ 2
∫

Ω
u(t)g(u(t))dx− 2λ

∫
|u(t, x)|2dx

≤ 2
∫

Ω
u(t)g(u(t))dx− 2λf(t)

D’où f ′(t) ≤ −2λf(t) + 2
∫

Ω
u(t)g(u(t))dx ≤ −2(λ−µ)f(t), et en intégrant on a :

f(t) ≤ e−2(λ−µ)tf(0)

Finalement on obtient :
‖u(t)‖ ≤ e−2(λ−µ)t‖u0‖
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Conclusion Générale

Tout au long de ce mémoire nous avons étudié diverses méthodes, qu’elles
soient hilbertiennes ou de semi-groupes, permettant de prendre des hypothèses
plus faibles que celles du théorème de Cauchy-Lipschitz. En effet nous avons étudié
des opérateurs non bornés et obtenu des résultats d’existence et d’unicité pouvant
s’étendre aux équations aux dérivées partielles comme on l’a vu pour l’équation
de la chaleur.
Nous avons également mis en évidence la grande utilité de la méthode des semi-
groupes car elle nous a permis d’obtenir des résultats d’existence et d’unicité pour
des problèmes semi-linéaires sous forme de solutions généralisées en se ramenant à
de simples problèmes de points fixes. L’étude de ce genre d’équations est important
car elles interviennent par exemple dans des problèmes de réaction-diffusion qui
modélisent des phénomènes apparaissant dans des secteurs variés tels que la chimie,
la biologie, la neurophysiologie ou encore la génétique des populations.
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Résumé
Ce travail, concerne l’étude de théorème de Hille-Yosida et ses applications aux
problèmes d’évolution semi-linéaires ce memoire comporte quatre chapitres :
Le premier chapitre sur opérateurs : définitions et premières propriétés et les

propriétés spectrales, le deuxième sur le théorème de Hille-Yosida dans cas d’un
espace de Hilbert et d’un opérateur maximal monotone et cas d’un espace de

Banach quelconque, le troisième sur problèmes semi-linéaires et le quatrième sur
équation de la chaleur semi-linéaire.

Mots clés : Opérateur, Le théorème de Hille-Yosida, Problèmes d’évolution,
Équation de la chaleur, Semi-linéaire.
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Abstract
This work concerns the study of Hille-Yosida theorem and its applications to

Problems of semi-linear evolution This memory has four chapters :
The first chapter on operators : definitions and first properties and properties
Spectra, the second on the theorem of Hille-Yosida in the case of a space Of
Hilbert and a maximal monotone operator and the case of any Banach space,
The third on semi-linear problems and the fourth on equation Semi-linear heat.
Keywords : Operator, Hille-Yosida theorem, Problems of evolution, Heat

equation, Semi-linear.
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