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Résumé

Dans ce mémoire de master

Tout d’abord, nous exposons un bref historique du domaine des séries chrono-
logiques et de I'invention des différents modeles stochastiques, en suite, dans
le deuxiéme chapitre nous donnons des définitions et notations de quelques
mots utiles dans domaine de ses séries chronologique comme le bruit blanc,
les lois de probabilités.

Dans le troisieme chapitre, nous introduisons le modele Asymetric Power
ARCH (APARCH), puis nous étudions la stationnarité et le comportement

asymptotique de I'estimateur de Quasi-maximum Laplace pour ce modeéle.

Finalement, dans le dernier chapitre, nous appliquons notre méthode pour
une séries chronologique simulée (APARCH) comme nous exposons les avan-
tages de cet estimateur par rapport au classique estimateur quasi-maximum
de vraisemblance Gaussien (EQMV Gaussien) a travers des simulations nu-

mériques qui confirment la précision de cet estimateur.



Chapitre 1

Introduction

1.1 Historique

La modélisation représentant une étape cruciale dans I’étude des séries
chronologiques. Elle a connu une grande évolution durant les cinquante der-
nieres années et plusieurs modeles de représentation ont été proposés.

En 1970, Box et Jenkins ont publié un livre Time series : forecasting and
control [4], dans lequel ils ont présenté et étudié les modeles Auto-régressifs
moyenne mobile (ARMA) et les modeéles Auto-régressifs moyenne mobile in-
tégré (ARIMA) de bruits Gaussiens et de variance constante. Les deux pro-
cessus proposés dépendent de leurs passés et celui des bruits.

En 1982, Engel [9] a proposé le modeéle Auto-régressif conditionnellement hé-
téroscédastique (ARCH) avec bruits Gaussiens, qui a permis a la variance

conditionnelle de changer en fonction des erreurs passées au
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1 du temps, tout en laissant la variance inconditionnelle constante. Ce
modele s’est déja révélé utile dans la modélisation de plusieurs phénomenes.
Dans Engle (1982) [9], Engle (1983) [10] et Engle et Kraft (1983) [11], des
modeles pour le taux d’ination sont construits en admettant I’hypothese que
I'ination tend & changer au

1 du temps. En 1984, Weiss [I7] a considéré les modeles ARMA avec er-

reurs ARCH de bruits Gaussiens. Il a utilisé ces modeles pour la modélisation
de seize séries chronologiques micro-économiques américaines.
En 1993, Ding et al.[7] ont étudié la structure de l'auto-corrélation de o?
représente le rendement quotidien de cing cent titres boursiers journaliers
et d est un nombre positif. Ils ont trouvé que pour de longs délais, o¢ a
des auto-corrélations positives signicatives. Ce résultat les a motivés pour
proposer une nouvelle généralisation pour la classe des modeles ARCH, dite
Asymetric Power ARCH (APARCH). En outre, ils ont montré que ce mo-
dele englobe sept autres modeles connus dans la littérature. Aprés la mise en
place des modeles GARCH et APARCH, Ding et al. (1993) [7] ont introduit
les modeles ARMA avec erreurs GARCH a base de bruits Gaussiens et les
modeles ARMA avec erreurs APARCH a base de bruits Gaussiens comme
généralisation des modeles ARMA avec erreurs ARCH. En 2007, Doukhan et
Wintenberger [8] ont écrit sous forme générale la classe des processus causaux
affines :

Xy = MG + fi (1.1.1)

11



qui contient les processus ci-dessus et d’autres.

Plusieurs méthodes d’estimation paramétriques ont été utilisées, parmi les

quelles, on trouve :

i/ Méthode du moindre carrée :

cette méthode consiste a trouver les valeurs des parametres de modele
. . . . ’ n 2 7
qui minimisent la somme de carrés des erreurs ) ¢/, cette méthode a
=0

été utilisé par Box et Jenkins [4] pour les modeles ARMA ; Engel [9]

pour les modeles ARCH

Méthode du maximum de vraisemblance (MV) :

cette méthode est la plus utilisée dans I'estimation des parametres de
modeles de séries chronologiques, Box et Jenkins [4] 'ont utilisée pour
I'estimation des modeles ARMA, Engel [9] I’a utilisée pour les modeéles
ARCH,Bolerselv [2] pour les modeles GARCH, Bardet et Wintenberger
[5] pour la classe des processus causaux affines avec bruits Gaussiens,
cette classe contient les modeles ARMA avec erreurs GARCH et beau-

coup d’autres.

La méthode du maximum de vraisemblane exige la connaissance de la

loi de probabilité du bruit. Pour cette raison, les travaux cités ci-dessus et

d’autres, supposent que la loi de probabilité est Gaussienne. Elle fournit une

bonne représentation pour plusieurs séries chronologiques. C’est la loi la plus

utilisée en statistique, est critiquée dans certaines de ses utilisations pour

sa queue étroite. Fance et al : (2011) ont écrit un article [12] dans lequel

ils ont proposé une estimation en deux étapes pour les paramétres des mo-
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déles GARCH avec bruits non Gaussiens. Barnard et al : (2014) ont donné
des résultats inférentiels pour les modéles ARMA avec erreurs de distribu-
tions types puissance exponentielle multivariés. En général, la fonction de
vraisemblance n’est pas calculable puisque (Xo; X_1;...) sont inconnus. C’est
pourquoi on utilise la quasi-vraisemblance qu’on obtient en remplacant le
passé du processus par des zéros. Les propriétés asymptotiques de log quasi-

vraisemblance.
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Chapitre 2

Définitions et Notations

2.1 Processus Stochastique

On désigne par (€2, F, P) un espace de probabilité, T un ensemble arbi-
traire et S un espace métrique muni de la tribu borélienne notée B(S). T est
souvent appelé ensemble des indices (souvent, on aura 7 = R, R RPN, - ).

T peut faire référence au temps, a l’espace ou aux deux a la fois.

L’indice t € T désigne alors un instant(R, ), une date (N), un point, ou
encore un point a un certain instant. S est appelé espace d’état (souvent, on

aura S = R,,CY, un ensemble fini ou dénombrable).

Définition 1 Un processus stochastique (ou aléatoire) est une famille de
variables aléatoires (c’est-a-dire, des applications mesurables) définies sur le

méme espace de probabilité (0, F, P) indexée par T et d valeurs dans S.
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Si T est un sous-ensemble d’un espace multidimensionnel, on préfére utiliser
la dénomination de champ stochastique. Un processus stochastique est noté
par { X her. La valeur de la variable aléatoire Xy en un certain w € Q) est

désignée par Xi(w).

La famille de toutes les distributions finies-dimensionnelles de X s’appelle la

loi spatiale du processus. Si S C R, on parle de loi temporelle.

2.2 Série chronologique

Définition 2 Une série temporelle, ou série chronologique, est une suite de
valeurs numériques représentant l’évolution d’une quantité spécifique au cours
du temps. De telles suites de variables aléatoires peuvent étre exprimées math
afin d’en analyser le comportement,

géneralement pour comprendre son épassée et pour en prévoir le comporte-
ment futur. Une telle transposition mathématique utilise le plus souvent des

concepts de probabilités et de statistique.

Proposition 1 Les séries temporelles sont considérées a tort comme étant
une branche exclusive de [’économétrie. Cette derniére est une discipline qui
est relativement jeune alors que les séries temporelles ont été utilisées bien
avant, par exemple en astronomie (1906) et en météorologie (1968).

L’objet des séries temporelles est [’étude des variables au cours du temps.

Meéme s’ils n’ont pas été a l'origine de cette discipline, ce sont les économétres

15
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FIGURE 2.1 — Schéma d’une série chronologique.

qui ont assuré les grandes avancées qu’a connues cette discipline (beaucoup

de « Prixz Nobel » d’économie sont des économétres).

Parmi ses principaux objectifs figurent la détermination de tendances au sein
de ces séries ainsi que la stabilité des valeurs (et de leur variation) au cours

du temps.

Définition 3 (le processus bruit blanc) (noté BB, ou White noise)

Un Bruit Blanc est une suite de v.a.r. ,,t € T telle que :

E(€)=0 V teT
v(h) = E(eige-n) =0

Il s’agit d’une suite de v.a.r homoscédastiques et non autocorrélées ( et méme
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indépendantes c’est pourquoi on parle aussi de processus identiquement et

indépendamment distribué).

2.3 Les lois de probabilité

En théorie des probabilités et en statistique, une loi de probabilité décrit
le comportement aléatoire d’un phénomene dépendant du hasard. L’étude
des phénomenes aléatoires a commencé avec 1’étude des jeux de hasard. Jeux
de dés, tirage de boules dans des urnes et jeu de pile ou face ont été des
motivations pour comprendre et prévoir les expériences aléatoires. Ces pre-
mieres approches sont des phénomenes discrets, c¢’est-a-dire dont le nombre
de résultats possibles est fini ou au plus dénombrable.

I1 existe beaucoup de lois de probabilités différentes. Parmi toutes ces lois,ont

utilisent la loi normale et la loi de laplace.

2.3.1 La loi Normale

La loi normale, ou loi gaussienne, est une loi centrale en théorie des proba-
bilités et en statistique. Elle décrit le comportement des séries d’expériences

aléatoires lorsque le nombre d’essais est tres grand.

Lemme 1 La loi normale est caractérisée par sa moyenne (qui est également
sa médiane) et par son écart-type, son support est la droite réelle. Sa densité

est symétrique et sa forme est communément appelée la courbe de Gauss ou

17



courbe en cloche :

2.3.2 La loi de Laplace

Dans la théorie des probabilités et en statistiques, la loi(distribution)
de Laplace est une densité de probabilité continue, nommée d’apres Pierre-
Simon de Laplace.

On la connait aussi sous le nom de loi double exponentielle,car sa densité
peut étre vue comme l’association des densités de deux lois exponentielles,

accolées dos a dos.

Lemme 2 La loi de Laplace s’obtient aussi comme le résultat de la différence
de deuz variables exponentielles indépendantes.
Une variable aléatoire posséde une distribution Laplace (o,b) si sa densité de

probabilité est :
1 _Je—0l

f(&?‘O’,b) = %6 b

Le réel o est un parameétre de position et b > 0 un paramétre d’échelle. Si
o =0etb=1, la loi de Laplace est dite standard et sa restriction a la

demi-droite réelle positive est la loi exponentielle de parametre %

18
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FIGURE 2.2 — Représentation graphique de la distribution Gauss et la distri-
bution Laplace.

2.4 La stationnarité

Proposition 2 (La stationnarité au sens strict) On dit que le proces-

sus Y, t € T est stationnaire au sens strict (ou fortement stationnaire) si

la loi de Yy,,--- .Y, est la méme que la loi de Yy, ,---,Y;, . pour tout
(t1,ta, -+ ,t,) avec t; € T , pour i = 1,--- ,n et pour tout T € T avec
tivr €T

Ainsi, un processus aléatoire est strictement stationnaire si toutes ces caracté-
ristiques c’est-a-dire tous ces moments sont invariants pour tout changement
de l’origine du temps.

Mais la stationnarité au sens strict est trop restrictive et on assouplit cette

condition en définissant la stationnarité du second ordre.

Proposition 3 (La stationnarité du second ordre) Un processusY;,t €

19



T est dit stationnaire du second ordre (ou faiblement stationnaire) si Yy, t € T
est du second ordre et si les deux premiers moments sont invariants dans le

temps :

EY,)=m=cnst V¥V teT

Var(Y;) = 09 = 7(0) < o0

COV(Yt, thh) = E(YZthh) - E(K)E(Y;fh) = ”Y(h) V teTl, V heT
(2.4.1)

En résumé, un processus Yy est dit stationnaire du second ordre si sa moyenne,
sa variance et sa covariance sont indépendantes du temps et si sa variance
est finie. Un tel processus est sans tendance en moyenne et sans tendance en

variance.

Un tel processus admet donc une loi, qui pour ses deux premiers moments,

est invariante par changement de 1'origine des temps.

2.5 L’éstimation

Soit (X1, ..., X,,) une trajectoire observée de X solution de systeme ou
6 € © C R? est inconnu. Pour estimer @ nous considérons la log-vraisemblance
de (X3, ..., X,,) conditionnellement (Xo, X_1,...). Si g est la densité de pro-

babilité (par rapport & la mesure de Lebesgue) de &y, alors, & partir de la dé-

20



finition causale affine de X, ce log-vraisemblance peut s’écrire sous la forme :

log(Ly(X1, ..., X)) = ilog (gf:) (2.5.1)

ou oy = 0(X;_1,Xy_2,...) , avec 'hypothese que o, > 0 etf = 0.
Cependant, comme Xy, X_; sont inconnus, en général les o; n’est pas cal-
culables.Pour Cela , au lieu d’utiliser directement.la log-vraisemblance, un

quasi-log-vraisemblance est considéré et il est défini par :

l08(QLs) = Y log (4(51)) (252

avec 0p = 0g(Xi—1, ..., X1,0) ot u = (Uy nen) est une suite fini.
Le choix de (Upnen) n'influe pas le comportement asymptotique de L, et

(U,) pourrait typiquement étre choisi comme une suite égale a zéro.

2.5.1 L’estimateur de vraisemblance quasi maximale

Définition 4 On connu ©,, = arg max log (QLQ(Xl, Xn)) Habituellement,
S

22

2 pour x €

la distribution Gaussienne est considérée, avec g(z) = (27) ze

R et cect fournit 'EQMYV-Gaussien de 0.
Dans le présent travail, nous avons choisi la distribution de Laplace, ¢’est-d-

dire :

9(x) = ;6

el

pour x € R

21



et cela implique que

Elgo| =1

Proposition 4 (la vraisemblance de Laplace) le quasi-vraisemblance de

Laplace défini par :

L,(0) = =Y a(9)
=1
@(0) = log|of| + |O'9|_1|Xt|

La(0) = = >_d(60):,3(0): = log|ag| + a5/ X (2.5.3)

t=1
Un estimisateur de quasi mazimauz de vraissemblance Laplace 0, est le maxi-

misateur de L,, :

~

0, = réleaeg{Ln(H)

Nous limitons l’ensemble © de maniére a ce qu’une solution (X;) de systéme
stationnaire d’ordre 1 ou 2 existe. Des conditions supplémentaires sont éga-

lement nécessaires pour assurer la consistance et la normalité asymptotique

de §n

Théoréme 1 (Causalité) X; est causal si et seulement si les racines de @
sont a l'extérieur du cercle unité z = 1. La série entiére ®(z) est alors inver-
sible et X; admet la forme MA(c0) : X; = U(B)Z;, avec ¥(Z) = .®(2)7}

Lemme 3 (Localement Lipshitzien) Soient f € C(IxJ; R™) ou I est un

22



intervalle ouvert de R et J est un ouvert d’un espace R™, et (tg, o) € I X J
On dit que fonction [ est localement lipschitzienne par rapport d sa variable
x si pour tout (ty;x1) € I X J, il existe un voisinage de ce point dans I x Jet

L > 0 tel que pour tous (t; x) et (t; y) dans ce voisinage ,

[ ft ) = [y IS L]z -yl

23



Chapitre 3

Processus Asymétric Power

ARCH Model - APARCH -

3.1 Processus APARCH

Le modele APARCH a été introduit comme solution de systéeme d’équa-
tions :

Xt = O¢Gt
7 (3.1.1)

o) = w4+ X ai(|Xei| = viXe)’ + X0 Biof;

oud>1,w>0-1<v<leta >0pouri=1,...,p, 3; >0 pour
Jj=1,...,q avec oy, f; strictement positive et >7_; #; < 1. On note ici
9:(5,w,a1,...,ozp,%,...,Vp,ﬁl,...,é’q).

N1
Utilisant L I'opérateur retard habituel tel que LX; = X;_; et (1—2?21 B]-LJ)

24



existe, un simple calcul implique que pour t € Z :

o) = (1—§:5ij)_1
j=1

X [W + Xp:ai(l — ;)% (max(X;_;,0))° + a;(1 + )’ (— min(X,_;,0))°

i=1
= by + b (max(X;_;,0))° + > b; (max(—X;_;,0))°.
i>1 i>1
ot by = w(l =9, ;)" et les coefficients (b, b; )i>1 sont définis par les

relations de récurence :

b =0 Brbi , + (1 —)° avec oi(1—7;) =0 pour i> p;

by =0 Brbip + ai(14+7)° avec ay(1+ ;) =0 pour i > p,
(3.1.2)
avec b = b = 0 pour i < 0. Donc, pour le modeéle APARCH, f¢ = 0
et M} = o,. Clest clair que aéo)( f,©) = 0 et un simple calcul implique
que ago)(M,@) = SUPyeg Max (|b;r(9)|1/5, |bj_(9)|1/5), donc Ay(f,©) est vé-
rifiée et 23:1 B; < 1 implique que pour n assez grand, la suite définie par
Up = Yf—q Brtn_k est décroissante de fagon exponentielle et donc Ag(M, ©)
demeure vérifier. D’ou pour r > 1, ’ensemble de stationnarité ©(r) est définie

par :

o) = {p e R / (E[lGl])"" S masx (167 12, 167 [17) < t}. (319

=1
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Par conséquent, nous pouvons énoncer, pour la premiere fois, la forte consis-
tance et la normalité asymptotique d’EQMV-Laplace pour les modeles APARCH

comme suit :

Théoréme 2 Soit X une solution stationnaire de (3.1.1) avec 6y € © ou ©

est le sous ensemble compact de O(r) définie dans (3.1.3)). Alors,

1. Sir =1, alors §n n:—‘}O 0.

2. Sir =2 etsi'y est une matrice symétrique définie positive, alors :

V(0 = 00) 3 Nopigia(0, (07 = 1)1,

n—o0

3.2 Existence et stationnarité

Comme dans Doukhan et Winterberger(2007) [§] et Bardet et Winten-
berger [2] Plusieurs inégalités de type Lipschitz sur oy sont nécessaires pour
I’obtention de I'existence et la r—stationnarité d’une solution causale et ergo-
dique de [I.1.1} Pour cela, nous introduisons le symbole générique W pour les
fonctions o et pour go : RY = R™ ou M,,,(R), notons ||gs|le = gug llge|| avec
m € N* et ||.|| la norme euclidienne usuelle. Pour k£ = 0,1, 2 ei un certain

sous espace O de R?, définissons la condition Lipshitzienne sur la fonction

\119 .
Hypothése 1 (Ax(V,0)) ¥z € R® 0 € © — Yy(z) € CK(0),0Vy sa-
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tisfait (05 Vo(0))e < oo et il existe une suite (ag-K)(‘Il, ©)); de nombres non

négatifs telle que Vz,y € RY.

(05 Wy(2) -0 Wy(y) ZaK i—Y;), avec Za§K)(\II,@)<oo.

Jj=1
Afin d’assurer l'existence d’une solution stationnaire d’ordre r(r > 1) pour

définissons 1’ensemble :

O(r) = {9 cRY, (Ao(0,{6})) et (Ag(c,{0})) sont vérifiées,

o0

> (0.(0) + (BIGI)" 3 oo, 01) <1}

Puis, a partir Doukhan et Wintenberger [§], nous obtenons :

Proposition 5 Si 6y € O(r) pour un certain r > 1, alors il existe une
unique solution causal de (X indépendant de ((;)i~¢ pourt € Z), qui
est stationnaire, ergodique et satisfait E(|X,|") < 00.

Le lemme suivant assure que si un processus X satisfait la proposition [3,
un processus APARCH prévisible causal avec X comme innovation satisfait

également la proposition [J. Nous donnons d’abord la notion classique pour
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une suite de nombres réels (Uy,)nen -

(Un)nen  est une suite exponentiellememt décroissante (SED)
<

il existe un p € [0.1] tel que U, = O(p") quand n — oo

Lemme 4 Soit X une solution p.s causal et stationnaire de pour 6y €
R%, Soit X tel que X, = Ag(L)X,, pour t € Z avec Ag, (L) = Py (L)Qg (L)
ot (Pg,, Qg,) sont les polynomes comprimes d’un processus APARCH cau-
sal et inversible avec un vecteur de paramétres inconnus 3y € RPT4. No-
tons Ag!(x) = Qg (x)Pay(x) = 1+ 122, W;(Bo)ad. Alors X est une solution

p.s.causal et stationnaire de l’équation :

X = (5%((3{15—1‘)1‘ 2 1)¢  pour tELZL

ou dy, est donné par et By = (65, Bo) De plus pour i = 0,1,2 et (K = o)

et (K =0)
o Si ozy)(K, 0o) = O(377) et B> 1, alors ozg»i)(lN(, 0o) = O(j )
(

o Sial(K,6) est SED,a\” (K, 6,) est SED

Preuve de Lemme 1 Comme X est un processus stationnaire et le proces-

sus APARH(p,q) est causal inversible alors X est également un processus
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stationnaire (les coefficients de Ag, sont SED ). De plus, il est bien connu

que ¥;(5o)jen sont SED. Alors nous avons :

Xi = Agp(L)(000((Xii)i21)G)

Kot S (00X = on((Aa(D)Fos)is)C)

J=1

X, = 550(()@4)@1)@

Avec :

G, (@e=i)iz1) = 05, (A7) (L) Te-i)iz1)- (32.1)

Enfin,pour t € Z

5. ((xe-i)) — o5, ((ye—i) z_: (0,00) (A5, (L)ze—j—i) — (Ag) (L)ye—ji)
(o 90 < Za(o) (0,60) |0kl (3.2.2)

Les mémes types de calculs peuvent également étre effectués en considérant
les dérivées premiére et seconde de  par rapport a 6. Notons que les dérivées
premiere et seconde de Agl par rapport a 6 sont également SED.

Finalement :

e Siquand j — oo,a (k: o) = O(37°) avec B> 1 et 1p; = O(p’) avec
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0 < p < 1, alors il existe un C' > 0 tel que Yh_ lozk (k Oo)|¢j—k| <
CYI_ kK PpF ~ —c(logp)~'5~7 et donc a Ok, 60) = O(?)

e Si quand j — 00, q; )(k‘ o) = O(r?) avec 0 < r < 1 et yp; = O(p’)
avec 0 < p < 1, alors il existe un C' > 0 tel que S_, Ozk (k Oo)|j—k| <
CY_ r p~F = O(jmax(r, p)?) et donc a 9 (k,6y) sont SED.

Egalement, on peut effectuer le méme type de calcul pour (a?)(%,@wo)j en ap-
pliquant la démarche de preuve ci dessus aux premieres et deuriemes dérivées

de Agalpar rapport a [3,d’ou on conclut que 0 sont SED.

Lemme 5 Supposons que 6y € O(r) pour r > 1 et que X est la solu-
tion causal et stationnaire de|1.1.1. Si (Ao(V,©)) est satisfaite, alors U €

L™ (C(©,R™)) et il existe une constante C' > 0 indépendante de t tel que :

E[(V — ¥4)L] < CE[(Xo)" 10 a;(¥))" pour tout teN. (3.2.3)

j=>t

3.3 Hypotheses nécessaires pour la conver-
gence A’EQMYV-Laplace

L’EQMYV Laplace pourrait converger et étre asymptotiquement Gaussien
mais cela nécessite quelques hypotheses supplémentaires sur © et la fonction

09 :
eHypothése H1 (Compacité) : : © est un ensemble compact.

eHypothése H2 (Borne inférieure de la variance conditionnelle) : il
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existe une constante g > 0 tel que ,V0 € © alors oy(x) > ¢ pour tout
r e RN,
e Hypothése H3 (Identifiabilité) : La fonction oy est telle que : pour

tout 04,0, € O, alors oy, = 0y, implique que 6; = 6,.

3.4 Consistance forte

Nous allons d’abord prouver la forte consistance d’une suite de 'EQMV

Laplace pour une solution de[1.1.1]

Théoreme 3 supposons que les hypothése Hy, Hyet Hz sont satisfaites et
que Oy € O(r) N O avec r > 1.50it X une solution stationnaire de|1.1.1]

Si :Ag(0,0) demeurent avec :

2

. o , s
a;(0,0) = O(j), pour Certain [ > min(r,2)

(3.4.1)

alors :

la suite d’EQMV—Laplace(én)neN converge fortement,c-a-d : 0, n:—?o 0.
Les conditions requises pour cette forte consistance d’EQMYV-Laplace sont
presque les mémes que celles requises pour la forte consistance d’une suite
d’EQMV-Gaussien sauf que v € [1,2) est avérée possible dans le théoréme @
et non dans le cas d’EQMV-Gaussien (voir Bardet et Wintenberger, 2009)[2].
En outre, st r = 2, la condition sur les coefficients Lipshitzienne est

plus faible pour 'EQMYV-Laplace que pour 'EQMYV-Gaussien. Comme nous
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le verrons ci-dessous, de nombreuses séries chronologiques satisfaient les hy-
potheses du théoreme @; par exemple, un processus AR(co) peut étre définie
pour satisfaire la forte consistance de 'EQMYV-Laplace tandis que les condi-
tions indiquées dans Bardet et Wintenberger ( 2009) [2] ne garantissent pas

la forte consistance d’EQMV-Gaussien.

Preuve de Théoreme 1 La preuve de théoréeme se fait en deux étapes et
suit la méme procédure que dans Bardet et Wintenberger (2009) [2],Dans la
premiere étape, une forte Loi uniforme (tout les valeurs pris par la Variable
aléatoire sont équiprobable) des grands nombres (sur 0 )satisfaite par %fjn(Q)
qui converge vers

L(0) = —E[Qo(0)] est établi, Dans le deuxiéeme , on preuve que L(0) admet

un maximum unique en By (Jeantheau, 1998) [13]

T’er étape De la méme facon et pour les mémes raisons de la preuve du
théoréme [4 de Bardet et Wintenberger (2009) [2], la loi uniforme forte des
grands nombres satisfaite par la moyenne d’échantillon (G;); € R* (défini dans
[2.5.5)est obtenu en prowvant que E[|q:()|e] < co. Du lemme [3], pour tout

teZ.
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0(0) = log(og) + (o)™ X,
X
<~ +log(o) + 0

1
Donc:supq(0) < =X, +1log(o) + |loglle
EC) g

avecr =21, on a :
e De la proposition 5 pour tout t € Z, E[|X;|] < oc.

e Du lemme[5 E[||o}|6] < 0o, ce qui implique que E[||o}|o] < oc.

Par conséquent, pour toutt € 7.
Elllq:(0)]le] < oo.

ainsi, de la loi forte uniforme des grands nombres pour (q;(0)) on déduit que :

La(0)

I —LO))le =0 (3.4.2)

Nous allons montrer maintenant que %HEH(Q) —L9)]le 7%0 0. En effet, pour

tout 0 € © et t € N*.
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log(&p) — log(op) + (55) ' X — (05) ' X,

R
—~
>
~
|
o
~
—~
<
~—
N

< log(dp) —log(og) + ((55) ™" — (o) ™) X

N

(@9 — ag)a " + (65 — op) (¢ X,

N

C(1+ X,)(G5 — 0p)
avec C' > 0. Par conséquent, on a :

13:(0) — a:(0)]le < C(1 + Xi)([I55 — oglle)-

par le corollaire 1 de Kounias et Weng(1969) [1]], la preuve est obtenue s’il

existe un s € (0,1] tel que :

> L Ella(6) - (©)]3] < oo. (3.43)

t>1

Prowvons [3.4.8 avec s = r/2 quand r € [1,2]. De linégalité de Cauchy-

Schwarz et les hypothése Ay(o, ©)

E[G(6) — a(0)18°) < C(E[(1+ X,)'])7 x (E[([55 - oblle)"])?.
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En utilisant le lemme 9] et les précédents résultats prouvés impliquant

E[(X))"] < oo et E[||loglle] < oo, nous obtenons :

Ella(6) - a0)14"] < (X af(e,©))?
(=1)r

< Ot e

ot la derniére inégalité est obtenu de la condition[3.4.1] du théoréme[3. Nous

avons donc :

> T El@0) — a0)d < A+

t>1 t>1
qui est fini quand vl > 2. Quand r > 2, il suffit de considérer le casr = 2.

En conséquence, nous obtenons :
LS a0) - a@)le 250 SL0) —LO)o 250 (344)
n & 4t d e 7 o Iom e —7 =2
d’ou, en utilisant|3.4.2 nous aurons :
LLa0) — Lo = 0 3.4.5
g” n(0) — ()H@TH—OQ- (3.4.5)

2’eme étape pour 6 € ©, nous étudions :

L(0) = —Elq0(0)]
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qui peut étre considére comme une divergence de KULLBACK-LEIBLER.

Nous avons :

L(0) = —Ellog(ay) + (o) Xi]

¢
o

= —E[log(af) + —2[¢i]
%9

Par conséquent, utilisant E[|(;|] = 1, nous obtenons :

¢
o
L(6o) — L(9) = E[-log(ay,) + log(op) + %K’A —1]
0
050

(00)

4/
090

P ElIG )

Mais pour un (; suivant une distribution de probabilité symétrique, nous

avons pour tout m € R*, E[|¢;|]] = 1. d’ ou, pour 8 # 6,

t

L(Bo) — L(®) > E[log(c?,) + log(oh) — 1+ 0;%0]

> B2

T,

avec h(x) =log(X) — 1+ X. Mais pour tout X € (0,1)U (1,00) , h(X) >0

et h(1) = 0, par conséquent si oy # og,, on a : h(;%“t’) > 0 (> est remplacé
L]

par = 0 si 09 = 0g,). Cela implique ,de hypothése Hs(identifiabilité), que

L(6y) — L(0) > 0 presque surement pour tout 0 € ©, 0 # 6y. D ot une borne

supérieur de L(0) est atteinte seulement pour 6 = 0y qui est un mazimum
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UnIque.

3.5 La normalité asymptotique

Une extension de théoreme [3| prouvé dans Davis et Dunsmuir(1997)[6]
sera donnée ci -aprés et consistuera une étape essentielle pour la preuve de

la normalité asymptotique de 1’estimateur.

Théoréme 4 Soit (Z;)icz une suite de (VAIID) telle que Var(Zy) = o® <
00, avec la fonction de distribution commune qui est symétrique (F(—x) =
1 — F(x) pour x € Z) et continiment différentiable dans un voisinage de
0 avec une dérivée f(0) en 0. Notons F; = 0(Zy, Zy—1,--+) pour t € Z et

soit (Yy)iez et (Vi)iez deux processus stationnaires adaptés a (Fi); et comme

E[YFVE] < oo. Alors

S Vs — Y ) = 1240) 25 N(FO)VEVGYZ), BYVEVE). (35.1)

t=1
La normalité asymptotique de I’EQMV-Laplace peut étre établie utilisant des

hypothéses supplémentaires.

Preuve de Théoreme 2 Nous suivons le méme schéma de preuve que Da-
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vis et Dunsmuir(1997) [6]. Done, désignons par :

Sp = Y Vii(|1Z, — n VY| — | Z)))

t=1

= —n /2 Z Vie1Yiasgn(Z;)

t=1

+ 22 Vi — Z0) (Lo a1y, — Lyo12Yio1 < Z; < 0)
t=1

= A,+ B,.

Dés que E[V,_1Y;_15gn(Z;) | Fi_1] = Elsgn(Z,)|E[Vi_1Yi_1] = 0 et E[VZYZ] <
oo , on peut appliquer le théoréme central limite pour la suite de différences

de martingales stationnaire (voir Billingsley, 1968 [3])et :

An =5 N(0, B[VFYF)). (3.5.2)

Considérant B,, et définissant W = Vioi(n™VY2Yio1 — Zy)oc gy cn-1oy;_, -
Utilisant les mémes arguments que Davis et Dunsmuir(1997) [6] , nous ob-

tenons également :

~ lim supnE[W?2] = 0.

n— oo
~ EWnt/Fio1] 2 = f(0)Vier Y2 pour n712Y, 4] <e.

FO)E[VoY§ Ly

Donc, nous déduisons que :

P
- Z?:l Wnt —

1
n—oco 2

B, =5 f(0)E[VyY2]. (3.5.3)

n—oo
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La preuwve est achevé de et . Soit D?(O) l'espace de Banach de

fonctions deuz fois continuellement différentiable sur © muni de la norme

uniforme.

Lemme 6 Soit 6y € O(r)(r > 1) et supposons que pouri =0, 1,2, (A;(c,0))

demeurent vérifier, alors :(of € L"(D®(0)).

Théoreme 5 : Supposons que 0y € on O(r) our > 2 et &) désigne ['inté-
rieur de ©. Soit X la solution stationnaire de I’équation[I.1.1]. Supposons que
les hypothéses de théoréme [ demeurent vérifier et pour i = 1,2, supposons
que (Ai(0,0)) est vérifiée. Alors, si la fonction de probabilité cumulative de

(o est continument différentiable dans un voisinage de 0 avec une dérivée
g(0) en 0 et si la matrice I'p ou I',, défini dans sont des matrices
symétriques définies positives, alors :
~ D
V(0 — 6o) — Na(0, Q((c? = 1) +Tr)Q), (3.5.4)
ot Q = (Ty + 29(0)Tp) 1.

Preuve de Théoréme 3 Soit v = /n(0 — 0y) € Re. Nous allons prouver

en 2/ que la mazimisation de L, (0) est équivalente & la mazimisation de
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L, (0) qui est équivalente a la mazimisation de :

Wa(v) = Zn: (qe(8 +n%0) — q,(60)) (3.5.5)

t=1

n —1
— Zlog —9°+” 12) + (050)71Xt
(06,) 7"

= D (Thyin1r20) X (3.5.6)
t=1

Par rapport a v. Par conséquant, il existe une suite (0y,), ou U, est un maxi-
misateur de W,(v) tel que O, = /n(0 — 0y). En 1/ nous allons fournir
un théoréme limite satisfait par W, (v). Ensuite, nous allons prouver en 3/
(Wo()n que converge comme étant un processus de C(R?) (espace des fonc-
tions continues sur R? vers un processus limite W. Ainsi (0,), converge vers

le mazimiseur de W.

1/ Tout d’abord, nous allons étudier le comportement asymptotique de

W, (v). Nous avons :

W) = 3t wat(%)l (0 e ™)

(79,) ™
= 11( ).

Nous avons :

Zlog< 90+n 1/24 >+|Ct|(1_t(7<1;()>

90 Oo+n—1/2v

Utilisation du développement de Taylor, on déduil par que pour chaque
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te{l,---,n}, i éxiste un 5’; et un 9'; dans le segment [0y, Oy +n~"/?v]

tel que :
1Og<020;né1/2v) _ n—1/2(0(§0)—1v/(%‘76(§>00
0
1 L0 —of 4(0
o (G)s — @ (0 () )
t t
T T L),
Op+n—1/2¢
s o 20 (0 (), ) - o (008 )
Alors :
O VAR CON(IRE
t=
b o 300 (G gelal - v (o)
1y 00 9o
+ g 2 lob) H( (G)n) =20/ (G5 )l

Utilisant le théoreme central limite pour les différences de martingale
. e _ ot
(voir [3]), comme E[(oy,) lv’(a—a")e (Gl —1) / Fal=0cet
0
_ oat
El[|(cg,) 1U’(a—0")00||%] < oo(de lemme @), on a :

LV (v) = N (0, E[(USO)‘Q(U’((SE;?)@O)Q} (62-1)). (357
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2 .t
Sachant que 8 € O +— 88‘;9 et 0 — 68;9 sont des fonctions continues,
7t (2)

D —~t D L
0, — 0y et 0, — Oy, nous affirmons que 1I;”(v) a la méme distri-
1,52 o 2 -2 Y0 i q 1 ( )

bution limite que & Z?Zl(ago)_lv’(fﬁ% u(|G] = 1).
0

Notons que E[(aéo)flv’((?;;z)eov(md —1) / Fia] =0 et que
E[H(Uéo)_lv’(a;;‘t’)e UM < oo(du lemmﬁ). D’od, par la loi forte des
0

grands nombres pour les différences de martingales (voir[3]), nous ob-

tenons :

S () 6(27), vl - 1) 2 0

1
2nt1

et cela tmplique :

1Pw) 25 0. (3.5.8)

n—00
Des arguments similaires aux précédentes induisent que 1(3)( ) a la

méme distribution limite que 5- Y7, (0h,)~ 2(1} (8609) ) (1-2|¢]). D
la loi forte des grands nombres pour les différences de martingales (voir

[3]), nous obtenons :

s 2 (o o (270 Y- 2lal) =5 Lefeh) 2 ((20), ) 1 - 21al)]

et cela implique que :

3 D 1 0\=2(, 803 2
]f)(v)m—iE[(ago) (v (ae) )] (3.5.9)
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Enfin, de[3.5.7,[3.5.8, [3.5.9 et nous avons :

) 2 M5l (2, ) ok (2), )t -)
(3.5.10)
Enfin, de|3.5.10 nous obtenons le comportement de W, (v) défini dans
[3.5.6. Cependant, nous devons préciser la relation de dépendance asymp-
totique entre Il(l) et 12(1) . En effet, ces deux termes convergent vers une
loi Gaussienne. Cela implique la considération de comportement asymp-
totique de la somme de ces deux termes qui pourraient étre réduits au

comportement asymptotique de :

" oo, n
w23 (00) T (), (1G] = 1) 072305, e (0)sgn ()

t=1 t=1

a partir de la preuve de théorémel]] et en utilisant a nouveau le théoréme
central limite pour les différences de martingales, nous obtenons comme

variance asymptotique :

B0 ((%8), (11 1) + v/ ©)sgn(c))]
0_a( (000 21, 2
-~ efob (), -



comme ((;)¢ admet une distribution de probabilité symétrique avec une
médiane et espérance nulle. Alors, il n’y a pas de terme de covariance

et finalement nous obtenons :
1 /
——I'y —g(0)p)v+'N (3.5.11)

avec !

N £ N(0, (02 = 1), + T'p))

Iy = (Bl(™57 g))ea(@1%%19(3))00])19@

(3.5.12)

2/ considérons maintenant U'approzimation W,(v) de W, (v) définie par :

W, = — S TG00 +n ) — G(6p)) pour tout wve R
t=1

A partir des hypothéses de théoréme@ et on a =30 |@(0) —
a(9)|le Tﬁo 0. Alors on a Wy (v) = W, (0)+ Ry (v) avec [sup,cga | Rn(v)]] <

255113 (0) — a(0)]|e] r%)o 0. et donc :

W, (v) = W,(v) (3.5.13)

n—oo

avec W définie dans|3.5.11

3/ De la preuve du théoréme |4 et les mémes arguments que ceux
de la précédente preuve du théoréme || de Davis et Dunsmuir(1997)[0],
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nous déduisons que les distributions

définies (W, (1), -+, Wo(vp)) converge vers (W (uvy), -+, W (uy)) pour
tout (vy,--- ,v1) € (RDE Par conséquant, le mazimum © de W,(v)
satisfait :

0= (Ty+29(0)T)"'N,

et cela implique |3.5.
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Chapitre 4

Application numérique

Dans ce chapitre, nous allons étudiée numériquement, la modélisation des
processus GARCH a base d’erreur Laplce. Pour cela

— Dans la premiere section, nous modélisons deux séries chronologiques
simulées APARCH(1,0) de parametres w = 0.5, = 0.2,6 = 0.8,y =
0.4 et APARCH(1,1) de parameétres w = 0.3, = 04,7 = 0.2, =
0.2,6 = 0.6.

— Dans la deuxiéme section, nous présontons une étude comparative entre
I'EQMV-Laplace et 'EQMV-Gauss en exposons les résultats des expé-

riences de Monte-Carlo sur le modele APARCH(1,1).
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4.1 Estimation des parametres d’un modele

APARCH

L’estimation d’'un APRCH se fait par la méthode du maximum de vrai-
semblance. Cette méthode nécessite de préciser la loi du bruit blanc ;. Nous
avons supposé que g; ~ £(0, 1) un bruit blanc Laplace. Nous illustrons la mé-
thode en estimant les parametres de deux modeles de séries chronologiques

simulée.

Exemple 4.1.1 (Modéle APARCH(1,0))
Soit xy la série chronologique ARPACH(1,0) simulée de taille n = 100, pré-
sentée dans le tableau Nous représentons graphiquement la série come

fonction du temps

1.0

05
I

0.0
I

0 20 40 60 80 100

La série chronologique APARCH(1,0).
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Time ¢ 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
Ty -0.14 | -0.361 | -0.066 | -0.009 | 0.172 | 0.071 | -0.011 | 0.207 | -0.643 | -0.032
Time ¢ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Ty -0.373 | 0.481 | 0.005 | 0.013 | -0.052 | -0.06 | -0.028 | -0.328 | -0.177 | 0.379
Time ¢ 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Ty -0.064 | 0.027 | -0.219 | 0.019 | 0.119 | 0.264 | -0.433 | -0.475 | 0.749 | 0.095
Time t 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
Ty 0.368 | 0.142 | -0.132 | -0.34 | -0.064 | 0.513 | -0.028 | -0.083 | 0.091 | -0.219
Time ¢ 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
Ty -0.003 | -0.167 | 1.197 | 0.63 | 0.328 | 0.029 | -0.167 | 0.061 | 0.286 | 0.453
Time ¢ o1 52 53 54 55 56 a7 58 59 60
Ty 0.149 | 0.009 | 0.04 |-0.436 | -0.025 | -0.016 | -0.029 | -0.063 | 0.269 | -0.351
Time ¢ 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
Ty -0.374 | 0.307 | -0.073 | 0.443 | -0.015 | 0.363 | -0.043 | -0.002 | -0.084 | 0.615
Time ¢t | 71 72 73 74 75 76 7 78 79 80
Xy 0.021 | 0.031 | -0.159 | 0.046 | 0.53 | -0.019 | 0.078 | 0.025 | -0.431 | -0.333
Time t | 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
Ty 0.034 | -0.175 | -0.02 | -0.083 | 0.335 | 0.417 | 0.067 | -0.396 | -0.499 | -0.751
Time ¢t | 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
Ty -0.056 | 0.094 | 0.121 | -0.034 | 0.001 | -0.189 | 0.054 | -0.263 | 0.015 | -0.072
TABLE 4.1 — Série APARCH(1,0) de parametres w = 0.5, = 0.2,§ =

0.8,v=0.4.
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La fonction de vraisemblance pour le modéle APARCH(1,0) est donnée par

n 1 =1
=y [log<w+a | X | =y X 1)6+(w+a(|Xt_1|—7Xt_1) ’ |Xt|]
=1

(4.1.1)

l\’)\»—t

Pour obtenir ZA}n, nous remplagons (X_;),i > 0 par zéro.

Les valeurs de w, oy qui munimisent sont :

-~

(0,01,7,9) = arg max InL(0,xq,...,x,) = (0.52,0.18,0.78,0.42)

Exemple 4.1.2 (Modéle APARCH(1,1))
Soit y, la série chronologique APARCH(1,1) simulée de taille n = 100, pré-
sentée dans le tableau [{.7

Nous représentons graphiquement la série come fonction du temps

0 20 40 60 80 100

La série chronologique APARCH(1,1).
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Time ¢ 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
Ty 0.111 | 0.333 | 0.025 | -0.043 | 0.024 | 0.026 | -0.301 | 0.13 | 0.022 | -0.554
Time ¢ 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Ty 0.461 | 0.247 0.01 0.468 | -0.31 | -2.55 | 1.835 | -1.177 | -0.227 | -0.422
Time ¢ 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Ty 0.3 0.613 | -0.455 | 0.246 | -0.089 | 0.294 | -0.246 | -0.319 | 0.339 | -0.644
Time t 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
Ty 0.376 0.2 -0.331 | 0.13 -0.31 | 0.371 | 0.255 | 0.067 | 0.326 | -0.632
Time ¢ 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
Ty -0.783 | -0.17 | -0.609 | 0.32 | -0.469 | 0.32 | 0.254 | 0.876 | 0.113 | -0.209
Time ¢ o1 52 53 54 55 56 a7 58 59 60
Xy -0.006 | 0.409 | 0.396 | 0.647 | 0.115 | -0.401 | -0.458 | -0.009 | -0.097 | 0.07
Time ¢ 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
Ty 0.081 | -0.211 | -0.907 | 0.38 | 0.137 | -0.036 | -0.135 | -0.61 | 1.021 | -0.268
Time ¢t | 71 72 73 74 75 76 7 78 79 80
Xy -1.158 | -0.282 | -0.058 | 0.719 | 0.011 | -0.508 | -0.283 | -0.067 | 0.013 | -0.035
Time t | 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
Ty -0.102 | -0.505 | -0.059 | -0.075 | 0.23 | 0.098 | -0.199 | -0.013 | -0.038 | -0.006
Time ¢t | 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
Ty -0.347 | 0.51 | -1.163 | 0.442 | 1.474 | 1.377 0.1 0.099 | 0.051 | 0.075
TABLE 4.2 — Série APARCH(1,1) de parametres w = 0.3,a = 04,7 =

0.2,8=0.2,5 = 0.6.
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La fonction de vraisemblance pour le modéle APARCH(1,1) est donnée par

=

+worall X=X +Bi0l,) T 1.
(4.1.2)

—=> [log(w+a | X1 | = X1+ Broy 1)

t=1

l\’)\»—t

Pour obtenir ZA}n, nous remplagons (X_;),i > 0 par zéro.

Les valeurs de w, oy qui munimisent sont :

(W, a,7, 3, )) = arg max InL(0,xq,...,x,) = (0.32,0.43,0.2,0.21,0.61)

4.2 Etude comparative

Pour illustrer les résultats asymptotiques énoncés, nous réalisons des ex-
périences de Monte-Carlo sur le comportement d’EQMV-Laplace (noté é,LlQL )
une séries chronologiques type APARCH(1,1), pour plusieurs tailles d’échan-
tillons et distributions de probabilités (aprés la normalisation de sorte que
E|e;] = 1). Nous proposons également une comparaison avec les résultats
obtenus par 'EQMV Gaussien noté é,?QL (aprés une normalisation de sorte
que Elg]? = 1).

Plus précisément, les distributions de probabilités considérées de (e;) sont :

e Distribution Gaussienne centrée notée N ;

e Distribution de Laplace Centrée notée L ;

e Distribution Uniforme Centrée notée U ;

e Distribution de Student Centrée avec degré de liberté 3, notée t3;
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e Mélange Gaussien centré et normalisé avec une distribution de proba-
bilité 0.05 * N'(—2,0.16) + N (0,1) + 0.05 * N'(2,0.16) et notée M.
Toutes ces distributions de probabilité sont normalisées de sorte que E[|(;|] =

1, requis pour 'EQMV- Laplace. Pour utiliser 'TEQMV Gaussien nécessitant

E[|¢]] M,

E[|¢]] = 1, il est nécessaire de considérer le modele avec M, =
’ v Var()

au lieu de M.

Exemple 4.2.1 Dans le tableaul].3, nous exposons les expériences de Monte-

Carlo pour le processus APARCH(1,1) définie par X; = 04(; ot &, = (ao +

5 1/6
a1<|8t_1| — 7&—1) + 5@?1) ¢ avec ap =04, v=0.5,=0.1 et 6 = 1.4.
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