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Introduction Générale

Une série chronologique (ou série temporelle) est une série d’observa-

tions ordonnées chronologiquement. Elles se rencontrent naturelle-

ment dans une grande variété de domaines. On peut citer : l’économie (taux

de chômage, . . . ), la finance (cours d’action, taux d’intérêt, ...), l’écologie

(pollution à l’ozone,...), le transport (avec l’exemple célèbre du trafic aérien

international), la démographie. La modélisation représentent une étape cru-

ciale dans l’étude des séries chronologiques, elle a connu une grande évolution

durant les cinquante dernières années et plusieurs modèles de représentation

ont été proposés.

Les modèles linéaires de séries chronologiques ont contribué à de manière

significative dans la modélisation d’un grand nombre des phénomènes, et

donnée plusieurs théories mathématiques qui ont permet de prévoir les va-

leurs futures, mais il est pris sur ces formules linéaires qu’ils ne pouvant pas

traduire le caractère cinétique de ces phénomènes, cela a conduit à entraver

le développement de plusieurs aspects de la modélisation des séries chrono-

logiques, l’hypothèse de linéarité qui caractérise ces modèles exigent que les

composants de temps est caractérisé par un temps fixe.

L’analyse de l’évolution du phénomène non linéaire a commencé dans les
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mathématiques, la physique et d’autres sciences où les modèles non Linéaire

dépend du temps sont utilisés dans l’analyse des problèmes financiers et mo-

nétaires. Les statisticiens ont également développé de nouveaux modèles,

tels que les modèles d’auto-régression des moyennes mobiles et les modèles

non-linéaire, ce qui a donné de même comme un nouveau monde pour la

modélisation des séries chronologiques.

En 1970, Box et Jenkins ont publié un livre ”Time series : forecasting

and control”, dans lequel ils ont présenté et étudié les modèles Autorégres-

sifs moyenne mobile (ARMA) et les modèles Auto-régressifs moyenne mobile

intégré (ARIMA) de bruits Gaussiens et de variance constante, ces deux pro-

cessus proposés dépendent de leurs passés et celui des bruits.

En 1982, Engel a proposé le modèle Autorégressif conditionnellement hé-

téroscédastique (ARCH) avec bruits Gaussiens, qui a permis à la variance

conditionnelle de changer en fonction des erreurs passées au fil du temps,

tout en laissant la variance inconditionnelle constante. Ce modèle s’est déjà

révélé utile dans la modélisation de plusieurs phénomènes.

Dans Engle (1982), Engle (1983) et Engle et Kraft (1983), des modèles

pour le taux d’inflation sont construits en admettant l’hypothèse que l’in-

flation tend à changer au fil du temps. En 1984, Weiss a considéré les mo-

dèles ARMA avec erreurs ARCH de bruits Gaussiens. Il a utilisé ces modèles

pour la modélisation de seize séries chronologiques micro-économiques amé-

ricaines.

En 1986, Bollerslev a proposé une généralisation de ces modèles ARCH

aux modèles Autorégressifs conditionnellement hétéroscédastique généralisé

(GARCH), dont la variance conditionnelle au présent dépend de son passé
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et du passé de processus.

En 2007, Doukhan et Wintenberger ont écrit sous forme générale la classe

des processus causaux affines, avec f tθ = 0, etM t
θ = σtθ.

Xt = M t
θεt + f tθ,

qui est un cas plus générale des processus GARCH.

Il y a plusieurs méthodes d’estimation paramétriques qu’on peut utiliser,

par exemples : La méthode des moindres carrés (MC), la méthode d’écart ab-

solu minimal (EAM), la méthode du maximum de vraissemblane et d’autres.

Dans notre travail, nous intéressons à la méthode du maximum de vrai-

semblance, cette méthode est la plus utilisée dans l’estimation des paramètres

de modèles de séries chronologiques, Box et Jenkins l’ont utilisée pour l’es-

timation des modèles ARMA, Engel l’a utilisée pour les modèles ARCH,

Bollerselv pour les modéles GARCH. La méthode du maximum de vraisem-

blance exige la connaissance de la loi de probabilité du bruit, pour cette

raison les travaux cités ci-dessus et d’autres, supposent que la loi de proba-

bilité est Gaussienne, elle fournit une bonne représentation pour plusieurs

séries chronologiques c’est la loi la plus utilisée en statistique.

En 1988, Li et McLeod ont considéré le probléme de la modélisation des

séries chronologiques ARMA entrainée par les bruits non Gaussiens, comme

ils ont prouvé sous des conditions générales la normalité asymptotique de

l’estimateur du maximum de vraisemblance. Depuis, plusieurs travaux ont

étudié les séries chronologiques avec bruits non Gaussien. En 1997, Shephard

et Michael ont changé de direction en fournissant des méthodes pour l’estima-
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tion des modéles de séries chronologiques avec bruits non Gaussiens, Fancq

et al. (2011) ont écrit un article dans lequel ils ont proposé une estimation

en deux étapes pour les paramètres des modèles GARCH avec bruits non

Gaussiens.

Bardet et Boularouk (2017) ont montré la normalité et la consistance de

l’estimateur de maximum de vraisemblance pour la classe des processus cau-

saux affines avec erreur de type Laplace.

Dans le premier chapitre, nous présenterons un rappel des principaux dé-

finitions, propriétés des processus stochastiques des séries chronologique et

quelques notions utiles dans notre travail.

Dans le deuxième chapitre, nous avons étudié les propriétés asymptotiques

de l’estimateur de quasi-vraisemblance pour le processus GARCH avec bruits

Laplace au lieu des bruits Gaussiens étudié dans la littérature. Nous définis-

sons la fonction de vraisemblance et l’estimateur de quasi-vraisemblance pour

le processus GARCH avec bruits Laplace, puis nous définissons l’espace de

stationnarité.

Nous prouvons la consistance d’estimateur de quasi vraisemblance pour

le processus GARCH, sous condition d’existence des moments de premier

ordre qui est une condition plus faible que celle exigée pour le cas des proces-

sus avec bruits Gaussien. De plus, nous prouvons la normalité asymptotique

de cet estimateur, sous condition d’existence des moments d’ordre deux, un

résultat qui se trouve plus performant que celui des processus avec bruits

Gaussiens.

Dans le troisième chapitre, utilisant le logiciel R, nous exposons à travers

un exemple de série chronologique l’estimation des paramètres de modèle
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GARCH. Dans le but de confirmer les résultats asymptotiques obtenus et de

comparer l’EQMV-Laplace avec l’EQMV-Gauss, nous effectuons des expé-

riences types monte-Carlo sur plusieurs modèles de séries chronologiques de

différentes tailles et de lois de probabilité du bruit.

Finalement, nous avons effectués une application numérique sur des séries

chronologiques simulées.
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Chapitre 1

Définitions et Notation

Ce premier chapitre donne les définitions et les propriétés des principales

notions utiles pour comprendre et traiter l’estimateur de quasi maximum de

vraisemblance Laplace d’un processus GARCH, nous allons discuter dans un

premier temps, sur un niveau descriptif de cadre général le processus sto-

chastique.

Le processus stochastique ou processus aléatoire représente une évolution

à temps discrète ou continu (processus stochastique continu) d’une variable

aléatoire. Mais dans ce chapitre nous étudions le processus stochastique dans

le cas discrèt et les séries chronologiques.

Dans un deuxième temps, nous présentons la loi Laplace et quelque pro-

priété de l’estimateur du quasi-maximum de vraisemblance sont établies en

fin de chapitre.
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1.1 Processus stochastique

Définition 1. Un processus stochastique (aléatoire) notée X = (Xt)t∈T T =

t1, t2, · · · , tn est une suite de variables aléatoires indexées dans le temps et dé-

finies sur un même espace de probabilité (Ω,P,F). Ainsi, pour chaque instant

du temps, la valeur de la quantité étudiée Xt est appelée variable aléatoire et

l’ensemble des valeurs Xt quand t varie est appelée processus aléatoire.

Définition 2. (L’opérateur de retard) : L’opérateur L est dit opérateur

de retard s’il décale le processus d’une unité de temps vers le passé.

LXt = Xt−1 pour tout t > 1

Si l’opérateur est appliqué k fois, on obtient :

LkXt = Xt−k

1.1.1 Stationnarité

Lorsque chacune des variables Xt vérifie E(Xt) < ∞, la loi du proces-

sus est partiellement résumée par l’espérance des différentes variables et par

leurs covariances. Ces moments dépendent en général du temps, ce qui est

gênant quand de l’observation de réalisations du processus on veut tirer de

l’information sur la loi sous-jacente de ce processus. Pour pouvoir obtenir

une accumulation d’information on est amené à considérer des processus dits

stationnaires

Définition 3. (Moments d’ordre r) : Soit X une variable aléatoire
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admettant une densité f . Pour tout entier r, on dit que X admet un moment

d’ordre r si la variable aléatoire Xr admet une espérance, c’est le cas si

seulement si x 7−→ |x|f(x) est intégrable. Dans ce cas le moment d’ordre r

de X est :

E(Xr) =
∫ ∞
−∞

xrf(x)dx (1.1)

Remarque 1.

1. Le moment d’ordre 0 d’une variable aléatoire existe toujours et vaut

E(X0) = E(1) = 1.

2. Le moment d’ordre 1 est l’espérance de X.

Remarque 2. Soit X une variable aléatoire symétrique, c’est-à-dire admet-

tant une densité f paire. Si X admet un moment d’ordre 2r + 1 impair,

alors ce moment, intégrale d’une fonction impaire et intégrable, est nul :

E(X2r+1) = 0. Bien évidemment, si X n’admet pas de moment d’ordre 2r+1,

on ne peut rien conclure.

Définition 4. (Moment centrés) : Soit X une variable aléatoire à densité,

admettant une espérance. On dit que X admet un moment centré d’ordre r

si la variable aléatoire centrée X ′ = X −E(X) admet un moment d’ordre r.

Le moment centré d’ordre r de X est :

E(X ′r) = E[(X − E(X))r] (1.2)

Définition 5. (La stationnarité au sens strict) : On dit que le pro-

cessus Xt est stationnaire au sens strict (ou fortement stationnaire) si la
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loi de (Xt1 , . . . , Xtn) est la même que la loi de Xt1+τ , . . . , Xtn+τ , pour tout

(t1, t2, ..., tn) avec ti ∈ T , pour i = 1, . . . , n et pour tout τ ∈ T avec ti+τ ∈ T .

Ainsi, un processus aléatoire est strictement stationnaire si toutes ces caracté-

ristiques, c’est-à-dire tous ces moments sont invariants pour tout changement

de l’origine du temps.

Définition 6. (La stationnarité du second ordre) : Un processus Xt est

dit stationnaire du second ordre (ou faiblement stationnaire) si Xt, t ∈ T est

du 2nd ordre et si les deux premiers moments sont invariants dans le temps :

• E(Xt) = m = Cste∀t ∈ T

• V ar(Xt) = σ2 = γ(0) <∞

• cov(Xt, Xt−h) = E(XtXt−h)− E(Xt)E(Xt−h) = γ(h) ∀t ∈ T, ∀h ∈ T

En résumé, un processus Xt est dit stationnaire du second ordre si sa

moyenne, sa variance et sa covariance sont indépendantes du temps et si sa

variance est finie.

Définition 7. (Bruit blanc) : Est un processus aléatoire stationnaire du

second ordre centré et dont la densité spectrale de puissance est constante sur

tout l’axe des fréquences.

Remarque 3. On a (εt)t∈Z est un bruit blanc faible si :

– (εt)t∈Z est une suite des variables aléatoire réelles identiquement distri-

buées

– ∀(t, t′) ∈ Z2, t 6= t′ : Cov(εt, εt′) = 0

– ∀t ∈ Z : E(εt) = 0 et E(ε2
t ) = σ2

ε
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1.1.2 Ergodicité

Pour estimer la loi d’un processus, on cherche à accumuler de l’informa-

tion en faisant tendre le nombre d’observations vers l’infini. Pour que ce mé-

canisme d’accumulation fonctionne, il faut que le processus ait une mémoire

finie. C’est à dire qu’à partir d’un certain nombre d’observation, il n’y ait

plus d’information nouvelle, mais simplement confirmation des informations

passées.

Définition 8. (La moyenne temporelle) : La moyenne temporelle du

processus stochastique Xt, t ∈ T dans le cas discret est définit par :

X = 1
2N + 1

N∑
k=−N

Xk

où N est un entier naturel.

Remarque 4. On appelle réalisation ou trajectoire du processus Xt, t ∈ T le

graphique de X(t) en fonction de t.

Définition 9. On dit que le processus stochastique Xt est ergodique si tout

caractéristique du processus peut être obtenue, à partir d’un seul trajectoire

du processus.

1.1.3 Causalité

La notion de causalité introduite par Wiener en 1956, Granger en 1969 et

Christopher A. Sims dans les années 1980, apparait comme le soubassement

de l’analyse de relations dynamiques entre les séries chronologiques. Bien que
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formellement définie, elle demeure sujette à plusieurs controverses parmi les

économistes.

Définition 10. Un processus stochastique Xt est dit causal s’il existe une

suite de constantes (αk)k∈Z tel que : ∑k∈Z|αk| <∞, avec :

Xt =
∞∑
k=0

αkεt−k (1.3)

1.1.4 Classification des processus stochastique

Une variable aléatoire X associe à chaque ω ∈ Ω une réalisation X(ω),

un processus stochastique (Xt)t∈T associe à chaque ω une fonction (ou tra-

jectoire) (Xt(ω))t∈T :

T −→ E

t 7−→ Xt(ω)

où E est l’espace d’arrivée des variables aléatoires Xt. Passer des variables

aléatoires aux processus stochastiques revient à passer en analyse des points

aux fonctions.

– Lorsque l’ensemble des temps T est au plus dénombrable (par exemple

T = N), on parle de processus stochastiques à temps discret.

– Lorsqu’il est continu (i.e. T = [0; t0] ou T = R+), on parle de pro-

cessus stochastiques à temps continu.
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1.1.5 Les série chronologique

La théorie des séries chronologiques (ou temporelles) est appliquée de

nos jours dans des domaines variés que l’économétrie, la médecine ou la

démographie.

Définition 11. Une série chronologique (xt, t ∈ T ) est une suite d’observa-

tions indexées par un ensemble ordonné T = t1, t2, ..., tn.

Remarque 5.

• Une série chronologique est encore appelée série temporelle.

• Une série chronologique est une observation d’un processus stochastique

à temps discret.

1.1.5.1 Objectifs de l’étude d’une série chronologique

L’étude d’une série chronologique permet d’analyser, d’écrire et d’expli-

quer un phénomène au cours du temps et d’en tirer des conséquences pour

des prises de décision. Cette étude permet aussi de faire un contrôle, par

exemple pour la gestion des stocks, le contrôle d’un processus chimique.

1.1.5.2 Description d’une série chronologique

On peut décomposer la série (xt, t ∈ T ) en plusieurs parties :

1. Tendance représente l’évolution à long terme.

Par exemple, la série de la Figure 1.3. a tendance à augmenter de façon

linéaire
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2. La composante saisonnière (ou saisonnalité) correspond à un phéno-

mène qui se répète à intervalles de temps réguliers (périodiques). En

général, c’est un phénomène saisonnier d’où le terme de variations sai-

sonnières.

Par exemple, la série de la Figure 1.4. présente des cycles réguliers au

cours du temps et de même amplitude.

3. Phénomène cyclique : Il s’agit d’un phénomène se répétant mais contrai-

rement à la saisonnalité sur des durées qui ne sont pas fixes et généra-

lement plus longues.

4. La composante résiduelle ( εt) correspond à des fluctuations irrégu-

lières, en général de faible intensité mais de nature aléatoire. On parle

aussi d’aléas.

Par exemple, la série de Figure 1.5. a un comportement assez irrégu-

lier : il y a comme une sorte de bruit de faible amplitude qui perturbe

les données.

1.1.5.3 Modélisation de la série temporelle

Un modèle est une image simplifiée de la réalité qui vise à traduire les

mécanismes de fonctionnement du phénomène étudié et permet de mieux les

comprendre.

On distingue principalement deux types de modèles :

1. Les modèles déterministes : Ces modèles relèvent de la Statistique Des-

criptive consistent à supposer que l’observation de la série à la date t est

une fonction du temps t et d’une variable εt centrée faisant office d’er-
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reur au modèle, représentant la différence entre la réalité et le modèle

proposé :

Xt = f(t, εt)

On suppose de plus que les εt sont décorrélées. Les deux modèles de ce

type les plus utilisés sont les suivants :

– Le modèle additif : C’est le modèle classique de décomposition dans

le traitement des modèles d’ajustement. La variable Yt s’écrit comme

le somme de trois termes :

Yt = ft + St +Xt

où ft représente la tendance (déterministe), St la saisonnalité (déter-

ministe aussi) et Xt processus stochastique.

– Le modèle multiplicatif : La variable Yt s’écrit au terme d’erreur près

comme le produit de la tendance et d’une composante de saisonna-

lité :

Yt = ft(1 + St)(1 +Xt)

2. Les modèles stochastiques : Une partie importante de l’analyse des

séries chronologiques est consacrée aux modèles linéaires.
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1.2 La loi Laplace

La loi (distribution) de Laplace est une variante de la distribution expo-

nentielle. Une telle distribution est symétrique par rapport à l’origine et la va-

leur absolue d’une variable laplacienne est exponentiellement distribuée(pour

cette raison, une variable laplacienne est parfois dite exponentielle double). Si

le paramètre de cette exponentielle est λ > 0, λ sera également le paramètre

de la variable laplacienne.

Remarque 6. La loi Laplace est une loi de probabilité continue et symétrique

autour de son espérance mathématique θ qui correspond également au mode

et la médiane de la distribution, ou φ est un paramètre de dispersion.

1.2.1 Densité de probabilité

Une variable aléatoire possède une distribution Laplace, si sa densité de

probabilité est :

f(x) = 1
2λ exp(−λ|x|) −∞ < x <∞

1.2.2 Fonction de répartition

La fonction de répartition de la loi Laplace est donnée par :

F (x) =


1
2
∫ 0
−∞ λ exp(λx)dx x < 0

1
2
∫ 0
−∞ λ exp(λx)dx+ 1

2
∫ x
0 λ exp(−λx)dx x > 0

=


1
2 exp(λx) x < 0

1− 1
2 exp(−λx) x > 0
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1.3 Le Maximum vraisemblance

1.3.1 Estimateur

Pour estimer θ on ne dispose que des données x1, . . . , xn, donc une esti-

mation de θ sera une fonction de ces observations.

Définition 12. Une statistique t est une fonction des observations x1, . . . , xn :

t : Rn −→ Rm

x1, . . . , xn 7−→ t(x1, . . . , xn)

puisque les observations x1, . . . , xn sont des réalisations des variables aléa-

toires X1, . . . , Xn, la quantité calculable à partir des observations t(x1, . . . , xn)

est une réalisation de la variable aléatoire t(X1, . . . , Xn).

on note souvent tn = t(x1, . . . , xn) et Tn = t(X1, . . . , Xn).

Définition 13. Un estimateur d’une grandeur θ est une statistique Tn à

valeurs dans l’ensemble des valeurs possibles de θ. Une estimation de θ est

une réalisation tn de l’estimateur Tn.

1.3.2 La vraisemblance

Définition 14. On appelle fonction de vraisemblance (ou plus simplement

vraisemblance) pour l’échantillon x1, . . . , xn, la fonction du paramètre θ :

L(θ, x1, . . . , xn) =


P (X1 = x1, . . . , Xn = xn, θ) si les Xi sont discrètes

fX1,...,Xn(x1, . . . , xn, θ) si les Xi sont continues
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Si les Xi sont indépendantes et de même loi. Dans ce cas, la fonction de

vraisemblance s’écrit :

L(θ, x1, . . . , xn) =


∏n
i=1 P (Xi = xi, θ) = ∏n

i=1 P (X = xi, θ) si les Xi sont discrètes∏n
i=1 fXi(xi, θ) = ∏n

i=1 f(xi, θ) si les Xi sont continues

Remarque 7. La probabilité et la densité utilisées dans cette définition sont

des fonctions des observations x1, . . . , xn, dépendant du paramètre θ. A l’in-

verse, la fonction de vraisemblance est considérée comme une fonction de θ

dépendant des observations x1, . . . , xn, ce qui permet par exemple, de dériver

cette fonction par rapport à θ.

1.3.3 L’estimateur de maximum de vraisemblance

Pour n quelconque, il est logique de dire que la valeur la plus vraisemblable

de θ est la valeur pour laquelle la probabilité d’observer x1, . . . , xn est la plus

forte possible.

Définition 15. L’estimation de maximum de vraisemblance de θ est la va-

leur θ̂n de θ qui rend maximale la fonction de vraisemblance L(θ, x1, . . . , xn).

L’estimateur de maximum de vraisemblance (EMV) de θ est la variable aléa-

toire correspondante.

Donc θ̂n sera en général calculé en maximisant la log-vraisemblance :

θ̂n = arg max
θ

lnL(θ, x1, . . . , xn)
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avec la log-vraisemblance est définit par :

ln[L(θ)] =


∑n
i=1 ln[P (xi, θ)] si xi sont discrète∑n
i=1 ln[f(xi, θ)] si xi sont continue

1.4 Processus Garch(p,q)

Définition 16. Le processus GARCH(p,q) a était introduit ( par Bollerslev

(1986) [10]) comme solution du système d’équation :


Xt = σt.εt

σ2
t = α0 +∑p

i=1 αiX
2
t−i +∑q

i=1 diσ
2
t−i

(1.4)

avec α0 > 0, αi > 0 pour (i = 1, · · · , p) , di > 0 pour (i = 1, · · · , q), αp, dq

strictement positifs et ∑q
i=1 di < 1, notons θ = (α1, . . . , αp, d1, . . . , dq).

On peut représenter σt sous la forme causale σ2
t = ∑∞

j=0 bjX
2
t−j d’où le

système d’équations ( 1.4) admet la représentation causal affine Xt = M t
θ+f tθ

avec M t
θ = σ2

t = ∑∞
j=0 bjX

2
t−j, f tθ = 0.
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Figure 1.1 – Évolution du cours du Dow Jones entre 1928 et 2004, données
mensuelles

Figure 1.2 – Production de poissons, en milliers de francs, en Finistère nord
(Brest, Morlaix, Paimpol)
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Figure 1.3 – Indice mensuel des prix à la consommation It

Figure 1.4 – Trafic voyageur de la SNCF en 2ième classe
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Figure 1.5 – Accroissement relatif mensuel de l’indice des prix

Figure 1.6 – Modèle additif. Amplitude constante autour de la tendance
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Figure 1.7 – Modèle multiplicatif. Amplitude proportionnelle à la tendance

Figure 1.8 – loi de Laplace θ = 0,φ=1
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Chapitre 2

L’EQMV-Laplace de processus

GARCH

Dans ce chapitre, nous traitons l’estimation des paramètres d’un mo-

dèle GARCH, la méthode d’estimation envisagée est la méthode du quasi-

maximum de vraisemblance. Dans un premier temps, nous étudions en dé-

tail la méthode du quasi-maximum de vraisemblance, et calculons de la log-

vraisemblance Laplace, qu’est écrite comme si la loi des variables εt était

Laplace. Par suite, nous prouvons la consistance et la normalité asympto-

tique de cet estimateur paramétrique.

2.1 L’étude EQMV-Laplace

Soit (X1, . . . , Xn) une trajectoire observée de X solution ou θ ∈ Rn est in-

connu. Pour estimer θ nous considérons la log-vraisemblence de (X1, . . . , Xn)

conditionnellement à (X0, X−1, . . .).
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Nous définissons respectivement la vraisemblance de Laplace et le quasi-

vraisemblance de Laplace par les étapes suivant :

1. Hypothèse sur le bruit(εt). Dans le présent travail, nous supposons que

le bruit suit une loi Laplace centré et réduite, c’est à dire :

g(εt) = 1
2e−|εt| (2.1)

2. Le changement des variables :

on a :

Xt = σt · εt ⇒ εt = Xt · σ−1
t

faire des calcules à utiliser l’intégrale pour obtenir f(X1 · · ·Xn) alors :

εt = Xt · σ−1
t

⇒ dεt
dXt

= σ−1
t ,∀t = 1, · · · , n

∫
f(ε1, · · · , εn)dε1, · · · , εn = 1

2n
∫

e−
∑n

t=1|εt|dε1 · · · dεn

= 1
2n
∫

e−
∑n

t=1|Xt|σ
−1
t σ−1

1 · · ·σ−1
n dX1 · · · dXn

f(X1 · · ·Xn) = 1
2nσ

−1
t e−

∑n

t=1 |Xt|σ
−1
t

=
n∏
t=1

1
2σ
−1
t e−|Xt|σ

−1
t
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3. Maximum log-vraisemblance

log f(Xt) = log(
n∏
t=1

1
2σ
−1
t e−|Xt|σ

−1
t )

= −
n∑
t=1

log(2)− log(σt)− |Xt|σ−1
t

Ln(θ) = log f = −
n∑
t=1

qt(θ)

tel que :

θ = {(αi)i=1,p, (di)i=1,q}

qt(θ) = log
(
σt
)

+ |Xt|σ−1
t

4. Comme X0, X−1, . . . sont inconnus, en général σt ne sont pas calcu-

lables. Pour cela, au lieu d’utiliser directement la log-vraisemblance,

un quasi-log-vraisemblance est considéré. D’où, la vraisemblance de

Laplace et le quasi-vraisemblance définis par :

L̂n(θ) = −
n∑
t=1

q̂t(θ) (2.2)

où

q̂t(θ) = log(σ̂−1
t ) + |Xt|σ̂−1

t
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2.1.1 Existence et stationnarité

Comme dans Doukhan et Wintenberger [9] et Bardet et Wintenberger [2],

plusieurs inégalités de type Lipschitz sur σθ est nécessaire pour l’obtention

de l’existence et la r-stationnarité (définie dans [9]) d’une solution causale et

ergodique de

Xt = σθ0(Xt−1, Xt−2, . . .)εt (2.3)

Pour k = 0, 1, 2 et un certain espace Θ de Rd, définissons la condition Lip-

schitzienne sur la fonction σθ :

Hypothése (Ak(σt,Θ)) : ∀x ∈ R∞, θ ∈ Θ 7→ σθ(x) ∈ Ck(Θ), ∂kθσθ satisfait

|∂kθσθ(0)|Θ < ∞ et il existe une suite (α(k)
j (σt,Θ))j de nombres non négatifs

telle que ∀x, y ∈ RN

‖∂kθσθ(x)− ∂kθσθ(y)‖Θ 6
∞∑
j=1

α
(k)
j (σt,Θ)|xj − yj| avec,

∞∑
j=1

α
(k)
j (σt,Θ) <∞

Afin d’assurer l’existence d’une solution stationnaire d’ordre r (r > 1) pour

(2.3), l’ensemble Θ(r) définit par :

Θ(r) = {θ ∈ Rd, (A0(σt, {θ})) est vérifiée, (E[|ε0|r])
1
r

∞∑
j=1

α
(0)
j (σt, {θ}) < 1}

Proposition 1. Le processus Garch(p,q) est stationnaire au second ordre

avec E(Xt) = 0, V ar(Xt) = α0E(ε2
t )(1−A(1)−B(1))−1 et Cov(Xt, Xs) = 0

pour t 6= s si seulement si

E(ε2
t )
(
A(1) +B(1)

)
< 1
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avec : A(1) = ∑p
i=1 αi, B(1) = ∑q

i=1 βi et E(ε2
t ) = 1

Démonstration 1. Soit Xt est le processus Garch(p,q) définit par :

Xt = εtσ
1
2
t εt ∼ L(0, 1) (2.4)

σt = α0 +
p∑
i=1

αiX
2
t−i +

q∑
i=1

βiσt−i (2.5)

substituent (2.4) dans (2.5) on obtient :

σt = α0 +
p∑
i=1

αi(εt−iσ
1
2
t−i)2 +

q∑
i=1

βiσt−i

= α0 +
p∑
i=1

αiσt−iε
2
t−i +

q∑
i=1

βiσt−i

= α0 +
p∑
j=1

αjε
2
t−j(α0 +

p∑
i=1

αiε
2
t−i−jσt−i−j +

q∑
i=1

βiσt−i−j)

+
q∑
j=1

βj(α0 +
p∑
i=1

αiε
2
t−i−jσt−i−j +

q∑
i=1

βiσt−i−j)

...

= α0

∞∑
k=0

M(t, k) (2.6)

avec

M(t, k) =
p∏
i=1

αaii

q∏
j=1

β
bj
j

n∏
l=1

ε2
t−sl

pour
p∑
i=1

ai +
q∑
j=1

bj = k,
p∑
i=1

ai = n

et

1 6 s1 < s2 < · · · < sn 6 max{kp, (k − 1)p+ q}

22



alors

M(t, 0) = 1

M(t, 1) =
p∑
i=1

αiε
2
t−i +

q∑
i=1

βi

M(t, 2) =
p∑
j=1

αjε
2
t−j(

p∑
i=1

αiε
2
t−i−j +

q∑
i=1

βi) +
q∑
j=1

βj(
p∑
i=1

αiε
2
t−i−j +

p∑
i=1

βi)

et en générale

M(t, k + 1) =
p∑
i=1

αiε
2
t−iM(t− i, k) +

q∑
i=1

βiM(t− i, k) (2.7)

On a ε2
t est iid, le moment de M(t, k) est indépendant de t alors :

E(M(t, k)) = E(M(s, k)) pour tout k, t, s (2.8)

de (2.7) et (2.8) on obtient :

E(M(t, k + 1)) = (
p∑
i=1

αi +
q∑
i=1

βi)E(M(t, k))

...

=
( p∑
i=1

αi +
q∑
i=1

βi

)k+1

E(M(t, 0))

=
( p∑
i=1

αi +
q∑
i=1

βi

)k+1

(2.9)

de (2.4), (2.6) et (2.9) on obtient :
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E(X2
t ) = E(σtε2

t )

= E(α0

∞∑
k=0

M(t, k)ε2
t )

= α0E(ε2
t )E(

∞∑
k=0

M(t, k))

= α0E(ε2
t )
∞∑
k=0

E(M(t, k))

= α0E(ε2
t )(1−

p∑
i=1

αi −
q∑
i=1

βi)−1

si seulement si :
p∑
i=1

αi +
q∑
i=1

βi < 1

Proposition 2. Si θ0 ∈ Θ(r) pour un certain r > 1, alors il existe une

unique solution causal de (2.3) (Xt indépendant de (εi)i>t pour t ∈ Z), qui

est stationnaire, ergodique et satisfait E(|X0|r) <∞.

2.1.2 Hypothèse nécessaire pour la convergence d’EQMV-

Laplace

L’EQMV Laplace pourrait converger et être asymptotiquement Gaussien

mais cela nécessite quelques hypothèses supplémentaires sur Θ et σθ :

I Hypothèse H1 (Compacité) : Θ est un ensemble compact.

I Hypothèse H2 (Borne inférieure de la variance conditionnelle) : il

existe une constante α0 > 0 tel que ∀θ ∈ Θ, alors σθ(x) > α0 pour

tout x ∈ RN .

I Hypothèse H3 (Identifiabilité) : La fonction σθ est tel que : pour
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tout θ1, θ2 ∈ Θ alors σθ1 = σθ2 implique que θ1 = θ2.

2.2 Consistance forte

2.2.1 Propriétés asymptotique de la quasi vraisemblance

La quasi vraisemblance est une approximation de la vraisemblance ob-

tenu en remplaçant σtθ = σθ(Xt−1, Xt−2, . . .) par σ̂tθ = σθ(Xt−1, Xt−2, . . . , µ)

où µ = (un)n>0 est égale à zéro.

Le lemme suivant nous permet d’avoir une estimation de l’erreur d’approxi-

mation, il représente une étape cruciale dans la preuve de la consistance

d’EQMV.

lemme 2.2.1. Supposons que θ0 ∈ Θ(r) pour r > 1 et que X est la solution

causal et stationnaire de (2.3). Si (A0(σt,Θ)) est satisfaite, alors

σtθ ∈ Lr(C(Θ,Rm)) et il existe une constante C > 0 indépendante de t tel

que :

E[‖σ̂tθ − σtθ‖rΘ] 6 CE[|X0|r](
∑
j>t

αj(σt))r pour tout t ∈ N∗

Démonstration 2. On a H t,p
θ = Hθ(Xt−1, . . . , Xt−p, 0, . . .), tel que

H = σ2 pour tout P ∈ N et t ∈ N, d’après proposition 2, θ0 ∈ Θ(r) et les

inégalités communes satisfaites par les normes de la matrice
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H t,p
θ ∈ Lr/2(C(Θ,Mm)) depuis, on note σt,pθ = σθ(Xt−1, . . . , Xt−p, 0 . . .)

‖H t,p
θ ‖

r/2
Θ 6 ‖σt,pθ ‖rΘ 6

‖σθ(0)‖Θ +
∞∑
j=1
‖Xt−j‖α(0)

j (σt,Θ)
r

Nous concluons comme ci-dessus que H t
θ ∈ Lr/2(C(Θ,Mm)) pour p < q

‖H t,p
θ −H

t,q
θ ‖

r/2
Θ 6 ‖σt,pθ − σ

t,q
θ ‖

r/2
Θ (‖σt,pθ ‖

r/2
Θ + ‖σt,qθ ‖

r/2
Θ )

L’inégalité de cauchy schwarz implique que :

E[‖H t,p
θ −H

t,q
θ ‖

r/2
Θ ] 6 (E[‖σt,pθ − σ

t,q
θ ‖rΘ])1/2

× [(E[‖σt,pθ ‖rΘ])1/2 + (E[‖σt,qθ ‖rΘ])1/2]

6 B

E
 ∑

p<j6q

α
(0)
j (σt,Θ)‖Xt−j‖

r1/2

6 B(E[‖X0‖r])1/2

 ∑
p<j6q

α
(0)
j (σt,Θ)

r/2

pour une constante B > 0

1. On remarque que ‖X0X
′
0‖ 6 ‖X0‖2.

2. On a (H t,p
θ )p∈N∗ converge vers H t

θ on Lr/2(C(Θ,Mm)) ainsi, il existe

une sous-suite (pk)k∈N tel que ‖H t,pk
θ −H t

θ‖Θ
a.s−→
k→∞

0.

grâce à la continuité du déterminant (detH t,pk
θ )k∈N converge aussi a.s

vers detH t
θ alors detH t

θ > H, H t
θ est une matrice inversible. à partir

de la relation élémentaire entre la norme matricielle et le déterminant
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‖(Ĥ t
θ)−1‖Θ 6 H−1/m.

Nous allons d’abord prouver la forte consistance d’une suite de l’EQMV

Laplace pour une solution de (2.3).

Théorème 1. Supposons que les hypothèses H1, H2 et H3 sont satisfaites

et que θ0 ∈ Θ(r)∩Θ avec r > 1. Soit X une solution stationnaire de (2.3)

. Si (A0(σt,Θ)) demeure avec :

α0
j (σt,Θ) = O(j−`) pour certain ` >

2
min(r, 2) (2.10)

alors, la suite d’EQMV-Laplace (θ̂n)n converge fortement, c’est-à-dire

θ̂n
p.s−→

n→∞
θ0

Les conditions requises pour cette forte consistance d’EQMV-Laplace sont

presque les mêmes que celles requises pour la forte consistance d’une suite

d’EQMV-Gaussien sauf que r ∈ [1, 2) est avérée possible dans le théorème 1

et non dans le cas d’EQMV-Gaussien (voir Bardet et Wintenberger, 2009)[2].

En outre, si r = 2 la condition (2.10) sur les coefficients Lipschitzienne est

plus faible pour l’EQMV-Laplace que pour l’EQMV-Gaussien. Comme nous

le verrons ci-dessous de nombreuses séries chronologiques satisfaisant les hy-

pothèses du Théorème 1.
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Preuve de Théorème 1

La preuve de théorème se fait en deux étapes et suit la même procédure

que dans Bardet et Wintenberger (2009)[2] :

• Dans la première étape(i) : Une forte loi uniforme des grands nombres

(sur θ) satisfaite par 1
n
L̂n(θ) qui converge vers L(θ) = −E [Q0(θ)] est

établi.

• Dans la deuxième étape(ii) : On prouve que L(θ) admet un maximum

unique en θ0. Ces deux conditions impliquent la forte consistance de

θ̂n(Jeantheau, 1998)[14].

(i)De la même façon et pour les mêmes raisons de la preuve du théorème 1 de

Bardet et Wintenberger (2009)[2], la loi uniforme forte des grands nombres

satisfaite par la moyenne d’échantillon (q̂t)t∈N∗ (défini dans (2.2))est obtenu

en prouvant que E [|qt(θ)|Θ] <∞.

Du lemme 2.2.1 pour tout t ∈ Z

|qt(θ)| = |(σtθ)−1|Xt|+ log(σtθ)|

6
|Xt|
α0

+ |log(α0)|+ σtθ

donc :

sup
θ∈Θ
|qt(θ)| 6

1
α0
|Xt|+ |log(α0)|+ ‖σtθ‖Θ

avec r > 1, on a :

• De la proposition 2 pour tout t ∈ Z, E [|Xt|] <∞

• Du Lemme 2.2.1 E [‖σtθ‖rΘ] <∞, ce qui implique que E [‖σtθ‖Θ] <∞
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Par conséquent, pour tout t ∈ Z

E [‖qt(θ)‖Θ] <∞

ainsi, de la loi forte uniforme des grands nombres pour (qt(θ)) on déduit que :

‖Ln(θ)
n
− L(θ)‖Θ

p.s−→
n→∞

0 (2.11)

Nous allons montrer maintenant que 1
n
‖L̂n(θ)−Ln(θ)‖Θ

p.s−→
n→∞

0. En effet, pour

tout θ ∈ Θ et t ∈ N ∗

|q̂t(θ)− qt(θ)| 6 |log(σ̂tθ)− log(σtθ) + (σ̂tθ)−1|Xt|−(σtθ)−1|Xt||

6 |log(σ̂tθ)− log(σtθ)|+ |((σ̂tθ)−1 − (σtθ)−1)|Xt||

6 |σ̂tθ − σtθ|α−1
0 + |σ̂tθ − σtθ|α−2

0 |Xt|

6 C(1 + |Xt|)(|σ̂tθ − σtθ|)

avec C > 0 Par conséquent, on a :

‖q̂t(θ)− qt(θ)‖Θ6 C(1+|Xt|)(‖σ̂tθ − σtθ‖Θ)

par le corollaire 1 de Kounias et Weng (1969)[15], la preuve est obtenue s’il

existe un s ∈ (0, 1] tel que :

∑
t>1

1
ts
E [‖qt(θ)− q̂t(θ)‖sΘ] <∞ (2.12)
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prouvons (2.12) avec s = r
2 quand r ∈ [1, 2]

De l’inégalité de Cauchy-Schwarz et l’hypothèse A0(σt,Θ)

E
[
‖q̂t(θ)− qt(θ)‖

r
2
Θ

]
6 C(E [(1 + |Xt|)r])

1
2

× (E
[
(‖σ̂tθ − σtθ‖Θ)r

]
) 1

2

En utilisant le lemme 2.2.1 et les précédents résultats prouvés impliquant

E [|Xt|r] <∞ et E [‖σtθ‖rΘ] <∞ nous obtenons :

E
[
‖q̂t(θ)− qt(θ)‖

r
2
Θ

]
6 C(

∑
j>t

α0
j (σt,Θ)) r2

6 Ct−
(`−1)r

2

où la dernière inégalité est obtenu de la condition (2.10) du Théorème 1 Nous

avons donc : ∑
t>1

1
t
r
2
E
[
|q̂t(θ)− qt(θ)|

r
2
Θ

]
6 A

∑
t>1

t
−r`

2

qui est fini quand r` > 2 quand r > 2, il suffit de considérer le cas r = 2.

En conséquence, nous obtenons :

1
n

n∑
t=1
‖q̂t(θ)− qt(θ)‖Θ

p.s−→
n→∞

0 1
n
‖L̂n(θ)− Ln(θ)‖Θ

p.s−→
n→∞

0 (2.13)

en utilisant (2.11) nous aurons :

1
n
‖L̂n(θ)− L(θ)‖Θ

p.s−→
n→∞

0 (2.14)
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(ii) Pour θ ∈ Θ, nous étudions :

L(θ) = −E [q0(θ)]

qui peut être considéré comme une divergence de Kullback-Leibler. Nous

avons

L(θ) = −E[log(σtθ) + (σtθ)−1|Xt|]

= −E[log(σtθ) +
σtθ0

σtθ
|εt|]

Par conséquent, utilisant E[|εt|] = 1, nous obtenons :

L(θ0)− L(θ) = E[log( σ
t
θ

σtθ0

) +
σtθ0

σtθ
|εt| − 1]

= E[log( σ
t
θ

σtθ0

)− 1 +
σtθ0

σtθ
E[|εt|(Xt−k)k>1]]

pour θ 6= θ0

L(θ0)− L(θ) > E[log( σ
t
θ

σtθ0

)− 1 +
σtθ0

σtθ
]

> h( σ
t
θ

σtθ0

)

avec h(x) = log(x) − 1 + x. Mais pour tout x ∈ (0, 1) ∪ (1,∞), h(x) > 0

et h(1) = 0. Par conséquent si σθ 6= σθ0 , on a h( σ
t
θ

σt
θ0

) > 0(> 0 est remplacé

par= 0 si σθ = σθ0). Cela implique, de l’hypothèse H3(identifiabilité), que

L(θ0)− L(θ) > 0 presque surement pour tout θ ∈ Θ, θ 6= θ0. D’où une borne
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supérieur de L(θ) est atteinte seulement pour θ = θ0 qui est un maximum

unique.

2.3 la Normalité asymptotique

Une extension du Théorème 1 prouvé dans Davis et Dunsmuir (1997)[8]

sera donnée ci-après et consistera une étape essentielle pour la preuve de la

normalité asymptotique de l’estimateur.

Théorème 2. Soit (Zt)t∈Z une suite de (variable aléatoire iid) telle que

V ar(Z0) = σ2
Z <∞, avec la fonction de distribution commune qui est symé-

trique (F (−x) = 1 − F (x) pour x ∈ R) et continûment différentiable dans

un voisinage de 0 avec une dérivée f(0) en 0. Notons Ft = σ(Zt, Zt−1, . . .)

tel que σ est un tribu borélienne pour t ∈ Z et soit (Yt)t∈Z et (Vt)t∈Z deux

processus stationnaire adaptés à (Ft)t et comme E[Y 2
0 V

2
0 ] <∞ alors :

n∑
t=1

Vt−1(|Zt − n−1/2Yt−1| − |Zt|) D−→
n→∞

N (f(0)E[V0Y
2

0 ], E[V 2
0 Y

2
0 ])(2.15)

La normalité asymptotique de l’EQMV-Laplace peut être établie utilisant des

hypothèses supplémentaires.
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Preuve de Théorème 2

Nous suivons le même schéma de preuve que Davis et Dunsmuir (1997)[8]

Donc, désignons par :

Sn =
n∑
t=1

Vt−1(|Zt − n−1/2Yt−1| − |Zt|)

= −n−1/2
n∑
t=1

Vt−1Yt−1sgn(Zt)

+2
n∑
t=1

Vt−1(n−1/2Yt−1 − Zt)(10<Zt<n−1/2Yt−1 − 1n−1/2Yt−1<Zt<0)

= An +Bn

Dés que E[Vt−1Yt−1sgn(Zt)/Ft−1] = E[sgn(Zt)]E[Vt−1Yt−1] = 0 et

E[V 2
0 Y

2
0 ] <∞, on peut appliquer le théorème central limite pour la suite de

différences de martingales stationnaire (voir Billingsley, 1968)[3] et :

An
D−→

n→∞
N (0, E[V 2

0 Y
2

0 ]) (2.16)

Considérant Bn et définissant Wnt = Vt−1(n−1/2Yt−1 − Zt)10<Zt<n−1/2Yt−1 .

Utilisant les mêmes arguments que Davis et Dunsmuir (1997)[8], nous obte-

nons également :

• lim sup
n→∞

nE[W 2
nt] = 0 ;

• E[Wnt/Ft−1] ' 1
2nf(0)Vt−1Y

2
t−1 pour |n−1/2Yt−1| < ε ;

•
n∑
t=1
Wnt

P−→
n→∞

1
2f(0)E[V0Y

2
0 1Y0>0].

Donc, nous déduisons que :

Bn
P−→

n→∞
f(0)E[V0Y

2
0 ] (2.17)
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La preuve est achevé de (2.16) et (2.17) .

Soit D(2)(Θ) l’espace de Banach de fonctions deux fois continuellement dif-

férentiable sur Θ muni de la norme uniforme :

‖h‖2,Θ = ‖h‖Θ +
∥∥∥∥∥∂h∂θ

∥∥∥∥∥
Θ

+
∥∥∥∥∥ ∂2h

∂θ∂θ′

∥∥∥∥∥
Θ

lemme 2.3.1. Soit θ0 ∈ Θ(r) (r > 1) et supposons que pour i = 0, 1, 2,

(Ai(σt,Θ)) demeurent vérifier, alors : σtθ ∈ Lr(D(2)(Θ)).

Théorème 3. Supposons que θ0 ∈
◦
Θ ∩Θ(r) où r > 2 et

◦
Θ désigne l’intérieur

de Θ. Soit X la solution stationnaire de l’équation (2.3). Supposons que les

hypothèses de théorème 1 demeurent vérifier et pour i = 1, 2, supposons que

(Ai(σt,Θ)) est vérifiée. Alors, si la fonction de probabilité cumulative de ε0

est continument différentiable dans un voisinage de 0 avec une dérivée g(0) en

0 et si la matrice Γσt, défini dans (2.25), est une matrice symétrique définie

positive, alors :

√
n(θ̂n − θ0) D−→

n→∞
Nd(0,Γ−1

σt ((σ2
ε − 1)Γσt)Γ−1

σt ) (2.18)

Comme il a déjà été prouvé pour l’estimateur de la médiane (voir Van der

Vaart (1996) [17]) ou pour l’estimateur des moindres écarts absolus des pro-

cessus ARMA (voir Davis et Dunsmuir (1997) )[8], c’est peu surprenant que

la fonction de densité de probabilité g du bruit blanc (εi)i influe la covariance

asymptotique de (2.18). Cependant, quand fθ = 0, ce n’est pas le cas et c’est

ce qui se passe pour les processus GARCH (voir Francq et al. (2011)[11],

ou Francq et Zakoian (2015)[10] ) où g n’apparait pas dans la covariance
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asymptotique.

Preuve de Théorème 3

Soit v =
√
n(θ−θ0) ∈ Rd. Nous allons prouver en 2/ que la maximisation

de L̂n(θ) est équivalente à la maximisation de Ln(θ) qui est équivalente à la

maximisation de :

Wn(v) = −
n∑
t=1

(qt(θ0 + n−1/2v)− qt(θ0)) (2.19)

=
n∑
t=1

log
((σt

θ0+n−1/2v)
−1

(σtθ0)−1

)
+ (σtθ0)−1|Xt|

−
n∑
t=1

(σtθ0+n−1/2v)
−1|Xt| (2.20)

par rapport à v. Par conséquence, il existe une suite (v̂n)n où v̂n est un maxi-

misateur de Wn(v) tel que v̂n =
√
n(θ̂n − θ0). En 1/ nous allons fournir un

théorème limite satisfait par Wn(v). Ensuite, nous allons prouver en 3/ que

(Wn(.))n converge comme étant un processus de C(Rd) (espace des fonctions

continues sur Rd ) vers un processus limite W . Ainsi (v̂n)n converge vers le

maximiseur de W .

1/ Tout d’abord, nous allons étudier le comportement asymptotique deWn(v).

Nous avons :

Wn(v) =
n∑
t=1

log
((σt

θ0+n−1/2v)
−1

(σtθ0)−1

)
+ |Xt|((σtθ0)−1 − (σtθ0+n−1/2v)

−1)
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Nous avons :

Wn(v) = −
n∑
t=1

log
(
σt
θ0+n−1/2v

σtθ0

)
+ |εt|

1−
σtθ0

σt
θ0+n−1/2v


Utilisation du développement de Taylor, on déduit par que pour chaque

t ∈ {1, . . . , n}, il existe un θ
t

1 et un θ
t

2 dans le segment [θ0, θ0 + n−1/2v] tel

que :

log
(
σt
θ0+n−1/2v

σtθ0

)
= n−1/2(σtθ0)−1v′

(
∂σtθ
∂θ

)
θ0

+1
2n
−1

v′
(
∂2σtθ
∂θ2

)
θ
t
1

− (σtθ0)−2

v′ (∂σtθ
∂θ

)
θ
t
1

2


σtθ0

σt
θ0+n−1/2v

= 1− n−1/2(σtθ0)−1v′
(
∂σtθ
∂θ

)
θ0

+1
2n
−1

2(σtθ0)−2

v′ (∂σtθ
∂θ

)
θ
t
2

2

− v′
(
∂2σtθ
∂θ2

)
θ
t
2


Alors :

Wn(v) = n−1/2
n∑
t=1

(σtθ0)−1v′
(
∂σtθ
∂θ

)
θ0

(|εt| − 1)

+ 1
2n

n∑
t=1

(σtθ0)−1

v′
(
∂2σtθ
∂θ2

)
θ
t
2

v|εt| − v′
(
∂2σtθ
∂θ2

)
θ
t
1

v


+ 1

2n

n∑
t=1

(σtθ0)−2


v′ (∂σtθ

∂θ

)
θ
t
1

2

− 2
v′ (∂σtθ

∂θ

)
θ
t
2

2

|εt|


= W (1)

n (v) +W (2)
n (v) +W (3)

n (v)

Utilisant le théorème central limite pour les différences de martingale (voir

[3]), comme :
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E[(σtθ0)−1v′
(
∂σtθ
∂θ

)
θ0

(|εt| − 1)/Ft−1] = 0 et E[‖(σtθ0)−1v′
(
∂σtθ
∂θ

)
θ0

‖2
Θ] < ∞

de lemme 2.3.1) on a :

W (1)
n (v) D−→

n→∞
N (0, E[(σ0

θ0)−2
(
v′
(
∂σ0

θ

∂θ

)
θ0

)2

](σ2
ε − 1)) (2.21)

Sachant que θ ∈ Θ 7→ ∂σtθ
∂θ

et θ 7→ ∂2σtθ
∂θ2 sont des fonctions continues,

θ
t

1
D−→

n→∞
θ0 et θ

t

2
D−→

n→∞
θ0 nous affirmons queW (2)

n (v) a la même distribution

limite que 1
2n
∑n
t=1(σtθ0)−1v′

(
∂2σtθ
∂θ2

)
θ0

v(|εt| − 1)

Notons que E[(σtθ0)−1v′
(
∂2σtθ
∂θ2

)
θ0

v(|εt| − 1)/Ft−1] = 0 et que

E[‖(σtθ0)−1v′
(
∂2σtθ
∂θ2

)
θ0

v‖] < ∞ (du Lemme 2.3.1). D’où, par la loi forte des

grands nombres pour les différences de martingales (voir [3]), nous obtenons :

1
2n

n∑
t=1

(σtθ0)−1v′
(
∂2σtθ
∂θ2

)
θ0

v(|εt| − 1) p.s−→
n→∞

0

et cela implique que :

W (2)
n (v) D−→

n→∞
0 (2.22)

Des arguments similaires aux précédentes induisent que W (3)
n (v) à la même

distribution limite que 1
2n
∑n
t=1(σtθ0)−2

(
v′
(
∂σtθ
∂θ

)
θ0

)2

(1−2|εt|). De la loi forte

des grands nombres pour les différences de martingales (voir [3]), nous obte-
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nons :

1
2n

n∑
t=1

(σtθ0)−2
(
v′
(
∂σtθ
∂θ

)
θ0

)2

(1− 2|εt|)
p.s−→

n→∞

1
2E

(σ0
θ0)−2

(
v′
(
∂σ0

θ

∂θ

)
θ0

)2

(1− 2|ε0|)


p.s−→
n→∞

−1
2E

(σ0
θ0)−2

(
v′
(
∂σ0

θ

∂θ

)
θ0

)2


et cela implique que :

W (3)
n (v) D−→

n→∞
−1

2E
(σ0

θ0)−2
(
v′
(
∂σ0

θ

∂θ

)
θ0

)2
 (2.23)

Enfin, de (2.21) , (2.22) et (2.23), nous avons :

Wn(v) D−→
n→∞

N

−1
2E

(σ0
θ0)−2

(
v′
(
∂σ0

θ

∂θ

)
θ0

)2
 , E

(σ0
θ0)−2

(
v′
(
∂σ0

θ

∂θ

)
θ0

)2
 (σ2

ε − 1)


Enfin, nous obtenons le comportement de Wn(v) défini dans (2.20). Cepen-

dant, nous devons préciser la relation de dépendance asymptotique de W (1)
n .

En effet, ce terme converge vers une loi Gaussienne. Cela implique la consi-

dération de comportement asymptotique qui pourraient être réduits au com-

portement asymptotique de :

n−1/2
n∑
t=1

(σtθ0)−1v′
(
∂σtθ
∂θ

)
θ0

(|εt| − 1)

à partir de la preuve de théorème 2 et en utilisant à nouveau le théorème cen-

tral limite pour les différences de martingales, nous obtenons comme variance
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asymptotique :

E

(σtθ0)−2
(
v′
(
∂σtθ
∂θ

)
θ0

(|εt| − 1)
)2
 = E

(σ0
θ0)−2

(
v′
(
∂σ0

θ

∂θ

)
θ0

)2
 (σ2

ε − 1)

= E

(σ0
θ0)−2

(σ2
ε − 1)

(
v′
(
∂σ0

θ

∂θ

)
θ0

)2



comme εt admet une distribution de probabilité symétrique avec une médiane

et espérance nulle. Alors, il n’y a pas de terme de covariance et finalement

nous obtenons :

Wn(v) D−→
n→∞

W (v) = v′(−1
2Γσt)v + v′N (2.24)

avec : 
N
L= N (0, (σ2

ε − 1)Γσt)

Γσt =
(
E

[(
∂ log(σ0

θ)
∂θi

)
θ0

(
∂ log(σ0

θ)
∂θj

)
θ0

])
16i,j6d

(2.25)

2/ Nous considérons maintenant l’approximation Ŵn(v) de Wn(v) définie

par :

Ŵn(v) = −
n∑
t=1

(q̂t(θ0 + n−1/2v)− q̂t(θ0)) pour tout v ∈ Rd

partir des hypothèses des Théorèmes 1 et (2.13) on a :

1
n

n∑
t=1
‖q̂t(θ)− qt(θ)‖Θ

p.s−→
n→∞

0.

Alors on a :
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Ŵn(v) = Wn(v) +Rn(v)

avec

[
sup
v∈Rd
|Rn(v)|

]
6 2

n∑
t=1

[‖q̂t(θ)− qt(θ)‖Θ] p.s−→
n→∞

0

et donc :

Ŵn(v) D−→
n→∞

W (v) (2.26)

avec W définie dans (2.24)

3/ De (2.26), la preuve du théorème 2 et les mêmes arguments que ceux

de la précédente preuve du théorème 2 de Davis et Dunsmuir (1997) [8],

nous déduisons que les distributions finies (Ŵn(v1), . . . , Ŵn(vk)) converge

vers (W (v1), . . . ,W (vk)) pour tout (v1, . . . , vk) ∈ (Rd)k. De plus, toujours

en suivant la preuve de théorème 2, (Wn(v))v converge vers (W (v))v comme

étant un processus dans l’espace des fonctions continues C0. Par conséquent,

le maximum v̂ de Ŵn(v) satisfait :

v̂ = (Γσt)−1N

et cela implique 2.18
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Chapitre 3

Application numérique

Dans ce chapitre, nous allons étudiée numériquement, la modélisation des

processus GARCH à base d’erreur Laplce. Pour cela

– Dans la première section, nous modélisons deux séries chronologiques

simulées ARCH(1) de paramètres ω = 1.2, α = 0.5 et GARCH(1,1) de

paramètres ω = 1.2, α = 0.5, β = 0.3.

– Dans la deuxième section, nous présontons une étude comparative entre

l’EQMV-Laplace et l’EQMV-Gauss en exposons les résultats des expé-

riences de Monte-Carlo sur le modèle GARCH(1,1).

3.1 Estimation des paramètres d’un modèle

GARCH

L’estimation d’un ARCH ou GARCH se fait par la méthode du maxi-

mum de vraisemblance. Cette méthode nécessite de préciser la loi du bruit
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blanc εt. Nous avons supposé que εt ∼ L(0, 1) un bruit blanc Laplace. Nous

illustrons la méthode en estimant les paramètres de deux modèles de séries

chronologiques simulée.

Exemple 3.1.1. (Modèle ARCH(1))

Soit xt la série chronologique ARCH(1) simulée de taille n = 100, présentée

dans le tableau 3.1

Time t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xt 1.412 -1.334 0.291 -1.722 0.149 -1.521 -2.487 -7.296 5.683 5.019

Time t 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
xt -5.286 -9.913 -3.028 1.227 -0.111 -0.95 -3.975 -9.35 -2.766 -1.547

Time t 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
xt -1.15 1.559 1.504 -0.282 -2.417 -0.532 -0.437 2.432 0.252 0.445

Time t 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
xt 0.667 -5.004 -4.879 9.34 -1.961 0.637 -0.828 -0.805 3.112 -2.553

Time t 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
xt -2.585 -1.382 0.593 1.702 2.938 -3.113 5.054 -1.147 0.978 -0.379

Time t 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
xt 0.416 0.1 -3.929 -0.572 -0.508 -2.376 4.202 0.392 0.821 2.431

Time t 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
xt -1.195 2.461 -0.218 1.26 -0.751 0.336 0.425 -1.475 1.803 -0.542

Time t 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
xt 1.593 -0.195 3.487 -3.543 -3.85 -0.472 -0.177 0.564 0.207 1.693

Time t 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
xt 0.031 -0.603 0.599 -0.257 -0.515 1.222 -0.63 -0.725 1.765 0.502

Time t 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
xt 1.247 -0.641 0.181 1.393 3.396 7.805 -9.638 -0.681 -0.382 0.888

Table 3.1 – Série ARCH(1) de paramètres ω = 1.2, α = 0.5.
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Nous représentons graphiquement la série comme fonction du temps

La série chronologique ARCH(1).

La fonction de vraisemblance pour le modèle ARCH(1) est donnée par

Ln(θ) = −1
2

n∑
t=1

[
log
(
ω + α1X

2
t−1

)
+
(
ω + α1X

2
t−1

)−1
|Xt|

]
. (3.1)

Pour obtenir L̂n, nous remplaçons (X−i), i ≥ 0 par zéro.

Les valeurs de ω, α1 qui munimisent (3.1) sont :

(ω̂, α̂) = arg max
θ

lnL(θ, x1, . . . , xn) = (1.17, 0.47)

Exemple 3.1.2. (Modèle GARCH(1,1))

Soit yt la série chronologique GARCH(1,1) simulée de taille n = 100, pré-

sentée dans le tableau 3.2
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Time t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xt -1.961 -1.253 1.012 -0.051 1.11 -0.854 -0.662 7.01 -6.647 -2.611

Time t 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
xt -0.184 0.843 0.306 -1.412 4.357 -6.615 13.4 -11.656 13.317 -6.417

Time t 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
xt -6.708 4.926 2.589 -0.605 -3.761 4.503 6.325 -0.292 -4.529 -6.694

Time t 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
xt -2.752 20.244 8.353 8.999 -3.756 -7.928 3.889 3.159 0.108 -1.164

Time t 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
xt -4.514 -4.847 -2.064 2.345 -5.542 6.913 -4.963 2.121 -5.822 -10.285

Time t 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
xt -3.529 7.675 -1.44 -6.836 -1.001 -3.055 1.044 -1.233 -0.38 0.311

Time t 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
xt 0.764 3.98 -1.411 -1.21 0.509 0.939 -0.009 1.304 -0.032 -1.685

Time t 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
xt -4.055 2.976 0.139 2.197 -0.695 0.97 -0.455 -3.427 -5.329 4.797

Time t 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
xt 5.382 -0.928 -9.903 2.839 7.191 20.19 -6.121 7.821 -1.972 0.53

Time t 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
xt -0.185 2.048 -2.261 -2.443 -0.153 0.912 -1.163 -0.008 0.082 0.13

Table 3.2 – Série GARCH(1,1) de paramètres ω = 1.2, α1 = 0.5, β1 = 0.3.
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Nous représentons graphiquement la série come fonction du temps

La série chronologique GARCH(1,1).

La fonction de vraisemblance pour le modèle GARCH(1,1) est donnée par

Ln(θ) = −1
2

n∑
t=1

[
log
(
ω + α1X

2
t−1 + β1σ

2
t−1

)
+
(
ω + α1X

2
t−1 + β1σ

2
t−1

)−1
|Xt|

]
.

(3.2)

Pour obtenir L̂n, nous remplaçons (X−i), i ≥ 0 par zéro.

Les valeurs de ω, α1 qui munimisent (3.2) sont :

(ω̂, α̂1, β1) = arg max
θ

lnL(θ, x1, . . . , xn) = (1.28, 0.50, 0.26)

3.2 Etude comparative

Pour illustrer les résultats asymptotiques énoncés, nous réalisons des ex-

périences de Monte-Carlo sur le comportement d’EQMV-Laplace (noté θ̂LQLn )
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une séries chronologiques type GARCH(1,1), pour plusieurs tailles d’échan-

tillons et distributions de probabilités (aprés la normalisation de sorte que

E|εt| = 1). Nous proposons également une comparaison avec les résultats

obtenus par l’EQMV Gaussien noté θ̂GQLn (aprés une normalisation de sorte

que E|εt|2 = 1).

Plus précisément, les distributions de probabilités considérées de (εt) sont :

• Distribution Gaussienne centrée notée N ;

• Distribution de Laplace Centrée notée L ;

• Distribution Uniforme Centrée notée U ;

• Distribution de Student Centrée avec degré de liberté 3, notée t3 ;

• Mélange Gaussien centré et normalisé avec une distribution de proba-

bilité 0.05 ∗ N (−2, 0.16) +N (0, 1) + 0.05 ∗ N (2, 0.16) et notéeM.

Toutes ces distributions de probabilité sont normalisées de sorte que E[|ε0|] =

1, requis pour l’EQMV- Laplace. Pour utiliser l’EQMV Gaussien nécessitant

E[|ε0|] = 1, il est nécessaire de considérer le modèle avec σtθ = E[|ε0|]√
V ar(ε0)

σθ au

lieu de σθ.

Dans le tableau 3.3, nous avons les expériences de Monte-Carlo sur le pro-

cessus GARCH(1, 1) définie par Xt =
√
α0 + α1X2

t−1 + βε2
t−1 εt avec

α0 = 0.2, α1 = 0.4 et β = 0.2.
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Conclusion générale

Dans cette mémoire, notre travail s’est porté sur la modélisation des séries

chronologiques. Nous avons montré la consistance des estimateurs de quasi

vraisemblance pour le processus GARCH, sous l’hypothèse que le bruit est

non Gaussien, précisément un bruit Laplace. Nous avons réussi à prouver la

consistance seulement sous condition d’existence des moments d’ordre un,

une condition plus faible que celle exige dans la modélisation de processus

avec bruits Gaussiens.

Comme nous avons montré la normalité asymptotique sous condition

d’existence des moments d’ordre deux au lieu des moments d’ordre quatre

nécessaire pour le processus de bruit Gaussien. Á travers des expériences

numériques de type Monte-Carlo, nous avons pu vérifier les résultats théo-

riques obtenus. De même, nous avons montrer que l’EQMV-Laplace fournit

une estimation plus exact que l’EQMV-Gauss, sauf bien sur dans le cas d’une

distribution Gaussienne.
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Résumé

La modélisation stochastique est une étape crucial dans l’étude des

séries chronologiques, la prévision est encore et toujours vitales pour le

monde des entreprises désireuses d’anticiper leurs activités, leurs besoins

et les moyens á mettre en œuvre pour satisfaire la demande des clients.

L’approche ARCH-GARCH est introduit pour éviter la lacune majeur des

modèles ARMA. Cette approche constitue un outil puissant pour traiter les

phénomènes non linéaires et les mouvements imprévisibles ou volatils du

marché financier.

A cet effet, notre travail est divisé en trois chapitre :

Le premier chapitre est un aperçu général sur des définitions et des notations

pour éclairer et facilité les informations qui on ensuite. Dans le deuxième

chapitre, nous prouvons les propriétés asymptotiques de l’estimateur

quasi-maximum de vraisemblance Laplace (EQMV-Laplace) pour le modèle

GARCH, à savoir la consistance forte et la normalité asymptotique.

Finalement, dans le troisième chapitre, nous présentons une application

numérique sur une série chronologique GARCH simulée, comme nous expo-

sons une étude de comparaison numérique entre l’estimateur quasi-maximum

de vraisemblance Laplace (EQMV-Laplace) et l’estimateur quasi-maximum

de vraisemblance Gaussien (EQMV-Gaussien).

Mots clés :

Processus stochastique, bruit blanc, stationnarité, série chronologique, la

loi Laplace, estimateur de quasi-maximum vraisemblance, processus GARCH,
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consistance forte, la normalité asymptotique.
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Abstract

Stochastic modeling is a crucial step in time series study, and forecasts

are still vital for the world of companies that want to anticipate their

activities, their needs and the means to be implemented to meet the

demand client. The ARCH-GARCH approach is introduced to avoid the

major flaw in ARMA models. This approach is a powerful tool for dealing

with non-linear phenomena and unpredictable or volatile financial market

movements. To this end, our work is divided into three chapters :

The first chapter is a general overview on definitions and notations to

illuminate and facilitated the information that one then. In the second

chapter, we prove the asymptotic properties of the quasi-maximum Laplace

likelihood estimator (EQMV-Laplace) for the GARCH model, namely the

strong consistency and the asymptotic normality. Finally, in the third chap-

ter, We present a numerical application on a simulated GARCH time series,

as we show a numerical comparison study between the quasi-maximum

likelihood estimator Laplace (EQMV-Laplace) and the quasi-maximum

Gaussian likelihood estimator (Gaussian EQMV).

Keywords : Stochastic process, white noise, stationarity, time series, the

law laplace, quasi-maximum likelihood estimator, GARCH process, strong

consistency, asymptotic normality.
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 ص:يتلخ     

لنمدجة العشوائٌة هو خطوة حاسمة فً دراسة السلاسل الزمنٌة, التولعات لا تزال و دائما ا    

حٌوٌة لرجال الاعمال الراغبٌن فً تولع انشطتهم و احتٌاجاتهم و ذلن العملاء. ٌتمحور هذا 

العمل حول سٌرورة تمبل تمثٌل انحذار ذاتً تغاٌر شرطً لتلبٌة طلب غٌر ثابت. هذا النهج هو 

مع الظواهر غٌر الخطٌة و الحركات المتملبة و الملمة فً السوق المالٌة, و  عاملتلوٌة لل أداة

و حلول للسلاسل الزمنٌة المالٌة. نماذجتمدم  أنٌمكن  فإنهابشكل اكثر تحدٌدا,   

: ألسامثلاثة  إلىٌنمسم هذا العمل    

 هٌل المعلومات. هو لمحة عامة عن التعارٌف و الرموز من اجل توضٌح و تس الأولالفصل 

GARCH  النموذجمن اجل (EQMV-Laplace) فً الفصل الثانً نثبت خصائص   

 ,و نظرٌة الاتساق الموي و التمارب الطبٌعً

, فً الفصل الثالث نمدم تطبٌك على السلاسل الزمنٌة و ممارنة عددٌة بٌن أخٌراو  

(EQMV-Gaussien). و (EQMV-Laplace)  
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