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Notation

e R l'ensemble des nombres réels.

e N l’ensemble des entiers naturels.

e 002 bord du domaine {2

e [P(Q), 1 < p < oo espace de Lebesgue des fonctions dont la puissance pieme est
intégrable sur €.

e C"(2), n € [1,00], espace des fonctions n fois continument dérivables.

e Supp(f), support de la fonction f .

e Pour une fonction réelle de la variable réelle : f' dérivée premiere de f , f” dérivée
seconde, fU) deérivée j — eme.

e f x g, produit de convolution

e (g,h) = g(h) € R, crochet de dualité avec h € E et g € F'.

e (g9, h)p produit scalaire avec g € E et h € E.

—
e Gradient spatial d’une fonction scalaire grad(T") = 5

e Divergence spatiale d’'un champ de vecteur div ¢ = %%f + %Lyy + %q;
; J ; — di — 9T | 9°T | 9T
e Laplacien d'un champ scalaire AT = div(grad(T)) = 57z + 57 + 522




Introduction

Un certain nombre d’articles ou la dépendance continue dans les études de modélisa-
tion pour les problémes bien posés et mal posés des équations différentielles ont apparu
récemment dans la littérature. L’intention de ces derniers est de montrer comment les
problémes peuvent étre regulariser, face aux erreurs qui surviennent lorsque on formule
les modeéles mathématiques que utiliser pour décrire de divers processus physiques.

Dans nos tentatives de modeler mathématiquement la nature, des erreurs sont souvent
introduites en dérivant les équations de gouvernance. Au lieu d’équations qui prédisent
réellement le comportement du processus, nous employons des équations différentielles
perturbées pour décrire la physique. Par la suite, des questions se posent pour savoir
Iexactitude de la dépendance de la solution par rapport aux données.

Nous allons voir que I’équation de la chaleur porte sur la variation de température
dans le temps et l'espace et non sur une quantité un peu floue nommée "chaleur". Il
est bien plus précis de parler d’équation de diffusion thermique, terme qui est d’ailleurs
utilisé maintenant a la place de ’équation de la chaleur. De méme, on ne parle plus de
chaleur, mais d’énergie thermique. L’équation de diffusion thermique est historiquement
liée a Joseph Fourier. Ce dernier naquit en 1768 & Auxerre, ou il étudie dans une école
militaire. Fin1794, il est éléve a 1’école normale Supérieur et en 1795 — 1796. Il enseigne
la physique a 1’école normale supérieur et il débute ses travaux sur la chaleur en 1802
lorsqu’il est nommé préfet de I'Isére par Napoléon : douce vie de fonctionnaire. Il publie
sa théorie sur la chaleur (et ’analyse de Fourier) en 1822. Il est élu a I’Académie frangaise
en 1826 et décéde a Paris en 1830. Dans ce mémoire on s’intéresse a I’étude du probléme
de récupérer la température de la chaleur & un moment plus tét sachant la température
finale. Ce probléme est aussi impliqué dans la situation d’une particule se déplacant dans
un milieu avec un coefficient de diffusion constant (Voir [9]) lorsque 'on demande de
déterminer I'historique de la position des particules & partir de son emplacement actuel.
L’intérét des équations de la chaleur rétrograde vient aussi des mathématiques financiéres
ou le célebre modele de BlackScholes [2] pour l'option d’appel, peut étre transformé en
une équation parabolique rétrograde dont la forme est étroitement liée aux équations
de la chaleur rétrograde. Dans la littérature mathématique, diverses méthodes ont été
proposées pour résoudre le probléme de la chaleur rétrograde. On peut notamment citer
la méthode de quasi-solution de Tikhonov [33], la méthode de quasi-réversibilité de Lattes
et Lions [19, 23, 26|, la méthode de convexité logarithmique [6,4, 12, 20, 21, 24], la méthode
des quasi-limite [7, 32, 40].
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Ce mémoire comporte trois chapitres :

e Le premier chapitre est consacré & la présentation des concepts de base nécessaires
a I’étude proposée comme la classification et les familles des (EDP) et 1’équation de la
chaleur en général.

e Le deuxiéme chapitre est le probléme de Cauchy rétrograde associé & un opérateur
de spectre continu introduit et régularisé d’aprés Nguyen Huy Tuan, Dang Duc Trong et
Pham Hoang Quan.

e Le troisiéme chapitre présente la stabilité et la régularisation de I’équation de la

chaleur 2D par une méthode de Fourier tronquée de Nguyen Huy Tuan.



Chapitre 1

Rappels et notations générales de

I’équation de la chaleur

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I’essentiel des notions et résultats utilisés tout

au long de ce travail.

1.1 Généralités

Une Equation aux Dérivées Partielles (EDP) est une équation impliquant une fonction
inconnue de deux ou plusieurs variables et certaines de ses dérivées partielles.
On peut écrire les EDP sous la forme suivante, on suppose que k > 1 un nombre entier

et soit U un sous ensembles ouvert de R"
F (Dku(x), DFYu(x), ..., Du(w),u(x),x) =0 pourxelU (1)

L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est le plus haut degré de dérivation
présent dans ’équation. Cette équation est donc d’ordre k tel que :

F:R"xR" ' x .. xR"xRxU—R

une fonction donnée et v : U — R est inconnue. Résoudre 'EDP consiste donc a
déterminer toutes les fonctions u satisfaisant (1).

e On dit que I'équation aux dérivées partielles (1) est linéaire si elle a cette forme :

Z ao(x) D% = f(x)

la|<k

f, aqdes fonction données. si f = 0 on dit que I’équation (1) est homogene

4
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e L’EDP (1) est semi-linéaire si il a cette forme :

Z ao(x) D + ag(D*u, D*tu, ..., Du,u,z) =0
la|=k

e L’EDP (1) est quasi-linéaire si il a cette forme :

Z ao(D* Y, ..., Du,u, ) D% + ag(D* tu, ..., Du,u,z) = 0
|a|=k

e On dit que (1) est non linéaire si dépend de maniére non linéaire sur le plus degré

de dérivation de cette équation.

On la forme suivantes :2

F (Dku(a:),Dk_lu(x), ...,Du(w),u(m),x) =0
Et
R x R % x R™ x R™ x U — R™ une fonction donnée
Et
u:U—R™ u=(ul,...,u™) est inconnue

Ici on suppose que le system comprend le méme nombre m des équations scalaires

1
(u',...,u™)
Example 1 équations linéaires

e L’équation de laplace

n
Au = Z Ugz; = 0
i=1
e L’équation de transport
n
up+ Y b, =0
i=1
e L’équations de la chaleur

u — Au =0
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1.1.1 Classification des EDP

Cette classification est illustrée dans le cas d’équations du second ordre.
e On dit qu’'une équation aux dérivées partielles est linéaire si la dépendance par
rapport a la fonction inconnue et ses dérivées partielles est linéaire :

a@y) Lo (o) 2 e () D (o) Pote () 2t f () utg () = O
xyag xyaa x’y&y? xayaxexvyay T, Y)uT+g\xr,y)=

L’équation est dite homogéne si la fonction g est identiquement nulle sur €.
e On dit qu’une équation aux dérivées partielles est semi-linéaire si la dépendance

par rapport aux dérivées partielles d’ordre le plus élevé est linéaire :
0%u 0%u 82 ou Ou
— +2b — — + F 5| =0

Ou a, b et ¢ désignent des fonctions des variables z et y, et F' une fonction définie dans
un ouvert de R5.
e On dit qu’une équation aux dérivées partielles est quasi-linéaire si elle est de la

forme :

au@a—ux 82—u+2b u@a—ux 78216—4—0 u%@ a2—|—F U, T @@—0
7ax7ay7 7y a$2 7ax7ay7 )y a:ﬁay 7ax7ay7 a 2 ) 7y)am7ay -
Ot a,b et ¢ et F sont des fonctions définies dans un ouvert de R?.

e On dit qu’une équation aux dérivées partielles est complétement non linéaire si elle

dépend non linéairement de ses termes d’ordre le plus élevé.

1.1.2 Classification des conditions aux limites

e On appelle condition de Dirichlet une condition ot on impose la valeur de la
fonction recherchée sur le bord dw. Un probléme du premier type est un probléme ou
tout le bord est soumis a des conditions de Dirichlet.

e On appelle condition de Neumann une condition ot on impose la valeur de la
dérivée normale de la fonction recherchée sur le bord dw. Un probléme du deuxiéme
type est un probléme ot tout le bord est soumis & des conditions de Neumann.

e On appelle condition de Fourier-Robin une condition ot on impose une relation entre
la valeur de la dérivée normale de la fonction recherchée et sa valeur sur le bord dw.

e On appelle probléme du troisiéme type un probléme ou les conditions sont de

types différents sur des portions du bord.
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1.1.3 Familles A’EDP

Les EDP sont classées selon la méme classification que les coniques. Cette classification
basée sur un critére purement mathématique, correspond & des comportements qualitatifs
de solutions radicalement différents.

Considérons I’équation algébrique formée par les coefficients des dérivées secondes
ay® + 2by 4+ ¢ = 0. En fonction de la valeur du discriminant b?> — ac de cette équation, il
existe trois familles I’EDP :

e b2 —ac > 0 : la famille des EDP hyperboliques

e b2 —ac < 0 : la famille des EDP elliptiques

e b2 —ac =0 : la famille des EDP paraboliques

1.2 L’équation de la chaleur

Désignons par ¢ et T' les fonctions « flux de chaleur » et « température », des va-
riables spatiales (z,y), et du temps ¢t. D’apres le premier principe de la thermodynamique,

une équation d’état et la loi de Fourier, on a :

Ou ¢ > 0 désigne la chaleur spécifique, et k > 0 le coefficient de conductivité thermique.

On pose a = £ Par combinaison, on a :
c )

oT
—— AT =0
ot +a

L’équation aux dérivées partielles ainsi obtenue est appelée équation de la chaleur.
Elle gouverne tous les phénomenes diffusifs (c’est donc aussi I’équation de la diffusion).

Reprenons 1’équation en une dimension d’espace :

oT 9°T

ot "%z =0
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1.3 Rappels

1.3.1 Espace de sobolev
Espace L? (Q)

Soit Q un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue. On définit I'espace L2 (Q) des

fonctions mesurables de carré intégrable dans €2. Muni du produit scalaire

L? () est un espace de Hilbert

1/2
1 o= ( JRRIET: daz)

Espace H! ()

Soit © un ouvert de R™ L’espace de Sobolev H! () est défini par

On a
(11, ) = /Q (u(2) v (2) + Vu () Vo (2)) da
Et de la norme
1/2
| w )= </Q |u(z) |? + | Vu(z) |? dm)

L’espace de Sobolev H' (2) est un espace de Hilbert.

Espace H} (Q)

Hg () est un sous-espace de H'. Soit Q un ouvert de R™ borné¢ dans au moins une
direction de I'espace.

Soit u € H} () alors la semi-norme

1/2
b= [ 1900 P ao)

Est une norme sur H} (Q) équivalente & la norme usuelle induite par celle de H' ()

1/2
[ b=l o= ([ Tut@) P 41 Vute) P o)
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1.3.2 Probléme bien posé - mal posé

Un probléme bien posé au sens de Hadamard, a les propriétés suivantes :
e Une solution existe.
e Elle est unique.
e Elle dépend de fagon continue des données.
Un probléme qui n’est pas bien-posé au sens de la définition précédente est dit mal-
posé. Le probléme est mal posé si 'une de ces propriétés n’est pas satisfaite.
1.3.3 Lemme de Gronwall
Soient ¢, et y trois fonctions continues sur un segment [a,b] & valeurs positives et
vérifiant I'inégalité :
t
Vi € fa,b u(0) < olt) + [ w(s)uts)ds
a
Alors :

Vee o ylt) < ols)b(s) + expl / b (u)du)ds

1.3.4 Séries de fourier

On définit la série de Fourier de la fonction S € Lg (0,7) :

a = 2mnt 2mnt
0 .
S(t) = 5 + nglan cos (T) + by, sin <T>

Telle que :
T
a —1/S(t)dt
°T T
0
Et pour n € N* on a :
ZT 2
an = T/S(t)cos <T) dt
0
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1.3.5 Théoréme de Dirichlet

Soit f une fonction de R dans C, de classe C! par morceaux. Alors, la série de Fourier
de f converge simplement sur R et a pour somme la régularisée f de f, ainsi, sous ces

hypothéses, pour tout ¢ de R :

+o0 )
co + Z (cne™ + c_nefi”“’t) _ FaH+70)

n=1 ’
Ou
+00 ~
% + Z (an, cos (nwt) + by, sin (nwt)) = W

n=1

Le théoréme de Dirichlet nous dit exactement en quels points la fonction S est égale

A sa série de Fourier.

1.3.6 Probléme de Cauchy

On appelle probléme de Cauchy le probléme suivant :
Etant donnés :
e Un intervalle [ C R

e Une fonction f définie et continue sur Iy x R™ dans R™.
f Iy xR" — R"
(t,u) = f(t,u)
Trouver une fonction u € C* (Iy) telle que :

{ W(t) = f(t,u(t), ¥t € Io, Yu € R” M

u(to) = wo, to € Ip Condition initiale

On appelle solution locale du probléme de Cauchy (1) la donnée d’un couple (I, u) ou
I et un intervalle de R™ qui est voisinage de ty dans Iy et ou u est une fonction de classe

C sur I telle que :

u(to) = ug, Vt € I,u'(t) = f(t,u(t))
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Théoréme 2 Cauchy-Peano

On suppose que f est continue dans un voisinage du point (¢, ug) € Iy x R™, alors il

existe un intervalle Jy voisinage de ¢y et une fonction u € C* (Jo) tels que :

{ W (t) = f(t,u(t) Nt € Jy
u(t

0) = uo
Le théoreme de Cauchy-Piano donne donc un résultat d’une solution locale (Jp, u)
Théoréme 3 Cauchy-Lipschitz
On suppose que la fonction f est continue sur Iy X R" et qu’il existe un réel L tel que :
V(t,u) et (£ 2) € To x R, [|f(t,u) = f(t, 2)| < Llu— 2|

Alors le probléme de Cauchy (1) admet une solution et une seule.

1.4 Quelques résultats de base

e {E), A >0} c’est la résolution spectrale de l'identité associée a 'opérateur A

e S(t)=et = /ooe_t/\dE,\ € L(H) ,t> 0 est le Cy-semi groupe engendré par —A
eS| <1 poglrtoustzo

e La fonction ¢t — S (t) , t > 0 est analytique

e Pour chaque réel » > 0 et t > 0 Popérateur S (t) € L (H, D (A"))

e Pour chaque nombre entier £ > 0et t >0, || S¥ (¢) ||=| A*S () |[< C (k) t™F

Vee D(A") ,r>0onaS(t)A"x=A"S (t)x

Certaines définitions de base sont répertoriées dans la théoréme suivant.

Théoréme 4 Soit A: D (A) C H — H un opérateur auto-adjoint sur l’espace de Hilbert

H sur K . Alors, il existe exactement une famille spectrale {E\} telle que
+oo
Au = / A E\u pour chaque u € D (A) (5)
0
Dans ce cas u € D (A) si et seulement si l'intégrale (5) existe, ie :

+o0
/ Md | BEyu ||*< oo
0



Chapitre 2

Régularisation spectrale de

I’équation de la chaleur

On va régulariser un probléme de cauchy rétrograde associé & un opérateur de spectre
continu.

Récemment en 2008, dans [39] on a considéré le probléme parabolique non linéaire
ur+Au= f(u(t)) 0<t<T (1)

uw(T) = ¢, (2)

Ou A est un opérateur auto-adjoint, ayant un spectre discret dans ’espace de Hilbert

H Avec le produit scalaire (.,.) et les normes ||, || tel que —A génére un semi groupe de
contraction compact sur H ce probleme est connu pour étre sévérement mal posé et une
méthode de régularisation de ce probléme est requise, on établie sous ’hypothése que f
est une fonction Lipstchitzienne globale de H & H D’existence d’une solution unique pour

le probléme approché :
uf + fo(Au = f(uf), 0<t<T -

u(T) = ¢ (4)
Ou0 < e < 1et f(A) seront choisis de meilleurs conditions. On suppose que (1),
(2) ont une solution unique et lisse u(t) selon cette hypothése, on obtient une estimation
d’erreur de la régularité de u, généralisant un travail précédent de [26] Cette erreur est

donnée de type Holder :

Sl

[u(t) — w*(@)]| < MB(e)

12
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Cette régularisation & été prouvé par Nguyen Huy Tuan, Dang Duc Trong et Pham
Hoang Quan en 2010 [41]. On note que les estimations de stabilité de type Holder pour
I’équation de la chaleur non linéaire rétrograde ont été établies dans certains papiers
récents, tels que [1, 37, 39]. Ces résultats ne donnent aucune information sur la dépendance
continue de la Solution sur les données a t = 0. Et donc la convergence de la solution
approchée est trés lente lorsque t est proche de 0. Rappelons, le cas ou 'opérateur A a un
spectre discret a été traité dans de nombreux articles récents, tels que [7, 15]. Une fois de
plus, on note qu’il existe de nombreux travaux sur le cas homogene linéaire du probléme
rétrograde de Cauchy mais la littérature sur le cas non linéaire du probléme est assez
rare. Donc, il n’est pas facile de régulariser le probléme non-linéaire. Récemment, Hetrict
a examiné le probléeme non homogene et non linéaire dans ’espace de Banach et Hughes
[17,16] Comme nous le savons, 'opérateur de position a habituellement un spectre continu,
tout comme l'opérateur du moment dans un espace infini mais le moment dans un espace
compact, le moment angulaire et ’Hamiltonien de divers systémes physiques, en particulier
les états liés, ont tendance a avoir un spectre discret (quantifié), c’est de la que le nom de
mécanique quantique vient. La théorie formelle de diffusion a un fort chevauchement avec
la théorie du spectre continu. Dans ce chapitre, on utilisera de nouvelles méthodes pour
étendre les résultats de dépendance continue de [3,8] & des problémes non linéaire plus
général on améliore également certains résultats connexes donnés dans [7,8,37,39] avec
deux objectifs. Tout d’abord, le présent travail est un premier pas dans le probléme non
linéaire rétrograde de Cauchy, dans lequel 'opérateur A a un spectre continu. Ainsi, pour
certaines questions sur les équations paraboliques homogénes rétrogrades, comme dans
le cas ou A a un spectre continu, on renvoie le lecteur a [3,8]. Pour autant que nous le
sachions, il y a peu de problémes rétrograde non linéaires de Cauchy jusqu’a maintenant.
Deuxiémement, on donne certaines nouvelles estimations d’erreur, qui ne sont pas du
type Holder. L’objet principal de ce chapitre est de fournir un systéme assez simple et une
nouvelle méthode de régularisation pratique. en méme temps, des estimations d’erreur
de convergence plus rapides sont données. En particulier la convergence de la solution

approchée a t = 0 est également prouvée.
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Définition 5 Soient A : D(A) C H — H wun opérateur auto-adjoint sur l’espace de
Hilbert H sur K et

f, g : R — K des fonctions continues par morceaud.

+o0o
D(f(A))—{uGH:/O POV P d ] By !!2<oo}

On définit Uopérateur linéaire f(A): D(A) C H — H par la formule :

fA)u= +Oof (N) dE\u pour chaque uw € D (f (A) )
0

2.1 Les résultats principaux
Pour 0<t<s<Tona:
Ro (\t) = e (a/\ + eiAT> -
Cela signifie également que :

-1
Ro (M T +1t —s) =Meo7t=1) <oz)\ + e_)‘T>

Si le probleéme (1) et (2) admet une solution u, alors cette solution peut étre représentée

par :

u(t) = /0 T ARy, /t ' /0 T A DAE, £ (u(s)) ds *)

Puisque t < T et d’aprés (x) nous savons que les termes e~ (DX gt e~ (=) gont les
sources d’instabilité.

Donc, en les remplace par des expressions approximatives telles que :
lim Ry (A, 1) = o (t=T)A

Et
lim Ry (M T+t —s) = e (792

Par conséquent, le probléme mal posé (3) et (4) peut étre approché par :

o) T proo
ua(t):/o Ra(/\,t)dEAw—/t/o R\ T+t — s)dBrf (u(s)) ds (6)

On note que si f =0, (6) est également le probléme (2.2) donnée a la page 2 dans [8]
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2.1.1 Unicité de la solution approchée

Théoréme 6 Soit 0 < a<Te, pc H.
Et f: H — H un opérateur continu satisfaisant :
| f(w)=f@) <K [|w-v]

Pour K > 0 indépendant de w,v € H, t € R, alors le probléme (6) a une solution
unique u, € C ([0,7]; H).

Preuve. D’abord, considére la fonction suivante pour A > 0
-1
Ra (1, 0) = (a)\ + e_)‘T)

Il est facile de prouver que pour 0 < a < €1 alors :

Ry (M\0) <R (m(’;’;) 0) — Ta™! (In (Tea™)) ™ (7)
(67 9 — (67 T )

Pour 0 < ¢t < s <T on trouve :

RO T+t—5) = exp((s—t=T)N) (@A+e ™) T (an+e?) 7

t—s s—t=T
< exp((s—=t—=T)\) (oz)\ + e*)‘T> . (e’)‘T) .
< (Ra(A0)T
< a7 (T (Tea ™)) T

M (o, t) M7t (a, 5) (8)

-1

M (a,t) = aT (T7'In (Tea_l))% ,t € 10,7

Pour w € C([0,T]; H) on définit 'opérateur F' par :

o oo pT
f(w)(t) = / Ry (A1) dEAgo—/ / Ry (M T+t —s)dENf(w(s))ds 9)
0 o Jt
Maintenant, on prouve cela pour tous w,v € C([0,T]; H) I'inégalité suivante est réalisés

(KTa™'C)™

| F™ (w) (t) — F™ (v) (t) ||< -

[ w = |l (10)
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Avec C = max {T, 1} et ||| . |||est la norme de sup sur C([0,T]; H). En fait, pour m = 1,
en utilisant (8), la propriété de Lipschitz de f et en notant que :

<a'7 (Tﬁlln (Tecfl))t;s < L

Ry (N T+t—s) —
a

On a:

| Fw) ()~ F o)) | = r// o NT 41— ) dE (f (w(s)) — f (v(s))) ds |

T
< [ / T+t = 9)ds [l By (F (w(5) ~ £ (0 () P ds
< (I / [ AN EG o) - ) | d
2
= [ 1) - e s
B 2
< () Jws) v |2
< (KTCY?a 2 ||w—v || (11)
On suppose que (11) est vérifie pour m = j, et on montre qu’elle est vérifié puor m = j+1,
| P ) () FF @) 0 2 = | / / T 41— ) dEA(F(F7w) (s) — F(F7v) (s))ds |
2
ona: < (SE2E) ) FIw) ()~ F(0) (s) | ds
(KTa L0)* T 9
< TP w )|
Donc, d’apres le principe de I'induction, on a (10) pour chaque w,v € C([0,T]; H). On
a1 "
considere F' : C([0,T]; H) — C([0,T]; H). Ou lim % = 0, il existe un nombre

entier positif mg tel que F™0 est une contraction, il s’ensuit que ’équation F™0 (w) = w
a une solution unique u, € C([0,T]; H). On met F (uq) = uq -
En fait on a F' (F"(uy)) = F(uq). Par conséquent F™° (F(u,)) = F(uq), par 'unicité
du Point fixe de F™°. On a F' (w) = w a une solution unique u, € C ([0,7];H). m
Maintenant, on a le théoréme suivant dans lequel, ou montre que I’ampleur de stabilité

de la méthode est inférieure a celle des autres méthodes.

2.1.2 Dépendance de la solution approchée a la donnée finale

Théoréme 7 On prend le méme o du théoréme 6. Ensuite, l’'unique solution du probléme
(1) et (2) dépend continament (en C([0,T]; H)) sur ¢, cela signifie que siu et v sont deux

solutions de probléme (6) correspondant a la valeur finale ¢ et w respectivement alors :

lu(t) —v(t) |< V2T F (T n (Tea )T g —w |
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Preuve. Il est bien connu que, pour tous ¢ € [0, 7]

u(t)—v(t):/o Ry (N 1) dE) (¢ — w) / / aNT+t—s)dExf (u(s)— f(v(s)))ds
Alors :

u(®)-v(e) IP< 207202 (1) [ Cd | Bx(o—w) |

T
+2// /\T+t—8))2d8/dIIEA(f(w(S))—f(U(S))) 12 ds

<2020 (0, 1) || p—w || +2K(T— t/ M2 (a,8) M2 (e, 8) || (u (s)=v () ||? ds
Par conséquent :
T
M7 (e t) [l u(t)=v (1) [*< 2072 || p—w || +2K3 (T—t)/ M7 (a,s) || (u(s)=v (s)) [|I* ds
t
En appliquant I'inégalité de Gronwall, on a :
M2 (1) || u(t) — v (t) [P< 22K T 072 || o —w |?
On trouve :
K2(T—t)? =T (1 _1y =1
| w(t) —v(t)||< V2e aT (T In(Tea™ )T " |o—w|

Cette inégalité suit la solution du probléme (6) qui dépend contintiment de ¢, et le théo-

reme 7 est prouvé. m

Remarque 8

e Dans [37] (voir p. 238), et dans [39], les auteurs donnent de meilleures estimations
de stabilité que la derniére méthodes discutée, ils montrent que ’estimation de la stabilité
est d’ordre e7 ! Dans [8] (voir Théoreme 2.2 page 2), les auteurs donnent une autre limite
de stabilité ayant la forme :

T
T
o (1 +1In E)

e Dans ce chapitre, on donne une meilleure estimation de I’ordre de stabilité, qui est :
t_

Car~! (T_1 In (Teoz_l)) T
En comparant ce résultat aux précédents résultats, on trouve que l'ordre de l'erreur,
introduit par de petit changement dans la valeur finale ¢ est inférieure & I'ordre donné

dans [6,7,8,37,39]. C’est 'un des meilleurs avantages de cette méthode.
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2.1.3 Estimation de ’erreur

Théoréme 9 Soit u € C([0,T]; H) une solution du probléme (1) et (2). Supposons que

la fonction propre de uw admet ’extension :

u (t) :/ dE\u (t)
0
Satisfaisant :

/ NP Ad || Eyu(t) ||2< oo (12)
0
Pour tous t € [0,T]Alors, pour chaque o € (0,Te)

22

| w(t) —uq (t) |< Nexp (K > aT (T7'In (Teofl))%_l ,Vt € (0,7 (13)

— sup / Ne20d || Byu (t) |2
tGOT]

Et uy est la solution unique du probléme (6).

Preuve. La fonction u (t), u, (t) a Pextension

u(t) = /0 tTdEMP‘i‘/ / (=0dE, f (u (5)) ds
v () = /0 Ra()\,t)dE,\go+/t/0 Re 0T+t — 5) dExf (ug () ds

Par conséquent on a :

[T ot (Mmoo s o) as)

// o NT 4t — 5) By (f (e (5)) — f (u(s))) ds

= [ (i - | [ wisna 5)

// o NT 4t — 8)dBx (f (e (3)) — [ (u(s))) ds

u(t) = ua (t)

= / aRy (A1) NN dEyu () / / ARy (N, T+t —s)dEy (f (ua (s)) — f (u(s)))ds

0
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Alors :
lu() —ua @) P < 2M2(a,1) /0 TXeetd || Byu(t) |P
T [ee)
(T )M (o) / M2 (o, 5) /0 a1 By (f (w(s) — £ (v (s)) | ds
< IM2 (Od,t) /Oo>\2e2t)\d H Fyu (t) ”2+(Tft)M2(o¢,t)
0
T

x / M2 (0, 8) || (f (w(s)) — f (v(s))) |I” ds

Donc :
T
M2 (0 t) | u(t) — e (8) [P< N + K2 (T — t) /0 M2 (0,8 [ u(8) — ua (5) || ds

En utilisant 'inégalité de Gronwall, alors :

2t_9

| w(t) — ug () |2< N2eK*T2 o 7 (T 'In (Tea ™))™
u

Remarque 10

e [’avantage de cette méthode est qu’il existe une estimation d’erreur au temps d’ori-
gine t = 0 qui n’est pas donné dans de nombreux résultats récemment connus dans

[37,39]. On a l’estimation suivante :

| 4(0) = ug (0) [|< NTKT <1 +ln <T>>_1

«

Cette erreur est similaire au théoréme (2.6), page 5 dans [8].
eSi f(u)=0,o0na:u(0)= / e dEyu (t)
0

Prenant la dérivée de u, alors :

u (0) = — /O Oer*”dEw (t)

Ensuite, on a :
I’ (0) |P=|| Au (0) !\22/0 N || Byu(t) |2

Par conséquent, la condition (12) est naturelle et acceptable.
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e Dans [37] (voir page 241), et dans [39], les estimations d’erreur entre la solution exacte
et la solution approchée sont du méme ordre U («,t) = CaTt. Et dans ce travail, le taux
de convergence est sous une forme légérement différente de celle donnée dans [6,7, 8, 39]

A . _ Pt (-1 —1\\ 7L o Ulat)
défini par : V (a,t) = Dat (T In (Tea ))T , on remarque que clylgb VoD — 0. De

plus, on a également ilg})(%g% U(a,t)=C.

Et lim (%LI% V(a,t)) = lim (D(T'In (Tea_l))_l) = 0, Donc il est facile de voir que
si le temps t est proche du temps d’origine ¢ = 0, la convergence de la solution approchée
est trés lente. Cela implique que les méthodes telles que quasi-valeurs aux limites et
quasi-réversibilité stabilisée qui ont été étudiées dans [37,39], ne sont pas utiles pour
établir les estimations d’erreur dans le cas ol ¢ est dans le voisinage de zéro. Cela prouve
également que cette méthode donne une meilleure approximation que le cas précédent que
nous connaissons. Comparant (13) avec les résultats obtenus dans [7,8,37,39], on se rend
compte que (13) est l'estimation précise la plus connue. Il s’agit d’une généralisation de

beaucoup de résultats précédents.



Chapitre 3

Régularisation de I’équation de la
chaleur par la méthode de fourier

tronquée

Ici on va traiter le cas bidimensionnel
Soit T > 0 et 2 = [0, 7] x [0, 7] . Considérons le probléme de détermination de u (x, y, 0)

a partir du systéme (1) :

Ut — Ugge — Uyy = f(-xayvt)
u(0,y,t) =u(muy,t) =u(x,0,t) =u(zx,m,t) =0 (1)
U(ﬂ’j,y7T) :g(ﬂf,y)

Ou (z,y,t) € 2 x [0,T], les fonctions f € L? (0,7, L? (2)) et g € L? (Q) peuvent étre
données inexactement.
La condition initiale u (x,y,T) = g(x,y) c’est la répartition de température a un

instant T, et les conditions aux limites sur la frontiére d’un matériau sont :

u(0,y,t) =0
u(m,y,t) =0
u(z,0,t) =0
u(z,m,t)=0

On propose de résoudre le probléme de la chaleur rétrograde ou le probléme de la
valeur finale par une méthode de Fourier tronquée, a travers laquelle on obtient
une solution d’un probléme bien posé. Le probléme régularisé proposée et la propriété de

convergence de la solution régularisée vers la solution exacte sont également & prouver,

21



3. Régularisation de 1’équation de la chaleur par la méthode de fourier
tronquée 22

certaines estimations de ’erreur sont données pour montrer ’efficacité de cette méthode
qui a été prouvé par Nguyen Huy Tuan en 2015 [28]. On a trouvé quelques articles sur
le cas non homogeéne. En particulier, le cas bidimensionnel de celui-ci est rarement étu-
dié. Pour les cas non homogénes et non linéaires, on renvoie le lecteur & des documents
récents de Feng Xiao-Li [10], D.D. Trong et son groupe [38,37,34, 35,41, 27]. Citons ici
quelques approches de nombreux ouvrages antérieurs et leurs difficultés techniques. Phy-
siquement, g peut seulement étre mesurée, il y aura des erreurs de mesure, et nous aurions
effectivement une certaine fonction de données g, pour laquelle ||g° — g, <€

tel que € > 0 représente une limite a I’erreur de mesure. u et v° sont respectivement la
solution exacte et la solution approchée du probléme de la chaleur rétrograde donné Dans

[34,35], les erreurs sont d’ordre + les estimations d’erreur dans [37] sont €T pour

T+1

;1

t>0et (ln l) 4 pourt = 0. Feng XlaO—Ll et co-authors [10], donne les estimations d’erreur
1
2

d’ordre (1 1) pour p > 0, récemment [35], Trong et Tuan améliorent les résultats de

t
-7

stabilité précédent avec 'ordre T (1+1nT(T)> a partir des erreurs discutées, alors les
€

estimations d’erreur de la plus part des méthodes de régularisation dans les littératures

sont de type Holder, c’est-a-dire :

Ju oty =07 (), @] s C & (2)

Ou C est la constante dépendant de u, 0 < ¢ < 1 est un nombre réel qui ne dépend
pas de t. u et ¢ est le niveau de bruit des données finales u(x,y,T). L’objet principal
du ce travail est de fournir une méthode de régularisation & troncature pour établir les
estimations Holder Tel que (2). Par le théoréme 1, la solution du Probléme (1) est donnée

par la formule (3)

m,n=1

00 T
u(z,y,t) = Z e(T_t)(m2+n2)gmn — /e(s_t)(m2+"2)fmn (s)ds | xsin (mx) sin (ny) (3)
0

o
Ou 9(@,y) = 3= gmn sin (ma) sin (ny)
m,n=1
(z,y,t) Z fmn () sin (mz) sin (ny)
m,n=1

Sont les développements de g et f respectivement.
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Comme ¢t < T on a (3) que lorsque m? 4+ n? devient grand, exp {(T —t) (m2 + n2)}

(T—t)(m?+n?) est la cause de l'insta-

augmente trés rapidement. Par conséquent le terme e
bilité. Donc, le but de ce travail est la récupération de la stabilité du probléme (3) en
filtrant les hautes fréquences avec une méthode appropriée, I’essence de cette méthode de
régularisation est juste d’éliminer toutes les hautes fréquences de la solution, on considére
plutot (3) seulement pour m? +n? < M. , ou M, est une constante positive appropriée
satisfaisant lim M. = oo . La technique impliquée dans la méthode de troncature est appli-
quée pour leegrobléme de chaleur dans un domaine arbitraire ouvert et borné €2 avec limite
lisse dans R2. En fait, on présente quelques propriétés des valeurs propres de 'opérateur
—A sur un domaine ouvert et borné avec une condition de frontiére nulle de Dirichlet. On

peut aussi se référer au chapitre 6 et 5 dans [9].

3.1 Théoréme concernant les valeurs propres de ’opérateur

de Laplace

1. Chaque valeur propre de —A est bien réelle, la famille de valeurs propres {A,};%4

satisfait 0 < Ay < A\ < ..., et A\, — 00 pour p — oo.

2. 1l existe une base orthonormée {Xp};il de L% (Q), ot X, € H} (Q) est une fonction

propre correspondant & A :

{ AX, () = —M\pX, (z),2 € Q @

Xp(x)=0 ,z€0Q

Pour p = 1,2,... en pratique, pour un {2 de domaine arbitraire, les valeurs propres
Ap définis & (4) pourraient étre calculées par des méthodes numériques et il peut avoir
les erreurs numériques. Par conséquent, la solution régularisée dans ce cas est difficile a
calculer. On choisit comme domaine €2, un carré dans R? afin d’obtenir les valeurs propres
exactes, comme A\, = m? + n?. Le travail est organisé de la maniére suivante. Dans
la section 2, nous allons construire le probléme régularisé et montrer que cela fonctionne
méme avec une condition trés faible sur la solution exacte. Dans la section 3, les estimations

d’erreur sont dérivées.
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3.2 Le probléme rétrograde mal posé de la chaleur

Commengons par clarifier c’est quoi une solution faible d’un probléme (1).
Soit w € C ([0,T] ; H*(Q)) N C* ((0,T); L*(Q)) est une solution faible pour le pro-
bléme (1) si :

%(u(.,.,t),W>L2(Q) () AW iy = (F (o 8), AW (5)

Et

<u ('7 7T) ) W>L2(Q) = <g ('7 ) ’ W>L2(Q)

Pour n’importe quelle fonction W € H? (Q)N HE ().
En effet, il suffit de choisir W dans la base orthogonale {2 sin (mz)sin (ny)} et

n,m>1
la formule (5) se réduit a :

T
iy (1) = T (m*4n%) /estm+n fon(s)ds, Ymin>1  (6)
t
4
Umn () = 2/ / u (z,y,t)sin (mx) sin (ny) dzdy
T
0 0
4 m™ T
o (4) = 25 [ [ £ (o0.5)sin () s o)y
T
0 0

s

Gmn = 2/ / g (x,y) sin (mx) sin (ny) dzdy
00

La solution au probléme (1) peut aussi étre écrite comme :
u(z,y,t) =30 et <e_(t_T)("2+m2)gmn - J; e_(t_s)("2+m2)fmn (s) ds) sin (max) sin (ny) (7)
On note que si la solution exacte u est lisse alors les données exactes (f, g) sont lisses
aussi. De tout fagon, les données obtenues qui viennent des mesure pratiques, sont souvent
discre et non-lisse.
1l faut donc toujours suppose que f € L% ((0,7);L*(Q)) et g € L? (Q2) et I'erreur des
données est donnée sur L? seulement. On note aussi que l’expression (7) est la solution
du probleme (1) s'il existe.

Dans les théorémes suivants on présente une condition de son existence.
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Théoréme 11 Le probléme (1) a une solution unique u si et seulement si :

T
Z eT(n2+m2)gmn _ /es(n2+m2)fmn (S) ds < 00 (8)
m,n=1 0

Preuve. On suppose que le probléme (1) a une solution
u € C([0,7]; Hy () N C ((0,7); L (Q))

Alors u peut étre donné en (7). Cela implique que :

T
Umn (O) = eT(m2+n2)gmn - /es(m2+n2)fmn (3) ds (9)
0
Alors :
(ol = 3 (O g = [ (9105 | < oo
m,n=1 0

Si (8) est verifié alors on a la fonction v (z,y) telle que :

o T
v(z,y) = Z eT(n2+m2>9mn - /65("2+m2)fmn (s)ds | sin (mz)sin (ny) € L*(Q)
m,n=1 0

On considére le probleme :

Ut — Ugge — Uyy = f($7y>t)
w(0,y,t) =u(muy,t) =u(x,0,t) =u(z,7,t) =0 te€(0,t) (10)
u(z,y,0)=v(z,y), (z,y) €[0,7]x[0,7]

Le probléme (10) a une solution unique u (voir [9]). On a :

v(z,y) = Z (eft(”2+m2) (v (z,y),sin (mz) sin (ny))

m,n=1
t
+/6(8_t)<”2+m2)fmn (s)ds | x sin (mx)sin (ny) (11)
0
Soit t =T dans (11) alors :
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~ T
u(w,y, 1) = > [Tt e Ttm?) Tt im) g, / 0 ) o (s) ds
m,n=1 0
T
+/e(5_t)(n2+m2)fmn (s)ds | x sin (mz)sin (ny)
0

= Z Gmn sin (ma) sin (ny) = g (z,y)

m,n=1

Donc, u c’est la solution unique de (1) ]
Théoréme 12 Le probléme (1) a au plus une solution dans C ([0,T]; H} (2))NC* ((0,T) ; H* (2))

Preuve. la preuve peut etre trouvée dans [9]. =
En dépit de l'unicité, le probléme (1) reste mal posé et une régularisation est nécessaire.

A la section suivante on stabilise I’approximation pour le probléme.

3.3 Reégularisation et estimation de ’erreur

Dans cette section, on présente un probléme de régularisation, et on étudie I’estimation
d’erreur entre la solution de régularisation et la solution exacte. On suppose que f: et g.

sont des donnée smesurées satisfaisant :

1fe = ooy <€ 19e = 9l 2y <€

On va définir la solution de régularisation d’un probléme pour des données bruyantes
ge comme suit :

m2+n? <M,
u (z,y,t) = Z us. (t) sin (maz) sin (ny) (12)

m,n>1

Ou

mn mn

T
i (0 = T8 ) [l () (5
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Et
4 . .
(95 = 5 (9= (27) ,5in () sin (29)
4 . .
(fE)mn = ﬁ <f€ (LL”, Y, t) » S (mm) Sin (ny)>L2(Q)

Théoréme 13 La solution du probléme (12) depend contindement de
(9, f2) € L* (@) x L (0,7, L% (Q))

Preuve. Soit u et v deux solution de(12) correspondant aux valeurs (gg, fal) et (gg, ff)

on a:
m24n? <M. T
u(x,y,T) = Z e(T=0)(m*+n?) (951>mn - /e(s_t)(m2+n2) (fel)mn (s)ds | sin (mx) sin (ny)
mn>1 ]
Et
m?+4n? <M. z
vl D)= 3 [0 (g2, [0t (1) (s)ds | sin ma) sin (ny)
mn>1 f

En utilisant I'inégalité (a — b)? < 2 (a> +b%),0na:

Hu ('7 '7t) —-v (‘7 '7t)||L2(Q) =

T 2
2
% ) T=0(m>+n?) (g1) _(g2) ) /e(st)(mz+nz) (= 7). (s)ds
m,n>1,m2+n2 <M, ¢
2 s ! )
< % Z ‘G(Tft)Ms ((gel)mn — (g?)mn)‘ + / ‘e(sft)Ms (fsl _ f€2)mn (s) ds‘ ds
m,n>1,m24+n2 <M. i
00 T
i 2(T—t) M- 1 2 2 1 2 2
< e D 16— (@)l + [N = 12),,, ()] ds
m,n>1 f
Alors :

1t (oyey ) = 0 (e D)2, ) < 2TOM: (Hgé — |l + £ - ngiQ(O,T,Lz(Q))) ‘
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Remarque 14

Si:

1 T
M, = =1 _—
T n(s—i—s]n(f))

Alors la grandeur de stabilité de la méthode est d’ordre :

-1
Uy (e) = e™Me = 71 <1 i 1; (Z)>

La grandeur de stabilité des méthodes données dans [6,37] est :

Uy(e)=D e !

Et dans [7,36] est :

T

U= @

Onal; (e) <Us(e) et Uy (¢) < Us(g) pour tout ¢ € [0, T]. Par conséquent, I’ampleur
de la stabilité de ce probléme bien posé est beaucoup mieux, lorsque ¢ = 0 que les grandeurs
de stabilité données

par la méthode de la quasi-réversibilité et méthode de la valeur quasi-limite.

Théoréme 15 Pour chaque h € Lo (2) on pose :

4
R, = 7r2/h (x,y) sin (mx) sin (ny) dzdy
Q

m2+7l2 <M.

Car (h) (z,y) = Z R sin (ma) sin (ny)

m,n>1
Ensuite on a :

(i) Sihe Ly (Q) alors lim ||Tar (h) - hl|7,0) =0

(ii) Si h € HE (Q) alorleinjoo ITas (R) — hHJZq(}(Q) —0 et

4
ITar (R) = hll ) < 2T 172/l 13
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(iii) Si h € H} (et Ah € Ly (Q) alors Jm ([ ATa (h) - Ah|[7,0) =0
Et
4

1021 (h) = hll ) = —aq7 1AL, @)
4
1T (R) = Rl 1, 0) < Vi AR L, @)
Preuve. (i) D’apreés I'égalité de parseval on a :

4
Z ] = ) Hh”%Q(Q)

m,n>1

. . 4
T (B) = 17,0y = > Bomn sin (ma) sin (ny) = > | Bmn |2
mn>1;m24n2 >M La(Q) m,n>1;m2+n2 >M

o . 2
Et cela implique queMli)rEOO T2z (R) = Rz, =0

(ii) On suppose que h € Hg (2), en utilisant 'intégration par parties, on a :

1
/h (z,y) sin (mx) sin (ny) dedy = _Eh (x,y) sin (ny) sin (mx)
Q o0
1
+/hz (x,y) cos (mz) sin (ny) dxdy
m
1 .
= m/hm (z,y) cos (mz) sin (ny) dxdy
Et
1
/h (z,y)sin (mx)sin (ny) dedy = ——h(z,y)sin (mz) cos (ny)
5 n 89
1
—i—n/hy (x,y) sin (mx) cos (ny) dxdy
Q
1
= n/hy (z,y) sin (mz) cos (ny) dxdy
Q
Par conséquent, on a :
hon = — /hm x,y) cos (mx) sin (ny) dzdy
w2m
Q

4
= /hy x,y) sin (max) cos (ny) dzdy
2n
Q
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Alors :

(m? + n?) | P |? = g (he (2, y) cos (mz) sin (ny) dedy)®+(hy (z,y) sin (mz) cos (ny) dedy)?
Donc :

64
76

64 64
2 2 2 2
S (2 +0%) ol < 5 lhalld, 0y + =5 Wl ) = 5 1wl

m,n>1

On voit que :

N Ohy  Oh|? Ohy  Oh|?
Ty =Pl = |5, ~ 52 50 By
Lz 4 IlLayq)
2
= Z My cos (mz) sin (ny)
mn>1;m2+4+n2>M Loy
2
= Z N sin (ma) cos (ny)
m,n>1;m2+4+n2>M Loy

m° 2 2 2
= 7 Z (m +n ) | P |

m,n>1;m24+n2>M

. . 2
Et cela imlpique que Mlgﬂoo |har — hHH(}(Q) =0, en plus, on a :

2 m 2
s (B) =Bl = 5 D (07 +0?) [
m,n>1;m24+n2>M
< m? 2 2\ (|2
m,n>1;m24n2>M

6, .
—ia7 1Pl

<

(iii) On Suppose que h € Hg () et Ah € L () d’une maniére similare on a :

4 . .
o =y [ o (22 )sin () s () dndy

2m?
Q
4 . .
= /hyy (z,y) sin (mx) sin (ny) dzdy

m2n2
Q

Par conséquent :

4
(m® + 1) hynn = —5 (AR),,,

s
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Donc :

64
D 1(m? +0?) | = 5 1 ARIE,

m,n>1

On a:

|AT 3 (h) — AhH%Q(Q) = Z (m? + n?) By, sin (ma) sin (ny)

m,n>1;m2+n2>M

2
_ % S |(m? +02) b

m,n>1

Et cela imlpique que ~ lim |[|Ahy — Ah||% (@) = 0, par ailleurs, on a :
M —+oc0 2

2 2
i =nlte| =% = il
m,n>1;m24+n2>M
2 2
< firz > |(m? 4 n?) h
m,n>1;m2+n2>M
< A AR
2()

w2 M?2
Et
2
I 0= h gy = % % (w2 n?) o P
m,n>1;m2+n2>M
2
hS an > | (m? +n®) o P< 257 1 AR )

m,n>1;m24n2>M
D’ou, la preuve est terminée. m

Théoréme 16 Soit f € Lo (0,T;Ls () et g € Lo (Q) tel que le systéme (1) a une
solution (unique)

we O ([0.7]; Hy () N CH((0.T): L ()

On pose :

-1
-

Alors :

Il
o

lim H u’ ('7 '70) - u(': '70) ”H&(Q)

e—0t
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Et

1 (y,0) =y, 0) [l Mﬂlu(w)”ffamml(a—l)

De plus, si Au(.,.,0) € Ly (Q) alors :

Tim (| A (,0) = Au(,,0) [ly()= 0
Et

1
| (1 ,0) = u(s,0) [l ;;:vﬁ+'2 2wl 0) o) A=

[u (., 0) = u (., 0) [l 4;[[ \/? I Al 0) [l ) hll((g_l)

Preuve. On pose u. = u® (z,y,0) et
(Ue) = (W (2,9,0) , sin (mz) sin (nx)).

Par le théoréme 15 on peut rapprocher u (.,.,0) par 'y (u (.,.,0)).
Et maintenant, on avons juste besoin d’estimer l'erreur entre u. et I'as (u(.,.,0)).
étape 1 :
Estimation | (uc),,, -(Tam. (u(.,.,0))),,, |.L’erreur disparait lorsque m? +n? > M..

Dans le cas m? +n? < M. on a :

| (Us)mn = (Par (u (., 0))) n |=[ uemmn — (u (2, 9,0))mn |

T
= e )T (g gy, [ (g, 8) = f (g, 1)), dE |
0T
s L NN / ) (o (2, 1) — f (@, 0)) o d
’ T
< %e(m2+”2)T | (ge )Ll(Q |+—e m?+n? T/ fe(z,y,t f($ayat))L1(Q) dt
0

< Selm)Te < SoMre = 5 /g
s s s

étape 2 :

Estimation des erreurs entre u. et I'pz (u(.,.,0)) .
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Notons que e 1/2 = M7 > (M. T)* /k! pour k =2,3,4 on a :

lue —Tar @l 2oy = | 0 () — (s 0))an) sin (ma) sin (ny) |2,

m,n>1;m24+n2<M.
2

=T Y @y (e )

m,n>1;m24n2<M,

De plus, depuis I'étape 1, si m? + n? < M, est satisfaite, alors :

64

‘ (u>mn - (u ('7 ’O))mn ‘QS (ﬁ\@f - ﬁé‘
Par conséquent :
64 64
2 [ () = (@ (o, 0)un 'S (m? 4 0%) 3 e < Mo —e (14)

m,n>1;m24+n2<M.

Combinant (13) et (14) et M. T < eMT = ¢=1/2 alors :

2 64 16 16
|| Ue _FME (u(.,.,O))mn H%Q(Q)S EF

T
ZM - ﬁMeg = 2T
Par une méthode similaire et en utilisant (14) alors :

du. O Oou. 0O
H ue =D, (u (‘7 70))mn H%&(Q):H %_%FME (u (‘7 70)) H%Q(Q) + H Dy _%PME (u ('7 70)) “%2(9)

=|l > 1 ((Ue) ) = (W (-5 -,0)) ) cos(ma) sin (ny) 17,

m,n>1;m24n2< M.

= Z Z (m2 + n2) | (UE)mn - (u(7 70))mn ‘2

m,n>1;m2+n2< M,

2
m
S ZME Z | (UE)m’n - (U(, 70))mn ’2
m,n>1;m24n2<M,
2
™ 64 16 = 5
< ZMEM‘E;E = pMes

Utilisant D'inégalité e~ /2 = eM=T > (M.T)* /2 , alors :

32
w2712

Ve (15)

H Ue — FME (u ('7 70))mn ”%{(%(Q)S
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Et
I Aue = AT, (s 50))pn 17,0)=
= | Z (m2 + n2) ((ue)yy — (u (.., 0)),,,) sin (ma) sin (ny) H%Q(Q)

m,n>1;m2+n2< M,
m? 2 . 2\2 2
- Z Z (m +n ) ‘ (UE)mn_ (U(.,.,O))mn ’

m,n>1;m24+n2<M.

16

< ﬁMga
96

< Ve
étape 3 :

Estimation des erreurs entre u. et u.
Soit :

[ e =u (s 0) [y [ue =Tar(u(50) llgge) + I Tae (w(50)) =l 0) [y

BEYVEE | Tar (s 0)) = u(,0) gy 0

INIA

Et

|| Ue — u('v 70) ||L2(Q) H Ue — FME (u ('7 70)) HLQ(Q) + H FME (’LL ('a 70)) —u ('7 ,O) ||L2(Q)

<

Maintenant, on suppose que Au(.,.,.0) € Lo (£2), alors :

| Aue —Au(.,,0) |0 <l Aue — ATar (w(.,-0)) llry@) + | AL, (w (., -,0)) = Au(.,.,0) |1y
< DY+ || Al (u(,0)) = Au (0 [lpy(@)— 0

De plus
lwe —uo®) @ € e =Tan@ln0)) li + I Tar, (@ 0) = 0(50) lzyo)
< ﬁ{l/g_k W%J\JE H Au (-7-70) ||L2(Q)
Et
Jue —u(s0) g < fue =T (u(-0) gy + 1T (w(. - 0)) —u (., 0) [[g1q)
< AR+ oA Al 0) )

La preuve est terminée. m
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Remarque 17

L'erreur || ue (.,.,0) —u(.,.,0) | 1,(n’est pas donné dans [37], et dans [6, 7,12, 26, 38, 36
Verreur || ue (.,.,0) —u(.,.,0) [[g1qn’est pas donné aussi.
Dans ce cas, lerreur || w. (.,.,0) — u(.,.,0) ||Hé(9)est établie, ceci est un point fort

dans cette méthode.

Théoréme 18 Le probléme (1) a une solution (unique) uw € C ( [0,T]; H} (2))NC* ((0,T); Lo (2))
satisfaisant la condition

’7'('2 > k
T Z (n2 + m2) ufm < A%
m,n=1

Pour k>0 est un nombre positif si :

1 T (lnL)
M. =7 ln<e+s(1nf)> ,(r > 0)

Alors Uestimation suivante est vérifiée :

n(Te—! T2 2r(L—1 +eln(L K
10 () —ulont) i@ < \/652; (L) #7222 )[TIHCTI&(T)ET))} 2

Preuve. On a :

[e.e]

u(z,y,t) = Z U, () sin (ma) sin (ny)
m,n=1
m2+n2<M.
W@y t)= Y iy (£)sin (ma)sin (ny) (17)
m,n>1

T
umwzzﬁﬂwﬂmmmj#“Wﬂ“m@@mmw
t

T
U (t) _ e(T*t)(m2+n /6 s— t m 24n? fmn( )ds
t
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Par transformation directe, on a :

m,n>1
2 2(s— 2 2
fuf (o) —ulont) 3,0 < 3% D>, & D 1%) ((g).  — Goum)?
m24+n2<M.
m,n>1 T

+ 3%2 Z (/e(s—t)(m2+n2)((f€ ({L" y’ S))mn _ fmn<3)d5)2
m24+n2<M.
m,n>1

2
+ 3% Y W, (1)

m24n?<M.
Il s’ensuit que :

[ (ynt) —ulont) G0 < 32T M g —gll, 0

+ 362(T_t)Mi1|| fe—f H%Q(O,T;L2(Q))

2 —k k
+ 3% Y () (), (1)
m2+n2§ME
Par conséquent, on a :

00
- k
H u’ ('7 '7t) —u (-7 ~at) H%Q(Q) < 6€(T t)ME€2 + MLéc E : (m2 + n2) u%nn

n,m=1

29
n —1 T
< 62t <1+1 (ge )> (lng)%(%_l)
e+51n(%) kﬂ.z > 9 Nk 9
x T Znmy )| T Yo (m?n?) ()
€ n,m=1

Théoréme 19 On suppose qu’il existe les nombres positifs 5, Ao tels que :

2 > 2,2
Z Z 625(771 +n )u%m

(t) < A3 (18)

n,m=1

On va choisir :

Alors la convergence de 'estimation suivante est vérifieé :

(1) — ) 12 o< (Ay +2:758 ) T8 19
Hu ('?'7) u(.,.,) ||L2(Q)_ 2+ 2¢ € ( )
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Preuve. pour chaque t € [0, 7], v° c’est la fonction définie par :
m2+n2§Ma
Ve (z,y,t) = Z Vs (t) sin (maz) sin (ny) . (20)
m,n>1
Ou
T
2
Ui () = P00 [0 (1 (0,,),,, .
t
Depuis (20), on a :
> 2 2
w(ey )o@y ) = > (7D,
m+TL>M£
T
—/e_(t_s)(m2+”2)fmn (s)ds | x sin(max)sin (ny)
t
oo
= Z (u(z,y,t),sin (mz)sin (ny)) sin (mzx) sin (ny)
m—+n>M.
Donc on a :
7T2 > 2 2 2 2
lulont) =0 (o) = D e et (o)
m—+n>M.
n? —28M. S 28(m?+4n?), 2
< Ze Z mn (t)
m-~4+n>M,
> 2 2
<e M N 2 () (21)
m—+n> M,
< e M y2 (22)
D’autre part, on a :
> 2 2
I o) —ulond) Thym= D 1T (g — g
m—+n>M.

T
_ /€(m2+n2)(s_t)(f€ (SC,y, S) - f(x’y’ S))mn ds
t

IN

262(T_t)ME (H u || ge — gil(Q)_‘_ H fE ('7 7t) - f(a 7t) ||%2(O,T;L2(Q)))
42T =DMz g2 (23)

IN
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Combinaison (22) et (23) alors :

H u’ ('7’7t) _u('7’7t) HLz(Q)S” u’ ('7 '7t) —v° ('7 .,t) HLQ(Q) + H v° ('7 '7t> —u ('7 ’7t) ”LQ(Q)

< e_ﬂMEQAQ + 9e(T—t)Me

La convergence de 'estimation est vérifié :

B 48
|| ua('wvt) —U(.,.,t) ||L2(Q) < eTte Ag + 2eTHP

B8 _t
= ETTE(AQ —|-25T<t|rﬁ)

]
Remarque 20

e La condition (18) n’est pas vérifiable, on peut le vérifier en remplagant les conditions

de fetg,ona:
o

>, () =

m-+4n>M.
e ) T 2
= Z 62’B(m2+n2)6_(t_T) (m2+n2)gmn o /6_(t_5)(m2+n2)fmn (S) ds
m—+n>M. t

On peut donc remplacer (18) par les différentes conditions

i 62(T+B)(m2+n2)gmn < 00
m~+n>M.

-~ T
Z /62(5+5)(m2+”2) 2 (s)ds < o0

m+n>Me

e On remarque que estimation d’erreur (19) (5 > 0) est de type Holder pour tout
t € [0,T]. Il est facile de voir que le taux de convergence P (0 < p) est plus rapide que
I’ordre logarithmique

(In (%))_q (¢ > 0) avec ¢ — 0. En comparant 'erreur (19) avec les résultats de [6, 7, 12, 26, 38, 41],

on voit que cette méthode est trés efficace.
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Conclusion

Dans ce travail, on remarque que les deux méthodes de régularisation et les estima-
tions des erreurs de ’équation de la chaleur rétrograde qui ont été introduites par HUY
TUAN NGUYEN sont tres efficaces aprés comparaison avec les autres résultats précé-
dents. L’estimation d’erreur de la premiére méthode est de type logarithmique par contre
la deuxiéme méthode est de type Holder.

De plus, les deux méthodes ont un avantage : qu’il existe une estimation d’erreur au

temps d’origine t = 0 qui n’est pas donné dans de nombreux résultats récemment connus.
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Résumé

Dans ce travail :

Nous commencons par les définitions des EDP et I'équation de la chaleur, suivies de quelques
notations et résultats nécessaires a ce travail, ensuite on donne les deux méthodes de Huy Tuan
Nguyen pour régulariser 1'équation de la chaleur. Dans la premiere méthode un probleme de
Cauchy rétrograde associé a un opérateur de spectre continu est régularisé, par la suite on présente

la deuxieme méthode de Fourier tronquée pour traiter le cas bidimensionnel.

Abstract

In This Work :

We start with the definitions of the PDE, of the backward heat equations, followed by some
notations and results necessary in this work, then we give the two methods of Huy Tuan Nguyen to
regularize the backward heat equation. In the first method a Cauchy problem associated with a
continuous spectrum operator is regularized, after the truncated Fourier method is presented, to

handle the two-dimensional case.
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