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Notations générales

On note par :
|.]l, N : un norme.
E : espace vectoriel.
(E,||-||) : espace vectoriel normé.
I : sous-espace vectoriel.
L(E,F) : ensemble des applications linéaires.
B(0,1) : la boule fermé unité.
H : espace de Hilbert.
X : espace de Banach.
Q : domaine borné (ouvert) de R”™.
(.,.) : produit scalaire.
f : fonction.
LP : espace de Lebesgue.
C.(2) : I'espace des fonctions continues a support compact.
C(Q) : I'espace des fonctions infiniment dérivables & support compact.
LY(9Q) : I'espace des classes des fonctions intégrables.

A

f : la transforme de Fourier de f.
D(Q) : la distribution.
C™(Q) : les espace de fonction de classe m.
' =0(Q) : le frontiere.
D(A) : domaine de définition de A.
B(H) : 'ensemble des opérateurs linéaire borné.
A : désigne un opérateur.
A* . désignera I'opérateur adjoint de A.
[0, 7] : interval de temps, T > 0.
LP(0,T; X) : 'espace des fonctions f fortement mesurables sur |0, 7| a valeurs
dans X.
0, : désigne Q
Oy
(S(t))+>0 : semi-groupe fortement continu.

R(T,uyp) : espace des états atteignables au temps 7" en partant de ug.



Introduction Générale

Du point de vue mathématique, un systeme de controle est un systeme dyna-
mique dépendant d’un parametre dynamique appelé le controle. Pour le modéliser,
on peut avoir recours a des équations différentielles, intégrales, fonctionnelles, aux
différences finies, aux dérivées partielles, stochastiques, etc. Pour cette raison la
théorie du contrdle est a I'interconnexion de nombreux domaines mathématiques.
Les controles sont des fonctions ou des parametres, habituellement soumis a des
contraintes.

Le développement de ces sciences nécessite résolution ces équations et souvent
numériquement afin d’obtenir des propriétés quantitatives des solutions. La phase
de la modélisation de ces phénomenes passe en partie en meilleure compréhen-
sion les propriétés des solutions et des équations, elle consiste a représenter le
phénomene a étudier par des systemes des équations Mathématiques et a préciser
aguerrissement le cadre fonctionnel ou 'on travail prenant en compte toutes les
données connues concernant le phénomene.

L’osque ces systemes faite apparaitre un variable d’espace s’appellent systemes
distribués.

La notion de la controlabilité a été inventée dans les années 60 par Kalman,
Bertram, et Bellman a propos des systemes linéaires contiennent un variable
d’espace de controle, I’état de systeme dépend du variable de cet espace et d'un
variable caractérisant ’espace géométrique sur lequel le systeme est défini.

Pour les systémes de controle linéaires, un systeme de controle est dit contro-
lable si on est capable de 'amener d’un point initial arbitraire vers un point final
souhaité.

Le but de ce travail est d’étudier la controlabilité de I’équation de la chaleur.



Organisation du mémoire

Ce mémoire est organisé en trois chapitres qui sont présenté comme suit :

Le 1°" chapitre, nous rappelons quelques notions d’espaces et d’inégalités
principales, nous parlerons aussi de 'opérateur maximal monotone et la théorie
des semi-groupes sa définition et ses propriétés.

Le 2°7¢ chapitre, nous présenterons la controlabilité et caractérisation de
controlabilité.

Le 3°"¢ chapitre, nous présenterons la controlabilité de I’équation de la cha-

leur.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Les normes

Définition 1.1. On appelle norme sur E toute application N de E dans R telle

que :
1.Vxe E, Nz)=0=x2=0 (séparation,).
2. ¥Y(z,\) € Exk, N(Ax) =|A|N(x) (homogénéité).
3. Y(z,y) € EXE, Nz+y) < N(z)+ N(y) (inégalité triangulaire).

1.1.1 Notation et vocabulaire

On note : N(z) = ||z||g ou N(z) = ||z||. On appelle espace vectoriel normé

tout couple (E, ||.||) ou ||.|| est une norme sur E.

Remarque 1.1. D’aprés 2 avec A =0, il vient N(0) = 0.
La condition Yz € E, N(x) = 0 serait superflue dans la définition : d’aprés 3 et

ce qui précede on a :
Vee E:0< N(0) < N(z—2) < N(z)+ N(—z) < N(z)+ | =1 | N(z) < 2N(z),

d’ou N(z) > 0.
Si la propriété (séparation), n’est pas vérifiée, on dit que N est une

semi-norme.



Contrairement auz espaces euclidiens, deuz vecteurs non liés peuvent réaliser [’éga-
lité triangulaire.
Considérer dans R", x = (1,1,0,---,0) et y = (1,0,---,0) avec la norme

[z |= sup |zl
ie{l;--n

On a alors z]= llyll= 1, | + yl= 2, donc ol +|yll= llz +y| et pourtant x et y

ne sont pas (positivement) liés.

1.1.2 Une propriété utile :

Inégalité triangulaire renversée
V(z,y) € ExE; [ |zl[=llyll | <=z =yl

Cette propriété est importante elle permettra d’affirmer que toute norme N est
continue sur E.
(Pour démontrer la propriété, on écrit z = (r —y) + y et y = (y — =) + x puis on

utilise I'inégalité triangulaire).

1.1.3 Norme sur un sous-espace vectoriel :

Si F est un sous-espace vectoriel de E la restriction de N a F' est évidemment

une norme sur F appelée norme induite.

1.1.4 Distance associée a une norme :

A partir de toute norme N sur E, on peut construire une distance d par :

d:EXE — R
(z,y) = N(z—y).

Alinsi tout espace vectoriel normé est un espace métrique et la norme N engendre

une topologie sur E.



Noter qu’il existe des distances ne découlant pas d’une norme, comme par exemple,

la distance discrete :
0 si z=y

1 st x#uy.

En effet, I'application N obtenue en posant N(z) = d(z,0) ne vérifie pas

d(z,y) = {

I’axiome d’homogénéité.

1.1.5 Normes usuelles :

1. E=RouC:

2. E=R"ouC":

=

o= () €RYp € ool — fally = (3 fail )

(sur tout pour p =1 ou 2).

3. E=R"ouC":

r= (21, ,2,) ER" 1z [|2]|oc = sup |zl
ie{l, n}

4. Norme d’un application linéaire continue u € L(E, F) ou (E, ||.||g) et (F, ||.||F)

sont deux espaces vectoriels normés de dimension finie :

ur— [lull = sup Jju(z)||r
z€B(0,1)

oit B(0,1) désigne la boule fermée unité :

B(0,1) = {x € E tels que ||z||g < 1}.

Note : une application linéaire u € L(E, F') est continue si et seulement si :

dM € R tel que Vx € F :

lu(@)l[r < Mlz||5.



5. E = R,[z]:

n
p(x) =) @z’ € Ryfa] :pr— [lpl = sup ai|.
i=0

1€{0,---,n

1.1.6 Normes équivalentes :

Définition 1.2. Deux normes Ny, Ny sur E sont dit équivalents si :

I\, 1) € (RE)? tels que :
Ve € E: ANi(x) < No(x) < uNy(z).

On note alors N1 ~ Ny sur E, la relation ainsi définie est bien une relation
d’équivalence :

e On a Ny ~ Ny en choisissant A = p =1 d’ou la réflexivité.

e SiANi(z) < No(z) < uNy(z) alors :

d’ou la symétrie.
o SiAN;(z) < Nyo(z) < ulNi(x) et ANo(z) < N3(x) < uNy(x) alors :

ANy (z) < Ny(x) < pupN ()

d’ou la transitivité.

Remarque 1.2. Deux normes Ny et Ny sur E sont équivalentes si et seulement
st Uapplication

Id - (E, Nl) — (E, Ng)

est bicontinue (ou encor “si l'identité est un homéomorphisme”).

Deuzx norme Ny et No sont non équivalentes si et seulement si il existe une suite
N2<xn)
Nl (In)

() d’éléments de E telle que : la suite ( > ne soit pas bornée.



1.2 Espaces de Hilbert

Définition 1.3. Soit H un espace vectoriel réel ou complexe. Un produit scalaire
est une application (.,.) : H x H — C si H un espace vectoriel complexe et
(.,.): Hx H— R si H un espace vectoriel réel, vérifiant :

i)Yy € H:x— (x,y) et linéaire.

it) (x,y) = (y,z).
i) (x,z) >0 et si (x,z) =0 alors x = 0.
Par conséquent y — (x,y) est anti-linéaire (en y) si H un espace vectoriel

complexe.

Définition 1.4. Un espace préhilbertien est un espace vectoriel (réel ou complexe)

mini du produit scalaire.

Lemme 1.1. Soit H un espace préhilbertien. Alors pour tous x,y € H on a :
=+ yll* = ll=l|* + 2Re(z, y) + lyl*.

Preuve

On a
|z +yl* = (z+y,2+y).

Donc

|z +yl> = (z+y,x+y)
= (z,2) +(z,y) + (y,2) + (v, 9)
= (@, 2) + (z,y) + (z,9) + (,9)
= |l* + 2Re(z, y) + [ly[*

Proposition 1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz)

Soit H un espace préhilbertien. Alors pour tous x,y € H on a :

{2, y)| < lllllyll

10



Preuve

Soient x,y € H et soit A € K, |A\| =1 tel que

Mz, y) = [(x, y)|.

On a Vu € R; (\x + uy, Ao + py) > 0. Alors

Ao+ py, Ao+ py) = ANz, 2) + Az, y) + pA(y, ©) + pi(y, y)
= (z,2) + 2Re iz, y) + |p*(y, v)
= (w,2) + 2z, y) + [ul*(y, v)
= 13 y,y) + 20z, y)lp+ (z,2) >0,V € R.

Donc

A<0 = [(z,9)]* = (z,2){y,y) <0
— [z, ) < (2,2).(y, ).

Alors
[z, )] < [l [lflyll-
Corollaire 1.1. Soit H un espace préhilbertien. Alors ||z|| = \/{(x, x) défini une

norme.

Définition 1.5. On dit que deux vecteurs x,y d’un espace vectoriel complexe sont

orthogonaux pour le produit scalaire (.,.) si (z,y) = 0.

Définition 1.6. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la

norme associée au produit scalaire.

Définition 1.7. Soit H un espace de Hilbert et Hy et Hy deux sous-espaces vec-
toriels.

On dit que H est la somme direct orthogonale de Hy et Hy, notée H = H,®* H,
si H=Hy+ Hy, HHN Hy =0 et V1 € Hy, Vay € Hy ; (21,29) = 0.

Le complémentaire orthogonale d’un sous-espace F' € H est défini par :
Ft={re HVyeF: (r,y) =0}

11



Théoreme 1.1. Soit H un espace de Hilbert et F C H un sous espace fermé.
Vo € H ; alors

i) 1l existe un unique y € F qui satisfait :
|z —y|| =d(z, F) = inf{||z — 2|,z € F}.

On note y = Pp(x). Ceci définit alors une application Pr : H — H.

i1) Pr(x) est l'unique vecteur dans F' qui satisfait (v — Pp(x))LF.

iii) Vo € H : ||z]|* = || Pp(2)||? + || P (2)]%.

iv) Lapplication Prp : H — H est linéaire et continue. C’est la projection sur F' le
long F*.

v) Le complémentaire orthogonal F+ est un sous espace fermé de H et H = FOF*.

Preuve :

Pour i) :
pour € > 0; prenons y, z € F' et supposons que :
d(z,y)? < d(z, F)* +¢c et d(z,2)* < d(z, F)* +e.

+ -z
Posonsw:y22,u:y2 de telle facon que w € Fly=w+ u,2 = w — u.

D’apres 'identité du parallélogramme on a :

Iz —w) +ul* + (@ —w) —ul® = 2|z —wl® +[|ull*)

r—z||* + ||z —yl? 1
le =2l =l g ey Ly o

1
dx, F)*+¢ > d(x, F)*+ Ed@’ z)?
dly,z) < 2ve

Soit maintenant (y,) € F une suite telle que d(x,y,) — d(z, F). Alors d’apres
notre calcul c’est une suite de Cauchy qui doit donc converger vers un y € F

(puisque H est complet et F est ferme).

12



Nous obtenons :

d(r,y) = lim d(z,y,)

n——4o00
= d(z, F).
Pour unicité supposons que z € F vérifier lui aussi d(z, z) = d(z, F).

Alors encore d’apres le calcule précédent d(y, z) < 24/¢ pour tout £ > 0, ce qui
donne d(y, z) = 0 alors y = z. Ceci montre le premier point et donc I'existence de
I’application Pp.

Pour ii) :

supposons que x — Pr(x) n’est pas orthogonale de F.

Il existe donc z € F' tel que (z — Pr(x),z) = s # 0, nous pouvons supposer que
(x — Prp(x),z) = 1.

Soit encore ¢ une variable réelle. Alors Pr(x) +tz € F et on a :

d(z, Pr(v) +12)° = ||z — Pr(z) — tz]*
= 2% — 2t + ||z — Pr(2)[|*.

Ce polynome en ¢ atteint son minimum ailleurs qu’a t = 0, donc
d(z, F) < d(x, Pp(z)),

une contradiction au choix de Pp(z).

Nous avons donc

Pour 'unicité, supposons que z —y LF et x — 2L F', on y,z € F (par exemple, on

pourrait avoir y = Pr(x)) alors

y—z€F,

13



d’ou
(z—y,y—2)=(z—2zy—2)=0,
une soustraction donne (y — z,y —2) =0=>y—2=0=y = z.
Pour iii) :
le troisieme point découle du deuxieéme, alors x — Pp(x) L Pg(x).
Pour iv) :

on vérifier aisément que :
(2 + Ay) = (Pr(z) + APp(y)) = (v = Pp()) + My — Pr(y)) € F*

d’ou
D’apres (i), Pr est linéaire. Et d’apres (iii) nous avons ||Pg(x)| < ||z| donc Pr
est continue (de norme < 1).
Pour v) :

pour tout z € H nous avons = = (z — Pr(z)) + Pr(x), ot z — Pp(x) € F* et
Pr(x) € F, ce qui donne bien F ¢ F+ = H.

Corollaire 1.2. Pour tout sous-espace vectoriel fermé F C H on a (F+)t = F.
En particulier 'orthogonal d’un sous-espace vectoriel non fermé est fermé.

En autre F est dense dans H si et seulement si F+ = {0}.

Corollaire 1.3. (Théoréme de représentation de Riesz)
Soit o : H — R une forme linéaire continue. Alors il existe un unique y € H tel
que pour tout = ; p(x) = (z,y).

En autre, nous avons ||| = |ly|| ou

lell = sup{le(z)], o] < 1}

Corollaire 1.4. Un espace de Hilbert H est séparable s’il possédé une suite de

points qui est dense dans H.

14



Définition 1.8. Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle base orthonor-
male de H tout sous-ensemble fini ou dénombrable {e,}nen qui vérifie :

i) llen|l =1 et (en,em) =0 sin #m; Yn,m € N.

it) Le sous-espace vectoriel engendré par {e,}nen (par combinaisons linéaires
finies) est dense dans H.

Théoréme 1.2. (Existence des bases orthonormales)

Tout espace de Hilbert séparable possédé une base orthonormale.

Théoréme 1.3. Soit H un espace de Hilbert et {e, }nen une base orthonormale.

i) Pour tout (\,)nen, la série > A\ne, converge dans H et sa somme
n>0
r= Y \.e, vérifie :
n>0

(@ en) = A N2]l* =DMl

n>0

it) Pour tout x € H la série ;0]@:, en)|? converge et

=) (ren)ens ol =Y [z en) .
n>0 n>0
Définition 1.9. Soient H, et Hy deux espaces de Hilbert.
Une isométrie entre H, et Hy est une application linéaire U : Hy — Hy qui
satisfait :
Vo e Hy, ||U(z)]| = =]

H, et Hy sont disomorphes s’il existe une isométrie bijective entre eux.

Proposition 1.2. Soient X, et Xy deux espaces de Banach. Soit F' C X7 un sous
espace vectoriel dense (non nécessairement complet).

Soit u : F' — Xy une application linéaire, et supposons en autre qu’elle est
continue (ce qui revient a [’existence d’une constante c telle que pour tout x € F :
[u(z) || < cfl=]]).

Alors u admet un unique prolongement en une application linéaire continue

ﬁ:X1—>X2.

15



1.3 Espace LF(Q) :

On considere €2 un ouvert de R". Les fonctions f seront considérées de €2 dans
R ou C.

Définition 1.10. Pour p € [1,+oc[, on pose :

Q) = {f: Q> R, tg /Q|f(x)|pdx < o).
On vérifie que :

1

ey = ( folf()lrde )™ (L.1)
défini un norme dans LP(92).

Définition 1.11. Pour p = oo, l’espace de Banach L*>®(Q)) tel que :

L) ={f:Q—=R, tg:ceR:|fI<c, p.p. surQ}.

est muni de la norme :
| fllzeo = inf{c € R, tq : |f| < ¢, p.p. sur Q}.

Définition 1.12. On dit que p et p sont deux exposants conjugués pour tout

/ 1 ,
p,p € [1;00] ssi — + — = 1. On notera dans toute la suite p le conjugué de p.
p p

Proposition 1.3.

1) Vp € [1,+00] alors LP(Q) est un espace de Banach (i.e norme complet).

2) Vp € [1,+00] alors LP(QY) est séparable <= il existe ensemble dénombrable
dense dans LP(S).

Proposition 1.4. L'espace LY (Q) (1 < P < oo) muni de la norme (1.1) est

complet.

Proposition 1.5. Les propriétés suivantes sont classiques :

i) L*(0,1) est réflexif et séparable.

i) Le dual de LP(0,1) est identifié a L(0,1) avec q = Ll € [1, +oo].
p —

16



Proposition 1.6. (Inégalité de Minkowski)

1+ gllp < [1£llp + llgllp-

Théoréme 1.4. LP est un espace vectoriel; ¥p € [1;00], || . ||, est une norme.

Théoréme 1.5. (de convergence dominée de Lebesque pour les espaces LP).

On suppose p # oo. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables telle que
fo(x) = f(x) p.p; siTg € LY ; ¥(z,n) | fulz) |< g(x). Alors f € LP et f, — f
en norme LP.

Théoréme 1.6. Les fonctions en escaliers forment un sous-espace vectoriel dense

de LP pour p € [1,00].
Théoréme 1.7. (de densité)

L’espace C¢(2) des fonctions continues a support compact est dense dans L¥ ()

pour 1 < p < o0.

Théoréme 1.8. L’espace C°(Q) des fonction infiniment dérivables a support com-

pact est dense dans L¥()) pour 1 < p < oo.

Proposition 1.7. L’espace C°(Q2) est dense dans le sous espace de L™ des fonc-

tions bornées qui tendent vers 0 da l’infini.
Définition 1.13. Un espace séparable s’il contient une partie dénombrable dense.
Proposition 1.8. L>(Q) n’est pas séparable.

Théoréme 1.9. (Représentation de Riesz)
Soit 1 < p < 0o et soit ¢ € (LP)'. Alors 3w € LP tel que :

<qb,f>:/uf, Vf e L.

De plus on a || u ||, =| ¢ ||(zsy- Ce théoréme permet d’identifier le dual de L? da
L.

Définition 1.14. On désigne par L*(Q)) l'espace des classes de fonctions inté-

grables sur Q a valeur dans R ([o|f] < +00). On pose :
1fllze) = | 1f@)lda.

17



Définition 1.15. Soit J : E — F tel que J(x) = f =< f,x > un espace E est
dit réflexif si J est bijective de E dans F'.

Théoreme 1.10. L? est réflexif pour 1 < p < oo.

Proposition 1.9. L' et L™ ne sont pas réflexifs.

Exemple : (de la non réflexivité de L)

Considérons 0 € Q et la suite f, = ay,(1) ); avec n assez grand pour

B( 0, %
que B(0,n) C Q et a, tel que || f ||z1=1si L' était réflexif, on pourrait avoir a la
fois f (limite faible d’une sous suite de f,) égale a 0 presque partout et [ f = 1,

ce qui serait absurde.

Théoréme 1.11. (Réciproque du théoréme de Lebesgue)
Soit (f,) une suite de L? et f € LP telle que || f, — f |l,— 0. Alors il existe une

sous suite extraite (fy,) telle que :

1) fn, = f(z) p.p sur Q.
2)Vk € N,| fu, |< h(z) p.p sur Q, avec h € LP.

Remarque 1.3. On peut souvent utiliser une convergence faible pour démontrer

une convergence forte.

Exemple

Soit p > 1 et (f,)nen une suite dans LP qui converge faiblement vers f € LP et

telle que || £, ||[,—|| f ||p- Alors f, converge fortement vers f pour la norme LP.
Définition 1.16. Le produit de deux fonctions de L* est intégrable.

Proposition 1.10. Dans le cas particulier p = 2 la relation

(£.9) = [ f@)g(e)da: ¥f.9 € L*(@) (12)

définie un produit scalaire dans L*(QQ), dont la norme associée n’est autre que la

norme ||.|| L2y définis dans (1.1) et l'on a :
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Proposition 1.11. L’espace L*(Q)) muni du produit scalaire (1.2) est un espace
de Hilbert.

Remarque 1.4. Les propriétés de cet espace ont énormément d’application aux

séries de Fourier.

Exemple :Théoreme de Plancherel.

A chaque fonction f de L2, on peut associer une fonction f de L* de sorte que
les propriétés suivantes soient satisfaites :

1) Lorsque f € L' N L2, f est la transformieé de Fourier de f.

2)Vfel? onal f l2=I1 f 1l

3) L’application f — f est un isomorphisme d’espace de Hilbert de L? sur L.

4) Entre f et f existent les relations symétriques suivantes :

en posant

A

oa(t) :/A f(z)e ™ dr et a(n) :/ f(x)emdx,

—_A —A
Jim 164/ =0 et lim || ¥a=flo=0.

1.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels, des fonctions qui appar-
tiennent a LP(Q)) telles que leurs dérivées (au sens faible i.e. au sens des distribu-

tion) appartiennent a LP(£2).

1.4.1 Définition (WW"P(2))

Soient m € N un entier et p € R avec 1 < p < 0o on définit :
WmP(Q) ={f e LP(Q) tq Va € N" avec | a |< m,3g, € LP(Q) vérifiant :

| @D pl@)dr = (1) | go(@)p(x)dz. Vi € D)},
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On pose D f = g,.
On définit sur W™P(Q) la norme

I f llwme@= D> | D*f v -

la|<m

Cas particulier :
1) Wo(Q) = LP(Q).
2)p=2:Wm™2(Q) = H™(Q).

Proposition 1.12. H™(Q)) est un espace de Hilbert de produit scalaire donnée

par :

Vg e H": (fg)= X [ D°f@)Dg()dz = 30 (D"f, D°g)uxa)

la|<m || <m
Remarque 1.5. C™(2) C H™(2) mais l'inverse n’est pas vrai.
Proposition 1.13. D(R") est dense dans H*(R™).
Remarque 1.6. En général D(Y) n'est pas dense dans H'(Q).

1.4.2 Définition (H}"(£2))

On définit H}'(2) = D(Q2) (par rapport a la norme de H™(2) ); ¢’est-a-dire :

Hy' () ={f € H™"(Q); I(pr) € D(2) vérifient : || op—f [[#m@)— 0 tand k — +o0}.

De méme Wy"?(Q2) = D(Q2) par rapport a la norme de W™?((Q).

1.4.3 Définition (Dérivée normale)

On définit la dérivée normale d’une fonction f, notée par 20 comme étant
v

0f(x)
8:151-

> v;(x) pour tout = € T'.
i=1
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On pose

v:D(Q) — L)

o — () gf/F,
7%:D(Q) — L*(T)

e — "(p) =¢/T.

L’application 7y se prolonge par continuité a H'(£2)

Y : HY(Q) — L*T)
f = (f)= lim ¢,/T

n—-+o0o

(7o est dit I'application de trace).
Théoréme 1.12. Si T est de classe C? alors y se prolonge sur H*(Q)

v HA*(Q) — L2(Q)
fo= )= /F

Définition 1.17. On appelle espace de sobolev d’ordre 1 sur §2 ’espace :

of
8%1'

HY(Q) = {f € LX(Q); (Q),1<i<nl.

On munit H'(Q) du produit scalaire

of dg
(g = [, (Fo+ 5 5052 )do=(1.9) + (V£.99)

et on note :

(1.3)

1 n 0 2 1
I £ o= Dby = (Jo (24 £ Yo ) = (1 e+ 195 )}

la norme correspondante.

Proposition 1.14. L’espace H' () est un espace de Hilbert pour le produit sca-
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laire (1.3) désignons par D(SY) 'espace vectoriel des fonctions indéfiniment diffé-

rentiables sur ) a support compact dans €.

Définition 1.18. On définit H}(Q)) comme étant la fermeture de D(Q) dans
HY(Q), c-a-d :

Proposition 1.15. H}(Q) muni de la norme induite par H'(2) est un espace de
Hilbert.

1.4.4 Théoréme de trace :

Soit Q un ouvert borné de classe O, il existe un opérateur linéaire continue
v € L(HY(Q), L*(09)) tel que :

Yof = floa,Vf € CHQ).

L?(99) est lespace de fonctions réelles, de carré intégrable sur 99).

D’apres le théoreme de trace, on peut donner la caractérisation suivante des fonc-
tions de Hj () qui explique le rdole important joué par ce dernier dans la résolu-
tion des équations différentielles couplées avec des conditions au bord, c¢’est-a-dire

quand la valeur f est prescrite sur la frontiere 02 :

Définition 1.19. Les fonctions de H}(2) sont les fonctions de H*(Q) qui s’an-

nulent sur la frontiére I' = 02,

Hy(Q) ={f € H(Q); f =0 sur T'} = le noyau de 7.

1.4.5 Théoréme (de Rellich)

Si Q2 est un ouvert borné de classe C!, alors I'injection canonique de Hj(€2) dans
L?(2) est compact, i.e. tout ensemble borné de H{(€2) est relativement compact
dans L?(2), on écrit :

HY(Q) — L*(Q)
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est compact (< injection continue) on peut identifier L?(Q2) et son dual, alors

on a les inclusion :
HY(Q) c L*(Q) c H1(Q)
avec injection continues et denses.

Remarque 1.7. On désigne lespace dual de Hy(SY) par H1(Q).

Définition 1.20. (HZ(Q))
HZ(Q) = D(Q) (par rapport la norme de H?*(Q)).

Proposition 1.16. Si ' est de classe C*, alors H2(Q2) = keryoNkery c’est-d-

dire : 5
feH* Q) tqf=0ppsurD et aij:Op.p sur I,

Théoreme 1.13. Soit Q un domaine ouvert de R™ et la frontiére de classe C™

pour tout m > 1 et 1 < p < oo alors :
1 1 1

1) 8~ =" 5 0= Wmr(Q) < LIQ), Vg € [p,q7] 0t — =~ — "
p n n

q- p
1
2) Si - % = 0= W™P(Q) — LI(),Yq € [p, +o).
1
3) 50~ % <0 = W™P(Q) = L=(Q).

On a WmP(Q) — CK(Q) et K = |m — %|.

1.4.6 Inégalité d’interpolation :

1 1 1
Soit m € N/{0,1} et p1,p2, ..., pm € [1,+00] tq: —+ —+ ...+ — > 1.
pr o P2 DPm
1 1 1 1
On pose — = — 4+ — + ...+ —.
b P P2 Dm
Ona:Vf,e LP(Q),i=1,...,malors f = fi.fo... fr, € LP(2) et on a :

I f @< TT I fi llvice) -
i=1
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1.4.7 Inégalité de Holder :
Soient p, g € [1,+0o0] tel que ]1) + (1] =1 alors :
VfeLP(Q),Vg € LYQ) = f.ge L'(Q),

et on a :

|f-9lcr@) < 1 flze@)-19lze@)

Q|

).

(et ol f@)g@) o< (ol @) P e )7 ( fol gle) o de )

1.4.8 Inégalité de Green :

Soient f,g € H'(Q) (ot © C R™ un ouvert) de frontiere I' bornée et de classe

C' alors

0f ()

8g(x)da:—|— [ f@gteyueyds

X

glayde =~ [ f(@)

1.4.9 Inégalité de Poincaré :

Soit €2 C R™ un ouvert borné, il existe une constant ¢ > 0 vérifiant :

I f ez < eV,

of of of
Ox, Oxs’ ' Oz,

ou Vf = ( ) c’est-a-dire :

flres S e se [ 203

T

f' ?da.

1.5 Opérateur maximal monotone

Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) — H un opérateur donné ou D(A)
est son domaine (D(A) C H).

Définition 1.21. Un opérateur est une application entre deux espaces vectoriels

normeés.
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Un opérateur A : D(A) — H est linéaire si et seulement si :
VA 1€ KV, 9 € Hy ANy + pag) = AA(x1) + pA(xs).

Définition 1.22. On appelle un opérateur borné toute application linéaire continue
de D(A) dans H.

On dit que A est continue (borné) s’il existe ¢ > 0 tel que :
| Az [[<cllz |

st non A est dit non borné.

Définition 1.23. Soit B(H) l’ensemble des opérateurs linéaire borné sur un espace
de Hilbert H et soit A € B(H). On pose :

|A|| = inf{c>0,Vx € H : ||Az||g < c||z||u};

|Al| est appelée norme de A.

Définition 1.24. Soit A€ B(H), on a :

41 = sup 4]
= sup |4z
=<1
Al
= p
o Tz
= s [(Ary) ]
llzll=llyl=1

Définition 1.25. Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) — H un opérateur
donnée.

On dit que A est monotone si :
(Au— Av,u —v)g > 0;Vu,v € D(A).

Remarque 1.8. Si A linéaire on a (Au,u)g > 0,Yu € D(A).
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Définition 1.26. On dit que A est mazimal si seulement si I, + A: D(A) — H

est un surjectif c’est-a-dire :
Vfe H Jue D(A) tel que u+ Au = f.

Proposition 1.17. Soit H un espace de Hilbert (réel). Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1) A est mazimal monotone dans H.

2) (I + NA)~! est une contraction par tout définie de H pour tout A > 0.

3) A est monotone et il existe X positif tel que (I + NA) est surjectif.

Théoreme 1.14. Supposons que A est maximal monotone alors :

1) Pour tout ug € D(A), on a le systéme :

{ u (t) 4+ Au(t) = 0,Vt > 0,
u(0) = wo.

Admet un solution unique u € C(Ry, H) (c’est-a-dire Yty € RT :
lu(t) — u(to)||z — O tend t — to). La solution u est dit faible.
2) Siug € D(A) alors u € Wh>°(R,, H) N W%°(R,, D(A)) ou sur D(A) on

considere la norme du graphe

lull oy = Vllull% + [|Aull%, Yu € D(A).

La solution w dit forte (la régularité de u signifie sup||u(t)||n < oo,

>0
sup|lu(t)||pay < oo et u est dérivable au sens des distributions).
>0

3) Si A est linéaire et ug € D(A) alors u € C(Ry, D(A))NCY Ry, H). La solution

u est dite classique.

Définition 1.27. Soient H et G deux espaces de Hilbert.
Un opérateur A* défini sur D(A*) C G* d valeur dans H*, tel que :

Vu € D(A),Yv € D(AY); (Au,v) = (u, A™v),

26



est appelé l'adjoint de A et vérifie de plus :
(A7) = A et |A™]| = [|A].

Proposition 1.18. Soient A, B deux opérateur linéaires et o,  deux scalaires.
on a :

1) (a¢A+ fB)* = aA* + BB*.

2) (aA)* = aA*.

3) (AB)* = B*A*.

4) (A7) = A

5) Si A a un inverse bornée A™! alors (A~1)* = (A*)~L.

6) ker A* = (ImA)*.

7) (ker A*)* = ImA.

8) Si F C H est un sous espace vectoriel stable par A alors F* est stable par A*.

Définition 1.28. Soit H un espace de Hilbert.

On dit que l'opérateur A est auto-adjoint si seulement si A* = A c’est-a-dire :
Yu,v € H; (Au,v) = (u, Av).

L’ensemble de tous les opérateurs auto-adjoints sur H est noté par 6(H).

Théoreme 1.15. Sur un espace de Hilbert on a les propriétés :
1)VA, B € (H);Va,p € R tel que a A+ B € §(H).

2)VA,B € §(H), AB est un opérateur auto-adjoint <= AB = BA.
3) Si Uopérateur A € 6(H), alors on a |A|| = sup |(Au, u)|.

flull<1
Théoréme 1.16. Soit A un opérateur mazimal monotone, auto-adjoint. Alors

pour tout ug € H il existe une fonction :
w € C(0, +o0f; H) N C(]0, +00f; H) N C(J0, +o0[; D(A))

unique telle que

dt

du +Au=0 sur ]0,4o0]
u(0) = up.
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De plus on a

du

t) < t —
ut)] < Juol et |5

1
(O] = |Au(®)] < S luo| V>0

u € C*(J0, +o00[; D(AY)  Vk,1 entiers .

Définition 1.29. Un opérateur A € §(H) est dite positive et noté A >0 si :
(Au,u) > 0,Vu € H.

Définition 1.30. Soient Hy, Hy deux espaces de Hilbert.

Un opérateur A : Hy — Hj est dit compact si toute suite borne (f,) de D(A)
contiennent un sous suite (f,,) pour laquelle (Af,,) est converge et ¢a c’est équi-
valent a limage d’un ensemble borné par l'opérateur A est un ensemble relative-

ment compact.

Théoréme 1.17. Si A est compact = A est compact.

1.6 Semi-groupe

H un espace de Hilbert réel ou complexe muni de la norme x — ||z||y on
désigne par L(H) 'espace vectoriel des applications linéaires continues de H en
lui méme.

L(H) est un espace de Banach pour la norme S — ||S|| définie par :

S
S]] = sup [|Sz|m = sup I xHH
=z =1 w0 [lla

Définition 1.31. On appelle l'application S : [0, +oo[— L(H) semi-groupe forte-
ment continu dans H si elle vérifie les propriétés suivantes :

1) S(0) =1 (I est lopérateur d’identité).

2) S(t+s) = S(t)S(s);Vs,t > 0.

3)Vx € H, Uapplication S(.)z est continue sur [0, +00].

Dans la suite nous les appellerons S(t) est semi-groupe de classe C° et note

par C°-semi-groupes.
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Proposition 1.19. Si (S(t))i>o est un C°-semi-groupes dans H, alors lapplication

adjoint (S*(t));>o est aussi semi-groupes de classe C° dans H.

Lemme 1.2. Pour S(t) est C°-semi-groupe on a :
IM > 1 et w € R tel que : ||S(t)]| < Me*',Vt > 0. (1.4)

Preuve :

Considérons le compact [0,1], comme (S(t));>0 est fortement continue alors
I'application t — S(t)x est continue. Donc 'image de [0, 1] par cette application

est compact alors
M, tel que : [[S(t)x| < M,,Vt € [0, 1].
D’apres le théoréeme de Banach-steinhauss :
AM tel que : ||S(t)|| < M, ¥t € [0,1].

On remarque que le constant M > 1 (1 = ||S(0)]| < M).
Maintenant si ¢ ¢ [0, 1], on écrit t =n + 6 avec n € N* et 0 €]0, 1] donc

St) = 8

Alors

IS = 1(S1)"SO)l

IN

IS IS @)
M™.M

MenlogM

IA

IN

On pose log M = w donc

1S#)]| < Me™ < Me™,
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Remarque 1.9. Si S(t);>0 est un semi-groupe fortement continue a l’origine vé-

rifiant la majoration (1.4) alors il est fortement continue.

Preuve :

Sis>0:
15t + s)x = S(t)zl[m = [|S(t).5(s)x = S(t)z||n
on pose y = S(t)z donc
15(t+ s)x = S(O)xllm = 115(s)y = yla —3 0

car S(t):>o est fortement continue a 'origine.
Sis<0:

ISt +s)x — Stzlg = |SEt+s)z—S(—s)S(t+ s)z||u
= [[=5(t+5)[S(=s)z —2][|u
< 1S+ 9)la-I5(=s)z —z|lm

w(t+s) . .
< Me |S(—s)x x]|H§)>0.

Maintenant on va voir que 'estimation (1.4) peut étre améliorée, en effet posons

w(t)

w(t) = log||S(®)||, ¥t > 0 et wy = %gg—

Soit € > 0 suffisamment petit, alors il existe une constante a > 0 tel que :

@Swg—i‘c‘.
(%
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Soit t = ka+r avec k € N*,0 < r < « donc :

w(t) _ w(ka + 1)
t ko +r
kw(a) + w(r)
- ka+r
w(r)

< wtet ==
d’ott
|S(t)| < M.etote),

Si en plus wy = —oo il existe N > 0 tel que ||S(t)]| < Me V.

Définition 1.32. On dit que S(t) est un semi-groupe bornée si :
dM >0 tel que ||S(t)|| < M,Vt > 0.

Remarque 1.10. Si M <1 on a nous dit que S(t) contraction.

Définition 1.33. On appelle générateur infinitésimal du C°-semi-groupe (S(t));>o,
Uopérateur linéaire A : D(A) C H — H définit par :

S(t)r —x d

r— Ar = %im = gS(t)m |t=0, Vt >0

—0 t

quand cette limite existe.

Le domaine de l'opérateur A est défini par :

S(t)x —

D(A) = {z € H;Vt > O,%in% T existe }.
%

Proposition 1.20. Yz € D(A) et S(t)x € D(A) on a :

d
ZS(He = AS(H)r = S(t)Ar.
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Preuve :
x € D(A) et posons y(t) = S(t)z, Vt > 0 on a :

y(t+h) —y(t) S(t+ h)x — S(t)x

hlggl+ h - hligl-*‘ h
L S(h)x —x
= m S———
= S(t)Ax

de la méme maniére on a aussi :

y(t+h) —y()

hlggl+ h - hli%h h
o Sh)—1
B hlgél+ h ()
= AS(t)x

Théoréme 1.18. A générateur infinitésimal de semi-groupe S(t) alors A est un

opérateur fermé.

Proposition 1.21. Domaine D(A) de générateur infinitésimal A de semi-groupe

S(A) est un espace vectoriel dense dans H.

Corollaire 1.5. Soit S(t) un C°-semi groupe sur H de générateur infinitésimal

A. Alors pour tout uy € D(A) le systéme :

{ W' (t) + Au(t) = 0,¥t > 0
u(0) = g

admet un unique solution u € C([0,4+o0[) N C([0, +oc[; D(A)) donnée par :

Corollaire 1.6. Supposons que ug et f est continue dans D(A) on a :

u(t) = S(t)uo + | TSt — 5)f(s)ds
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est un solution de le systéme non homogene suivant :

{ W (t) + Aul(t) = f(t),¥t >0
u(0) = uyo.

Théoréme 1.19. Soit H un espace de Hilbert réel. Soit S(t) est C°-semi groupe et
A générateur infinitésimal de semi-groupe S(t) on a lopérateur (Al — A) inversible
VA € p(4).

Preuve :

Comme lemme (1.2) M > 1 et w € R tel que : ||S(t)]] < Me“t; Vt > 0.
Soit

Ra(A)z — /0 T NS (1) adt

pour tout zy € D(A) alors :

400
Ry\(A)Azy = /0 e MS(t) Axodt

_ /H’o o dS(t)
0 dt

— *’\tS o]d > + )\/ ’\tS t)zodt
= —X9+ )\R)\(A)
=Ty = R)\(A)()\] — A)

.’L‘odt

et autre facon Vx € H on a :

AR\(A)x = lim Sth) =1

R)\(A)ZL‘
= lim 5| (S(h) — 1) J§° e NS (t)wdt |

= lim o[ e MS(t + h)adt — [ e NS (t)adt |

= lim o | [0 — e S()wdt — [ e NS (t)adt |

+
= )\/ e MS(t)xdt — x
0

(1.5)

— x= (M —A)R\(A)x. (1.6)
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De (1.5) et (1.6) on a l'opérateur (AI —A) est inversible de D(A) dans H et l'inverse
donnée par :

(A — A)~' = Ry(A).
Remarque 1.11. Ry(A) = (M — A)~! est s’appelle résolvant de A, Y\ € p(A).

1.6.1 Opérateur dissipatifs

Définition 1.34. Un opérateur (A, D(A)) est dissipatif si :
Vo € D(A) et VA > 0, ||z — NAz|| > ||z

Dans le cas ou X = H est Hilbertien on montre que A est dissipatif si et seulement
St

Vo € D(A); Re({(Az,xz)y) < 0.
Si (A, D(A)) est un opérateur dissipatif alors VA > 0 Uopérateur (Id — AA) est

injectif car
(Id—=XA)> 0= 0< ||z < [[({d = AA)z|| =0 =z = 0.

Si de plus YA > 0,(Id — NA) est surjectif on dit que (A, D(A)) est mazimal-
dissipatif (ou m-dissipatif). On peut montrer que YA > 0, (Id — NA) est surjectif
= I\ > 0 tel que (Id — N\gA) est surjectif.

En pratique pour montrer qu’un opérateur est m-dissipatif on montre d’abord
a la main qu’il dissipatif et on résout ensuite un probléme variationnel pour une
valeur \g bien choisie.

Dans ce cas lopérateur (Id — NA) est un isomorphisme (a priori non continu)
de (A, X) et on note Jy = (Id — NA)~L.

De plus, comme :

[ yllx < [[(Id = AA)[Nlllx < llyllx, I € (X1 x), (D(A), [1-]1x)-

Nous allons voir que cette propriété de continuité peut étre améliorée (on va

rendre moins fine la topologie sur (D(A),|.||x) en munissant D(A) d’une norme

Ilpcay)-
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1.6.2 Propriété des opérateurs m-dissipatif

Proposition 1.22. Si (A, D(A)) est m-dissipatif alors c’est un opérateur fermé.

Corollaire 1.7. Pour x € D(A) on pose ||z| pay = ||z||x + || Az x.
Alors ||.||pcay est une norme pour laquelle D(A) est un espace de Banach et

A e (DA, [[-ll4), (X [11x))-

Proposition 1.23. Si H est un espace Hilbertien et A € D(A) C H — H est

m-dissipatif alors il est a domaine dense.

Proposition 1.24. Réciproquement si A € D(A) C H — H est un domaine
dense, dissipatif, fermé et tel que son adjoint (A*, D*(A)) est dissipatif alors (A, D(A))

est m-dissipatif.

Corollaire 1.8. Toujours dans le cadre Hilbertien :

i) Si (A, D(A)) est dissipatif auto-adjoint a domaine dense alors il est m-
dissipatif.

i1) Si (A, D(A)) anti-adjoint a domaine dense alors il est m-dissipatif.
Remarque 1.12. Dans (ii) la condition de dissipativité n’est pas nécessaire car

(A, D(A)) anti-adjoint entraine que (Azx,z)g = 0 donc la dissipativité.

1.6.3 Théoréme de Hille-Yosida

Soit S(t) est C%-semi groupe en espace de Hilbert H. Il existe un constant

M > 1 et w € R tel que, pour tout ReX > w avec A € p(A) :

M
Ry'(A)| < —=————,V N

alors A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe S(t).
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Preuve :

Soit x € Hon a:

JOT = Ayl = [ [T e (0) e S et i
= H/OJroo / At G oty )adty dt |
< ”17“/0 /0 Me~(BeA=w)titttm) g ... dt,,
< ol gy ¥ €

1.6.4 Semi-groupe adjoint

L’adjoint de A noté A* engendre le semi-groupe (S*(t));>0 adjoint de (S(t))>o0
qui est également fortement continu sur le dual H* de H. Si D(A) est dense dans
H, D*(A) est dense dans H*.
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Chapitre 2

Controlabilité

2.1 Position du probleme

Soit €2 un ouvert borné de R™ représentant le domaine géométrique du systeme
(2,1), et soit T' > 0, on suppose que la frontiere I" est assez réguliere. On considére
les systémes d’écrits par I’équation différentielle opérationnelle. Trouver y(t) tel

que :

{ y (t) = Ay(t) + Bu(t) dans Q = Qx]0, T 2.1)

y(0) = yo dans Q.

OuwAeL(V,H); Be L(UH);ue L*0,T;U).

La fonction u dit contrdle et U espace de controle, avec y ’état de systeme et yq
I’état initial.

Mathématiquement cette formulation est assez général et se préte mieux a
certaines démonstrations et aux définitions des diverses notions liées a 1’analyse
des systemes.

Nous allons rappelles diverses notions liées a I’analyses a travers le choix d’opé-
rateur B, c’est-a-dire encore a travers les divers types d’excitation aux quels peut

étre soumis le systeme (2.1).

Hypotheses :

On considere les hypotheses suivantes :
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i) H, U sont des espaces de Hilbert séparables désignant respectivement 1’espace
d’état, de controle.

ii) u € L*(0,T;U), B € L(U, H).

iii) A est auto-adjoint a résolvant compact et engendre un semi groupe forte-

ment continue (S(t)):>o sur H.

Théoréme 2.1. Sous les hypothéses ci-dessous, le systéme (2,1) admet une solu-

tion faible unique fortement continue sur [0,T] donnée par :
y(t) = S(t)yo + /Ot S(t — s)Bu(s)ds. (2.2)
On considére l'opérateur Ly : L*(0,T;U) — H défini par :
Ly = /Ot S(t — s)Bu(s)ds. (2.3)

Remarque 2.1. L’hypothéese de continuité faite sur B est forte, elle sera modifiée

dans les cas ponctuel et frontiére.

Controlabilité

Dans le cas des systemes a parametres répartis (2.1) de dimension infinie, 1’état
du systeme ne peut pas étre atteint en général. C’est le cas, par exemple, ou 1'opé-
rateur A n’est pas borné et que D(A) peut étre différent de H, mais les éléments
qui ne sont pas atteints, peuvent étre approchés, ceci nous amene a introduire

divers degrés de controlabilité.

2.2 Controlabilité exacte

Le systeme considéré est (2.1) et H désigne l'espace d’état; T > 0.

Définition 2.1. On dit que le controle u transfére un état yo a un état yg; au temps
T>0si:

Yu(T) = y(T, 9o, u) = Ya.
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Définition 2.2. Le systéme (2.1) est dit exactement controlable dans H sur [0, T
S1 :
Yy € H,3u € L*(0,T;U) tel que : y,(T) = ya.

Remarque 2.2. L’opérateur Ly étant défini en (2.3), la définition précédente
équivaut a Im(Lr) = H.

Définition 2.3. Soit H; un sous espace vectoriel de H, le systéme (2.1) est dit
exactement controlable dans Hy si :

Vyq € Hy,3u € L*(0,T;U) tel que : y,(T) = ya.

Remarque 2.3. La définition précédente équivaut a : Hy C Im(Ly), Ly étant
toujours défini par (2.3).

Caractérisations

De la définition (2.1) résulte les propriétés de caractérisations suivantes :

Proposition 2.1. Le systéme (2.1) est exactement controlable sur [0,T] si et

seulement st 3y > 0 tel que :

1"l < ANB7S™ ()" [l 22010

pour tout y* dans H*.
Ot (S*(t))t>0 est le semi-groupe adjoint de semi-groupe (S(t))>o-

Et elle découle du résultat plus général suivant :

Lemme 2.1. Soient E, F et G des espaces de Banach réflexifs et f € L(E,G) et
g € L(F,G), alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) Imf C Img.

2) 3¢ > 0 tel que || f*y* ||z < cllg™y*||s-. Vy* € G*.

La propriété de caractérisation donnée ci-dessus est intéressante dans la mesure

ot on ramene [’exacte controlabilité a une inéqgalité assez facile a expliciter pour

un systéme (2.1) donné.
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1l y a des cas ou certaines hypothéses sur les paramétres du systeme permettent
directement de savoir si le systeme est exactement controlable ou non, ainsi nous

avons :

Proposition 2.2. Si pour tout t > 0, L; est compact alors le systéme (2.1) n’est

pas exactement controlable.

Corollaire 2.1. Si (S(t))i0 est compact pour tout t > 0, alors le systéme (2.1)

n’est pas exactement controlable.

Corollaire 2.2. Si B est compact alors le systéme (2.1) n’est pas exactement
controlable.

Dans le systéme (2.1), n'est pas étre exactement contrdlable, au sens de la
définition (2.2), si B ou (S(t))i>0 sont compacts.

2.3 Controlabilité faible

Définition 2.4. Le systéme (2.1) est dit faiblement contrélable dans H sur [0, T
St :
pour tout yq dans H, Ve > 0,3u € L?(0,T;U) tel que : ||y (T) — yallg < e.

Remarque 2.4.
e Dans la définition précédente le choix de yq dans H est important.
e Pour les systemes distribués, La notion de faible controlabilité est beaucoup plus

adaptée.
Nous pouvons la caractériser par la :

Proposition 2.3. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) Le systéme (2.1) est faiblement controlable sur [0,T].

2) Im(Lr) = H.

3) ker(L%) = ker(LyL%) = {0}.

4) {(y,S(s)Bv)y =0,Vs € [0,T] et Vv € H} =y = 0.

5) Si le semi-groupe (S(t))i=o est analytique, alors on a :

U Im(A"S(s)B) = H, Vs € [0,T].

neN
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Preuve :

1—2

Par définition (2.1) faiblement contrdlable sur [0, 7] c¢’est-a-dire
Yyq € H,Ve > 0,3u € L*(0,T;U) tel que : ||yu(T) — yal|zr < &

On a
y(T) = Lyu.

Alors :

Vyg € H,Ye > 0,3u € L*(0,T;U) tel que : | Lyu — y4llg <0 <= Im(Ly) = H.

2=3
On a
Im(Ly)=H = (Im(Ly))* = (H)*
= (Im(Lr))*" = {0}
Et comme :

(Im(L7))* = ker(L%) alors ker(L}) = {0}.

On calcule ker(LyL%.) on suppose que :
Vy € H,3x € H tel que ((LrL})z,y) =0

= Jo € H tel que (Lyz, Lyy) =0,Vy € H.

Pour y = z on a dx € H tel que

(Lyx,Lyxr) =0= 3z € H : |L} x| = 0.
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Et comme

ker(L;) ={0} = z=0
— ker(LyL%) = {0}.
Donc
ker(L}) = ker(LyL}) = {0}.

3—14
On a:
ker(L}) = ker(LyL}) = {0}.
C’est-a-dire

(y,S(s)Bv) =0,Ys € [0,T],Vv € U = y = 0.
On a :
(y,S(s)Bvy =0;V¥s € [0,T],Vv e U = (B*S*(s)y,v) =0;Vs € [0,T],Yv € U

— Lyy=0

— y=0.

4=5

On suppose que :

Js € (0,7 tel que : | J Im(A"S(s)B) # H

neN

= Js € [0,T],y # 0 tel que : (y, A"S(s)Bv) = 0;V¥n € N,Vv € U.

(y, A"S(s)Buv) = afg@, S(s)Bu),¥n € N.

Et I'analyticité on en déduit que :
(y,S(s)Bv) =0,Yv € U et t voisin de s.

C’est-a-dire non (4)
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b —=1
Si non

Jy # 0 tel que : (y,S(s)Bv) =0,Yv € U

0
= Vn € N,VveU, %(y,S(s)Bv) =0,s€ (0,7
— Vne N,VoeU, (y, A"S(s)Bv) =0,s € [0,T]
—

U Im(A"S(s)B) # H, s € [0,T).

neN

C’est-a-dire non (5).

Proposition 2.4. Si le systéme (2.1) faiblement controlable sur [0,T] alors est

faiblement controlable sur [0,T1] pour tout Ty > T.

Proposition 2.5. Soit le systéme (2.1) et soit A générateur infinitésimal de semi-
groupe analytique S(t).

Si le systéme (2.1) est faiblement controlable sur [0,T] alors est faiblement contro-
lable sur [0,T1] pour tout Ty < T.

2.4 Controlabilité aux trajectoires

Définition 2.5. Le systéme (2.1) est controlable a zéro sur [0,T] siyo € H pout

étre transféré a O au temps T c’est-a-dire :
yo € H,Ju € L*(0,T;U) tel que : S(T)yo + Lru = 0.

Définition 2.6. Soit y, une trajectoire sur temps [0,T), il existe y; € H et
v e LX0,T;U) tel que y(T,y1,v) = ya = S(t)y1 + Lrv.

Proposition 2.6. La controlabilité auz trajectoires est équivalant a la controlabilité

a zéro.

Proposition 2.7. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

i) Le systéme (2.1) est contrélable a zéro au temps T > 0.
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it) Il existe cp > 0 tel que pour tout x € H :
T
18" (@)l < er [ 1B"S" ()alPdt.
0

Remarque 2.5. (La relation entre les trois variétés)

e La controlabilité exacte = la controlabilité faible mais la réciproque est
fausse.

e La controlabilité exacte = la controlabilité aux trajectoire mais la réciproque
est fausse.

e [l n’y a aucune relation entre controlabilité faible et controlabilité aux trajec-

toires.
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Chapitre 3

L’équation de la chaleur

3.1 Introduction

Nous allons nous intéresser a un exemple typique d’équation aux dérivées par-

tielles : I’équation de la chaleur, ou équation de diffusion. Cette équation s’écrit
atu(t>$) - Au(t,m) = f(tax)a (31)

n

o A = Y 02 est Vopérateur Laplacien, et le couple (¢,z) est dans [0, co[x €, ol
i=1

) est un ouvert de R". La fonction f est une donnée du probleme. Cette équation

est de plus assortie d’une condition initiale :
u(0,z) = ug(x), pour z € Q,
et d’'une condition aux limites :
u(t,z) = g(t,x) pour (¢,z) €]0, T[x 0.

Ou ug et g sont des fonctions données.

Cette équation est le prototype des équations dites équations parabolique. La
terminologie “parabolique” vient du fait que le membre de gauche s’écrit en di-
mension 1 comme (9; —9?) f, & rapprocher de ’équation y — 2% = 0 de la parabole.

Une des interprétations possibles de I’équation (3.1) est la modélisation d’un
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flux de chaleur dans un corps. Voici I'interprétation de chaque terme de 1’équation :
— Le terme 0;u permets de décrire 1’évolution de la distribution de chaleur au cours
du temps. Notamment, on s’attend a pouvoir définir la valeur d’une solution a un
temps ¢ > 0 quelconque en connaissant la distribution a l'instant 0.

— Le terme Awu correspond a une variation de u par rapport a sa moyenne locale.
Un point z ou Au(z) > 0 est un point plus froid que son entourage direct (et
dont la température va augmenter), et inversement. Ce terme correspond donc a
un phénomene de moyenne, et va avoir tendance a rendre régulieres les solutions
de I’équation.

— Le terme uq correspond a la distribution de chaleur a I'instant initial.

— Le terme g correspond a un thermostat situé sur le bord de I'ouvert et imposant
sa chaleur a la frontiere du systeme.

La premiere question a se poser avant la résolution du probleme (3.1) est de

savoir quel sens donner a cette équation. Le sens le plus naturel est de considérer
qu’'une fonction w : [0, 00[x 2 — R est solution si elle est dérivable par rapport a t
en tout point, qu’elle admet une dérivée seconde par rapport a chaque x; en tout
point et que les dérivées soient reliées par la relation (3.1) quel que soit le point
(t,x).
Il apparaitra que cette définition est trop restrictive, car elle exige de connaitre
ne permet de considérer que des fonctions régulieres car cette approche est trop
“locale”. Une meilleure maniere de faire est de considérer la solution v comme un
tout et non comme une collection de valeur u(t, x).

La notion de solution que I'on va considérer s’obtient en considérant les valeurs
R prises par la quantité [, u(t, z)p(z)dz, pour une certaine collection de fonctions
test . On dit que I'on considere des solutions faibles. Pour étudier ces quantités,
il suffit de multiplier I’équation de la chaleur par ¢, puis d’intégrer par rapport a

z. On obtient alors :

/Qﬁtu(t,x)w(:c)dx—/QAu(t,:c)go(x)dx:/Qf(t,x)go(x)dx.

En intégrant par partie, on obtient, si ’on suppose ¢ nulle sur le bord 052,

/Qatu(t,x)go(x)dx—l—/ﬂvu(t,x)V(p(:c)d:c:/gf(t,:c)go(x)dx. (3.2)
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On définira donc une solution de ’équation (3.1) comme une fonction vérifiant
’égalité (3.2) pour toutes les fonctions ¢ d’une certaine classe. La question impor-
tante est donc de choisir les bons espaces dans lesquels doivent vivre les fonctions
u(t,.), Owu(t,.) et ¢ pour que l'égalité (3.2) ait un sens. L’esquisse de définition
(3.2) fait intervenir des intégrales sur du produit de deux fonctions. Un cas ou
ces intégrales sont bien définies est le cas ou 'une des fonctions est dans I'espace

1 1
LP(Q2) et Vautre est dans 'espace L9(£2), ou p et ¢ satisfont la relation — + — = 1.
p g
Si on veut avoir une expression symétrique ou ces deux espaces seraient égaux, il

suffit de considérer 'espace L*(2) des fonctions de carré intégrable.
En effet, si u et uy sont deux fonctions de L?*(2), l'intégrale [, u(z)ug(z)dx est
bien définie.
L’expression (3.2) fait également intervenir l'intégrale [, yu(x) <7 uo(z)dz. Au vu
de ce que l'on vient de dire, I'hypothese naturelle est donc que les fonction yu et
VU soient des fonctions de L?().

On a donc besoin d’objets qui sont des fonctions dans L*(Q) et dont le gradient
est dans L%(Q2). Ces objets ne peuvent pas étre définis a l'aide de dérivée ponc-
tuelles, car les fonctions de L?(§2) peuvent trés bien ne pas étre dérivables en tout

point. La théorie des espaces de Sobolev est le bon cadre pour définir ces objets.

3.2 Existence, unicité et régularité de la solution

3.2.1 Notations :

Soit 2 € R™ un ouvert de frontiere I'. On note :
Q) = 2x]0, +o0], ¥ =I'%]0,4o0[:

Y est la frontiere latérale du cylindre Q).
Considérons le probleme suivant. Trouver une fonction u(z,t) : Qx [0, +0co[— R

telle que :

— —Au= sur - Q. (3.3)
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u=0 sur X. (3.4)

u(z,0) = ug(x) sur Q. (3.5)

L’équation (3.3) est appelée équation de la chaleur car elle modélise la distribu-
tion de la température u dans le domaine 2 a I'instant ¢. L’équation de la chaleur
et ses variantes interviennent dans de trés nombreux phénomenes de diffusion (la
propagation de la chaleur est seulement un exemple parmi d’autres!). L’équation
de la chaleur est I’exemple le plus simple d’une équation parabolique.

L’équation (3.4) est la condition aux limites de Dirichlet : elle peut étre rem-

placée par la condition de Neumann :

gz =0 sur X (3.6)
(n est le vecteur unitaire de la normale extérieure a I') ou bien par I'une quelconque
des conditions aux limites. La condition (3.4) exprime que I’on maintient le bord I
de Q & une température nulle : la condition (3.4) exprime que le flux de la chaleur
a travers I' est nul.

L’équation (3.5) est la condition initiale ou donnée de Cauchy.

Nous allons résoudre le probleme (3.3), (3.4) et (3.5) en considérant wu(z,t)
comme une fonction définie sur [0, +oo[ a valeurs dans un espace H. ou H est
un espace de fonction que dépendent seulement de z (par exemple H = L*(Q)
ou bien H = Hj(f2), --- etc). Ainsi le notation u(t) désignera un élément de H.
C’est-a-dire la fonction z — u(x,t) a t fixé. Ce point de vue permet d’obtenir tres
facilement une solution du probleme (3.3), (3.4) et (3.5) en combinant le théoréme
de Hille-Yosida et les résultats de chapitre 1.

Pour fixer les idées. On suppose dans tout le chapitre que €2 est de classe C'™
avec I' borné (mais cette hypothese peut étre affaiblie considérablement si 1'on

s’intéresse seulement a des solutions faibles).

Théoréme 3.1. On suppose que ug € L*(Q). Alors il existe une fonction u(z,t)
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unique vérifiant (3.3), (3.4) et (3.5) et

u € C([0, +00[; L*(2)) N C(]0, +ool; H*() N Hy(Q)). (3.7)
u € C*([0, +o0[; L*(2)). (3.8)

De plus
u € C®(Q x [g, +00|), Ve > 0. (3.9)

Enfin u € L*(0, 4+o00; HY (Q)) et l'on a :

1 T 1

Précisons les notations :

- ou
U aey = [ fule.Pdr, [Vu(®)la) = Y [ |5 (@ 0)Pda.

i=1
Démonstration :

On applique la théorie de Hille-Yosida dans 'espace H = L?((Q2).
Pour cela on introduit 'opérateur non-borné A : D(A) C H — H défini par :

D(A) = H*(Q2) N HL(Q)
Au = —Au.

Il est important de noter que l'on incorpore la condition aux limites (3.4) dans
la définition du domaine de A. On va vérifier que A est maximal monotone et
auto-adjoint.

On pourra alors appliquer le théoréme (1.16) et en déduire I'existence d’une
solution unique de (3.3), (3.4) et (3.5).
i) A est monotone. En effet si u € D(A) on a :

(Au,u)r2q) = /Q(—Au)u = /Q|Vu\2 > 0.
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ii) A est maximal monotone. Il suffit de montrer que R(I + A) = H = L*(Q).
Or on sait que pour tout f € L*(Q) il existe u € (H? N Hy) unique solution de
I’équation u — Au = f; ceci résulte du théoreme de régularité pour le probleme de
Dirichlet (voir [12]).
iii) A est auto-adjoint. On a A maximal monotone il suffit de vérifier que A est
symétrique.

Or si u,v € D(A) on a :

(Au, v) 120 :/Q(—Au)v:/ﬂvuvv.

(U,AU)LZ(Q) = /

Qu(—Av) :/Qvuvv.

et par suite (Au,v) = (u, Av).
D’autre part. On déduit du théoreme de régularité pour le probleme de Dirichlet

(voir [12]) que D(A') € H? () avec injection continue; plus précisément on a :
DAY ={u e H*(Q);u=Au=---A"'u=0sur I'}.
On sait (théoréme (1.16)) que la solution u de (3.3), (3.4) et (3.5) appartient a
C* (10, +o0[; D(AY));  Vk,VI.

et donc
u € C*(]0, +oof; H*(Q)); VE, L.

Il en résulte (grace au théoreme (1.13))que :
u € C*(]0, +o00; C*(Q);  Vk.

Prouvons (3.10) : formellement on multiplie (3.3) par u et on intégre sur {2x]0, T'[.
Alors :

du
2 Au=
o u=20
:ud—u—uAu:O
dt
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— //uccl;:dtdx - //uAudtda: =0

1
/Qiqux:/Qu(Au)tda:.

Néanmoins il faut étre prudent car u(t) est différentiable sur ]0, 4+o00] mais pas

alors

sur [0, +oo[. Considérons la fonction (t) = i(u(t))%z(Q); ¢ est de classe C! sur
10, +-00[ (d’apres (3.8)) et on a :
1 2
olt) = 5 D)) = [ u(Aujtd
donc
’ du

@ () = (u(t), e (1) 2oy = (. D)z = = [ 0

Par conséquent si 0 < e < T < +00. On a :

1
S|u(0)]72(g) et en déduit :

Quand € — 0. () — 5

1

T 1
S e+ [ 19u(t) Faydt = Sluoliay YT > 0.

Moyennant des hypotheses supplémentaires sur ug. La fonction u devient plus
réguliere au voisinage de t = 0 (rappelle que d’apres le théoreme (3.1)), on a
toujours u € (C®(Q x [¢,00[); Ve > 0.

Théoréme 3.2.

a) On suppose que ug € Hy (). Alors la solution u de (3.3), (5.4) et (3.5)
vérifie :
u € ([0, +o0; HL()) 1 I2(0, +00; H3(2)

et

g;‘ € L*(0, +o00; L*(12)).
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De plus on a

T(?u

1 1
\(% )72 dt + §|VU(75)|%2(Q) = §|VUO|%2(Q)

b) On suppose que ug € H*(Q) N H} (), alors on a :
u € C([0, +oo[; H*(Q)) N L*(0, 4+-o00; H*(Q2))

et

8 2 1
EEL(OJrooH(Q))

c¢) On suppose que ug € H*(Q) ; Vk et vérifie les relations de compatibilité
up=Aug=---=Nuy=---=0surl; Vj entier. (3.11)

Alors
u € C™®(Q x [0, 400]).

Démonstration

a) On choisit ici H; = H}(2) muni du produit scalaire

V), :/QVquH—/qu.

Dans H; on considére U'opérateur non borné A, : D(A;) C H; — H; défini par :

D(Ay) = {u € (H*(Q) N Hy(Q)); Au € Hy(Q)}
Aju = —Au.

Vérifions que A; est maximal monotone et auto-adjoint :
i) A; est monotone. En effet si u € D(A;) on a :

(Aju,u)pg /V AuVu+/ Auu-/|Au|2+/|VU|2>O

ii) A; est maximal monotone. On sait (de régularité pour le probleme de Dirichlet
voir [12]) que pour tout f € H'() il existe u € (H*(Q) N H(2)) unique solution
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de I'équation u — Au = f.
Si de plus f € Hg(Q) alors :

Au € Hj(Q) et donc ue€ D(A).
iii) A; est symétrique. Si u,v € D(A;) on a :

(Aju,v)g, = /V(—Au)Vv+/(—Au)v
= /AuAv+ /VUVU = (u, A1v) .
Applique le théoréme (1.16) on voit que si ug € Hg () il existe une solution u
de (3.3), (3.4) et (3.5) (qui coincide avec celle obtenue au théoréeme (3.1) grace a

I'unicité) telle que :

u e C([0,+o0]: HA(Q)).

1
Enfin ; posons p(t) = §|Vu(t)]%2(m. La fonction ¢ est C*° sur |0, +o00[ et

/ du du du

P (1) = (Vult), Vo )@ = (= Dult), T 0@ = 12 (0

Il en résulte que si 0 < e < T < 400 alors :

T du

P(T) = () + [ 15 WfFadt =0

et on conclut quand € — 0.
b) On raisonne maintenant dans lespace de Hilbert Hy = H?(Q)N H} () muni

du produit scalaire :
(u, ), = (Au, Av) 2 + (u,v) L2(q)-
Dans Hs on considere I'opérateur non-borné As; D(As) C Hy — Hj défini par :

D(Ay) ={u e HYQ); u e H}(Q) et Au € H}(Q)}
Asu = —Au.
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On vérifie aisément que Ay est maximal monotone et auto-adjoint dans H, (de
facon générale si A : D(A) C H — H est maximal monotone et auto-adjoint on
peut introduire espace de Hilbert H = D(A) muni du produit scalaire

(u,v)g = (Au, Av) + (u,v). Alors Vopérateur A : D(A) ¢ H — H défini par
D(A) = D(A?) et A = A est maximal monotone et auto-adjoint dans H), on peut
alors appliquer le théoreme (1.16) a A, dans H,. Enfin on pose ¢(t) = ;|Au(t)\%2 ;

la fonction ¢ est C*° sur |0, +oo[ et I'on a :

¢ (t) = (Au(t), Af;:(t))LZ(Q) = (Au(t), A%u(t))2) = —|VAU(t)|Z2q)-

D’ot, pour 0 < e < T < 400

1 1 T
d
A la limite, quand € — 0, on voit que u € L*(0, 00; H3(2)) et di; € L*(0,00; H'(Q)).
c¢) On considere dans H = L?*(Q2) 'opérateur A : D(A) C H — H défini par :

D(A) = H*(Q) N HY(Q)
Au = —Au

pour ug € D(A*), k > 2 alors :
u € C* ([0, 400 D(A?)); Vj=0,1,--- k.

On I'hypothése (3.11) exprime exactement que u € D(A*) pour tout k > 1.

Par conséquent on a :
u € C*I([0,400[: D(A7));  VE>1,Vj=0,1, -,k (3.12)

Il en résulte que u € C=(Q x [0, +-00[) (comme dans la démonstration du théoréme
(3.1)).

Remarque 3.1. Le théoréme (3.1) montre que l’équation de la chaleur a un effet
fortement régularisant sur la donnée initiale ug, on notera que la solution u(x,t)

est C*° en x pour chaque t > 0, méme si la donnée initiale uy est discontinue. Il
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en résulte en particulier que [’équation de la chaleur est irréversible. En général on

ne peut pas résoudre le probleme :

ou

i Au=0 sur Qx]0,T| (3.13)
u=0 sur Ix]0,T] (3.14)

avec une donnée finale
wx,T) =ur(z) sur Q. (3.15)

1l faudrait nécessairement que :
ur € C'OO(Q) avec  Nup =0 sur; Vj>0.

Mais méme ces hypothéses ne suffisent pas a garantir [’existence d’une solution du
probléme rétrograde (3.13), (3.14) et (3.15).
Il ne faut pas confondre le probléme (3.13), (3.14) et (3.15) avec le probléme (3.13),
(3.14) et (3.15) o

ou

_E—Au:O sur  Qx]0,T][ (3.16)

qui admet toujours une solution unique pour chaque ur € L*()) (changer t en
T —t et appliquer le théoréme (3.1)).

Remarque 3.2. Les résultats précédents sont aussi valables. Moyennant quelques

modifications. Pour le probléme de Cauchy avec condition de Neumann.

Remarque 3.3. Lorsque Q) est borné le probléme (3.3), (3.4) et (3.5) peut étre
résolu par décomposition sur une base Hilbertienne de L?(Q). A cet effet, il est trés
commode de choisir un base (e;())i>1 de L*() constituée de fonctions propres de

—A avec condition de Dirichlet c’est-a-dire

—Ae; = Ne; sur€);  e; =0 sur .
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On cherche une solution de (3.3),(3.4) et (3.5) sous la forme :

u(z,t) = a;(t)ei(z) (3.17)
i=1
pour des raisons évidentes cette méthode s’appelle aussi méthode de séparation des
variables ou méthode de Fourier.

On voit immédiatement que l’on a nécessairement
ay(t) + Nag(t) = 0; d’ot a;(t) = a;(0)e™!

et les constantes a;(0) sont déterminées a partir de la relation

ug(w) = Zai(o)ei(x)- (3.18)

i=1

Autrement dit, la solution de (3.3), (3.4) et (3.5) est donnée par :

u(z,t) = iai(())e_)‘itei(x) (3.19)

ot les constantes a;(0) sont les composantes de ug(x) dans la base (e;). Pour l’étude
de la convergence de la série (3.17) (et l'étude de la régularité de u a partir de
(3.17)). Noter l’analogie de cette méthode avec la technique usuelle de résolution
des systémes d’équations différentielles linéaires :

du

— +Mui=0

dt
ot M est une matrice symétrique (ou diagonalisable M, etc.). Bien entendu, la
difficulté du probleme (3.3), (3.4) et (3.5) provient du fait que l'on doit résoudre

ici un systeme de dimension infinie.

Remarque 3.4. Les relations de compatibilité (3.11) ne doivent pas surprendre.
Ce sont aussi des conditions nécessaires pour que la solution u de (3.3), (3.4) et
(3.5) appartienne ¢ C®(Q x [0,00[), (I’hypothése ug € C=(Q) et ug = 0 sur I' d

elle seule n’est pas suffisante).
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En effet, supposons que u € C=(Q x [0, 00[) vérifie (3.8),(3.4) et (3.5); on a

_Ou_ o Ou
ot ot

u =0 sur T'x][0,00[, Vj €N

et par continuité il vient

J
g; =0 sur T x]0,00[, Vj. (3.20)
D’autre part on a
?97: = Au  sur Q (3.21)
0%u ou
— = A=) =A? 22
5= AGH =M s Q (322
u , .
i ANy sur  Q; Vj (3.23)
et par continuité on obtient
J . _
gtqj = Au  sur Qx]0,00[; V7. (3.24)

On en déduit (3.11) en comparant (3.18) et (3.22) sur I' x {0}.

Remarque 3.5. Bien entendu. On peut obtenir une infinité de résultats de ré-
gularité pour u au voisinage de t = 0, moyennant des hypothéeses intermédiaires
entre les hypothéses (b) et (¢) du théoréme (3.2).

Remarque 3.6. On se donne Q un ouvert de classe C? de R™ et on cherche a

résoudre ’équation de la chaleur :

ou
- —A =
: (z,t) u(x,t) =0

u(z,0) = up(x).

Sur (z,t) € 2 x [0, 4+00] pour une condition initial donnée.
On peut récrire cette EDP sous la fourme d’une EDO v (t) = Ay(t) posant

X =H=L*Q); y¢t)=u(.,t) € H
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et en définissant (A, D(A)) par
D(A) = H*(Q) N Hy(Q) C L*(Q)

et
Az = Ax

pour tout x € D(A). Nous sommes dans le bon cadre pour utiliser la théorie des
semi-groupes et le théoréme de Hille- Yosida, reste a montres que l’opérateur A est
m-dissipatif. 1l est bien connu que le Laplacien est un opérateur auto-adjoint : (on a
(Au,v)g = Jo(Au)v = — [ Vu.Vv = [qu(Av) = (u, Av)y par double intégration
par parties) et que D(A) est dense dans L*(S0), il suffit donc de montres qu’il est
dissipatif ou de facon équivalente que Re({Ax,x)g) < 0.

Or tout x € D(A) = H*(Q) N HY(Q) est de trace nulle, donc en intégrant par
parties

Re((Av,a)u) = = [ [|Vall2. <.

Le théoréeme de Hille-Yosida permet enfin de conclure quant a [’existence, uni-
cité et la régularité des solutions.

Remarque que

N

:;t(Hy(t)ll?q) = 2(y (1), (1)) = 2(Ay(t), y())r <O

on retrouve bien sur le coté dissipatif et irréversible de l’équation de la chaleur.

Définition 3.1. On considére un matériau caractérisé par sa température
u(z,t) € R dans un domaine Q borné et réqulier. Alors la loi d’évolution de la

température, a la présence d’une source, est donnée par :

Ou—Au=f dans Qx(0,7);
u=0 dans 09, (3.25)

On a alors le théoréeme suivant :

Théoréme 3.3. Pour tout ug € L*(2), pour tout f € L*(Q2 x (0,T)), il existe une

o8



fonction u solution de l’équation (3.25) avec :

ue L*(0,T; Hy(Q)),
duu € L2(0,T; H-()),

et par conséquent, u € C([0,T], L*(2)).

3.3 Controlabilité de I’equation de la chaleur

Nous allons considérer un probleme avec controle distribué, et [’operateur
B =1, avec w un sous ouvert de ). Les espaces Uy et Ur seront alors LQ(Q), et
on aura V = L*(0,T; L*(w)) qui satisfait :

Ou—Au=wv.l, dans Qx(0,T),
u=0 dans 09,
u(t = 0) = up.

Remarquons tout de suite que, [’équation de la chaleur étant linéaire, il nous suffit
de regarder la controlabilité a zéro.

Pour w = €, le probleme de controlabilité a zéro est essentiellement trivial

Ou—Au=wv dans Qx(0,7),
u=0 dans 01,
u(t = 0) = uo.

T T
En effet, prenons v =0 sur |0, 5] Alors on a atteint une fonction u(g) de
classe C*.

Considérons ensuite une fonction n: [0,T] — R de classe C* telle que n =1 sur

T 3T T T T
[0, 5] etn =0 sur [Z’T]' Posons alors v =n A u(g) + 8m.u(§) sur [§,T].

Alors 77“(5) est la solution de ’équation sur [5, T) et on a bien u(T) = 0 pour ce

controle.

Il est connu que I'équation de la chaleur ne posseéde pas la controlabilité exacte

(voir par exemple l'article de G. Lebeau et E. Zuazua [14]).
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3.3.1 Controlabilité approchée

Soit €2 un ouvert borné régulier de R™ de frentiere I' et soit w un ouvert tel que
w C €.
Nous considérons 1'équation de la chaleur dans © x (0,7") avec un controle

agissant sur w x (0,7)

— —Ay=wv.1, dansQx(0,7)
Y= sur I' x (0,7 (3.26)
y(0) =0 dans Q,

ou 1, est la fonction caractéristique de w.

Remarque 3.7. Nous pourrions avoir un second membre f et une donnée initiale
Yo mais moyennant une translation ce qui suit resterait inchangé. Le controle est
pris icit «interne» afin de simplifier [’exposition, le cas du controle «frontiérey

posant certains problémes technique.

Proposition 3.1. Pour tout v € L*(w x (0,T)) il existe une solution unique de
(3.26) avec :

v € CO.TLHN®), 2 € 120,T:12(9),

Ce résultat est classique mais de plus, d’apres les propriétés régularisant de
I’équation de la chaleur nous savons que si 0 C Q) — w, la solution y est de classe
C* sur §x]0,T[. Il n’est pas possible de caractériser la classe de régularité de y(T)
a laide d’espaces «classiquesy.

1l est plus naturel de se demander si [’ensemble
R(T) = {y(T),v € L*(w x (0,T))}

des états atteignables a instant T  est dense dans L?(Q) par exemple. On donne

a ce probléme le nom de controlabilité approchée.

Proposition 3.2. Pour le probléeme (3.26), pour tout T > 0, l’ensemble R(T) est
dense dans L*(Q).
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Démonstration

I est clair que R(T) est un sous-espace vectoriel de L?(€2). D’aprés le théoréme
de Hahn-Banach, il sera dense dans L?(2) si et seulement si son orthogonal dans
L?(9) est réduit & {0}. Soit g € R(T)*. Résolvons le probleme (rétrograde)

_%:—A(p:o dans Q x (OaT)

=0 sur I'x(0,7) (3.27)
o(T)=¢o dans €.

Le changement de t en (T — ¢) nous rameéne & une équation de la chaleur

classique et (3.27) possede une solution unique :

o € C([0,T); L() N L2(0,T: HY())

Oy 2 -1
ot € L*(0,T; H(Q)).

Multiplions (3.26) par ¢. Apres intégrations par parties il vient :

oy = [ [ vpind

Comme p(T) = ¢y € R(T)* nous obtenons :

/Q y(T)podz = 0

T
— / / vepdrdt = 0,Vv € L*(w x (0,7))
0 w
donc

@ =0 dans w x (0,7). (3.28)

Maintenant ¢ vérifie (3.27) et (3.28). D’apres un résultat de continuation

unique de Mizohata (voir [17]) il en résulte que :

@ =0surwx (0,7).
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Par suit, pg = 0 et R(T') est dense dans L*(w).
Il est aisé de voir que la méthode utilisée ci-dessus a un caractere général et
que, pour un probléme linéaire, I’étude de la controlabilité approchée se ramene a

I’étude d’une question de continuation unique pour le probleme adjoint.

Remarque 3.8. Soit y; € L*(Q) et a > 0. D’aprés le résultat précédent on sait
qu’il existe v € L*(w x (0,T)) tel que la solution de (3.26) vérifie :

[y(T) — yilr2) < o

Mais il va bien sur exister beaucoup de controles v ayant la méme propriété. On
peut chercher a «caractériser» un controle particulier, le «meilleury au sens d’un

certain critere, par exemple :

o1
mln{§|v|%2(w><(0,T))a y(T) — y1lr2) < af. (3.29)

En utilisant un résultat de dualité de Fenchel-Rockafellar (voir [1]) le résultat
sutvant :
Soit po € L*(Q) et ¢ solution de (3.27) associée. Soit

1 /7T
J(po) = 5/0 /’@\zdxdt+04\90o|m(m - /Qywodfﬂ-
Alors il existe ¢y € L*(Q) tel que
J($o) = in J
($o) = min I (o)

et si ¢ est solution de (3.27) associé a @y, U = @o.1, est solution de (3.29).
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3.3.2 Controélabilité aux trajectoires

Ici le probleme est le suivant :

trouver v € L?(0,T; L*(w)) telle que la solution de I'équation

Ou—Au=wv.1, dans Qx(0,7),
u=0 dans O0f),
u(t = 0) = uo.

Vérifie
u(T) = 0.

Le principal probleme de cette approche est qu’il n'y a pas a priori unicité du
controle. L’idée qui pourrait sembler naturelle, c’est de regarder un v. qui vérifie
|u(ve)|| < e, et extraire une sous suite convergente. Le probléme est que le contrdle
peut étre a priori tres grand et il y en a a priori beaucoup. On préfere donc
sélectionner un contrdle de norme la plus petite possible.

Soit € > 0, posons :
Ao ={v e L*(0,T; L*(w)), [lu(v)(T)|| < e}

Cet ensemble est fermé, convexe, et non vide d’apres le point précédent. On peut

donc trouver une solution v. au probleme :
min||vf|z2or20)-
Mieux : d’apres le théoreme de Fenchel (voir [1]),
loellzzrizzey = | min  Je(vr),

ou J. est définit par

Twn) =3 [ S P+ el iz + [ wo(ayi(0, a)d,
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avec ¢ € L*(0,T; H}(Q)) solution du probléme

—0p—Ap=0 dans Qx (0,7),
=0 dans 01,
U(T) = ¢r.

Mieux, ici, il est facile de voir que le probléeme de minimisation de J., qui admet
forcément une solution 5. par le théoreme de Fenchel (voir [1]), vérifie v. = 1,,.9..
En effet, nous ne sommes pas obligés d’utiliser le théoreme de Fenchel (voir [1])
pour voir que J. admet un minimum. En effet, il est facile de voir que I'inégalité
de Carleman implique la coercivité de cette fonctionnelle.

Nous pouvons aussi nous demander pourquoi ne pas essayer de trouver un mi-
nimum sur la fonctionnelle limite J obtenue en prenant ¢ = 0. En fait, cette
fonctionnelle n’est pas coercive a priori, et donc il est tres difficile de montrer
qu’elle admet un minimum, ce qui va se révéler étre vrai par la suite, par exemple
par le théoréme de Fenchel (voir [1]), que I'on pourra appliquer puisque ’ensemble
Ag sera non vide, résultat que l'on n’a pas a priori.

Désormais, nous devons essayer de trouver une borne sur les v.. Pour celd, nous

pouvons remarquer que J. (%) < J.(0) =0, d’ou :

SNeelairaa + [ wo(@)en(0,2)dz < 0.
Donc, si on arrive a démontrer que
| ¥=(0.2)%da] < Cllocllzo iz
alors on a le résultat facilement, puisqu’on aura :
Va2 070200 < 20| uol| 220,

et donc on pourra extraire une sous suite, encore notée v, par abus de langage, qui
converge faible L?(0,T; L?(w)) vers un élément v. De 14, on déduit des résultats

classiques sur ’équation de la chaleur, que z. = u(v.) converge vers z = u(v) dans
L*(0,T5 L2()) N C([0, T]; L2().
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Notamment, on peut passer a la limite dans les conditions aux bords, et on obtient :
Z(T)=0.

Alors I’équation de la chaleur est controlable aux trajectoires, pour tout temps
T > 0.

3.3.3 Inégalité de Carleman et applications a la controla-
bilité
Nous avons besoin ici d’introduire une fonction poids qui vérifie certaines hy-

potheses, et dont ’existence nous est assurée par le lemme suivant.

Lemme 3.1. Soit wy un sous ouvert tel que Wy C w. Alors il existe une fonction
e C*Q) tel que

Ve e Q, (z) >0

Ve € 09, ¢¥(xr) =0

Vz € Q — wyp.

Posons, pour X\ > 0,
_expA(Y(z) +ma)

S(x,t) = ST =1
(e 1) = SRVl +t771”)—_;xp A (@) +my)

avec my = || o) + 2 et my = [h|1eo(q) + 3. Ainsi on obtient pour tout A >0 ;

|8t§| < Ts?
0| < T<?
|06 < T%6°
07| < T36°.

Armé de ces relations, on peut démontrer l’inégalité suivante :

Théoréme 3.4. (Inégalité de Carleman)
1l existe sg > 0, \g > 0, tels qu’il existe une constante C > 0 dépendant uni-

quement de Q, wo, ¥, T, telle que pour tout g € L*(0,T;L*(Q)), la solution
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we L*0,T; H(Q)) du probléme suivant :

Ou—Au=f dans Qx(0,7T)
u=0 dans 0N
u(t =0) = ug

satisfait Vs > sqg, YA > Ao,

1 2
//( : M(!@ % + Z| Sul?)dtdr + sA? // exp (—2sn)s|Vul|*dtdx
0,T)x2

N i,j=1

N //(OT) Qexp(—23n)§3|u|2dtdm
1) %

< C’(// exp(—2sn)|g|*dtdx + s \* // exp(—2sn)¢? [ul*dtdz).
0,T)x% (0,T) xw

Corollaire 3.1. (Continuation unique)
Soit ¢ solution de (3.27), vérifiant

=0 sur (0,T) X w.

Alors ¢ =0 sur (0,T) x .
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Résumé

Dans ce mémoire nous donnons les principes généraux qui concernent I’analyse des
systemes distribues que nous introduiront par le biais de quelques especes d’inéga-
lités principaux, de la théorie des semi-groupes. Le but de ce travaille consiste a
étudié la controlabilité de I’équation de la chaleur, on remarque que la controlabi-
lité exacte n’est pas vérifie par contre la controlabilité approchée et la controlabilité

aux trajectoires sont vérifie.

Mots clés : controlabilité exacte, controlabilité approchée, controlabilité aux

trajectoires, I’equation de la chaleur.
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Abstract

In this work we give the general principles relating to the analysis of distri-
buted systems we introduce through some major inequalities species, semi-group
theory. The aim of this work is to study the controllability of chaleur equation,
when we remark that the exacte controlability don’t check however the approach

controlability and controlability to the trajectories.

Key words : exacte controlability, approach controlability, controlability to

the trajectories, chaleur equation.
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