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notation
Q : ouvert de R",
o) : frontiere topologique de €2,
r = (x1,...,xy) : point générique de R,
dx = dxidx,...dxy : mesure de Lebesgue sur €2,
do : mesure de surface sur 952, notée parfois HV 1,
n : normale unitaire extérieure a €2,
Du : gradient de u,
Supp( f) support d’une fonction f,
Ck(Q), C*(Q) : espace des fonctions k-fois contintiment différentiables dans Q, Q,
Co(2), Co(Q) : espace des fonctions continues nulles au bord dans €, @,
LP(92) : espace des fonctions de puissance p-éme intégrables sur (2 pour la mesure,

Wlp(ﬂ) {ue (), Due (@)} llully = (Ilullz + [1Dull2)?.
57(Q) : adhérence de ® dans W(Q),

P( ) : espace dual de W,?(Q),
—* ‘1( Q) : espace des traces des fonctions W1»(Q),

W” 1(0Q) : espace dual de W*%’q(asz),

Si X est un espace de Banach,

LP(0,T;X) = f:(0,7) — X mesurable,

L>(0,T;X) = f:(0,T) — X mesurable,

C*([0,T]; X) : espace des fonctions k-fois continfiment différentiables de [0,7] — X,
D([0,T]; X) : espace des fonctions contintiment différentiables & support compact dans
[07 T]?

Pour une fonction u, on note par

u', u” les dérivations premiere et seconde de u par rapport au temps,

A Topérateur de Laplace,

V Topérateur de gradient,



INTRODUCTION

Les problemes aux limites dans des domaines plygonaux ou polyédraux on été abon-
damment étudiés. les résultat maintenant classique d’Arron-Douglis-Niremberg[1] et Lious-
Magenes, établis pour des domaine réguliers, on été adaptes. Ceci répondait a des nécer-
sites pratique.

En effet dans les applications industrielles, les problemes aux limites qui interviennent
sont souvent porés dans des domains polyédraux.

Dans notre travail nous intéressons au probléme de Dirichlet dans un domains avec
point de rebroussement Nous commencons notre travaile par un rappel sur les espace LP,
en particulier les propritéts densité ainsi que dualité entre LP et LY.

Dans le deuxiéme chapitre : il nous semble indispensable de commencer par les prin-
cipales propiétés des espaces de Sobolev lorsqu’ils sont définis sur des polygones.

Dans le troisieme chapitre : on étudiera le probleme de Dirichlet pour 'equation de

laplace dans un domaine plan modele présentant un oint de rebroussement :
Q= {(x,y) cR*0<z<a0<y< go(x)},

ou p(z) = x“ avec @ > 1. On cherchera la solution dans les espaces de Sobolev cnstruits

sur LP(Q),1 <p < o0

v



CHAPITRE 1

ESPACE DE LY

résumé

Dans cette chapter, nous allons définir les espaces L? et rappeler les principaux théo-
remes de base de la théorie de la mesure. Soit X muni d’une tribu B et g une mesure
positive sur B. On suppose, comme il est classique, que la mesure est o-finie, c’est-a-dire

que X est une réunion dénombrable d’ensembles de mesure finie.



<% CHAPITRE 1. ESPACE DE L*

1.1 Rappel sur la théorie de la mesure et définition
des espaces L?

Définition 1.1.1. Soit p dans l'intervalle [1,+oc[, on désigne par LP(X,du) lespace des
(classes d’équivalence modulo la relation de coincidence presque partout) des fonctions

mesurables telles que

[ 1F@) Py < .

e Sip =00, on désigne par LP(X,du) l'espace des (classes d’équivalence modulo la

relation de coincidence presque partout) des fonctions mesurables telles que

Nz = sup {N p{x/|f(2)] > A} > 0} = inf {M/p{x/|f(z)| > M}} = 0.

e Démontrons [’égalité entre les deuzx quantités qui définissent ||f|| . Remarquons
tout d’abord que pour tout couple (N, M) tel que p{x/|f(x)| > M} et p{z/|f(z)| > A\} >

0 est tel que et strictement inférieur a M. Ainsi donc

sup {\/p{z/|f(x)] > A} > 0} = inf {M/p{x/|f(z)[} > M}

e Soit My un nombre réel strictement supérieur a sup{\/u{z/|f(x)] > A} > 0}. .

Par définition de la borne supérieure, on a p{z/|f(z)| > My} = 0. Ainsi donc

inf {M/p{x/|f(z)] > M}} <sup {A/p{z/|f(z)[} >0}

Nous commencerons par rappeler les principaux énoncés qui fondent la théorie de

la mesure.

Théoréme 1.1.1. (de convergence monotone) Soit (f,)nen une suite de fonctions me-

surables positives sur X. On suppose que, pour tout x, la suite (f,(z))nen est croissante.

«2)



<% CHAPITRE 1. ESPACE DE L*

Soit f la fonction définie par

X — RT U {400},

r — lim f,(z).

n—oo

Alors on a, au sens des égalités de Rt U +oo,

lim/ fndu:/ fdpu.
n—oo Jx X

Lemme 1.1.1. (de Fatou) Soit (fy)nen une suite de fonctions mesurables de X dans
[0, 4+00]. On a

/ (lim inf f,)dp < lim inf / Fudp.

X n—o0

n—oo

Les rapports entre la convergence dominée presque partout et la convergence en norme LP

peuvent étre décrits par les deux théoreme suivants.

Théoreme 1.1.2. Soit p un nombre réel supérieur ou égal a 1, on considére une suite

f(n)nen de LP et une fonction f telles que

tim [ |f(x = f) Pdp(x) = 0.

n—o0

1l existe une fonction d’extraction 1 telle que

‘v’p.pdu(m), nlgglo fw(n) ($) = f(ZL')

Théoréme 1.1.3. (de convergence dominée de Lebesque) Soient p un réel supérieur da 1

et f(n)nen une suite de fonctions de LP(X,du). Si, pour presque tout x de X,

lim fu(x) = f(2),

n—oo

et sl existe une fonction g de LP(X,du) telle que, pour presque tout x de X, on ait

()] < g(),

«3)
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alors, on a
ferlr et lim||fy—nl|[r=0.

Théoréme 1.1.4. (de dérivation sous l'intégrale) Soient (X, ) un espace mesuré, 0 un
ouvert de RY et f une application mesurable de Q x X dans K. Si, pour presque tout x de
X, la fonction

z+— f(z,2),
est différentiable sur ), si pour tout z de €2,
r+— f(z,z) et xz+—— Df(z,x),
sont intégrables sur X et si enfin, pour presque tout x de X et pour tout z de €2, on a
[Df(z,2)] < g(2) avec g€ L'(X,dp),

alors l'application

2 [ f(z2)dn(a),

est différentiable sur ) et 'on a

D [ f(za)du(@) = | DGz x)dp(x).

Théoréme 1.1.5. (de Fubini) Soient (X1, 1) et (Xa, p2) deuz espaces mesurés et F' une

fonction mesurable positive de X1X5 dans [0, +00]. On a

/XIXX2 F(x1, 22)dpy (1) @ dpa(xs) = /X1 e /X2 F(a1, 22)dpis(22)
= /X2 dw(l’z)/Xl F (1, x9)dpy (7).

En appliquant ce théoréme, on résout [’exercice suivant

Théoréme 1.1.6. (de Fubini-Tonelli) Soient (X1, 1) et (Xo, po) deuz espaces mesurés
et F' une fonction mesurable sur X1 x Xy. Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1 : La fonction F appartient a L' (X1, X1, dpy @ po),

«4)



<% CHAPITRE 1. ESPACE DE L*

2 : Pour presque tout point x, de X, la fonction F(xy,.) appartient a L'(Xy, dus),
la fonction

[, Flana)dpn(es) € L(X, dpn),
2

et

H/ (w1, w2)dpa (o)l 21 (x1 i) < E L (0 x X dpn @dpin) -

De méme, pour presque tout point xo de Xo, la fonction F(.,xs) appartient & L1(Xy,du,),
la fonction

[, Py a)din() € L(Xa, dpa),

et

1, Pl wa)dm @)l < I1F o oo ansn)

De plus, lorsque est vérifié, on a

/X2 </X1 F($1,$2)dﬁ61($1)> du(xse) = /X1 (/)(2 F(Il,x2)du2<x2)) dp(ry)
= F(xq, x2)dp ®)dp(xy, x9).

XQXXQ

1.2 Les espaces L’ comme espaces de Banach

L’étude de ces espaces requiert la notion d’exposant conjugé :
Si pé€]l, o0, p = P si p=1,p =+o00, etsi p=+oo,p =1.
p _

1
Les exposants p et p' sont dits conjugués et, en convenant que — =0, on a
00

Le premier théoréme important est le sutvant.

Théoréme 1.2.1. Pour tout p dans [1,00], (LP(X,du),||.||r» est un espace de Banach.

«5)
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Proposition 1.2.1. (Inégalité de Hélder) Soient (X, u) un espace mesuré, f une fonction
de LP(X,du) et g une fonction de L' (X, du). Alors, le produit fg appartient & L' (X, dpu)
et

J 1 @g@)ldu@) < 111 1lzsllgll -

Démonstration : Remarquons tout d’abord que si p = 1 ou p = oo, il n'y a rien a
démontrer. De plus, on peut supposer que ||f||cr + ||g||» = 1 et que les deuz fonctions f
et g sont positives.

En utilisant ’inégalité on peut écrire que

1 ’

f(x)g(x) = (f(2)")¥ (g(x)")

/

fa) + ;,gw ,

S e

<

D=

ce qui assure ['inégalité de Holder. Par intégration, il vient

1 1
[ ol < = [ \frdu+ = [ 1gPdp
X pJx pJx

1 1
<-+-5=1L
p p
Ceci conclut la démonstration de ['inégalité de Holder. |

Poursuite de la démonstration du théoreme 2.2.1 Comme f + g appartient a L?,

l'inégalité de Holder implique que

/|f+g|”du§/ |f||f+9|”‘1du+/ 91 f + gPdu
X X X

< (/X ]f|Pdlu)11’ </X |f+g‘(p1)p"1du>5’ n (/X |g,pdu>§ </X ’f+g|(p1>ppldu>p
< ((/X )+ (). Igl”du);>+</x ol )

Ceci implique que Uon a ||f + glloe < || f]|zellgl|ze €t donc que LP(X, du) est un espace

normé. Démontrons maintenant la complétude de ces espaces. Cela repose sur le lemme

6D



<% CHAPITRE 1. ESPACE DE L*

suivant.

Lemme 1.2.1. Si E est un espace normé tel que pour toute suite (x,)nen, on ait

S lznlle <00 =S, ="z,

neN neN
converge, alors l'espace E est de Banach. alors ’espace E est de Banach.
Démonstration : la Cauchy admettant une valeur d’adhérence cenverge. Soit (ap)nen
une suite de Cauchy de E, nous allons extraire de (an)nen une suite convergente assurera
le résultat. Définissons Uapplication ¢ de N dans N par ¢(0) =0 et

1
+ 1) = mi > +1, m — Om 2 o e (-
ota+1) = min {n > 600) + 15w o~ el > 57

Ainsi donc, on a, pour tout entier n,

1
lagm1) — asmll < CF=AER
Posons o, = agm+1) — agn)- On a
S lleall € ¥ g < 0o
neN neN ( + n)

Donc par hypothese, la suite ZQIGN Tp = ag(n)—ag converge. D ot le lemme.

Poursuite de la démonstration du théoréme 1.2.1 Soit (fn)nen une suite d’éléments

de LP telle que
> falloe < oo

neN

Introduisons les fonctions

Sn(@) =3 fa, SH(x) = D |ful@)]-

neN neN

«7)



<% CHAPITRE 1. ESPACE DE L*

Pour tout entier n, on a

1Sxl1ze < 3 M fulloe.

neN
Ceci s’écrit

vn €N, [ S5V duta) @mmm)

neN
La suite (S%(z))nen est une suite croissante. Le théoréme de convergence monotone im-

plique que
[, 5" pnta (ZHM’L”) 5@ = T 1)
neN neN

La fonction ST est finie presque partout et appartient a LP. Ainsi donc, pour presque tout
x, la série de terme général f,(x) converge dans C. Désignons par S sa somme. C’est un

élément de LP?. On a

N
15 =3 fallis = [ IS(@) Zn )Pdpu(
n=0 x

On sait que

Z fu(z)] < 257 (2).
Comme ST est dans LP, le théoréme de convergence dominée assure que
N
. o P —
Jim_ || ;}fn(x)HLp 0.

Le théoréme est ainsi démontré. |
Nous allons maintenant faire quelques remarques sur l’inégalité de Holder. Donnons tout

d’abord le corollaire sutvant.

Corollaire 1.2.1. Soient p et q deux réels strictement supérieurs a 1 tels que

«3)
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Alors Uapplication

LP x L9 — L,
(f,9) = fg.

Est une application bilinéaire continue si

1 1 1
=4
r p g

Démonstration : On applique l'inégalité de Hoélder avec s =r/p. D ot il vient que

/x!f(:v)Q(w)I’” < [[f 1z llgllza,

ce qui signifie que

/9]

e < I fllzellgll e,

d’ou le corollaire. [ |

Corollaire 1.2.2. Si X est de mesure finie, alors LP(X,dup) C LY X,du) sip > q.
Démonstration : Comme la fonction 1 appartient visiblement a 'espace L (X, du) N LY (X, du),
donc a LP(X,du) pour tout p. On a méme

Wp e [Lod], [11]]zs = p(X)5.

St implique que

1 1
I fllze < w(X)=||f||ler avec o=

< |
|

D’ou le corollaire. [
L’inégalité de Hélder est fondamentale. Nous allons voir qu’elle est optimale au sens sui-

vant.

Lemme 1.2.2. Soit (X, u) un espace mesuré. Soit f une fonction mesurable et p un

élément de [1,400]. On a alors la propriété suivante. Si

HJEZL&LKQQQWM@)<+a%
g=>0

«9)



<% CHAPITRE 1. ESPACE DE L*

alors, f appartient a LP et

1l = sup | [ flage)dp(x)]

llgllp <1

1.3 Densité dans les espaces L”

Dans toute la suite de ce chapitre, 2 désignera un ouvert de R® muni de la distance
euclidienne usuelle et p désignera une mesure positive finie sur tous les compacts. Le
résultat principal de cette section est le suivant.

Cmmegons par une digression pour la topologie des ouverts de RY.

Théoréme 1.3.1. (de caractérisation des compacts d’un ouvert de R?) Soit A une partie
fermée d’un ouvert Q0 de R? telle qu’il existe un réel strictement positif v tel que A C
[_T7 T]d'

Alors
A est compacte <= in£1 d(z, X\ Q) > 0.
s

Démonstration : Supposons A compacte. Comme Q) est ouvert, pour tout x de A, d(x, X \Q)
est strictement positif. on sait que la fonction distance d’un point a un ensemble est conti-
nue. nous dit que linfimum est atteint, donc il est strictement positif. Réciproquement, soit
A une partie fermée de §) telle qu’il existe un réel strictement positif r tel que A C [—r, r]¢

et vérifiant

J= ;Qﬁd(x7X \ Q).

Pour démontrer que A est compacte, il suffit de démontrer que A est une partie fermée
de R,

Comme A est fermée dans ), cela signifie qu’il existe un fermé B de R? tel que A = BNSY.
Soit Q5o le fermé défini par

Qg0 = {x/d(z, X \ Q) > 6/2} .

«10)»



<% CHAPITRE 1. ESPACE DE L*

On a les relations ensemblistes suivantes
A:AﬂQg/QZBﬂQﬂQ(;/Q :BOQ(S/Z.

L’ensemble BNS)s/o est un fermé de R? en tant qu’intersection de deux fermés, donc A est
une partie fermée de R?. Le théoréme est démontré. [

Le résultat suivant nous sera également utile

Théoréme 1.3.2. Soit Q un ouvert de R?, il existe une suite de compacts (K, )nen telle

que

UK.=QK,CKy,, et VK compactde ,3n/K C K.

neN
Démonstration : Posons

K, = B(0,n) N {x € RY/d(z, R%/Q) > i} .

Comme € est un ouvert, pour tout x de X, d(z,R¢/Q) est strictement positif. Donc, il

existe un entier n tel que x € K,,. De plus,
1
K, C B(0,n+1)n {x € RY/d(z, RY/Q) > } c K2,
n

D’o1 le premier point du théoreme. Quant au second, il suffit d’observer que U K, =9
neN
puisque K, C K. Le théoreme est démontré. |

Définition 1.3.1. Soit Q un ouvert de R?, on appelle suite exhaustive de compacts toute
suite de compacts

Revenons aux espaces LP.

Théoréme 1.3.3. Soit p un élément de [1,+o0], l'espace C.(S2) des fonctions continues
a support compact dans Q) est dense dans LP(§2, dpu).

La démonstration de ce théoréme, longue et délicate, est présentée ici a titre culturel.
Pour démontrer ce théoréeme, nous allons tout d’abord démontrer deux résultats de densité
valables pour les fonctions définies sur un espace mesuré quelconque. Démontrons tout

d’abord la proposition suivante.

11
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Proposition 1.3.1. Si p appartient a [1,00[, L'(X,du) N L*(X,du) est dense dans
LP(X,du).
Démonstration : Considérons une suite croissante (K, )nen d’ensembles de mesure finie

dont la réunion est l'ensemble X . Posons

o = 1k.0(f1<n) -

1l est clair que, pour presque tout x, on a

lim_ fo(z) = f(2).

De plus, on a clairement ['inégalité

() = f(@)[" < 2°|f ()]

Le théoreme de la convergence dominée assure alors le résultat.

Nous allons établir maintenant un second résultat de densité.

Proposition 1.3.2. Si p appartient a [1,00[, alors 'espace des fonctions étagées inté-
grables (i.e. me prenant qu’un nombre fini de valeurs non nulles sur des ensembles de

mesure finie) est dense dans LP(X, du).

Lemme 1.3.1. Pour tout p dans [1,00[, pour tout borélien A de mesure finie, pour tout

réel strictement positif €, il existe une fonction h continue a support compact telle que
Hh — IAHLP < €.

Nous pouvons donc affirmer Uexistence, pour tout j de {1, ..., N} lexistence d’une fonction

gj continue a support compact dans 2 telle que

3

14. —g; < —

«12)
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Définissons maintenant la fonction g par Soit g = Zj-vzl a;g;. Nous avons

N

1 = gllee <D |yl 24, — g5l 2s

J=1

<=
Sy

Théoreme 1.3.4. Pour tout ensemble A appartenant a la tribu borélienne complétée B

et de mesure finie,
Ve > 0,3K compact, U ouwvert |K C ACU et w(U/K) <e

Corollaire 1.3.1. Soit p un réel de l'intervalle [1, 00| ; l’espace LP(2) est séparable.
Démonstration : Soit (K, )nen une suite exaustive de compacts . 1l suffit de trouver une
partie démonbrable A de LP(2) telle que, pour toute fonction continue a support compact
dans K,,, on ait

v€, Elg € A/Hf — gHLoo(Kn) <e.

Soit (Vn)nen une suite de fonctions continues valant 1 prés de K, et dont le support est
inclus dans K. On prend pour A I’ensemble des fonctions de type 1, P ot P est un poly-
nome a d indéterminées a coefficients rationnels. Démontrer que cet ensemble satisfait est

un excellent exercice que le lecteur est fortement invité a faire. [ |

1.4 Convolution et régularisation

Dans toute cette section, nous travaillerons dans Uespace R?. L’opérateur de convo-

lution est un opérateur crucial dans ’étude des fonctions sur RY.

Théoréme 1.4.1. Soient f et g deux fonctions de L. Alors, pour presque tout x de RY,

la fonction

y— [z —y)g(v),

13
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est intégrable et la fonction F définie par

F(z) = /Xf(x —y)g(y)dy,

appartient a L'. Elle est appelée la convoluée de f et de g et notée f x g. L opération *

ainsi définie est une application bilinéaire continue de L' x L' dans L. On a

gl < Wil et [ (e g)@de = ([ f@)da) ([ g(a)de).

Démonstration : Comme les fonctions f et g sont supposées étre dans L', on a

[fz —y)l < |g(y)| € L'(R? xRY) et /Rded |[f(z = y) x |g(y)ldzdy = || f|z1lgl| -

Les conclusions du Fubini entrainent immédiatement la premiere partie du théoréeme 1.1.5
Pour la seconde, il suffit d’appliquer le théoreme de Fubini-Tonelli. [ |

On peut aussi définir la convolution d’une fonction de LP par une fonction de L*" .

Théoréme 1.4.2. Soient f une fonction de LP et g une fonction de LP . La formule

(f9)@) = [z = y)glw)dy,

R4

définit une application bilinéaire continue de LP x L¥ dans L.
Démonstration : D’aprés 'inégalité de Hélder, pour presque tout x dans R?, applica-
tion

y — f(xr —y)g(y),

est intégrable et

[ F@ = )gwdyl < 1112l

D’ou le théoréme. ]
Les deux théoréemes ci-dessus se généralisent. On peut définir la convolution de deux

fonctions si elles appartiennent a des espaces LP convenables. Plus précisément :

14
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Théoréme 1.4.3. (Inégalités de Young) Soit (p,q,r) un triplet de réels tel que

1 1 1
1+===+4-=.
rop oq

Considérons un couple de fonctions (f,g) dans LP x LP" . Alors la formule

(fxg)(x) = / flz —y)g(y)dy,

Rd

définit une fonction de L™ et l’'on a

1f > gl < 1A eollglla-

Théoreme 1.4.4. Soient f et g deux fonctions respectivement dans LP et L? telles que

Alors, on a

Supp(f * g) C Adh(Supp(f) + Supp(g)).

Démonstration : Soit x un point de R et p un réel strictement positif tels que

B(z, p) N (Supp(f) + Supp(g)) = @.

Pour toute fonction ¢ bornée et nulle en dehors de B(x,p), on a

/M (@) f(r —y)g(y)dzdy = /R . o(x +y)f(x)g(y)drdy

X

=0.

La convolution est une opération cruciale, car elle permet la définition d’une procédure

explicite d’approzimation et de réqularisation.

15
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Théoréme 1.4.5. Soient p une fonction de L'(R) d’intégrale 1 et p un réel supérieur ou

égal a 1. Posons

o
ve(x) =€ .

e(=)

On a alors, pour toute fonction f appartenant a LP,

li_E%HQDE*f - fHLP:0~

Théoreme 1.4.6. Soit f la fonction de R dans R définie par
f(z) = e s 1€ 0,1] et f(z)=0,

sinon Cette fonction est indéfiniment différentiable a support compact.

1l suffit d’observer que

fP(a) = Ik+1gk<_x)x)k+l

1
ex(z—1) ,

o Py est un polynome de degré oy,.

Remarque 1.4.1. Les familles (:). sont appelées suites régularisantes ou bien approxi-

mations de l'identité.

Corollaire 1.4.1. Soient Q un ouvert de R¢, on désigne par D(Q) l'ensemble des fonc-

tions indéfiniment différentiables et a support compact inclus dans 2. L’espace D(Q) est

différentde {0}.

Il suffit pour cela de considérer p(x) = f(|x|) ou f est la fonction définie dans ci-

dessus et de faire une translation et une homothétie.

Corollaire 1.4.2. Pour tout réel p > 1, 'espace D(R?) est dense dans LP(RY)
Démonstration : il existe une fonction ¢ indéfiniment différentiable a support compact

d’intégrale 1. Considérons la famille (pg)eso
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Considérons alors une fonction f de LP. On peut trouver une fonction g continue a support

compact telle g soit arbitrairement proche de f dans LP. posons

Je = Pe * g.

la fonction g. est a support compact. Comme la fonction ¢, donc aussi la fonction p. est
indéfiniment différentiable, le théoréme de dérivation sous l'intégrale assure g. est indéfini-

ment différentiable a support compact. D’ou le corollaire.

Corollaire 1.4.3. Soit Q un ouvert de R? et p un réel de lintervalle [1,00[. L’espace

D(Q) est dense dans LP().

Corollaire 1.4.4. Soit K un compact d’un ouvert 0 de R? ; il existe une fonction v de
D(Q) telle que 1 vaille 1 au voisinage de K.

Démonstration : Soit 6 un réel strictement positif tel que, si
K, =2¢€Q/d(z,K) < 2r,

alors Kss soit inclus dans Q. (Un tel réel existe On considére alors une approximation de

Uidentité (p.). et l'on pose

Uelw) = 0o 2 L (2) = | el —y)dy.
1l existe une constante C' telle que

x ¢ Ks+ B(0,C¢) = ¢, 0 1, () = 0.

Done, si Ce <6 , alors . € D(Q) car Kos C Q. Enfin, si x est dans Ks_c. (qui est non

17
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vide puisque § < Ce ), alors, pour tout y € By ce,y dans Ks. Ainsi donc

. 0 1, (z) = /K w:(r —y)dy
)

D’ou le corollaire. [ |

1.5 Dualité entre L? et L”

Le théoreme principal de cette section est le théoreme suivant, qui dit comment [’on

peut représenter une forme linéaire continue sur les espaces LP lorque p est réel.

Théoréeme 1.5.1. Soient p un réel supérieur a 1 et B la forme bilinéaire définie par

L' x [ - K,

(9, f) — Jx f(x)g(x)du(z).

B

Alors la forme bilinéaire B identifie le dual de LP(Q, dp) a LP' (€, dp).

Corollaire 1.5.1. Soit p dans [1,00[. On considére une suite (gn)nen bornée dans LV

Il existe une extraction ¢ et une fonction g dans L¥ telles que

by
vie Lt

9(n)(@)f(2)du(z) = [ g(a)f(x)dua).

Démonstration : On applique la suite de formes linéaires (Ly)nen sur LP définie par

n—oo

(Lp, f) = lim / 9o (@) f () dp(z).

Ceci implique Uexistence d’une fonction d’extraction ¢ et d’une forme linéaire LP telle

que

vf e L lim [ gu(@)f@)du(a) = (L. f).

18
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ci-dessus assure alors l’existence d’une fonction g de LP telle que

vf el lim [ g(o)f(x)du(z) = (L.f).

|

1l est possible d’interpréter en terme de dualité les résultats du théoréme 1.4.5 sur les

familles dites d’approximation de l'identité : l’espace L*(2,dx) ne s’identifie, par Uappli-
cation bilinéaire

B(f.9) = | fla)g(x)dr,
au dual d’un espace normé de fonctions contenant les fonctions continues a support com-
pact dans §2. En effet, soit (e,)n € N une suite de nombres réels positifs convergeant vers
0, on considére la suite (¢, )n € N d’approximation de l'identité définie dans I’énoncé du
théoreme 5.4.5. On a, pour toute fonction g continue d support compact,

lim | g, (e)g(@)du(z) = g(0).

n—o0
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CHAPITRE 2

LES DEFINITION DE BASE ET LES
PROPRIETES DES ESPACE DE
SOBOLEV

résumé

Il n’y a pas de doute que les espace de sobolev sont les espaces fonctionnels les plus
appropriés pour une description précise des propriétés qualitatives des solutions des équa-
tions elliptique avec des condition aux limites. le but principal de ce chapitre et de mettre

l'accent sur les principales propriétés de ces espaces lorsqu’ilsont définis sur des poly-

gones(cf.[8,9])
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2.1 Notation

Soit Q une sous-ensemble ouvert de R™ de poit générique (x1, s, ...x,). On note L*(£2)
I’espace de toutes les fonction de carré intégrable sur €2 par rapport a la mesure de lebesgue
dz R™. On note aussi par D(Q) (resp. D(Q)) lespace de toutes les fonction indéfiniment
contintiment différentiables et a support compact dans Q0 (resp. Uespace des restrictions a
Q des fonctions de D(R™)). On not aussi par 0; dérivé partielle par rapport da la variable
x;, 1 <i <mn et pout tout & = (a1, g, ...ary) € N on a D = 07" 052...05™. On note D'(2)
Uespace des distribution sur Q2 comme étant Uespace dual de D(SY), i.e. l’espace des formes
linéaires continues sur D(Q). pour tout entier positif k, on désigne par C*(Q) lespace des
restrictions a Q des fonction de class C* sur R™ et par CE(Q) le sous-espace C*(Q) formé
par les fonction ayant un support borné dans Q (rappelons que Q peut etre non borné).

soit SR") = 8§ = u e C®(R"); V,3 € N, 229°u — 0 quand |z| — +oo. S est
I’espace des fonction adécroissance rapide al’infini.

On désigne par S'(R™) l'espace vectoriél des formes linéaire continues sur S(R™).

2.2 Classification des domaines

Définition 2.2.1. soit Q un ouvert de R™. On dit que sa frontier I' est continue (res.
lipschitzienne, continument différentiable, de class C*', m fois continument différentiable
"k, m des entier > 1 peuvent prendre la valeur +00”) si pour tout x € T, il existe un
voisinage V' de x R™ et des nouveaux axes de coordonnées orthogonauz {y1,yz, ..., yn} tels
que :

1. 'V est une cube dans les nouveaux axes de coordonnées :

V={(y1,yn)| —a; <y; <a;, 1 <j<n},

2. Il existe une fonction continue (resp. lipschitzienne, continument différentiable, de

class CkY, m fois continiment différentiable) o, définie dans
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V' ={(y1, - Yn-1)| —a; <yj <a;,1 <j<n-—1},

et telle que
()] <% pour tout ' = (y1,..Ym-1)) €V,

ANV ={y =" un) € Vg < 0¥},
TNV ={y= " y) € Vlga < 0¥}

En d’autre termes, dans un voisinage de x, la frontiére I' est le graphe de v, Nous
rappelons que dire que @ est de C*' signifie qu’elle est continument différentiable et ses
dérivées d’ordre k sont lipschitzienne continues.

St un ouvert Q) a une frontiére continue I'; alors €2 est d’un sul coté de §2 en tout point
de I'. Par ezemple, R* = R\ {0} n’a pas une frontiére continue au sens de la Définition
2.2.1 De méme un domaine avec une fissure ne vérifie pas les conditions de la Définition

2.2.1, consulter[5] pour plus de détails.

2.3 Les espace de sobolev H*((})

Définition 2.3.1. On note H*(Q2) Uespace des distribution u définies dans Q telles que.

1. pour D* € L*(Q) pour |a| < m lorsque est s = m est entier positif.

2. ue H™(Q) et

o _ [ 2
// [Du(z) = Duy)l® ) 0y
QJo |z —

y‘n+20

pour |a| = m lorsque s = m + o est non entier et positif avec m entier et o la partie
fractionnaire de s, 0 < o < 1.
On munit H*(Q)de la norme(naturelle)

dans le cas 1

[l

ma = (; /Q|D°‘u(a:)]2d:c) ,

«22)



% CHAPITRE 2. LES DEFINITION DE BASE ET LES PROPRIETES DES ESPACE DE
SOBOLEV

et dans le cas 2

1

Ay Du(x) ~ Dou(y)? , .\
Huus,g—(uuum,wz Sy

|a)=m
Proposition 2.3.1. H*(2) est un espace de Hilbert la norme ||.||sq-

Remarque 2.3.1. Dans le cas ou ) est R™ tout entier, la définition équivalent vai la

transformation de Fourier est donnée par

m@) = {ues: [ [Fu@P(1+gP) ds < +oo),

ou Fu désigne la transformée de Fourier de u. De plus ['application

ws { [ Fu(©R 1+ ePyac)

définie une norme équivalente sur H*(R™)
Définition 2.3.2. H{(2) note l'adhérence de D(S2) dans H*(§2)

Remarque 2.3.2. H{(2) est un espace de hilbert pour la norme ||.||sq, car H§(Q) est

un sous-espace fermé de H*(QQ) donc complet.
Définition 2.3.3. pour s <0, H*(Q2) est le dual de Hy *(12).

Théoréme 2.3.1. (Inégalité Poincaré) On suppose que € est un ouvert borné de R™.

Alors il éxiste une constante C'(§2) qui ne dépend que du diamétre de Q) telle que
pour tout u € Hy(Q) on a :

Ilos < ) {3 [ i)

Corollaire 2.3.1. soit Q un ouert borné de R", on a : pour tuot u € HY(Q), on a :

1
n 2
lullia < I+ @) (Z ||aiu||3,g) ,
=1
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ot ¢(Q) est la constante de l'inégalité de Poincaré.

Corollaire 2.3.2. soit {2 un ouvert bornée de R", la semi-norme

n :
2
uli0 = (E :HaiuHO,Q> ,
i=1

est une normé sur Hg () équivalent a la norme induite par ||.]|1.q.

Corollaire 2.3.3. L’espace H}(Q) muni de la norme |.|1.q est un espace de hilbert. Afin
de pouvoir donner un sens aux traces d’une fonction prés d’un sommet, nous introduisons

encore les espaces suivants :

Définition 2.3.4. On note H*(Q) le sous-espace de H*(QY) des fonction u dont le pro-

longement U par zéro hors de 2 appartient a H*(R™).

Théoréme 2.3.2. Siv est une fonction de H}(Q), la fonction v, prolongement de v par

0 dans R™\ Q, appartient a H'(R").
Remarque 2.3.3. Si domaine Q) lipshitzien, la Définition 2.53.4 est équivalent a

D%y

o

7(0) = {u e my @2 ¢ 12(0), Jo = m}

ot p(x) désigne la distance de x a la frontiére I' de Q, et s = m + o pour un entier m et

o € [0,1] (voir Corollary 1.4.4.10 dans [8]). par conséquent, on peut définir une norme

H°(Q) par
2 [Du(z)” , \*
~,8,0 = al=m d :
s = (Il + st [, 200

2.4 Multiplication

Théoréme 2.4.1. Soit Q un ouvert de R™. soit ¢ € CF(Q) tel que k > |s| alors pu €
H*(Q) (resp. HY(Q), H*(Q)) pour tout u € H*(Q)(resp. HS(Q), H*(Q)) il existe une
constante K = K (g, s) telle que

llpullso < Klulls.o-
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2.5 Reésultat de densité

Nous rappelons ici les prencipeux résultats de densité. Remarquons que les résultat

n'ont été établis que dans le cas d’une domaine a frontiere lipshitzienne.

Théoréme 2.5.1. Soit Q un ouvert de a frontiére lipshitzienne. Alors D()) est dense

dans H*(Q) quel que soit s > 0.

Théoréme 2.5.2. Soit Q2 un ouvert de R" a frontiér lipshitzienne. Alors D(S2) dense dans
H*(Q) quel que soit s > 0.

Théoréme 2.5.3. Soit Q un ouvert bornée de R™ d frontiére lipshitzienne. Alors D(Q)

L[, autrement dit H*(Q) = H3(Q).

est dense dans H*(Q2) quel que soit s € [0, 5

Proposition 2.5.1. H™(Q) N HY(Q) est dense dans H*(Q) N HY(Q) pour tout entier

m > 2.

2.6 Propriété du prolongement, copacité et immer-

sions

Le théoreme de prolongement est une propriété fondomontale des espaces de sobolev

qui permet de prolonger une fonction de H*()) a travers la frontiére de w en une fonction

de H*(R").

Théoréme 2.6.1. Soit Q un ouvert bornée de R™ a frontiére lipshitzienne. Alors, quel

que soit s > 0 il existe un opérateur linéaire et continu P; de H*(2) dans H*(R™) tel que.
P, =u Yue H*(Q),
ot Psuy,, est la restiction de u sur €1 au sens des distributions.
On trouve une démonstration de ce théoreme dans[5]. Le théoreme de prolongement

permet de généraliser certains résultats valables R™ sur a des ouverts a frontiére lipshit-

zienne. Ainsi, on retrouve les théoremes d’injection habituels.
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Théoréme 2.6.2. Soit Q2 un ouvert bornée de R"™ a frontiére lipshitzienne. Alors, l'injec-

tion deOdans est compacte pour s >t > o.
Théoréme 2.6.3. Soit ) un ouvert bornée de R™ a frontiére lipshitzienne. Alors,
s k(O : n
H*(Q) CC*(Q)  si k;<s—§.
Le théoreme suivant précise le lien entre les espace HE(Q) et H*(9).

Théoreme 2.6.4. Soit Q) un ouvert bornée de R™ a frontiére lipshitzienne. Alors pour

u e H§(Q) et |a| < s avec s — 5 est un non entier, on a

Dy
€ L*(Q).
ps—|a| ( )
De plus
~ 1
H*(Q)=Hy(Q) si s— 5 >0 n'est pas un entier et (2.1)
. 1
H*(Q)=H*(Q)=Hj() si 0<s< o (2.2)

1 N
S s—5 est un entier, L’espaceH*(Q) est caractérisé par : l'espace des fonctionsu € HJ'(2)

D*u
telles que € L*(Q) pour tout o € N™ avec m est la partie entiére de s et |a| = m,
1.e.
~ D%u
H*(Q) = {uEHm(Q)] €L2(Q)}.
0 NG
Remarque 2.6.1. La situation se complique lorsque s — % est un entiér : dans ce cas-la,

H*(Q) est un espace strictement inclus mais non fermé dans HY(Q) D(Q) étant a la fois
dense dans H*(Q) et H(Q). par ailleurs, on avait dit (Définition 2.3.3) que, pour s > 0,
H=*(Q) était le dual de HS(Y). Evidemment, d’aprés(2.1) c’est aussi le dual de H*(Q)
St S — 3 n’est pas un entier. Par contre, on aura besoin d’introdiure une autre justement
pour le dual de H*(Q) dans la cas ot s — ; € N. On note alors H=*(Q) cet espace qui
contient ’espace H*(£2).
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Fonctions ayaut une singularité isolée
Nous donnons ici un critére qui permet de vérifier si ou non une fonction appartient a un

espace de sopolev donné.

Proposition 2.6.1. Soit Q un polygone de plan. Supposons que 0 € T". soit )V un voisinage
de 0 tel que

VNQ=A{(zx,y) =r(cos,sinh)|0 <r < Ra<l<b},

pour un réel positif R et b— a < 2. soit enfin u une fonction réguliére dans Q\ {0} qui
coincide avec r*p(0) dans VNQ, ¢ appartenant o H* (Ja,b]). Alors, quel que soit s < s,
on a

ue H(Q) si a>s—1, (2.3)
ug¢ H(Q) si a<s—1 et r%(0) ¢ Rlz,y], (2.4)

ot Rlz,y] désigne U'anneau des polyndomes en coordonnées cartésiennes x et y

2.7 La géométrie polygonal

Nous allons donner dans ce paragraphe les notation concernant les domaines polygo-
nauz de R%. Nous appelons "polygone du plan” un domaine Q C R? a frontiér lipshitzienne
et polygonal (ce qui exclut un domaine contenant une fissure ou coupure). La frontiér T’

est constitueé des segments I';, j =1,....N ou Les I'; sont deur a deuz disjoints.

On note M;le sommet commun auzx arétes I'; et I'j11 qui forment l'angle w; vers
Uintérieur de ). Enfin, n; désigne la normale orientée vers lextérieur de Q et 7; la
tangente dans le sens direct. Il claire qu’undomaine polygonal véritie les condition de
la Définition 2.2.1 puisque chaque aréte I'; peut étre représentée par une fonction f :

x+— ax +b, f est lipshitzienne car :

[f (@) = f(y)| = lal|lz —yl.
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2.8 Un resulta de densité pour les fonction s’annulant
aux singularités

Nous énoncons dans ce paragraphe un résultat de densité pour les fonctions de H*(§2)
qui s’annulent au voisinage de singularités géométrique. Ce résultat a été montré dans[9](lemme

2.1.2,p.89) pour polygone du plan.

Lemme 2.8.1. soit 2 un polygone du plan. Le sous-espace de H'(Q), constité des fonc-

tions qui s’annulant au voisinage des coins, est dense dans H'(S).

Du Lemme 2.8.1, on déduit facilement le résultat suivant pour les espace de traces
correspondants. On désigne par Hj-vzl D(L';) Uespace des fonctions définies sur I' dont la

restriction a chaque I'; appartient a D(L';), I'; étant une aréte du bord de SQ.

Corollaire 2.8.1. L’espace ]_[;V:1 D(L;) est dense dans H2(T).

Demonstration : Etant donné un élément g de H%(F), il existe un relevement
continu u appartenant @ H'(Q) tel que v uw = g sur T (théoreme 2.9.2). Le Lemme 2.8.1
implique que l'on peut trouver une suit (Un)ne(n) C D(Q) s’annulant au voisinage des
coins et telle que u, converge vers u dans H'(Q2). Par continuité de laplication ~y, il

. 1 . . .
vient que yu,, converge vers yu dans Hz(T'), ou, par construction, la suie (g, = Yun)nen

appartient o T[}2, D(T;). |

2.9 Théoreme de traces sur un domaine polygonal

A partir de maintenant, on s’intéresse a des domaines polygonaux de R%. Nous allons,
dans un premier temps, caractériser les sur T des fonctionns de H'(Q)). Nous adoptons
la notation ds pour la mesure de longueur sur I'. Conformément a la définition 2.3.1, on

introduit Uespace H2(T') :

Définition 2.9.1. On note H%(F) Uespace des fonctions f € L*(T) telles que

F R <. @
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Cet espace est justement l'espace des traces sur T' des fonction de H' () :

Théoréme 2.9.1. L application "trace”w — wr quiest bien définie sur C*°(Q) se prolonge
par densité en un opérateur linéaire surjectif v, de H*(2) sur H%(F) dont le noyauu est
Uespace HY(Q).

Afin de mieur caractériser l’espace des traces H%(F), on considére la restriction a
chacune des arétes T'; des élément de H'(Q). comme chaque I'; est un ouvert de R, la
restriction f; = fir, d'un élément de H%(I‘) appartient a H%(Fj) au sens de la définition

2.3.1.

Au voisinage des sommets , les éléments de H%(F) satisfont certaines conditions de

raccord qui sont précisées dans la proposition suivante

Proposition 2.9.1. la fonction f appartient a H%(F) si et seulement si f; € H%(I‘j) pour

tout j et si en plus (pour e assez petit)

/05 |fi(zj(—0)) — fj+1(xj(+0))!26fja < +00,VI <j <N, (2.6)

ot, la notation x;(+0) (resp.xj(—o)) désigne le point de I'j 1 (resp. I';)a distance o du
sommet M.
On peut dire que la condition (2.6) exprime le fait que les fonctions fjy et fii1 se rac-

cordent en M; en un sens faible, et on écrit, pour alléger les notation,

fj = fj+1 en Mj.

Enfin, on introduit encore 'opérateur linéare continu surjectif de H'(S) sur H%(Fj) qui

définit la trace d’une fonction sur I'; par

yiu = (yu)r.. (2.7)
Corollaire 2.9.1. [application
u— {yuliiy,

«29)



% CHAPITRE 2. LES DEFINITION DE BASE ET LES PROPRIETES DES ESPACE DE
SOBOLEV

est linéaire contunue et surjective de H*(2) sur le sous-espace de Hj.v:l H%(Fj) définie par
les conditions de raccord suivantes :

YU = Vi au point  M; Vj =1.N.

Traces des éléments de H™(()).

La situation se revéle plus compliquées si on s’intéresse aux traces des fonctions ap-
partenant a ’espace H™ () pour m > 1. Dans la suite, nous n’aurons besoin de donner
un sens a ces traces que st m = 2. Ainsi, nous allons caractériser l'espace des traces dans
ce cas spécifique et nous renvoyons af9] pour un entier m quelconque.

Considérons dans un premier temps les traces d’une fonction de H?(2) une seule

arete I';.
Proposition 2.9.2. Soit Q2 un polygone du plan. Alors, quel que soit j, l'application

u = {VJUJ ,yjan]u}7

qui est définit pour u € C*(£2) se prolonge de fagon continue en une application linéare

et surjective de H?*(Q) sur H%(Fj) X H%(Fj).

Remarque 2.9.1. Si Q est un domaine régulier (de classe C*' au moins), on peut in-
dentifier H%(F) a lespace des traces sur I' des élément de H:. En revanche, dans le cas
d’un polygone, on se heurte a la difficulté que l'on ne sait définir H*(I") que si s <1 (la
définition de HT por s > 1 nécessitant une surface I' plus régulier). L’espace des traces de
H?(Q) n’est donc pas un espace de sobolev usuel, d’ou l’idée de travailler face par face en
précisant les condition de raccord aux sommets. Pour comprendre [’origine de ces condi-
tions, considérons l’espace des fonctions continiment dérivables, COO(Q). si ' est réguliére,
il est clair que l'application

u — (ur, Opur).

envoie C>(Q)  sur C>=(I') x C'(I).

Supposons maintenant que I' est décomposée en morceaux I';. Alors, limage de COO(Q)
par application

u — (U|F, anU‘p)j
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est le sous -espace de [1;C'(T';) x C°(T;) constitué des éléments {g;, h;}; qui satisfant en

plus les conditions de raccord

9;(M;) = gj+1(M;), , (2.8)
g;(Mj) = g;’—l—l(Mj)a ) (29)
hi(M;) = hja (M), . (2.10)

Aux point d’intersectiobn de I'; et I'j 4.
Dans le cas d’un polygone , on écrit ces mémes relations en tenant compte du chan-

gement de repére (n, T)sur les différentes faces I';. On est maintenant en mesure de

caractériser de fagcon compléte l'esace des traces de H*(Q) :

Proposition 2.9.3. limage de H*()) par Uapplication

U = {gJ'?hj};'V:D

ot 'on a posé g; = vju et hy = v;(0p,,u) est le sous-espace de

[N

(T;) x H2(T)),

N
|
j=1

défini par les conditions de raccord

gj(Mj> = gj-‘rl(Mj)fVl <Jj<N, (211>
g; = —cos(w;)gjq +sin(wj)hjyr en M¥1 < j <N, (2.12)
hj = —cos(wj)hjy1 — sin(w;)gj,, en MVl < j < N, (2.13)

Remarque 2.9.2. Ce résultat est en fait un cas particulier du théoréme des traces des
fonctions de H™(Q2) pour m entier dont on trouve la démonstration dans[9] (Théoréme

2.4.6 et 2.4.9).
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2.10 Une formule de Green sur un polygone

Rappelons d’abord les formules de Green usuelles qui sont valides dans tout domaine

lipshitzienne borné suivant necac [5] :

Théoréme 2.10.1. soit Q un ouvert borné de R™ de frontiére lipshitzienne I'. Alors pour
u,v € H'Q, on a :
/v@iud:r = —/ u@wa&—{—/vuvvnido.. (2.14)
Q Q r

Ici, n® désigne la i éme composante du vecteur normal a T' orienté vers l'extérieur de €.

Par conséquent, sous les mémes hypothéses sur 2, on a la demi-formule de Green

/uAvd$+/ VuVudr = / Wu'y(@)dJVu € H'(Q);v e H*(Q),
Q Q r Ou

ainsi que la formule de Green

ov ou 9
/QuAvdx—/QvAuda:—/F'yuv(%)da—/rvv(%)davm,v € H*(Q).

Lorsque Q) est un ouvert polygonal borné de R™, les formules de Green s’énoncent de

la facon suivante :

(u, Av)q + (Vu, Vu)o = D (vju, 7;0,5)r,Yu € H'(Q) et v e H*(Q), (2.15)

J

(ua AU)Q - (Ua Au)ﬂ = Z {(Vjua ’yjanjfl})r‘j - (ijUa’Yjanju)Fj} el w,ve H2(Q>a

J

(2.16)
ot (.,.)q et (.,.)r, désignent le produit scalaire dans L*(Q) et L*(T;).
Lemme 2.10.1. pour tout fonction u € H*(Y), on a lestimation suivante :
[Aulloe < V2|lull20- (2.17)

Par conséquent , l'opérateur A est continue deH*(Q) dans L*(Q).
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Demonstration : L’estimation (2.17) s’obtient par calcul direct en utilisant l'inéga-
lité de Cauchy-Schwarzet linégalité (a + b)* < (a® + b?). En effet, soit u €, H*(Q) alors

on a

1Al = 10Fulliq + 103ull}q +2 [ 0%+ OBuds
< 1183ullf o + 1185ul 3 + 2010ull ol SBullo
< 118%ullf o + [185ul 0 + 2010 ullf ol BBullo
= (l10fulltq + l185ull5 oll*)

2
< 2(|[07ull3 + 103ull3,0)

< 2[[uf|2.0-

|
A lUaide de la deuxiéme formule de Green, (2.16), nous allons donner un sens dla

trace des fonctions u appartenant au domaine d’extension maximale de ['opérateur de

laplace danS L*(Q) (cf,[9]). posons
D(A, L*(Q) = {v e L*(Q)|Av € L(Q)},

muni de la forme
1
u = ([[vl[50 + [1Av][50)2.

On a D(Q) (et par conséquent H*(Q)) est dense dans D(A, L*(Q)). on a le

Théoréme 2.10.2. Soit 2 un polygone du plan Alors, aplication

v —= {7]U7735njv}7

se prolonge de fagon unique et continue en un opérateur de D(A, L?(Q)) dans
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demonstration : Considérons, pour j fizé, l’espace

Uy = {u € H(Q)|yu = 0, %0nu = 0¥k # j | .

Etant donnés (g;,h;j) € ]:I%(Fj) X ﬁ%(Fj), posons g = hi, = 0 Nous allons montrer que
les fonction (gx, hi.)_1 v vérifiant les conditions de raccord (2.11)-(2.13).

ol=

/
En effet, g; € ﬁ%(l“j), signifie d’aprer le Théoréme 2.6.4 que g; € H (L) et \g/j_ €
0

L*(T;) ou p désigne la distance entre x et ;. Alors g;(M;) = g;(M;—1) = 0 et (2.11)

suit.

D’autre part, vérifier (2.12) signifie montrer que l'intégrale

I = /05 |9k (2k(—0)) — (= cos(wr)gp41 + Sin<wk>hk+1)($k(+a>)’2?’

converge pour tout k =1.N. Or pourk #j etk #j—1 ona

Ok = Gr+1 = g1 = 0,

et par conséquent,les intégrales converge.

Il nous reste a traiter les cask =7 etk=7—1 On a

ydo
| ?7

L= [l i(=o)

Iy = /0E |c03(wj,1)g;(xj,1(+0)) = sin(le)hj(le(jLa))]QdO_U

<2 [[lg iDL +2 [ Ihy(aya(+0)

|2dﬁ
o
Remarquons que I'; peutétre décomposé comme suit

I, =ruls,
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o

[‘} ={zr el d(z,0l;) =d(z,M,)},

F? ={z el d(z,ol;) =d(z,M;_1)},

9
Comme =L € L*(T;), alors
VP !

/ 2 / 2
/Alg](x)’da:</ l9;()] dr < +00,i=1,2.
SO e

Or, en utilisant les notation x;(+0) et x;(—o) introduites dans la Proposition 2.9.3, on

peut écrire

’ mes(T;) |
[, g
I 0

d
i) o 7
et mes(T,)
[ 8O, ek,
ri p(r) 0 o '

On a aussi h; Eﬁ% et danc frj %dm < 400. Le méme raisonnement précédent implique

alor la convergence des intégrales

mes(f‘j)

2 !hj(%‘(—ff))Pda
0 o ’
et mes(I',;)
7 |hj(l’j—1(—0))|2da
0 o ’
mes(I';)

par coséquent, il suffit de choisir € < pour assurer la converge de I; et I;_y. la

2
codition (2.13) se vérifie de maniére similaire. Cesi étant, d’aprés le théoréme de trace

(Proposition 2.9.7) il existe continu, u € Uj, tel que

Yiu = g; et y;0nju = h;. (2.18)

Soit maintenant v € D(A, L*()), posons

lv(gj: hj) = (ua AU)Q - (Aua 0)97
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ou u; € U; vérifie (2.18) Ceci définit une forme linéare et continue sur H%(Fj) x H

SIS

(')
En effet ,en appliquuant l'inégalité de Cauchy-schwarz et l'inégalité

1 1

2 2

on obtient

11s(g5, ;)| < lullol|Av]]og + |[Aulloqllv]loo

1 1
< (lullia + 1A01152)* (IIvlG llAv]log) -

Laderniere majoration est du a(3.17) alors

11095, B)| < V3| |v]|pearz@y ul|2.0-

par conséquent :

1
t(g5 b)) < Co (g1, + 1113y, )

d’apres la continuité du relevement u, avec une constant générique C, qui dépend de v.

Ainsi, 1,(.,.) € H2([;) x H2(T;), le dual de H2(T;) x Hz(T;). comme, d’autre part,

pour une fonction v € H*(Q),

1,(g5, 1) =D { (9w, 0nkv)r, — (Y60, YuOnrtt)ry }
s

= (’}/juw P)/janjv)rj - (Vjvaﬁyjanju)l“j

= (’Yjanjvagj)Fj - (%, hj)rj-

d’apres la deuxiéme formule de green (2.16), la desnsité de H*(Q)dansD(A, L*(2))

permet de donner un sens d (vju,~;0n;0) dans H=2(L;) x H-2(;) par

(750, 750n;0) = (hy, g5) 7= (g5, 1) = (50050, 95) 3, ~ — (50, hy) 1, ~

ot (., .)g,w(resp. ou., .)7%, ~) désigne le produit de dualité dans H~2(T';)x H2 (T;) (resp.
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H3(T;)x H3(T;)). u
Dans le cas d’une ouvert a frontiére réquliére, on peut donner un sens a la deuxiéme
formule de Green pour v € D(A,L*(Q2)) et u € H*(Q). Ici, la présence des coins oblige d

restreindre [’espace ot varie u afin de pouvoir utiliser le théoréme précédent. Ainsi, on a la

Proposition 2.10.1. soit v € D(A, L*(Q2)). Alors, ona

(uv AU>Q - (Uv AU>Q = Z {<7janjv7 ’}/ju>7% ~, _<7jvaf7janju7j>f%, N} ) (2'19>

J

qule que soit u € H?*(Q) telle que vu € H et Opju € I:[%(Q)(Fj) pour 1 <2 < N.

Demonstration : pour u et v € H*(QY), l'egalité(2.19) n’est en fait que la formule de
Green (3.16) On veut étendre cette égalité pour v € D(A, L*()). pour une telle fonction
v, il existe une suite (Vn,)men de H*(Q) qui converge vers v dans D(A, L*(Q)). pour vy,
la formule de Green (2.19) est valable qule que soit v € H*(Q) tel que vju € ]:I%,vjanju €
(1))

(U, Avp)g — (Um, Au)g =Y {Wjanjvm,%ﬂ)_ga ~ = (YVm; Vi Onju, J) 3, N} . (2.20)

J

Remarquons d’abord que la forme linéaire
v — (u, Av)g — (v, Au)gq,
est continue sur D(A, L*(Q)) puisque
|(u, Av)g — (v, Au)a| < V3ull2.0l[v][pa,r2@),
(voir la preuve du théoréme 2.10.3), et par conséquent,

(u, Avp)a — (Vm, Au)q converge vers (u, Av)g — (v, Au)gq. (2.21)
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D’autre par, d’aprés le théoreme 2.10.3, 'application

v = (70, 70n;0),

est linéaire continue de

D(A, L*(2) dans H~

(S
=
5
<

X
3

(NI
—~~
=
5
<
\‘\/

il s’en suit alors que

Yivm = v dans H=2(Q)(T;),

YjUmOnj — YjO0njv dans ﬁ_%(Q)(Fj).

On sait que la convergence fort implique la convergence faible, d’ou

<'7jvm7 90> — <7jv7 Q0> ;VQD S [:]_%(Q)(F])’

<7j8njvmaw> - <P)/janjva¢> ;V¢ € 1{[7%<Q>(F])

(3.22)

En passant a la limite dans (2.20) et en utilisant (2.21) et (2.22) on obtient ['egalité
cherchée. |
D’une fagon similaire, il est possible d’érire la premiére formule de green pour une

fonction v € H'(Q) dont le laplacien apparttient a L*(Q2). posons
E(A, L2(Q) = {ve H(Q)v e L*(Q)},

c’est un espace de banach pour la norme

1
2

v ([0l @) + [1A0][5 )

De plus, D(Q) est dense dans E(A, L*(Q)) (voir lemma 1.5.5.9.dans [8])

Proposition 2.10.2. soit v € H'(Q) et Av € L*(Q). Alors, lapplication

v — Vjanjva
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qui est bien définie pour les fonction dans H*(S) permet un prologement unique et continue

une application de Uespace E(A, L2(Q)) dans H~2 De plus, on a
N
(Av,u)o = —(Vv V u) + Z VjOnjv, ) (2.23)
J=1

quel que soit uw € H*(Q) telque vju € H~% pour tout 1 < j < N

Demonstration : pour v € H'(Q) et ¢; € H 3, j fizé on considére l'application

L(pj) = /F ©7;O0njvdo.

Considérons ot ¢ = (1. pn) ou @x = 0 pour k # j, on montre comme dans la preuve

du théoréeme 2.10.3 que les fonctions ¢y vérifient les conditions de compatibilité

©; = @iy au point  M;,Vy

Appliquant le théoréeme de trace (Corollaire 2.9.4), on déduit ’éxistence d’une fonction
u € HY Q) telle que
viu=¢; sur I,

yeu =0 sur TyVk # 7,

de plus, il existe ¢ > 0 telle que

o < cllejllir,

< leill s

ce implique que

L(p) = L(yiu) = /F 7jwYOnjvdo

D’autre part, puisque v € HY(Q), v € H*(), on a alors grice da la formule de green
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(2.15) :

L(p) = (vju, 7janj“>rj

= Z(’VW, Wkankv)rk
k

= (u, Av)q + (Vu, Vv)a

< JJullogl| Avllo o) + [ulelvlo

< JJullogl|Av|lo0) + [ulrallv]lLe

< (JullPg + [ul o) 2 (] o + [|Aull3 )2
= [Jull1.0llvllpa.z2@)

< d|v|lga.c2@) @il 12T

(Q)(T;), i-e. L € (H2(Q)(Ty)) =

[N

par conséquent, L est une forme linéaire continue sur H

1

H~2(Q)(T;) de plus

L(p;
sup U < cl|vlle@a,2 @)
eem2yry il 1/2r;
;70
par conséquent, lapplication
’}/janj v — L

est linéaire continue de H*(Q2) muni de la norme induite par celle de E(A, L*(Q)) dans
H2 (Q)(T;) muni de la norme duale. donc en vertu de la densité de H*() dans E(A, L*59Q),
cette application peut étre prolongée continiment de facon unique en une application li-
néaire encore notée v;0,; de E(A, L*(Q) dans ]:I_%(Q)(Fj).

maintenant, pour v € H2(Q) et u € HX(Q) tel que v;u € H 2(Q)(T;), 1 < j < n I'éga-
lité(2.23), n'est en fait que la formule de Green (2.23) s’obtient alor par densité de H?*(Q)
dans E(A, L?(Q)) |
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CHAPITRE 3

LE PROBLEME DE DIRICHLET DANS
UN DOMAINE PLAN AVEC POINT DE
REBROUSSEMENT

résumé

On étudiéra le probléme de Dirichlet pour ’equation de Laplace dans un domaine plan
modele présentant un point de rebroussement.

Les technique de démonstration repose au départ sur le méme changement de variables
déj a utilisé par Ibukil]], qui réduit le probléme a une pertur batiar du probléme de Diri-

chlrt pour equation de Laplace dans une demi-bande infinie.
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3.1 Le probleme de référence

On démontre ici le probléeme suivant :

Théoréme 3.1.1. Pour f € LP(Qy) donné, il existe u € W2P(Qy) N Wy (Q) nunique,
solution de Au = f, dans .

On utilise une réflexion impaire dans la direction de x. On pose donc

u(z,y) six >0,
Uz, y)
—u(—x,y) siz<O0.
et
f(z,y) six >0
F(z,y)

—f(=z,y) six <0
On vérifie aisément ’équivalence des propriétés suivantes :
(a)u € W2P(Qo) N Wy (Q) et Au= f;
(b)U € W22(]0, 1[xR) N W,7(]0,1[xR) et AU = F;

Par ailleurs, il est clair que f € LP(Qy) si et seulement si F' € LP(]0, 1[xR)
L’existence et lunicité de U vérifiant (b) est bien connue (c,f. entre autres Grisvard

[2]) L’affirmation du théoréme 3.1.1 en résulte immédiatement.

3.2 le changement de variable

Suivant Tbuki [4], on pose

On étudie Ueffet de ce changement de variable sur l'equation Au = f posée dans ).

L’image de Q par ce changement de variable est ["ouvert

al—a

1
Qa:{(gan)€R2|£>&_1 70<77<1}7
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On pose naturellement v(&,n) = u(z,y) et g(§,n) = f(x,y). On a donc

u(z,y) =v (1

o lx_a“, y:p_a) )

DyU<ZL‘7y) = Dy“(fﬁ%

alors :

Dyu = D¢vDy§ + DyvDyn
= Dyvx~%(carD,¢ = 0)

_ —Q
=a “Dyv.
On a:

Diu = D,Dyu
= Dy[z~"Dyv]
=a “DyDyv
= x*angDyn

= x’angx’a

1l vient

e 2 _ . —2an2
Dyu=a""Dyv, D; = =" D,v.
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Ona :
£ — 1 x—a-&-l — (Oé _ 1)5 _ x—a—i—l
a—1
= (0= 19 = ()
= (o= )7 = ()
= (a—1) lgﬁ:x—a
== (a—1)—2 1§ﬁ
On pose :
Q@
B - o — 17
et
c=(a—1)a1 = (a—1)"
Alors :
e = o,
et
22— (267,
Donc

Dyu = cfﬁD,,v, Dzu = 0252’5D727v,

ouc=(a—1)% et B=a/(a—1). il vient également
On a :
Dyu(z,y) = Dyv(€,n).

Alors :

Dyu = DevD,§ + DyvD,n

= —x *Dev — Ozyx_a_anv.
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Donc :
—a 1 —a+1 —« —a—1 1 —a+1 —a
Dyu=—x va(a — ,yr~ ) — ayx Dnv(ﬁx ,yr~ %),
et :
D?*u = D,D,u
= Dy[—x “Dyv — ayr™*D,v]
=ar * 'Dev — 27 ' D, Dev + a(a+ D)™ *Dyv — ayx™* ' D, Dyv.
On a :
D,Dyv = ngDxf + D,DcvDyn
= —x_o‘ng — ayx_o‘_anD”v,
et
DDy = DeDyoDy€ + D2vDyn
=—2 “D¢Dyv — ozyx_a_ngv.
On a donc :

Diu=az * 'Dev — 27—z "D} — ayz~* "' Dy Dev] + a(oa — 1)yz~** Dy
— ayz =27 *DeDyv — ayz™ " D2
= az” ' Dev+ 27 D20 + ayz > ' D, Dev + a(a — D)yx=**Dyv + ayz ** ' DD,y
+ Ozzny_Qo‘_QDf]v
= ar " 'Dev + x_QQng + 2ayz** ' D¢ Dyv + a(a + 1)yz **2D,yv + a2y2x_2a_2ng
= g2 {ng + 20z DeDyv + o*y?x > D2v + ax® ' Dev + a(a + 1)yxa’2D,7v}

= g2 {Dg + 20mz® "' Dy Dev + o*n°2** 2 D2 + ax® ' Dev + a(o + 1)773:20‘_2D,7v} .

45



% CHAPITRE 3. LE PROBLEME DE DIRICHLET DANS UN DOMAINE PLAN AVEC
POINT DE REBROUSSEMENT

On a :
1 —a+1 a+1
€= 7% =z = (a—1)¢
a —
= () =((a-1)&)""
ol (a— 1>—1§—1
=1 =(a—1)"5¢!
— 2" = ((a- 1)) FE
=t =crg!
1
a—1 c’
=z = —
§
c_% c_%
et a0 M= T = g2 = )
§ £2
Donc

-

|

IV

D2y = *¢% {ng + 2acéZD§Dnv +a?c P = D20+ ac” P -Dev + afo + 1)c§?7Dnv} :

”
5 &
Au total I’équation Au = [ devient.

5 12
Dev 4 afa + 1)cﬁz2D,2]v} = g...(%).

1

2
2P {AU + 2aclleD€Dnv + aQCfnggv +2ac ?

[\

§

I =

1l convient également d’étudier ’effet du méme changement de variablessur les espaces

fonctionnels. Le résultat suivant est évident.

Lemme 3.2.1. On a f € LP(Q)) si et seulement si 5_% g € LP(Q,) En d’autres termes,
une fonction est de puissance p sommable en x,y si et seulement si elle est de puissance
p sommable en &, apres multiplication par 57%.

On devra donc étudier [’équation en v ci-dessus en supposant que 5_%51 € LP(Qy).
Pour éviter de manipuler des espaces avec poids, ilsera plus commode de considérer une
équation dont le second membre est proportionnel ff%g. Pour cela on pose

2p

w=_Evy=—.
p
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Alors v =& "w

et on cherche ’équation de w :

Dyv = D,[{ v
=" Dyw +wDy§?
=& "'Dyw+0

D:v = DyDyv = Dy[¢77 Dyw)]
— ¢ D2w+ D, ' Dyw
= f‘”D%w +0
= §’7D727w

Dev = D[ 7w] = " Dew +wDe&
— £ Dew — 467w

D¢Dyv = De[£77 Dyw]

— £D¢Dyw + D& Dyw
=& DeDyw — v Dyw

D}v = D¢Dev
— D" De — 7€)
= g”Dgw + D& " Dew — 47 ' Dev + wDe[—yE 7Y
= £ Dfw — 4 Dew — Dew — 467 Dew — y(—y — 1) 2w

= f”D?w - 275_7_117510 + Dew + y(—vy — & 2w,

1l vient :

Dy =& Dyw, Div =7 Diw, Dev = £ Dew — 46w, DeDyv = £ De Dyw —
Y Dyw, Div =T Diw — 2967w -y (y + 1€
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Alors :

(%) &P {S”D?an — 2967 Dew + (7 + )€ 2w + 2a¢” 7 (€7 D Dyw — vf‘”‘anW)}

—_
m33

+ 2P {a%gnz(g_”Dzw)acBg({‘”Dgw — v ) dala+ 1) F g2(5_7an)}

=%y,

2
_ _ _ 1 _ _27
(%) & 2 {D? — 296 ' Dew + (v + 1) 2w + 2ac” 7 B<D€an — ¢ ' Dyw) + a?ch 52Df,w}

+ 2 {ozc_éé(Dgw — 7 tw) + afa+1)c” ﬂ?D w}

=&y

2 1 2
(¥) & 2 {Aw - ngwmw + 2ac_%(ﬁD§an — yﬂan) + OéQC_;nD2w}

¢ 2 ¢ & &
Fee e (gha— ) +ata 1t o)
= 5*259.
Alors :
= g_wg...(*,*).
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Autrement dit, on a montré ’existence d’un opérateur différentiel linéaire du second ordre

L a coefficients bornés (pour & > 1 pour fizer les idées) tel que

1 1 1 212
(%, %) <=c? {Aw - E[—Qngw + 7(72_)10 + 2ac¢” % (nDe Dyw — VZan) + aQCﬂZDiw}
+c? {acé(Dgw — Zw) + ala+ 1)c§gan]}
=%y
On pose
1
Lw = —2vDew + ng—)w + 20(0_%(7]D§D77w - Vanw)
+ aQC%njD%U + ac*%(D w — lw) +ala+ 1)07%QD w
e Cg e
Donc :
1
(,%) < {Aw + ng} =g,
On a
20
Y—20=——-20
p
25 — 2By’
— T
_ 280 - 1)
= o
p-1
_ 25( / )’
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et on a :
1 1
—F+-=l=-=1--
p p p b
1 —1
e
p p
donc
—208
v—20=——0.
p
Alors :

? {Aw + iLw} = 57_259 = f%ﬁg,

—28
1l est naturel a ce point de poser h = & » g. En résumé on établit la proposition

sutvante.

Proposition 3.2.1. [l existe un opérateur différentiel linéaire dusecond ordre a coeffi-

cients bornés L tel que I'équation Au = f dans Q soit équivalente d I'équation c*Aw + (1/€) Lw

h dans €., ou on a posé

=28 28
h=E7 fw=¢7u

avec

3.3 Résolution du probleme transformé

On déduit du théoréme 3.1.1 le résultat suivant.

Théoreme 3.3.1. Pour a assez petit la propriété suivante est vérifiée :

Vopérateur A+ (1 + /€)L est un isomorphisme de W>P(Q,) N W, P(Qq) sur LP(Qy).
Démonstration : On sait que A est un isomorphisme de WP (Qo) Wy ™ (Qp) sur LP(Qp)
Par ailleurs, Q, est un translaté de () ((1/(a—1))ar~* dans la direction de x). Comme
A et les conditions auzlimites de Dirichlet sont invariants par translation, il en résulte
que A est un isomorphisme de W>P(Q,) N WyP(Qy) sur LP(Qg) pour tout a, et lanorme
de A~ est indépendante de a

¢«50)
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Pour a assez petit, donc ((1/(a—1))a™% assez grand, 'opérateur (1/€)L a une norme
inférieure da l'inverse de celle de A=, En d’autres termes (1/§)LA™Y est une contraction
stricte. 1l en résulte que A+ (1/€)L est un isomorphisme. Ainsi, partant de f dans LP(Q)
ou, ce qui revient au méme, de h dans LP(y,) il existe w € W*P(Q,) unique solution de

c? {Aw + ;Lw} = h dans Q, avec w = 0 sur 0€,.

1l reste a étudier les propriétés de dérivabilité de u correspondant a w |

3.4 Effet du changement de variables inverse

Ona :
£ = ! v = 7 = (o — 1)¢
a—1
= (@)= = ((a - D=
— = (a—1)"er{an
—r=(a—1) T “aTa
— (r=(a—1)aT1)@ ~aTa
—e=Tven,
et on a :

n=yx <= y=2a"
= y=c¢ n(car: xazc_lg_ﬂ)
=y=c g
28
on a par définition w = 7 u(x,y) Alors :

28

w=E (g e g ).

51)



% CHAPITRE 3. LE PROBLEME DE DIRICHLET DANS UN DOMAINE PLAN AVEC
POINT DE REBROUSSEMENT

Donc :

o
Dyw = u(z,y) Dy 7 + & 7 u(z,y)
_z _z
= ¢ ¥ Dyu(x,y)(car : D¢ ¥ =0)
_28 1. B _ _
={ 7 [Dn(c af a)DxU(iU:y)+Dn(C 1775 B)Dyu(x,y)]
_28 L 1.8
=& ¥ Dy(c 'ng?)Dyu(z, y)(car : Dy(c =& a) =0)
= ¢ Dyu(a, y)
D2w = D,Dyw = Dylc™'¢ %6+ Dyu(z, y)]
2
:C_lf_'@f v Dn[Dyu(x>?/)]
2 o
= ¢V Dy (e g P Diu(e, y)

28
=P Dlu(x,y).

De maniere équivalente On a :

28 28
w= ¢V u <= f’ww zf’ﬁér)/u
_3.28
s S—Qﬁwzf ,3+p/u
28 _
5—2ﬁw:€p/ 2,81,1,

= Wy = 7Py
28

= Wy =¢"u,

et

1,_pp28
Dyw =c 7" Dyu
26 _
— E_ﬁan =iV 2ﬁDyu

s 12
< "Dyw =c £Fu,

(52)
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et

ou encore on a !

et
£ = 2p2a
26 _28
EFP = hTue—=w=£%¢u
_28
=w=ci 25u,
et
_28
§PDyw=c'¢" 7 Dyu
_28
= D,W =& ¢ Dyu
—2 -2 -
< D,W =c7¢ » a2 “Dyu,
et

28
2, —20-28 9
Diw = ¢ 7 Dyu.

Du fait que w, Dyw et D*w sont de puissances p sommables dans Q,, le lemme 3.2.1

2

implique que x~*“u, v~ *Dyu et Dgu sont de puissances p sommables dans Q. Ecrivant

we D*u = f — D?u, on voit immédiatement que D?*u est aussi de puissance p sommable.
T Yy T
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Il reste donc a étudier la sommabilité de Dyu et DyDyu a la puissance p.

On a:

28
Dew = D¢[€7 D*ul
28 28
=uDe&7 +E7 Deu
28 _1, B _ _
u+ &7 (Dele™2¢™ ] Do + Dele™ €| Dyu)

28 283
= P (et D= g e D)

2 268 _ 1
= = Db iDL et D

208 28 _ 28_ _8_ 28_
:;gp, 26428 1U_§C-;§p, 2542051 o B lpe—i-led 2

B ?5%‘1(5?‘% - ﬁc_i€26—5‘1<§?‘%19wu> — e tng A e D)
= L) - Lot i (e E Do) - e e MY D),

On a:
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donc :

Dew — ?525 e )~ Dot (€5 Do) — e (€ D).

(C’est encore

Dew = 2 (a7 Fu) = D)€ F Do) - B e ) €T Dy
2 28 1,28 _28
- plg eV a2y — (g v D) — gngl(g » 27 Dyu).

On sait que Dew est de puissance p sommable. D’apres les calculs précédentson sait déja

que

£ vy ff%x_o‘D u
) y Wy

28

sont de puissance p sommable en &, n. Il en résulte a plus forte raison que & » z~*D,u
est de puissance p sommable en & et n, donc que x=*Dyu € LP(QY), par application du
lemme 3.2.1.

On a enfin

Dgan =D Dgw

= D, R ) - e e D) — e g € D)
165” 6% Dy — Lo 86 ¥ DD — 56 Dy — e tng € ¥ DDy
25

526 157— _15 BD u_ic 0{65 _16_6Dnyu_Bc_lfﬁ_lff%l)yu

—Bc‘lnfﬁ e "¢ Dru
(25 B
cp/

)fﬁ (5_7Dyu) - fcc_rlx(f_?Dnyu) - fnf‘l(ﬁ_?Dzu),
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d’ou encore

2 2 L2 )

DeDyw = (
. 2 T :
Comme on sait que DeDyw, & 7 2~ *Dyu et & 7 Dyu sont de puissance sommable en p en

&, n, il en est de méme pour ff%Dnyu. Ceci établit que D, D, € LP(QY), par application
du lemme 3.2.1.

Au total, on a établit la proposition 3.4.1.

Proposition 3.4.1. Le fait que w € W*P(Q) implique que
r 2%, 2% D,u, x~*Dyu, D?u, D,Dyu, Diu.

appartiennent a LP($2).
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Résumé

Dans notre travail, on a étudie le probleme de Dirichlet dans un
domaine avec point rebroussement, et pour cela on a commencer
par donner quelque propriétés des espaces de sobolev dans un
polygone, la technique utilisé est celle de Ibuki qui réduit le
probleme a une perturbation du probleme de Dirichlet pour le
Laplacien dans une demi bande infinie

Mots clés: Dirichlet, polygone, espace de Sobolev, point de
rebroussement.

Abstract

In the present study, we dealt with the problem of Dirichlet, In a
domain with a rebroussement point. In order for that, we started by
giving some properties of Sobolev spaces. The technique that is
used is that of Ibuki, and which decreases the problem with
interruption of the problem to an infinit half band

Key words : Dirichlet, polygone, Sopolev sapace, rebroussement
point.




