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INTRODUCTION

La théorie des équations aux différences est un sujet attractif ces derniers temps au
milieu des chercheurs et des scientifiques de différentes disciplines. En fait, le concept
de récurrence, qui est la base de ce genre d’équations, est apparu a I'époque et il a été
utilisé par des anciennes civilisations comme les Babyloniens au cours de leurs études
des nombres, et elles ont connu plusieurs équations aux différences, et une des plus
célebres équation aux différences (linéaire) est celle qui décrit «le probleme des lapins»
apparu dans le Liber Abaci de Leonardo de Pise (en 1202), dite «suite de Fibonacci».
Cependant, la théorie des équations aux différences n’a connu aucun développement
jusqu’a le 187 siecle, grace aux mathématiciens De Moivre, Euler, Lagrange, Poincaré,
Laplace et autres. La modélisation mathématique a ouvrit aussi de nouvelles portes
pour les équations aux différences lorsqu’elle avait conféré un tas de modeles discrets
qui traduisent des phénomenes de la vie réelle, le champs d’applications des équations
aux différences avait connu une diversité qui touche des domaines comme 1’économie,

la médecine et la biologie, - - - etc.

L'objectif de ce mémoire est d’étudier le comportement des solutions de certains
systemes d’équations aux différences non linéaires de type rationnelles. En plus de
I'introduction, le mémoire est structuré en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on s’intéresse aux équations aux différences et systeme

d’équation aux différences.

vi



Introduction

Dans la premiere partie du chapitre 2, on étude le comportement des solutions du

systeme d’équations aux différences non linéaire suivante :

_1
1+ Yn-s

Xn+1 =

1
1=——,neN
s yn+ 1+x”_3/ 0

L : s (_F
avec les valeurs initiales n’appartient pas a {-5+, n=1,2,---}.
Dans la deuxieme partie de ce chapitre nous avons étudies la périodicité des solutions

du systeme d’équations aux différences non linéaire suivante :

_1
1- Yn-3

Xn+1 =

1
’ n =T € N,
Yn+1 1—x,4 n 0

avec les valeurs initiales n’appartient pas a {0, 1}.
Dans le dernier chapitre, nous prouvons la stabilité du seul point d’équilibre positif du

systeme d’équations aux différences non linéaire suivante :

a+ Px,_1 _a+ BYn-1

Xn+1 = 1=
" a+by, Yne a + bx,

ol les parametres a, b, a, et f et les valeurs initiales xo, x_1, o, et y_; sont des nombres

réels strictement positifs.

Vil



CHAPITRE 1

SYSTEMES D’EQUATIONS AUX
DIFFERENCES

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux équations aux différences et systémes d’équa-
tions aux différences. Dans la premiére partie on présente quelques définitions et résul-
tats généraux des équations aux différences linéaires et non linéaires. Dans la derniére

. Ve . cox . PP
partie, on s’intéresse aux systémes aux différences. Dans tout la suite on définie 1'en-

semble IN; par I'ensemble des nombres n € IN tel que n > ny.

1.1 Equations aux différences

1.1.1 Equations aux différences linéaires

Définition 1.1.1 Une équation de la forme

Xpik + P1(0) Xk + -+ + pe(n)x, = gy (1.1)

1



Systémes d’équations aux différences

avec, po(n) = 1,p1(n), p1(n),- - - , g, sont des fonctions définies sur IN;; , s’appelle équation aux
différences linéaire d’ordre k, dés que pr(n) # 0.

En générale on associe k conditions initiales avec I’équation (1.1)
Xpy = C1, Xng+1 = C2, =** , Xngak-1 = Ck (1.2)
oitlesc;,i =1,--- ,k sont des constantes réelles ou complexes.

Théoreme 1.1.1 [4] L'équation aux différences (1.1) avec les conditions initiales (1.2) admet

une et une seul solution.

Définition 1.1.2 L'équation aux différences (1.1) est dite homogene si g(n) = 0 pour tout

n € N, . Alors elle prend la forme
Xnak + P1(M)Xnak- + -+ + pr(n)x, = 0. (1.3)

Théoréme 1.1.2 L'ensemble S des solutions de I’équation (1.3) est un K-espace vectoriel de

dimension k.

preuve. Soit$S = {x = (x) xi € K: xpur + pr(m)Xpai-1 + - + pe(n)x, = 0} I'ensemble

nzngy’

de toutes les solutions de 1’équation aux différences (1.3). On a

S KN = {(uy,up, -+ ,u), u; € K.

avis

Sur l'espace vectoriel KN on a les deux opérations ” + 7 et ”.” définies par

(x" + y”)HZHO = (xn)nan + (yn)nzngz
(Axn)nzng = /\(‘xi’l)i’lZYlo/ /\ c IK.

e S # ¢ car la suite a éléments tous nuls satisfait I'équation (1.3).

o Soient (X,)nsny, (YVn)n=n, € Seta,p €K, ona

2



Systémes d’équations aux différences

Xk + PYnsk = & (=p1(0) X1 — P2(M)X k2 — -+ — pr(n)xy,)
+ B(=p1(M)Ynik-1 — P2(W)Ynsk—2 — - — pr(M)Y)
= —p1(n) (@Xpsk-1 + BYnik+1) — P2(1) (X k-2 + PYnsk—2) — - -+ — p(n) (axy + BYn) -

Donc a(X,)usny + BYu)usn, € S. Alors S est un sous espace vectoriel de KN,
Rest a montrer que dim(S) = k, pour cela on va montrer que S est isomorphe au sous

espace vectoriel de KN, K* définit par
]I<k = {(Z)O/ 01,02, /vk—l)/ v; € ]I<} .

Posons
p:S - K

x P (X, Xngs1, s Xngrk—1)

Il est claire que ¢ est une application bien définie, montrons qu’ elle est linéaire :

Soitx,ye S,eta,feK

((@x + BY)yy (@ + BY)yr -+, (@X +BY), 1)

A (X, Xng+1s Xng+k=1) + B (Ynos Yng+1, Yngrk-1)

¢ (ax + By)

ap(x) + fo(y).

Donc ¢ est un homomorphisme d’espaces vectoriels.

On va montrer que ¢ est bijectif, commencons par 'injectivité.

1) On va montrer que ¢ injectif :

ker(p) = {x=2x, €S, @)= O}

{x € S/ (xnor xn0+1/ ot /xng+k—1) = (Or O/ Tty O)}

{x € S/ (xno = O/ xng+1 = 0/ e /xn0+k—1) = 0}

3
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etcomme toutes les termes de {x,,},,>, s’écrivent au fonction de x,,,, Xpy+1, -+ , Xng+k-1,

donc

ker(p) {xe S, x,=0Yn > npy}

{(0/0/' o /0)}

d’ot @ injectif.

2) Onvamontrer que ¢ surjectif : Soit (c1, ¢z, , ¢x) € K¥, définissons la suite (Xn)nzn, € S

Xny = €1, Xngtl = €2, Xgrk-1 = Chs Xgsk = —P1(M)X k-1 —P2(M)Xpik—2— - —pr(1)x,, 1 = 19

alors

© ((xn)rzZno) = (C1, Coytvey Ck)

donc ¢ est surjectif. Alors ¢ est bijectif.

de 1 et 2 ¢ est une isomorphisme, comme dim(K¥) = k, on déduit que S est un espace

vectoriel de dimension k. ]

Définition 1.1.3 Le Casoratien W(n) des solution (x1)nsne, () nsner =+ » (X% nsn, de I'équation

aux différences (1.3) est donné par :

1 k
x! Xk
1 k
x oo x
1 1
W) =det| " "
1 k
Xtk-1 X tk—1

Définition 1.1.4 Les suites (X1)usny, (X2 nsny, =+, (XX)nsn, sont dites lieés si A ay, a5, ,ay €

K non nuls tels que :

mx + a3 + -+ axk =0, Vi > .

4
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On dit que (x})us0, =+, (x’;l)nzno sont libres si :

alx,11+a2xi+---+akxﬁ:O:ai:O, i=1,k.

Lemme 1.1.1 [3](Lemme d’Abel) Soient (x})usn, (X2)nsner & (x’;)nzno des solutions de I'équa-

tion homogene (1.3), et soit W(n) leur Casoratien alors, pour tout n > ny

n—1
W(n) = (=1)) [H pk(i)W(no)] .

i=l’lo

Corollaire 1.1.1 Si pi(n) # 0, Vn > ny.

Alors le Casoratien W(n) # 0, VYn > nq si et seulement si w(ng) # 0.

preuve. Il découle directement du lemme d’Abel. ]

Proposition 1.1.1 Soit B = {(x,lq)nzno,(x%)nzno,m ,(xﬁ)nzno} un ensemble des solutions de

I'équation aux différences (1.3), alors B est libre si et seulement si W(n) # 0, VYn > ny.

preuve. Soient ay, -+, ar € Ktels que:

alxi+a2xi+---+akxﬁ20, Vn > ng

donc
(b)) + ap(x2) + -+ a(x¥) = 0,
axl +ox? L+t =0,
alx}wk—l + szfok_l Tt akxl:wk—l = O’
ce systeme s’écrit
X(n)b=0
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avec
1 2 k
xk xZ xk o
1 2 k
X(n) = Yot X X1 b= az
1 2 . k
xn+k—1 xn+k—1 xn+k—1 Ak

Donc le systeme admet le vecteur nul comme solution si et seulement si X(n) est
inversible, c’est a dire

detX(n) = W(n) # 0, Vn > n.

Donc B est libre. ]

Définition 1.1.5 Un ensemble de k solutions libres de I'équation aux différences (1.3) dit

ensemble fondamentale des solutions.

Théoreme 1.1.3 ( Théoreme fondamental ) Si pi(n) # 0, ¥Yn > ny I'équation aux différences

linéaire homogene (1.3) admet un ensemble fondamentale de solutions.

Corollaire 1.1.2 Soit {(x}l)nzno, (2 usnor (x’;l)nzno} un ensemble fondamentale de solu-
tions de I'équation homogene (1.3).

Donc la solution générale de I'équation (1.3) est donné par

k
_ i
Xn = Z aiXy,,

i=1

avec a; sont des constants réels ou complexes.

Lemme 1.1.2 Soient (X,)usny, (Yn)n=n, deux solutions de I'équation (1.1), donc

Zn)uzn, = (X0 — ]/y,)nzn0 est une solution de I'équation (1.3).

preuve. Ona (X,)usny, (Yn)n=n, sont des solutions de 1’équation (1.1), donc

Xnrk + Pr1(0)X k1 + - + pe(M)x, = gy,

6
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et

Yusk + P1(0)Ynik—1 + -+ + p(M) Y, = gy

donc

(Xntk = Ynsk) + p1(1) (Xnake1 = Ynrk—1) + -+ + pr(n) (x, — y,) = 0

par conséquent (Z,)nzny = (Xu = ¥n),,5,,, €St un solution de I'équation homogene (1.3). m

Théoreme 1.1.4 Soit {(x,li)nzno, (2 usngs =, (x’fl)nzno} un ensemble fondamental de solution
de I'équation (1.3) et (xX},),s,, une solution particuliere de I'équation (1.1), donc toute solutions

générale de I"équation (1.1) prend la forme

K
X, = Zaix; +x0, ¥n > ny.
P

preuve. Si (X,),2n, st la solution générale de (1.1), et (x}),>,, une autre solution de
(1.1)

p

alors d’apres le lemme (1.1.2) (x, — x}, est une solution de 1’équation (1.3), ainsi
p 0 q

k
xn—xﬂ:Zaix;, a;, €K, Vi=1,--- ,k, n>n,.
i=1

Les équations aux différences linéaires a coefficients constants

N

Dans toute la suite, on s’intéresse aux équations aux différences a coefficients

constants homogenes, c’est a dire

Xptk + P1Xn+k=1 + P2Xnsk— + =+ + PeXn = 0. (1.4)

7
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Les p; sont des constantes réels ou complexe.

Théoréme 1.1.5 L'équation (1.4) admet des solutions de la forme :
X, = A"

avec A € C* et vérifie :

k
p(A) = ) it = (15)
i=1

preuve. Enremplacant par x(n) = A" dans I’équation (1.4), on trouve

puisque

Alors A" est une solutions de 1’équation (1.4). [

Définition 1.1.6 Le polynome
k
p(d) =) it
i=0

s’appelle le polyndme caractéristique associé a I'équation (1.4).

Théoreme 1.1.6 Si les racines Ay, Ay, -, Ap du polyndme caractéristique p(A) sont dis-
tinctes, alors {AT, AL, e, AZ} est un ensemble fondamental des solutions pour I'équation

(1.4).

preuve. Si Ay, ---, A; sont des racines distinctes du p(A) alors {A’f, cee, /\Z} sont k
solutions de I'équation (1.4). Montrons qu ils sont linéairement indépendantes. Il suffit

de trouver un n, tel que W(ny) # 0.
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Le Casoratient des donné par

AT AL Al
/\n+1 An+1 .. An+1
A111+k—1 /\;z+k—l . /\Z+k—1
choisissons 1y = 0, on obtient
1 1 1
M A A
woy=| T == =0
: : . : I<i<j
/\I{—l /\l;—l . /\i—l
Ainsi
W(@0)#0

alors {A’f, AS, e, AZ} est libre donc forme un ensemble fondamental des solutions

pour I'équation (1.4). |

Corollaire 1.1.3 Du théoreme précédent, il résulte que toute solution de I'équation (1.4) s’écrit

comme combinaison linéaire de A, i =1, --- , k, i.e,

k
X, = Zai/\?, 4, € R
i=1

avec : Ay, --+, Ay sont des racines distinctes du polynome caractéristique p(A).

Théoreme 1.1.7 Supposons A1, Ay, -+, A, v < k sont les racines du polyndme caractéristique
associé a 'équation (1.4) avec les multiplicités my, my,--- ,m, respectivement (),';_y m; = k)
alors :

{ADnzng, (A 2y, -+ /(”ml_l/\gl)nzno/(/\Z)nznoz(”Ag)nznoz'" ,

("™ A wzngs s (A nzngs (MADuzngs =+ (WA )z}

est une ensemble fondamental pour I'équation (1.4).

9
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Corollaire 1.1.4 La solution générale de I'équation (1.4) s'écrit :

r mi—l

Yp = Z Z ain/ A7, a; € R

i=1 j=0

o Le parametre r < k désigne le nombre de racines distinctes de I'équation caractéristique
(1.5).

o Le parametre A; désigne une racine distinctes de I'équation caractéristique (1.5).

o Le parametre m; désigne le multiplicités de la racine A;.

e Les coefficients a;; sont des constantes qui sont déterminées a partir des conditions initiales.

Exemple 1.1.1 (Suite de Fibonacci)
Définition 1.1.7 La suite de Fibonacci est la suite {F,},o

Fupo=Fuu+F,, n>0

Fop=0,F =1

(1.6)

Remarque 1.1.1 La suite de Fibonacci est une équation aux différences linéaire a coefficients

constantes homogene d’ordre 2.

L’équation caractéristique de (1.6) est

Ainsi, les racines caractéristiques sont

_1+V5_1-45
2 T

la solution générale de I'équation (1.6) est donnée par la formule suivante :

an_‘Bn
n = ’
a—p

(1.7)

10
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dite formule de Binet, avec

1+V5  1-
7 P

|5

a =

Corollaire 1.1.5 Soient {F,} la suite de Fibonacci et n, r € IN. Alors

lim Fur =a

n—e E,

preuve. Ona {F,} la suite de Fibonacci et n, r € N. Alors

l'mh i a-p =a
n—0oo Fn n—+co 1_(5 n

Analyse de la stabilité de solutions

Définition 1.1.8 On dit que la solution {X,},s,, de '"équation (1.4) est stable si pour toutes

autres solution de (1.4) {x,}uzn,
en = Xy — X, 1 € NJ

est borné.

Définition 1.1.9 On dit que la solution {X,},>n, de I'équation (1.4) est asymptotiquement

stable si {X,},>n, est stable et pour toutes autres solution de (1.4)

lime, = lim(x, — x,) = 0.
n—-00 n—0oo

11
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Théoréme 1.1.8 Une solution {x,},>n, de (1.4) est asymptotiquement stable si et seulement si

les racines du polynome caractéristique sont a l'intérieur du disque unité,

(c’est a dire {Xy }usn, est asymptotiquement stable <= A <1, i=1,---,m).

preuve. Soient Ay, Ay, ---, A, les racines de p(A) avec les multiplicités m;y, my, - - -

respectivement. {x,},>,, une solution de (1.4). On a
r m,-—l
%=), e

i=1 j=o

et

donc

(1.9)

o) Si|A;| < 1,1le membre de droite dans (1.9) tend vers zéro (car lim n/ A =0) c’est

a dire
lim [x, — x,| = 0.
Nn—00
e) Inversement si

lim [x, — x,| =0
n—00

supposons qu il existe A, tel que |A.| > 1 donc x,, — x,, tend pas ver zéro donc n’est

pas asymptotiquement stable "contradiction".

Théoreme 1.1.9 Une solution {x,},>n, de (1.4) est stable si et seulement si les modules des

racines de p(A) est inferieur ou égale avec les racines de module égale a un sont simple.

12
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preuve. Soit Ay, Ay, -+, A, des racines de p(A) avec les multiplicités mq, my, - -+, m,
r mi—l
== Y Y (G — i) wiAL (1.10)

i=1 j=o0

o) Il est clair si n est finie la quantité (1.10) est bornée. Il nous reste a étudier quand
n — oo sin — oo les termes correspondants les A, :
|Ai| <1, tend vers zéro,
|A;| = 1, est bornée.

¢) Inversement supposons si existe A. tel que |A;| > 1 donc la quantité (1.10) n’est

pas bornné donc n’est pas stable "contradiction".

1.1.2 Equations aux différences non linéaires

Définition 1.1.10 Une équation aux différences non linéaire d’ordre (k + 1) est une équation

de la forme

Xn+k = f(xn/xn—lr' e /xn—k) (111)

avec f : [F! — [ est une fonction continue, [ un intervalle de R et
k+1
(x()/x—l/ T /x—k) el "

sont les conditions initiales.

Remarque 1.1.2 Toute solution {x,}'> de I'équation (1.11) est uniquement déterminée par

les conditions initiales.

Définition 1.1.11 Un point x € I est dit point d’équilibre pour I'équation (1.11) si

x=f(xx,-,X)

13



Systémes d’équations aux différences

autrement dit

X, =X, Yn > —k.
Définition 1.1.12 Une solution {x,}'> , de I'équation (1.11) est dite périodique de période p si
Xnip = Xn, Y1 2 —k.
Définition 1.1.13 Un intervalle | C I est dit intervalle invariant pour I'équation (1.11) si

X_jsX—k+1," " s X0 € ] =X € ]l n > np.

Stabilité des équations aux différences non linéaires

Définition 1.1.14 Soit x un point d’équilibre de I'équation (1.11).

1. X est dit localement stable si
Ve>0,30>0, Vx_,---xg€l:|x_p—x|+--+|xg—x| <0

alors

| x, —x|< &, ¥Yn > —k.

2. x est dit localement asymptotiquement stable si
e x est localement stable,
e dy>0, Vx_y,---xo€l:|x_k =X+ -+ |xo—X| < yalors lim x, =x.

n—+00

3. X est dit globalement attractif si

Vx_g,---x0 €I, lim x, = x.

n—+00

4. x est dit globalement asymptotiquement stable si
e X est localement stable,

o X est globalement attractif.

14
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5. Le point x est dit instable s’il est non localement stable.

Linéarisation des équations aux différences non linéaires

Supposons en plus que fest une fonction différentiable au voisinage du point d’équi-

libre x. Considérons la fonction

fo I - I
(o, iy, -+ yu) > fluo,ua, -, thy)-
Définition 1.1.15 On appelle équation aux différences linéaire associée a I'équation (1.11)
I'équation
Yue1 = PoYn + Pr¥n-1 + -+ + Pelnk (1.12)

aovec
of

pi= g @ D=0k

Pour laquelle on associé le polyndme caractéristique
(A) /\k+1 Ak_"'_pk-

Remarque 1.1.3 La stabilité de I'équation (1.11) est caractérisé par la stabilité de I'équation

aux différences linéaire associé (1.12).

Le théoréme suivant du Clark, donne une condition suffisante de la stabilité locale

asymptotique de I'équation (1.11).

Théoréme 1.1.10 Une condition suffisante de la stabilité locale asymptotique de I'équation

(1.11)
lpol + lpal + -+ Ipel < 1.

Pour montrer ce théoréme, on utilisant le théoreme de Rouché.

15
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Théoréme 1.1.11 (Théoreme de Rouché) [9] Supposons que :

1. Les fonction f(A) et g(A) sont analytique a I'intérieur est sur une simple conteur ferméy

dans le domaine complexe.
2. [f(A)] > |g(A)| pour tout les points sur y.

Alors f(A) et f(A) + g(A) ont le méme nombre de zéros a l'intérieur du disque unité.

preuve. (Théoreme(1.1.10)) Soit
p(A) — /\k+1 _po/\k__”_Pk

le polyndme caractéristique associé a 1’équation (1.11). Soit f et g deux fonctions com-
plexes définies par

FA) = A%, g(A) = poAS + -+ + .

On a pour tout A € Ctel que |A| =1

lg(A)] IpoA* + -+ + il

IN

Ipol + [p1l + -+ + |pxl

< 1

i.e.,

lg(DI < f(A)L.

Alors par le Théoreme de Rouché f(A) et f(A) + g(A) ont le méme nombre de zéros
(k+1) al'intérieur du disque unité. Ainsi les racines du polynéme p(A) sont de modules

inférieures a 1, et le résultat découle du théoreme (1.1.8). [

1.1.3 Stabilité par linéarisation

Théoréme 1.1.12

16
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1. Si toutes les racines du polyndme caractéristique de I'équation aux différences linéaire
associée sont dans le disque unité ouvert |A| < 1, alors le point d’équilibre X de I'équation

(1.11) est asymptotiquement stable.

2. Siau moins une racine du polynome caractéristique de I'équation aux différences linéaire
associée a un module supérieur a un, alors le point d’'équilibre x de I'équation (1.11) est

instable.

preuve. Soit I'équation aux différences (1.11)
Xn+1 = f(xn/ Xpn-1, "** xn—k)/ n= 0/ 1/ oy

et la fonction
f: I - I

(o, -+ k) = fluo, -+, thy)-
Si en faire un développement de Taylor de la fonction f autour du point d’équilibre
(x, x, ---, x) on obtient
Yot = 56 T, DY+ @ X, e, DY o @ X o, DY + 0 — ),

Quand n — +o0, o(x —x) — 0, donc
Xn+1 = PoYn + P1Yn-1 + - + PxYn—k
et le polyndme caractéristique est
p(A) = A — oAt — - —py.

Donc d’apres le Théoréme (1.1.8) (X,)usn, €st asymptotiquement stable & || <1, i =

1, ---,s. [ ]

17
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1.2 Systémes d’équations aux différences

Dans cette section, on s’intéresse aux systémes d’équations aux différences non
y

linéaires.

1.2.1 Stabilité des systemes d’équations aux différences non linéaires

Soient f, g deux fonctions continument différentiables
f:Ik+1X]k+1 - I, g:[k+1>(]k+1 — ]
ou I, ] sont des intervalles réels. Considérons le systeme d’équations aux différences

Xn+1 = f(xl’l/ Xn—1,""" r Xn—ks yl’l/ ]/n—lz Tty yi’l—k) (1 13)

Yns1 = G0, X1, Xneies Yor Y1, """ » Yn—kc)

N k+1
ot 11,k € No, (X_g, X 41, -+, X0) € ! et (Yor, Yoisr, -, Yo) € J.
Définissons la fonction

. Tk+1 k+1 k+1 k+1
H:I"" x] — [ Xx]

ar
i HW) = (fo(W), (W), -+, filW), go(W), g1(W), - - -, gx(W))
avec
W = (g, U1, -+ , Uk, 0o, 01,7+, 08),
foW) = f(W), A(W) = uo, -+, fil(W) = tty1,
go(W) = g(W), ;1(W) = vo, - -+, gi(W) = V1.
Posons

T
WTZ = (xn/ Xn-1s""" s Xn—ks ]/n/ ]/n—lz Tty }/n—k) .

18
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Ainsi, le systeme (1.13) est équivalent au systeme

W1 = HW,),n=0,1,---, (1.14)

c’est a dire

Xny1 = f(xn/ Xn-1,""" r Xn—ks yn/ yn—ll Tty yn—k)
Xp = Xn
Xn-k+1 = Xn—k+1
Yot = G Xn1," " Xncks Yos Yn-1, " 5 Yt
Yn = Yn
Yntr1 = Yn-k+1

Définition 1.2.1

1. Un point (x,y) est dit point d’équilibre pour le systeme (1.13) si

=1

Il
=
—_~
5
Rl
Rl
N3
N3
<J
Nl

2. Un point W = (X,%,-+- ,X,7,Y, -, ) € I x [V est point d'équilibre du systeme
(1.14) si
W = H(W).

Définition 1.2.2 Soient W un point d’équilibre du systeme (1.14) et ||.|| une norme, par exemple

la norme euclidienne.

1. Le point d’équilibre W est dit stable (ou localement stable) si pour chaque € > 0, il existe

6 > 0 tel que ||Wy — W <6 implique |[W,, — Wl < € pour n > 0.
2. Lepoint d'équilibre W est dit asymptotiquement stable (ou localement asymptotiquement
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stable) s'il est stable et 5'il existe y > 0, tel que ||Wy — W|| < y implique

W, = WIl = 0, n — +oo.

3. Le point d’équilibre W est dit globalement attractif (respectivement globalement attractif
de bassin d’attraction l'ensemble G C I x J*1), si pour chaque Wy (respectivement
pour chaque Wy € G)

W, — WI| = 0, n — +c0.

4. Le point d’équilibre W est dit globalement asymptotiquement stable (respectivement
globalement asymptotiquement stable par rapport a G) si est localement stable, et si pour

chaque Wy (respectivement pour chaque Wy € G),

W, = WIl = 0, n — +oo.

5. Le point d'équilibre W est dit instable s'il n’est pas localement stable.

Remarque 1.2.1 Il est claire que (x,y) € I X | est un point d’équilibre du systeme (1.13) si
et seulement si W = X, %Yy, ,Y) € I % J**1 est un point d’équilibre du systéme

(1.14).

1.2.2 Stabilité par linéarisation

Le systéme linéaire associé au systéme (1.14) autour du point d’équilibre

est donné par

Wn+1 :Awn/n:()/l/“' ’
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oi1 A est la matrice Jacobienne de la fonction H au point d’équilibre W, donnée par

fo A\ 200 [TAT fo A %o A 9fo [TaT fo (TA7
() W) - W) ) FW) - W)
) W) - W) W Fw - Fw)
L] D B e S R EW) e SW)
W) GRN) - GO EOA) W) - W)
291 [Tar o091 [Tar N [Tar 9 [Tar o0 /Tar 291 /Ta7
W) GEN) e O SO W) - )
L) W) oo FEW) W) ZEW) - EW)

Théoreme 1.2.1 (Stabilité par linéarisation)

1. Si toutes les valeurs propres de la matrice Jacobienne A sont dans le disque unité ouvert

Al < 1, alors le point d'équilibre W du systeme (1.14) est asymptotiquement stable.

2. Si au moins une valeur propre de la matrice Jacobienne A a un module supérieur a un,
alors le point d’équilibre W du systeme (1.14) est instable.
1.2.3 Théoréeme de convergence

On donne dans cette section un théoréme de convergence pour les systemes d’équa-

tions aux différences d’ordre deux, utile pour la démonstration de nos résultats.

Théoreme 1.2.2 [5] Considérons le systeme d’équations aux différences définie par

Xn+1 = f(xn—lz Yn)
Yns1 = G(Xn, Y1)

(1.15)

aovec

f 10, 00[X[0,00[ — [0, 0] 116
g :[0,00[X[0,00[ — [0, 00].

Supposons que f et g sont des fonctions continues eta, b, c, et d sont des nombres réels positifs.
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Aveca < b, c <ddeplus
f:la,blx[c,d] — [a,b]

(1.17)
g:la,blx[c,d] — [cd]

telle que

1. f est croissante par rapport a x et décroissante par rapport a y et g est décroissante par

rapport a x et croissante par rapport a y.

2. Simy, My, my, et M, sont des nombres réels telle que

my = f(my, M), My = f(My, m3), my = g(My, my),

et
M, = g(my, M),
alors my = My et my = M,.

Alors le systeme (1.15) a un seul point d’équilibre (x,y) et lim (x,, y,) = (X, ).
n—+0co
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CHAPITRE 2

COMPORTEMENT DES SOLUTIONS
DE CERTAINS SYSTEMES
D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES
D’ORDRES QUATRE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I'étude du comportement des solutions des sys-

témes d’équations aux différences suivants :

1
1+ yn—3,

Xn+1 = Ynt1 = 1 , 1 € No.

£ Xp-3

Avecles valeursinitiales sont desnombresréelavec x_s, x_, X_1, X0, Y-3, Y2, Y-1, et, yo &

{O/ 1}U{_%/ n= ]-/ 2/ }
FZH
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N _ 1 _
2.2 Lesysteme x,,1 = Ty Y+l = Tox, 5

Dans cette section nous étudions le comportement des solutions du systémes
d’équations aux différences

B 1
- 1+ Yn-3

X1 ;o Ynr1 = , 1 € Np. (2.1)

1+x,3

Avec les valeurs initiales x_3, x_5, x_1, X0, Y-3, Y2, Y-1, et, yo & {—F;”T”, n=1,2,---}.
n

2.2.1 Forme des solutions

Le théoreme suivant décrit la forme des solutions du systeme (2.1).

Théoreme 2.2.1 Soit {x,, Yu}ns—a une solution du systeme (2.1). Alors pourn =0, 1, ---,

_ Fonn + FonYica _ Fopr1 + FonXizg .
X8n+i = ’ y8n+i - , 1= 112/ 31 4/
Fopio + Fons1Yi-a Fopio + Fops1Xiza
Fonio + FopiaXig Fopio + Fonyics .
Xen+i = y81’l+i = ;1= 5/ 6/ 7/ 8.

7
Fopis + FopioXig Fopis + FonsoVi-s

preuve. Par un calcul direct, on obtient de (2.1) que

X1 = 1 Xy = 1 X3 = 1 X4 = 1
1_1+y_3, 2_1+y_2, 3_1+y_1, 4_1+y0,

B 1 B 1 B 1 1
y1_1+x_3' y2_1+x_2' y3_1+x_1' y4_1+x0'

et

X _1+x_3 X _1+x_2 X _1+x_1 X _1+.X'0
ST a2 xn, T T 24w T 24y
1+ 3 1+vy_, 1+y_, 1+ 0
y5=2 s r Yo = s y Y7 = s ;s Y8 = y-
+Y-3 2+y_2 2+y_1 2+y0
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Donc le résultat est vérifié pour n = 0. Supposons que n > 0 et que le résultat est vérifié

pour n — 1, c’est a dire,

X8(n—1)+i
Y8(n-1)+i
X8(n—1)+i

Y8(n-1)+i

Il découle de systeme (2.1) et de ’hypothese de la récurrence que, pouri =1, ---

X8n+i

Fopn1 + FouaVi

= - 1/ s 4/
Fon + Fop1Yi-a ’
Fou1+ FopoXig .

, 1= 1/ Tty 4/

Fopn + Fop1Xi4
Fop + Foy1Xi-g

= ’ 5/ Tty 8/
Fopi1 + FonXig
Fou + Fon1Yis

_ n n-1Yi _ 5, . ) 8

7
Fopi1 + FonlYi-g

1

1+ ygu—a+i

1

1

14—
1+ xg(u—1)+i

1 + xg(-1)+i

2+ Xg(n-1)+i
Fop1 + FonoVi-sa
Foy + Foy1Yi-a

Fop1 + FonoVi-s

Fon + Fop1Yi-4
Fou + Fouoq + (Fon—1 + Fou2)Viza

2F5, + Fop1 + (2F2u-1 + Fop2)Yi-s
Fopi1 + FonlYioa
Fopio + an+1yi_4'

2+

25

(2.2)
(2.3)
(2.4)

(2.5)
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et

1
1+ xgp—44i
1
1
+ F—
1+ ygm-1)+i
1+ Ysp-1)+i
2 + Yg(n—1)+i
Fo,_ 1+ F5,0x;_
1 + 2n-1 2n—-2A1—4
Fop + Fop1Xi_4
Fop1 + FopoXiy4
Fop + Fyp1Xi4
Fou + Fop1 + (Fou—1 + Fopp)Xi—4
2F5, + Fop1 + (2F2-1 + Fop)Xi4
Fopi1 + FopXi—y
Fopio + Fops1Xiza

Ysn+i =

1

2+

De méme, pouri =5, ---, 8,de (2.1) on obtient

1
1+ Ygp—s+i
1
1
1+ xg41-1)+i
1+ xg41-1)+i

X8n-+i

1+

2 + Xg(n—1)+i
Fou + Fpy1Xi g
Fou1 + FonXig
Fou + Fpy1Xig
Fou1 + FonXig
Fong1 + Fou + (Fou + Fop1)Xi g
2Fpu41 + Fau + (2F2 + Fop-1)Xi-s
Fouyo + Fops1Xig
Fouss + FopsaXig’

1+

2+
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et

1
1
N S
1+ ygm—1)+i
1+ yg(u-1y+i
2 + Yg(n-1)+i
Fop + Fon1Yisg
Fopi1 + Fonlyig
N Fon + Fon-1Yi-sg
Fope1 + Fonlyizg
Fon1 + Fou + (Fon + F21)Yios
2F5u41 + Foy + (2F2, + F2u-1)Yi-s
Fopio + Fons1Yi-s
Foupz + P2n+2yi—8.

Ysn+i =

1

2.2.2 Stabilité global des solutions positives

Dans cette section, nous étudions le stabilité asymptotique globale des solutions

positives du systéme (2.1). Soit I = | =]0, +oo[ et on considérons les fonctions
frxt - I, g:I'xJ* - ]

définies par

f(MOI uq, Uy, Uz, 0y, 01,02, 03) = T+o ,
3
1
g(u(]/ ui,Up, U3, 0y, 01,07, 03) = 1 T .
3

Lemme 2.2.1 Le systeme (2.1) admet dans ]0, +00[X]0, +oo[ un seul point d’équilibre, et il est

27



Comportement des solutions de certains systémes

donné par

E:(—ln;\/gl —1;\/5).

preuve. Il est claire que le systeme

1 1

Tivy YT 1w

7

a une solution unique dans I X | laquelle

E= (7)< (—1+ \/51 1+ \/5)
2 2
|
Théoréme 2.2.2 Le point d’équilibre E est localement asymptotiquement stable.
preuve. Le systeme linéaire associé au systéme (2.1) autour du point d’équilibre
E:(—1+ V§,—1+ \/5,—1+ V§,—1+ \/5,—1+ V§,—1+ \/5,—1+ VEI—1+ \5 € '
2 2 2 2 2 2 2 2

est donné par

Xus1 = AXu, X = (Xn, Xuc1) Xn-2, Xn-3, Ynsr Yn-1, Yn-2, yn—3)T (2.6)

ou A est la matrice Jacobienne donnée par

—3+15

[an}

o O =k O O O o o
o B, O O O O o o

o O O o o o = o
o O O o o ~ o o
o O©O O ©O = O O o
|

@

+
_ O OoO O o o o
o O O o o o o
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Est son polyndme caractéristique

p(A) = det(A - Al)
3+ 5\’
=X ‘(T) -

Considérons les deux fonctions définies par

a() = A8, b(/\):( .

—_3 bl \/5 <1
> .
Alors
Ib(A)| < la(A)|, YA - A = 1.

Donc, d’apres le Théoréme de Rouché, tous les zéros de P(1) = a(A) — b(A) sont dans

Al < 1. D’ot, d’apres le Théoreme (1.2.1), E est localement asymptotiquement stable. m

La stabilité asymptotique globale du systeme (2.1), fera l'objet du théoreme suivant :
Théoreme 2.2.3 Le point d’équilibre E est globalement asymptotiquement stable.

preuve. Soit {x,, ¥,},>—4 une solution positive du systeme (2.1). D’apres le Théoreme

(2.2.2) il suffit de prouver que E est globalement attractif, c’est a dire

lim (x,, y,) = E.

n—+oo

Pour cela, on prouve que pouri=1,--- ,8ona

nl_i)r_{lm(x8n+i) = nl_i)I_Poo(ySnH)
_ -1+145
= —2 .

Pouri=1, 2, 3, 4,il d’écoule du Théoreme (2.2.1) que
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Fops1 + FonlYioa

lim (xg,4;)) = lim

n—+co n—+00 Fouin + Fopy1Vioa

FZn

1+ ——Viu

= lim
n—+oo Fppin

F2n+1

et

F2n+1

7

Yig

Fopi1 + FonXiy

n—+oo Fop o+ Fopi1Xiog

lim (yg) = lim
n—+oo
1+
= lim
n—+oo F2n+2
F2n+1
On utilise le corollaire (1.1.5), on obtient
li FZn 1
im =—,
n—+eo Fo g a
de méme, on obtient
lim F2n+2 —
n—+eo Foppq
Donc, de (2.9) et (2.10), on aura
. T+iyia 1
lim (x8n+i) = — = -
n—+oo 104 + y1_4 104
1+ x4 1
lim (fgpe) = —t ==
n—1>I-Poo(y8 * ) a+ X4 o

Pouri=5, 6, 7, 8,il d’écoule du Théoreme (2.2.1) que

F2n+1

Xi—4

Xi—4

Fopio + Fopiaxig

lim (x8n+,-) =
n—-+00 Fonis + FopyoXig
F2n+1
14+ —xig
_ F2n+2
- 7
F2n+3 X
i-8
F2n+2

30
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et

Fopio + FoniVi-sg
Foniz + FonsoVi-g

Jlim (35.2) =

F
1+ Fﬂyi_g
2n+2
= —== 2.12
F2n+3 y g ( )
F2n+2 .
On utilise le corollaire (1.1.5), on trouve
. F2n+1 1
| =—, 2.13
n—lglm Fonir  «a ( :
de méme, on obtient
Fy,
lim =22 = g, (2.14)
n—+eo Fopyn
Dong, de (2.13) et (2.14), on aura
1 1
i (45,0) = T 1 1445
n_lglo X811+ - a+ X g - a - > ’
1 1
lim (Ygi) = ﬂ _1_ ﬂ
n—r+00 y8n+l B a+ yi_g B 84 B 2 )
|

2.2.3 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats de cette partie, nous considérons les exemples numé-

riques suivants :
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Exemple 2.2.1 Supposonsxo =2, x_1=1,x,=2/3,x3=5,¢t, y9=3/2, y-1=4, y_» =
1/2, y_3 =1/4.

01 i i i i
0 10 20 30 40 50

Ficure 2.1 — Ce graphique représente le comportement de la solution du systeme (2.1).

Exemple 2.2.2 Supposonsxo =3, x_.1=9,x,=35,x3=16,¢t, yo=17, y-1 =29, y_, =
21, y3 =4

Ficure 2.2 — Ce graphique représente le comportement de la solution du systeme (2.1).
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N 1 _
2.3 Lesysteme x,,1 = —— oy Yl = 1
Dans cette section nous étudions le comportement des solutions du systemes

d’équation aux différences

1 1
n+l — ’ n+l — — 2.1
X = 7 " Y1 = ME No (2.15)

avec les valeurs initiales x_3, x_p, x_1, X0, Y-3, ¥Y-2, y-1, et, yo € {0, 1}.

2.3.1 Périodicité des solutions

Le résultat suivant est consacré a la périodicité des solutions du systemes (2.15).

Lemme 2.3.1 Soit {x,, Yn}n>—4a une solution du systeme (2.15). Alors pourn =0, 1, ---,

Xn+24 = Xp,

Yne2a = Yns

c’est a dire toute solution {x,, Yn}n>—a du systéme (2.15) sont périodique de période 24.

preuve.
1
Xn+24 = Xm+23)+1 = T
— Yn+20
_ 1
- 1
1-—
1- Xn+16
_ -1+ Xn+16
Xn+16
1
-1+
3 1— Y2
1 = Yn+12
1- Yn+12
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Donc

Xn+24

Donc

Xn+24 = Xy
De méme, on obtient

1

Yn2a = Ym+23)+1 = 77—
1 =420

1
1
1- Yn+16
-1+ Yn+16

Yn+16
1

1—x,412 _
= 1 = Xn+12

1

-1+

1= Xui12
1
1- yn+8
1
1
1- Xn+4
-1+ Xn+4
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Donc

Yn+24 = Yn.

2.3.2 Forme des solutions

Le théoréme suivant décrit la forme des solutions du systeme (2.15).

Théoréme 2.3.1 Soit {x,, Yu}n>—4 une solution du systeme (2.15). Alors pourn =0, 1, ---

1 .
Xognyi = ———— P — i=1 --- 4
n+1 1_1 + y_4+1‘, ]/ n+i Il + x_4+1', 7 7 X
L+ Xgyi — L4 X g4 .
Xoan+i = —————, Yosnsi = —————, i=5,--,8,
X_8+i X_8+i
Xoan+i = Y-12+is Younti = X_12+i, i=9,---,12,
1 1 )
Xognti = —————, Yupi=————, 1=13,---,16,
1—1 + X_16+i =1+ Yy 164
=1+ Y20+ =1+ x_o04i .
x24n+i = —/ Y247’l+l = —I l = 17/ e 4 20/
Y_20+i X_20+i
Xoan+i = X—24+is Younti = Y-24+is i=21,---,24.
preuve. Pouri=1, ---, 4,
par un calcule directe, on obtient de (2.15) que
1 1
Xj=———""", Yi=——",
-1+ }/—4+i’ =1+ x4y

et on a d’apres le lemme (2.3.1) les solutions sont périodique de période 24 donc

1 1

Xogpei =X = —————, Youn+i = Yi = —
-1+ Y_4+i

1+ X 44

18/

par un calcule directe, on obtient de (2.15) que

Pouri=>5, ---

-1+ x_g4i
Xi=——", Vi
X_8+i

14 yssi
Y_8+i ’
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et on a d’aprés le lemme (2.3.1) les solutions sont périodique de période 24 donc

_1 + x_8+i _1 + y—8+i
Xoan+i =X = ——, Youn+i = Yi= ———".
X_8+i Y_8+i

Pouri=9, ---, 12,

par un calcule directe, on obtient de (2.15) que

Xi = Y-12+i, Yi = X-12+i,

et on a d’apres le lemme (2.3.1) les solutions sont périodique de période 24 donc

Xoan+i = Xi = Y—-12+i, Yoan+i = Yi = X—12+i.

Pouri=13, ---, 16,

par un calcule directe, on obtient de (2.15) que

Z 1+ x_164i & 1+ yo164i

et on a d’apres le lemme (2.3.1) les solutions sont périodique de période 24 donc

1 1

Xon+i = Xi = ;y Yuni =Yi= ——/————.
=1+ y_164i

=1+ X 164

Pouri=17, ---, 20,

par un calcule directe, on obtient de (2.15) que

1+ Yo =1+ x 00y
Xi=—— Yi=———,
Y_20+i X_20+i

et on a d’aprés le lemme (2.3.1) les solutions sont périodique de période 24 donc

T =14 x0.
Xogpn+i =X = ——, Youw+i = Yi= ——.
Y_20+i X_20+i
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Pouri=21, ---, 24,

par un calcule directe, on obtient de (2.15) que
Xi = X_24+i, Yi = Y-24+i,
et on a d’apres le lemme (2.3.1) les solutions sont périodique de période 24 donc

Xoan+i = Xi = X_24+i, Yoan+i = Yi = Y-24+i.

2.3.3 Exemples numériques

Nous considérons les exemples numériques suivants :

Exemple 2.3.1 Supposonsxo=2,x_1=9,x,=3/2,x3=6,¢t, yo=1/2, y.1 =4, y_» =
1/3, y-3 =1/8.

x(n)

Ficure 2.3 — Ce graphique représente le comportement de la solution du systeme (2.15),
avec les valeurs initiales xg =2, x_1 =9, x , =3/5, x_3=6,et, yo=1/2, y.1 =4, y_, =
1/3, y3 = 1/8.
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Exemple 2.3.2 Supposons xo = 10, x.1 = 2/9, x.o =21, x_3 =88, et, yp =11, y_1 =
29/13, y_o =24, y_5 = 106.

120

100

80

60

x(n)

40

20

-20
0

i i i i
10 20 30 40 50

Ficure 2.4 — Ce graphique représente le comportement de la solution du systeme (2.15),
avec les valeurs initiales xo = 10, x_; = 2/9, x_, = 21, x_3 = 88, et, yp = 11, y_; =
29/13, y_, = 24, y_3 = 106.
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CHAPITRE 3

LA STABILITE GLOBALE D'UN
SYSTEME D’EQUATIONS AUX
DIFFERENCES D’ORDRES DEUX

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la stabilité globale de la solution du systeme d’équa-

tions aux différences

a+ Px,-1 _a+t BYn-1

a+by, ’ T b, (3-1)

Xn+l =

Ot les parametres a,b, o, et § et les valeurs initiales x,, x_1, 1o, et y_; sont des nombres

réels strictement positifs.
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La stabilité globale d’un systéme d’équations aux différences d’ordres deux

3.2 L’invariance

Dans le théoréme suivant nous prouvons que les solutions du systéme (3.1) sont

bornées.

Théoréme 3.2.1 Supposons que p < a, xo > x_1, et Yo > y_1, alors pour tout solution positive

{Xn, Yn},»_y du systeme (3.1) est borné.

preuve. Pour chaque solution positif {x,, y,} de systeme (3.1), on a

n>-1

Xp+1 < A+ an—ll Yn+1 <A+ Byn—ll n= 0/ 1/ 2/ Tty (32)
avecA=%etB= g Considérons le systéme d’équations aux différences linéaire

Upe1 = A+Bu, 1, n=0,1,2,---, (3.3)

Upy1 = A+Bv,,n=0,1,2---. (3.4)
L’équation caractéristique de (3.3) et (3.4) est
A*-=B-A=0.

e La solution de I’équation homogene

I’équation caractéristique est

A2—B=0.

Les racines caractéristiques sont A1 = \/E, Ay = — VB

dong, les solutions d’équations homogenes associées a (3.3) et (3.4) sont

Uy CiB"? + Co(-VB)', n=1,2,---,

v, = CB">+Cy(-VB)', n=1,2,---.

e La solution particuliere

on a A est un constant donc la solution particuliére est un constant C.
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La stabilité globale d’un systéme d’équations aux différences d’ordres deux

C est un solution de (3.3) et (3.4) donc
C=A+CB

donc
A

C=——.
1-B
e Les solutions générales d’équations (3.3) et (3.4) sont données par les formules

suivantes :

A
uy = T+ B4 G- VB =12, (3.5)
A

o = T+ CBR+ Ci= VB, n =12, (3.6)

avec C; pouri € {1,2, 3,4} dépendant aux conditions initiales, u_y, 1y, v_1, et, vp.
On a f < a, donc B < 1, alors {u,} et {v,} sont bornées. D’autre part supposons que

Ug > u_q, vg > v_q alors {u,}, et {v,} sont croissantes. En effet

Uy — U, = A+Bu,1—(A+Bu,,)
= B(uy-1 — n-2)
= B*(uty-3 — ty-s)
= B’(Uu-5 — Uns)

n+2

BT(MO — 1/[_1) > 0.

Ainsi,
lim u A a lim v 4 a
1 == = , 1 = — =
n—+oo " 1—B a—ﬁ n—+oo " ]—B g—ﬁ
Donc
u, < a
H—a_ﬁ/
U, < a4
n—a_‘B-
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On suppose que u_; = x_1,Uy = Xp,0-1 = Y-1, et, vy = Yy, donc par comparaison on

trouve
o o
< = < = = cee .
s oTp=U ps g =Un=12, (3.7)
De (3.1) et (3.7), on obtient
a aa—p) a aa—p)
> > = > > = L. .
xn+1_a+byn_a(a—ﬁ)+ba L yn+1_a+bxn_a(a—ﬁ)+ba L (38)
Donc, de (3.7) et (3.8), on aura
L<x,<U L<y,<Un=12,---. (3.9)
|

Corollaire 3.2.1 Soit {(x,, y.)} est un solution du systeme (3.1). Supposons que p < a, et
X_1,%0,Y-1,Y0 € [L, U] avec xo > x_1, yo > y-1. Alors, [L,U] X [L, U] est un intervalle

invariant du systeme (3.1).

3.3 Stabilité locale et globale des points d’équilibres

Le théoréme suivant montre 1’existence et 1'unicité d"un point d’équilibre positif du

systeme (3.1).

Théoréme 3.3.1 Supposons que p < a. Alors, il existe un seul point d’équilibre positif du

systeme (3.1) dans [L, U] X [L, U], si la condition suivant est satisfaite :

2

a’b? < (az +b(a—p)L —2ap +ab + [32) (3.10)
preuve. Considérons le systeme d’équations suivantes :
+ +
co AP _atpy (3.11)

a+by’ YT b
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Supposons que (x, y) € [L, U] X [L, U], et on utilise le systéme (3.11). Alors

a a
X = m, y= a—‘B—+bx (312)
Posons
o
F(X) = m — X, (313)
ou
a
f(X) = m, X € [L, U] (314)
Alors, on obtient
_a [a@-p)+ ba a
f(L)_a—ﬁ(a(a—ﬁ)+2ba)<a—ﬁ' (315
Donc
_ o aa—p)
FO = =5 F aopraba
_ a@-p) a(a - B)
= @-pP+ba a@-piba " 316
De méme, on obtient
a
T
a [(@=pyP+ab
a—p’((a—ﬁ)2+2ab_1)<0' (3.17)

Donc F(x) = 0 admet au moins une solution positive dans [L, U]. D’autre part, si la

condition (3.10) est satisfait, on obtient

F(x) = (ozzb2 ((a2 +abx — 2aB + ab + % - ﬁbx)z)_l) -1

< (a2b2 ((a2 +b(a—B)L —2aB + ab + 52)2)_1) ~1<0. (3.18)

Alors F est décroissante, donc F(x) = 0 admet une seul solution dans [L, U]. [

43
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Théoréme 3.3.2 Supposons que
b*U? + % + 2B(a + bL) < (a + bL)*.

Alors, le seul point d’équilibre (X, y) du systeme (3.1) est localement asymptotiquement stable.

preuve. Le systeme linéaire associée au systéme (3.1) autour du point d’équilibre

(%, y) est donné par
Xn = (xn/ Xn-1, yn/ yn—l)-

Xn+1 = Fj(}/y)xn/

Ou Fj(x, y) est la matrice Jacobienne donnée par

B bx
= - - 0
a+by a+by
— 1 0 0 0
Fi(x,y) = —
by 0 0 B
a+bx a+ bx
0 0 1 0
est son polyndme caractéristique est
b*xy
A) =A% - A2 :
PH ((a+by)(a+lﬁ) A+ by ) T aTby)a+br)
Considérons les deux fonctions définies par
P = A%,
et
"Xy p 2
i) = (a+by)a+bx) a+by Ty bf)/\ @+ by)(a+bx)

Supposons que

VU2 + % + 2B(a + bL) < (a + bL)?
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et|A| =1, alors

A

() ( by, P ﬁ)+ P

(a+by)a+bx) a+by - a+bx) (a+Dby)a+bx)
2172 2
vur 28 B
(@+bL)?> a+bL (a+bL)?
b*U? + B* + 2B(a + bL)
(a + bL)?

(3.20)

Donc, d’apres le théoréme de Rouché, tous les zéros de p(A) = ¢p(A) — P(A) sont dans
Al < 1.D’ou, d’apres le théoreme (1.2.1), (x, y) est localement asymptotiquement stable.
|

La stabilité asymptotique globale du systeme (3.1), sera 1’objet du théoréme suivant :

Théoréme 3.3.3 Supposons que

2
s

a’b? < (az +b(a—B)L — 2aB + ab + ﬁ2>

VPU? + % + 2B(a + bL) < (a + bL)?,
(@ — B +bL)* > a?b”.

Alors, le point d’équilibre (x,y) du systeme (3.1) est globalement asymptotiquement stable.

preuve. Soit {(x,, ¥.)}>—1 une solution positive du systeme (3.1) avec x_1, xo, Y1, Yo €
[L, U]. D’apres le théoreme (3.3.2) il suffit de prouver que (x, y) est globalement attractif,
c’est a dire

Jim (1, 2) = )
Soient f, g deux fonctions définies par
fLulx[Lul — [LUl g:[LUlx[L Ul - [LU]

0(+ﬁx ’ a+ﬁy .
(xy) w a+ by (x,y) a+ bx
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Il est claire que f est croissante par rapport a x et décroissante par rapport a y et g est
décroissante par rapport a x et croissante par rapport a y.

Supposons que (1, My, m,, My) est un solution du systéme

my = f(my, M), M; = f(M;, my),

my = g(My,my), My = g(my, My). (3.21)
Donc, on a
a + pmy a+ M,
m = ——- 1= 7
a+ bM, a+bm
_ 0( + ﬁmz M2 _ 0( + ﬁ 2 (3.22)

my; = ———
a+bM1'

D’autre part, on a
L<m;, M;<U

L< ms, Mz < u (323)
De (3.22), on obtient
a a
m=—— Mj=———",
! a—ﬁ+bM2 ! a—ﬁ+bm2 (324)
a a
Y I Ay 525
1 1
My—my = a(a—ﬁ+bm2 _a—ﬂ+bM2)
_ ab (M, — my)
B (a—ﬁ+bm2)(a—ﬁ+bM2)
ab (M — my) (3.26)
(a—p+bL)
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De méme, de (3.25), on obtient

ab(M1 - m1)
- < ————. 27
Ma = < G gLy 427
De (3.26) et (3.27), on aura
(k- a?b?) (M7 —m) <0, (3.28)
et
(k- a?b?) My — m2) <0, (3.29)
avec
k=(a—p+0bL)* > a’b
Alors My —mq; <0etM, —my <0
etona M; > m; et M, > m, donc My = my et M, = m,.
Donc, d’apres le théoreme (1.2.2)
lim (xy, yn) = (X, )- (3.30)

Alors, le seul point d’équilibre (x, ) du systeme (3.1) est globalement attractif, et d’apres

le théoreme (3.3.2), (x, y) est globalement asymptotiquement stable. [

3.4 L’ordre de convergence

Les résultats suivants [3], [8] donnent 'ordre de convergence pour les solutions
d’un systéme d’équations aux différences.
Soit le systeme d’équations aux différences

Xﬂ+1 = (A + Bn)Xn; ne NO/ (331)
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ou X, est un vecteur, A € C"™™ est une matrice constante, et B : Z+ — C"™ est une

matrice fonctionnelle satisfaisant

IBall — 0, (3.32)

quand n — oo.

Théoreme 3.4.1 ( Premiere Théoréme de Perron ) Supposons que la condition (3.32) est vérifier.

Si X, est une solution de (3.31), alors soit X,, = 0 pour chaque n assez grand o

_ i Kl
noeo |IXll

(3.33)
existe et est égale au module de I"une des valeurs propres de la matrice F;(x, y).

Théoréme 3.4.2 (Deuxieme Théoréme de Perron) Supposons que la condition (3.32) est véri-

fier.

Si X, est une solution de (3.31), alors soit X,, = 0 pour chaque n assez grand, oi
p = Lm(|IX,[)"", (3.34)
existe et est égale au module de I"une des valeurs propres de la matrice F;(x, y).

On s’intéresse ici a I’estimation de l’ordre de convergence d'une solution du systeme
(3.1) qui converge vers le point d’équilibre (x,y), avec (x,y) € [L, U] x [L, U].

On a pour n € Nj

_ a+Bx,.1 a+px
tpy —F = Pt

a+ by, a+ by

(o + Bxy1)a+by) — (a + px)(a + byy,)
- (@ + Byn)(a + by)
_aa+ bay + apx,1 + bpx,y — aa — bay, — apx — bpxy,
- (@ + byn)(a + by)

X(a + by — )by + afx,—1 + byx,_1 — (a + by — B)bxy, — apx — bpxy,
) (a+by,)a +b7)
_abxy + VXY — bpxy + aBx,_1 + bpyx,_1 — abxy, — b2Xyy, + bBxy, — apx — bpxy,
} (a + byn)(a + by) |
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Apres simplification, on obtient

(Bxy-1 — px — bxy, + bxy)(a + by)

Xny1 —X =

(@ + byn)(a + by)
_ ﬁ(xn—l - E) - bf(yn - y)
B a+ by,

L e I )
~ a+by, a+by, ’ (3:35)

et

_ a+pPy,-1 a+py
Y1 =Y = a+bx, a+bx
(@ + Byn-1)(@ + bx) — (& + By)(a + bx,)

(a + px,)(a + bx)
aa + bax + afy,—1 + by,_1X — aa — bax, — afy — bpyx,
(a + bx,)(a + bx)
y(a + bx — B)bx + afy,—1 + bpxy,—1 — (a + bx — B)byx, — afy — bpyx,
(a + bx,)(a + bx)
abyx + b2yx”" — bBYX + aBy,_1 + bpxy,1 — abyx, — b*yxx, + bByx, — apy — bByx,
(a + bx,)(a + bx) ’

Apres simplification, on obtient

— (Byn1 — By — byx, + byx)(a + bx)
Y =¥ = (@ + bx,)(a + b%)
B(Yn-1 — ) — by(x, —X)
a + bx,
Blyn1-¥)  bylx, —X)
a + bx, a+bx,

(3.36)
Soitel =x,—xete2 =y, —y, alorsona

e = ae._, +b,e,

2
n-17

N
I

= cuel +dye
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avec
_ _B_ _ _ _bx
an = a+by,’ b” = atby,’ (3 37)
ool _ B '
n a+bx,’ n a+bx, *

Puisque lim x, = x et lim v, = y, on obtient
n—oo

n—>00

lima, = L_, lim b, = —b—x_,

n—00 a +éjy n—oo0 a+ by (338)
limec, = ——2—, limd, = ——.

n—oo a+bx now a+ bx

C’est a dire on peut étre écrite le systéme sous la forme suivante :

ol P — - bx — 0 ol
n+1 a+by a+by n
e | 1 0 0 0|, el
€i+1 - b]/ — 0 0 P — e%
) a+ bx a+ bx )
[ G ] 0 0 1 0 | G-t ]

De les équations linéaires associés au systeme (3.1) autour du point d’équilibre (x, ).

En utilisant les théorémes de perron, on obtient le résultat suivant :

Théoreme 3.4.3 Soient {(x,, y,)} est une solution positive du systeme (3.1) ou lim x,, = x et

n—oo

lim y, = y avec (x,y) € [L, U] X [L, U]. Alors, le vecteur d’erreur

&

1

e
e, = n-1
&

2
| en—l

Satisfait les relations asymptotiques
%ii?o(llenll)l/” = |A1234F(x, Y)l,
llenall -
m—/—— = |A1,2,3,4Fj(x; y)l. (3.39)

oo |ley||
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Avec p égale le module de 'une des valeurs propres de la matrice Jacobienne F;(x, y).

3.5 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats de cet chapitre, nous considérons les exemples numé-

riques suivant :

Exemple 3.5.1 Sionprenda =4, =9,a =12, et b = 0,04, le systéme (3.1) prend la forme

4+ 9x,_1 4+ 9yn—1

T W kL A
12+0,04y,” ™'~ 12+0,04x, (3.40)

Xn+1 =

Toutes les conditions du théoreme (3.3.3) sont satisfaites et lim(x,, y,) = (X,y). Soient x_; =
n—oo

0,4, Xo = 1,25, Y= 0,8, Yo = 1,2

14

x(n)

Ficure 3.1 — Ce graphique représente le comportement de la solution du systeme (3.40).

Exemple 3.5.2 Sion prend a = 10,8 = 14,a = 15,5, et b = 0,002, le systeme (3.1) prend la

forme
10 + 14x,4 10 + 14y,

15,5+ 0,002y," 7"™'~ 15,5+ 0,002,

(3.41)

Xn+1 =

Toutes les conditions du théoreme (3.3.3) sont satisfaites et lim(x,, y,) = (X,y). Soient x_; =
n—oo

0,5, Xo = 6, Y= 1, Yo = 5.
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10

©
T

ol
T

x(n)
o

Ficure 3.2 — Ce graphique représente le comportement de la solution du systeme (3.41).

Exemple 3.5.3 Sionprend a =3, =6,a =6, et b =27, le systeme (3.1) prend la forme

3+ 6x,1 _ 3+ 6yn—1

= 20N ey 42
T = e oy, U T 6t 27w, (3:42)

Les conditions du théoreme (3.3.3) sont pas satisfaites. Soient x_1 = 0,4, xo = 2, y_1 =

0,66, 1o = 2,5.

25

151

x(n)

0.5

Ficure 3.3 — Ce graphique représente le comportement de la solution du systeme (3.42).
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CONCLUSION

Le but de ce mémoire est I'étude de comportement des solutions de quelques sys-
temes d’équations aux différences non linéaires.
Nous nous somme intéresse dans le deuxieme chapitre a la forme et la périodicité des

solutions des deux systeme d’équation suivant :

1 1
n = —I n = —I e 7
el 1+ Yn-3 Yni1 1+ Xn-3 " NO
1 1
el = —————, w1 = —, 1 € INp.
Xn+1 1 yos Yn+1 1—x,, n 0

Le troisieme chapitre a été consacré a 1'étude de la stabilité globale du seul point

d’équilibre positif du systeme suivant :

a+ Px,—1 _a+BYna

Xn+1 = 1= .
" a+by, ’ Yns a+ bx,
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Resume

L’objectif principal de ce mémoire est 1I’é¢tude du comportement des
solutions, et I’existence des solutions périodiques de certains systémes
d’équations aux différences non linéaires de type rationnelles.

Mots clés : Systemes d’équations aux différences, stabilité

asymptotique, périodicité, ['ordre de convergence.

Abstract

The aim of this work is to study the behavior of solutions, and existence
of periodic solutions of some systems of nonlinear rational difference
equations.

Keywords: Systems of difference equations, asymptotic stability,
periodicity, rate of convergence.

Py

sl 395 5 ool (3@l Sl Zays 52 3530 ol e 3
s e 88 553 OWolas S deged

o)l 43y gyl ¢ Layt g all D¥sle Ja rdwll oK)




	1
	2
	3

