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INTRODUCTION

Du point de vue mathématique, un systeme de controle est un systéme dynamique
dépendant d’un parametre dynamique appelé le contréle. Pour le modéliser, on peut avoir
recours a des équations différentielles, intégrales, fonctionnelles, aux différences finies, aux
dérivées partielles, stochastiques, etc. Pour cette raison la théorie du controle est a 1'in-
terconnexion de nombreux domaines mathématiques. Les controles sont des fonctions ou
des parametres, habituellement soumis a des contraintes.

Le développement de ces sciences nécessite résolution ces équations et souvent numé-
riquement afin d’obtenir des propriétés quantitatives des solutions. La phase de la mo-
délisation de ces phénomenes passe en partie en meilleure compréhension les propriétés
des solutions et des équations, elle consiste a représenter la phénomene a étudier par des
systemes des équations Mathématiques et a préciser aguerrissement le cadre fonctionnel
ou l'on travail prenant en compte toutes les données connues concernant le phénomene.
L’osque ces systemes faite apparaitre un variable d’espace s’appellent systemes distribués.

La notion de la controlabilité a été inventé dans les années 60 par Kalman, Bertram,
et Bellman a propos des systemes linéaires contiennent un variable d’espace de controle,
I’état de systeme dépend du variable de cet espace et d’un variable caractérisant ’espace
géométrique sur lequel le systeme est défini.

Pour les systemes de controle linéaires, un systeme de controle est dit contrdlable si
on est capable de I'amener d’un point initial arbitraire vers un point final souhaité.

Pour les systémes de controle non linéaires, le probleme mathématique de controlabi-

lité est beaucoup plus difficile. Quand on cherche a étudier la contrdlabilité d’un systéme
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% INTRODUCTION

de controle de dimension finie autour d’un point d’équilibre, la premiere chose a faire
est d’étudier la controlabilité du linéarisé autour du point d’équilibre. Si ce linéarisé est
contrdlable on en déduit, a l'aide du théoreme d’inversion locale, la contrélabilité locale
du systeme non linéaire autour du point d’équilibre au moins dans le cas d'un systeme de
dimension finie. Ce résultat reste essentiellement vrai en dimension infinie.

Organisation du mémoire

Ce mémoire est organisé en trois chapitres qui sont présenté comme suit :

Le 1¢" chapitre, nous rappelons quelques notions d’espaces et d’inégalités principaux,
nous parlerons aussi de 'opérateur maximal monotone et la théorie des semi-groupes sa
définition et ses propriétés.

Le 2°"¢ chapitre, nous présenterons la contrdlabilité des systemes linéaires, puis on
établit des criteres pour les caractériser et enfin on illustre les résultats théoriques obtenus
par des exemples.

Le 3°™¢ chapitre, nous présenterons la contrdlabilité des systémes non linéaires avec

ses deux dimensions finies et infinies.
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CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

1.1 Normes

Définition 1.1. Soit H un espace vectoriel sur R.

Une application ||.|| est une norme si et seulement si
1. Vx € H, VA € R; || Az|| = |M|||z]| (homogénéité).
2. Vo,y € H; ||z +y| < |zl + ||yl (inégalité triangulaire).
3. Vo € H; ||z|| > 0 (positivité).
4. Vr € Hy||z|]| =0 <= x = 0.

Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Exemples :
a) L’espace vectoriel H =R muni de lapplication «valeur absoluer x — |x|.
b) L’espace vectoriel H = C muni de lapplication «moduley z — |z|.

c) Tout espace vectoriel euclidien (H, (.,.)) muni de la norme ||x|| = \/{x,x) est un espace

vectoriel normé.
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d) Pour tout a,b € R avec a < b, l’espace vectoriel H = C*([a,b]) muni de la norme

5= [1s@lde, il = [ f@pae,

ou encore de la norme

[fllec = sup [f()],

z€[a,b]

est un espace vectoriel normé.

Notation 1.1. (Les normes usuelles sur R")

Pour tout x € R", on note

2l = fza] o] -+ [zl
lall: = fad+a3 +a,
[2llo = max(|za], [z2] ..., [za]),

les normes usuelles sur R™.

Définition 1.2. Deux normes ||.||1 et ||.||2 sur H sont dites équivalentes si et seulement si
de,e >0, tel que 1 < [.]]2 < |||

Proposition 1.1. La relation définie précédemment entre les normes sur un espace vec-

toriel est une relation d’équivalence.

Proposition 1.2. Sur R" les trois normes ||.||1, ||.||2 et ||.||co sont équivalentes.

Définition 1.3. Si (H,||.||) est un espace vectoriel normé, alors lapplication
d : HxH — RY
(r,y)  — dz,y) = [z -yl
est appelée la distance associée a ||.||.

Proposition 1.3. On a Vz,y,z et a € H,

1. d(z,y) =0 <=z =1y.

«2)



% CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

2. d(z,y) = d(y, x).
3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, 2) (inégalité triangulaire).
4. d(x 4+ a,y+a) =d(z,y) (invariance par translation).
Définition 1.4. Soit (H,||.||) un espace vectoriel normé, a € H et r €]0, +o0.

1. La boule ouverte de centre a et de rayon r est
B(a,r) ={x € H, d(z,a) <r}.

2. La boule fermée de centre a et de rayon r est

B(a,r) ={x € H, d(z,a) <r}.
3. La boule sphére de centre a et de rayon r est

B(a,r) ={zx € H, d(z,a) =1}.

1.2 Espaces de Hilbert

Définition 1.5. Soit H un espace vectoriel réel ou complexe. Un produit scalaire est une
application (.,.) : H x H — C si H un espace vectoriel complexe et (.,.) : H x H — R si
H un espace vectoriel réel, vérifiant

i) Yy € H:xw— (z,y) est linéaire (en x).

i) (x,y) = (y, ).

iii) (x,x) >0 et si (x,z) =0 alors x = 0.
Par conséquent y — (x,y) est anti-linéaire (en y) si H un espace vectoriel compleze.

Définition 1.6. Un espace préhilbertien est un espace vectoriel (réel ou complexe) muni

du produit scalaire.

Lemme 1.1. Soit H un espace préhilbertien. Alors pour tous z,y € H on a :

lz +ylI* = ll2]* + 2Re(z, y) + [lyll*.

«3)
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Preuve :

On a
|z +ylI? = (x +y,2+y).

Donc

lz+yl? = (e+y.2+y)

= (v, 2) + (2,y) + (¥, 2) + (v, v)

= (z,7) + (v,y) +(x,9) +{y, )

= [z]* + 2Re(z, y) + [lyll*.

Proposition 1.4. (Inégalité de Cauchy Schwarz)

Soit H un espace préhilbertien. Alors pour tout x,y € H on a :

[{z, )| < Nl lllyll

Preuve :

Soient x,y € H et soit A € K, || =1 tel que

M, y) = [z, y)]-
On aVu € R; (A\x + py, Ax + py) > 0. Alors
Az + py, Az + py) = ANz, @) + Male, y) + Ay, o) + piy, y)
= (w,2) + 2Re)jiz, y) + |u|*(y, y)

= (x,2) + 2ul{z, )| + [ul*(y, )

= 12y, y) +2|{z, y)|p + (z,2) > 0,Vu € R.

Donc

A <0 [z,y)]* — (z,2){y,y) <O0.

«4)
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Alors

(=, )| < [l [l{lyll-

Corollaire 1.1. Soit H un espace préhilbertien. Alors ||x|| = \/{x,x) défini une norme.

Définition 1.7. On dit que deux vecteurs x,y d’un espace vectoriel complexe sont ortho-

gonauz pour le produit scalaire (.,.) si (z,y) = 0.

Définition 1.8. Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet pour la norme

associée au produit scalaire.

Définition 1.9. Soit H un espace de Hilbert et H, et Hy deux sous-espaces vectoriels.
On dit que H est la somme direct orthogonale de Hy et Hy, notée H = H, e+ H,, si
H=H,+ H27 H NHy =0 etVx, € Hl, Ve € Hg; <[L’1,I2> =0.

Le complémentaire orthogonale d’un sous-espace F' C H est défini par :

Fr={x € H\F, Yy c F: (r,y)=0}.

Théoreme 1.1. Soit H un espace de Hilbert et F C H un sous espace fermé.

Soit x € H; alors

i) Il existe un unique y € F qui satisfait
[ =yl = d(z, F) = nf{[lz — 2|, =z € F}.
On note y = Pp(x). Ceci définit alors une application

Pr:H — H.

ii) Pp(x) est l'unique vecteur dans F' qui satisfait x — Pp(x)LF.
iii) Vo € H : ||z|]* = || Pr(z) | + || Ppe (2)]|*.

i) L’application Pr : H — H est linéaire et continue. C’est la projection sur F le long
Ft.

v) Le complémentaire orthogonal F* est un sous espace fermé de H et H = F @ F*.

«5)
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Preuve :
Pour i) :
Pour € > 0, prenons y, z € F et supposons que
d(z,y)? < d(x,F)*+¢ et d(z,2)* <d(x, F)*+e.
y+z Yy—=z

5 ,u:?detellefagonquewEF, y=w+u, z=w—u.

D’apres 'identité du parallélogramme on a :

Posons w =

Iz —w) +ul® + [z —w) —ul® = 2(|lz —wl|* + [Jull*)

x—z[]? + ||z — yl|? 1
” “ 2” H — d(x,w)2+1d(y,z)2

1
diz, F)*+¢ > d(x, F)*+ ~d(y,2)?

4
dy,z) < 2ve.

Soit maintenant (y,) € F une suite telle que d(x,y,) — d(z, F'). Alors d’apres notre calcul
c’est une suite de Cauchy qui doit donc converger vers un y € F' (puisque H est complet
et I est ferme).
Nous obtenons :

dz,y) = lim d(z,y,)

n—-+o0o

= d(z, F).

Pour unicité supposons que z € F vérifier lui aussi d(z, z) = d(z, F).

Alors encore d’apres le calcule précédent d(y, z) < 24/ pour tout € > 0, ce qui donne

d(y,z) =0 alors y=z.

Ceci montre le premiere point et donc 'existence de I'application Pp.

Pour ii) :

6D



% CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Supposons que x — Pr(x) n’est pas orthogonale de F.

Il existe donc z € F tel que (x — Pp(x),z) = s # 0, nous pouvons supposer que

(x — Pp(x),z) = 1.

Soit encore ¢ une variable réelle. Alors Pr(z) +tz € F et on a

d(x, Pp(z) +t2)*> = ||z — Pp(z) — tz|?

= )% = 2t + [la — Pr(2)|”.
Ce polynome en t atteint son minimum ailleurs qu’a t = 0, donc
d(z, F) < d(z, Pp(z)),

une contradiction au choix de Pr(x).
Nous avons donc bien

x — Pp(z)LF.

Pour I'unicité, supposons que t —y LF et  —z LF, ou y,z € F (par exemple, on pourrait
avoir y = Pr(x)) alors
y—zekF,

d’ on

(t—yy—2)=(r—-2y—-2 =0
Une soustraction donne (y —z,y —2) =0=—=y—2=0=y = z.
Pour iii) :
Le troisieme point découle du deuxieme, alors x — Pr(x) L Pp(z).
Pour (iv) :

On vérifier aisément que

(2 + Ay) — (Pr(z) + APr(y)) = (& — Pr(x) + My — Pe(y)) € F*.

«7)
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D’ou
Pp(x) + APp(y) = Pr(z + \y).

D’apres (ii), et Pr est linéaire. D’apres (iii) nous avons ||Pr(z)|| < ||| donc Pr est
continue (de norme < 1).

Pour v) :

Pour tout x € H nous avons x = (x — Pp(x)) + Pr(z), ot x — Pp(x) € F+

et Pp(z) € F, ce qui donne bien F & F+ = H.

Corollaire 1.2. Pour tout sous-espace vectoriel fermé F C H on a (F+)+ = F.
En particulier [’orthogonal d’un sous-espace vectoriel non fermé est fermé.

En autre F est dense dans H si et seulement si F+ = {0}.

Corollaire 1.3. (Théoréme de représentation de Riesz)
Soit ¢ : H — C une forme linéaire continue. Alors il existe un unique y € H tel que pour

tout x ;
p(r) = (z,y).

En autre, nous avons ||| = |ly|| ou

liell = sup {|(x)]; |2] < 1}.

Corollaire 1.4. Un espace de Hilbert H est séparable s’il possédé une suite de points qui

est dense dans H.

Définition 1.10. Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle base orthonormale
de H tout sous-ensemble fini ou dénombrable {e,}nen qui vérifie

i) llen]l =1 et (en,em) =0 sin #m,Vn,m € N.

it) Le sous-espace vectoriel engendré par {e, }nen (par combinaisons linéaires finies) est

dense dans H.

Théoréme 1.2. (Existence des bases orthonormales)

Tout espace de Hilbert séparable possédé une base orthonormale.

«3)
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Théoréme 1.3. Soient H un espace de Hilbert et {e, }nen une base orthonormale.

i) Pour toute (\,)n, € L*(N), la série Y A\ye, converge dans H et sa somme

n>0
T = Z An€n VETifie

n>0

(@ en) = ny 2l = D1l

n>0

it) Pour tout x € H la série Y _|(x,e,)|* converge et

n>0
=) (v en)en, |zl =D [z, en) .
n>0 n>0

Définition 1.11. Soient H, et Hy deux espaces de Hilbert.

Une isométrie entre Hy et Hy est une application linéaire U : Hy — Hy qui satisfait
Vo € Hy, ||U(2)]| = |||

H, et Hy sont d’isomorphes s’il existe une isométrie bijective entre euz.

Proposition 1.5. Soient X, et X5 deux espaces de Banach. Soit E C X1 un sous espace
vectoriel dense (non nécessairement complet).

Soit u : E — Xy une application linéaire, et supposons en autre qu’elle est continue (ce
qui revient da l'existence d’une constante c telle que pour tout x € E : |Ju(x)| < c[|z]]).

Alors u admet un unique prolongement en une application linéaire continue

U I)Cl—% )(2.

1.3 Espaces de Lebesgue L, 1 < p < o0

Considere  un ouvert de R”™.

Les fonctions f seront considérées de €2 dans R ou C.

Définition 1.12. (LP(Q), p € [1,+0o0])
On définit LP(2) (p € [1, +o0]) par :

«9)
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1. Sipe[l,+o0[:

LP(Q)) = {f : Q= R tel que /Q|f(x)|pdx < oo}

On définit sur LP(2) la norme

1 fllzr) = </Q|f(l“)|pdx>;.
2. Sip=+4o0:
L>®(Q) = {f :Q = R, tel que Ic € R vérifie | f| < ¢ presque partout sur Q}
On définit sur L>(S2) la norme
| fllzoo (o) = inf {c € R, tel que |f| < ¢, presque partout sur Q}

Lemme 1.2. (Inégalité de Minkowski)

Pour tout f, g mesurables on a :

If + gllr@) < I fllr) + 9l zr)-

Théoreme 1.4. LP(2) est un espace vectoriel et Vp € [1,00]; ||.||zr(q) est une norme.

Théoréme 1.5. (De convergence dominée de Lebesgue pour les espaces LP(f2))
On suppose p # co. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables telle que f,(x) — f(x)
presque partout si g € LP, ¥(z,n); |fu(x)] < g(z) alors f € LP(Q) et f, — [ en norme
de LP(Q).

Théoréme 1.6. (Fischer-Riesz)
Vp € [1,00], LP(QY) est un espace de Banach.

Théoreme 1.7. Les fonctions en escaliers forment un sous-espace vectoriel dense de

LP(Q) pour p € [1,00].

«10)»
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Théoréme 1.8. (De densité)
L’espace C.(Q2) des fonctions continues a support compact est dense dans LP(€)) pour

1 <p<oo.

Théoréme 1.9. L’espace C(QY) des fonctions infiniment dérivables a support compact

est dense dans LP(Q) pour p € [1, 0.

Proposition 1.6. L’espace C°(2) est dense dans le sous espace de L>(Q2) des fonctions

bornées qui tendent vers O a linfini.

Définition 1.13. Un espace est séparable si et seulement si il contient une partie dénom-

brable dense.
Théoréme 1.10. LP(Q2) est séparable pour 1 < p < 0.
Proposition 1.7. L>®(Q) n’est pas séparable.

Définition 1.14. Soit

J:FE — F

x — Jx)=f=<fz>.

Un espace E est dit réflexif si J est bijective de E dans F.
Théoréme 1.11. LP(Q) est réflexif pour 1 < p < 0.
Proposition 1.8. L'(Q) et L>(Q) ne sont pas réflexifs.

Théoréme 1.12. (Réciproque du théoréme de Lebesgue)
Soit (f,) une suite de LP(Y) et f € LP(Q) tels que ||f, — f|lo» — 0. Alors il existe une

sous suite extraite f,, telle que
1. fu.(x) = f(z) presque partout sur €.
2. Yk € N,|fp,.(x)] < h(x) presque partout sur Q, avec h € LP(§2).

Remarque 1.1. On peut souvent utiliser une convergence faible pour démontrer une

convergence forte.

11
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Exemple 1.1. Soit P > 1 et (f,)nen une suite dans LP() qui converge faiblement vers
f e LP(Q) et telle que || fullr) = || fllzr@). Alors (fo)nen converge fortement vers f

pour la norme LP(£2).
Proposition 1.9. Le produit de deuz fonctions de L*()) est intégrable.

Définition 1.15. On peut définir un produit scalaire euclidien sur L*(Q) par :

(f,9) = (f\g) = /Q foda.

On peut définir un produit scalaire hermitien sur L*(C) par :

(f,9) = (f\g) = /ng.

Théoréme 1.13. Muni de son produit scalaire, L*(Q2) est un espace de Hilbert.

1.4 Espaces de Sobolev : (W™P(Q2);m € N,p € [1, +00])

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels, des fonctions qui appartiennent

a LP(Q) telles que leurs dérivées (au sens faible i.e au sens des distribution) appartiennent

A LP(Q).

Définition 1.16. Soient (m,p) € N x [1,00]. On définit (W™P(2)) par :
f e LP(Q) tel que Va € N avec |a| < m,3g(x) € LP() vérifiant
Wmp(Q) =
| f@D2p(@) = (1) [ g@)p(e) da, ¥ € D)
D(Q) = {f : Q — R tel que Va € N"; D*f € C(Q2) avec support def compact C Q}
On pose D*f = g(x).
On définit sur W™P() la norme

£ lwre@ = > 9@l

la|<m

Cas particuliére :

«12)
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1- WoP(Q) = LP(Q).

2 p=2:Wm2(Q) = H™(Q).

Proposition 1.10. H™(2) est un espace de Hilbert de produit scalaire donnée par :

Vf, g€ HMQ): {fg) = X [ D@D (@) dr = 30 (D"f, Dg) e,

jal<m jal<m
Remarque 1.2. C™(Q2) € H™(Y) mais l'inverse n’est pas vrai.
Proposition 1.11. D(R") est dense dans H'(R").

Remarque 1.3. En générale D(Q)) n'est pas dense dans H' ().
Définition 1.17. (HJ*(Q2)).

On définit H*(Q) = D(Q) (par rapport d la norme de H™(Q)). Cest-a-dire

H' () = {f € H™(Q)/3(pr) € D(Q) vérifiant ||ox — f||am@) — 0 tend k — +oo}.

Le méme WP (Q) = D(2) par rapport a la norme de W™P(2).

Définition 1.18. (HZ(Q))
H3 () = D(Q) (par rapport la norme de H*(Q)).

Proposition 1.12. Si T est de classe C?, alors HZ(Q) = ker o N ker ¢
0
(c’est-a-dire f € H*(Q) tel que, f = 0 presque partout sur T et (9f = 0 presque partout
v
sur T).

1.5 Inégalité d’interpolation

1 1 1
Soit m € N/{0,1} et p1,p2,...,pm € [1,+00] tel que — + — +--- 4+ — > 1.
1 1 1 1 p1 P2 Pm

On pose — = —+ —+ -+ —.
p P P2 Dm

13
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OnaVf;e LPi(Q), i1=1,...,malors f = fifo... fr, € LP(Q2) et on a :

1f @) < TSl Les -
=1

1.6 Inégalité de Holder

1 1
Soient p, ¢ € [1,+o0] tel que — + — =1 alors
p q

Vfe LP(Q), Vge LY(Q) = fge LYQ),

et on a :

If-gller) < N fllee)-Nlgll e

(ie: [1f@)g@lde < ( [ |4 |pdas) (/ |g<:c>|qu)‘ll).

1.7 Inégalité de Green

Soient f, g € H'(Q) (o 2 C R"™ un ouvert) de fronti¢re I bornée et de classe C* alors
Of(x
Q 6@ / f

1.8 Inégalité de Poincaré

Soit €2 C R™ un ouvert borné, il existe une constant ¢ > 0 vérifiant

1@y < ellV 2@

ou Vf = (889{ , gxf ,,aa;) c’est-a-dire
1 2 n
"1 0f
/Q{f%H; aHd = /Z oz

14
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1.9 Opérateur maximal monotone

Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) — H un opérateur donnée ot D(A) est son
domaine (D(A) C H).

Définition 1.19. Un opérateur est une application entre deux espaces vectoriels normés.

Un opérateur A : D(A) — H est linéaire si et seulement si
VA u € K Yoy, xe € Hy A(Azy + pas) = MNA(z1) + pA(z2).

Définition 1.20. On appelle un opérateur borné toute application linéaire continue de
D(A) dans H.

On dit que A est continue (borné) s’il existe ¢ > 0 tel que
[Az]| < cll].

Sinon A est dit non borné.

Définition 1.21. Soit B(H) l’ensemble des opérateurs linéaire borné sur un espace de
Hilbert H, et soit A € B(H).
On pose :

|A|| =inf{c >0, Vo € H : ||[Az||g < c||z||u};

|Al| est appelée norme de A.

Définition 1.22. Soit A€ B(H), on a :

IAl = sup [|Az|
[[=]|=1
= sup ||Az||
[l=]I<1
A
= D
w20 |||
= sup |< Az,y >|.
llzll=[lyl=1

Définition 1.23. Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) — H un opérateur donnée ot

15
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D(A) est son domaine (D(A) C H).

On dit que A est monotone si
(Au— Av,u —v)g > 0; Yu,v € D(A).

Remarque 1.4. Si A linéaire on a (Au,u)g > 0, Yu € D(A).

Définition 1.24. On dit que A est mazimal si seulement si I+ A : D(A) — H est un

surjectif c¢’est-a-dire
Vfe H, Jue D(A) tel que u+ Au = f.

Proposition 1.13. Soit H un espace de Hilbert (réel). Les propriétés suivants sont équi-

valents :
1. A est maximal monotone dans H.
2. (I + NA)™! est une contraction par tout définie de H pour tout X > 0.

3. A est monotone et il existe \ positif tel que (I + NA) est Surjectif.

Théoreme 1.14. Supposons que A est maximal monotone alors

1. Pour tout ug € D(A), on a le systéme

u'(t) + Au(t) =0, Yt >0,
u(0) = uo.

Admet un solution unique u € C(Ry, H) (C’est-a-dire Yty € R @ ||u(t)—u(to)||lg — O
tend t — to). La solution u est dit faible.
2. Siug € D(A) alors u € Wh°(R,, HYNW%*(R,, D(A)) ot sur D(A) on considére

la norme du graphe

lullbay = VIlull? + | Aull?, Yu € D(A).

La solution u dit forte (la régularité de u signifie sup||u(t)||z < oosup|lu(t)| pay < oo
>0 >0

et u est dérivable au sens des distributions).

16D
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3. Si A est linéaire et ug € D(A) alors u € C(Ry, D(A))NCY Ry, H). La solution u

est dite classique.

Définition 1.25. Soient H et G deux espaces de Hilbert.
Un opérateur A* défini sur D(A*) C G* d valeur dans H*, tel que

Vu € D(A),Yv € D(A") (Au,v) = (u, A™v),

est appelé l'adjoint de A et vérifie de plus

(A" = A et [|A"]| = Al

Proposition 1.14. Soient A, B deux opérateur linéaires et o, 8 deux scalaires.

Ona :

1.

5. Si A a un inverse bornée A~" alors (A1)* = (A*)~L.
6. ker A* = (Im A)*.
7. (ker A*)t =Tm A.

8. Si F C H est un sous espace vectoriel stable par A alors '+ est stable par A*.

Définition 1.26. Soit H un espace de Hilbert.

On dit que Uopérateur A est auto-adjoint si seulement si A* = A c’est-a-dire

Vu,v € H; (Au,v) = (u, A*v).

L’ensemble de tous les opérateurs auto-adjoints sur H est noté par 6(H).

Théoréeme 1.15. Sur un espace de Hilbert on a les propriétés :

17
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1. VA, B € §(H), Vo, € R tel que A+ B € §(H).
2. YA, B € 6(H), AB est un opérateur auto-adjoint <= AB = BA.

3. Si Uopérateur A € §(H), alors on a || Al = sup |(Au,u)|.

flull<1

Définition 1.27. Un opérateur A € §(H) est dite positive et noté A >0 si
(Au,u) >0, Yu € H.

Définition 1.28. Soient H,, Hy deux espace de Hilbert.
Un opérateur A : Hy — Hy est dit compact si tout suite borne (f,) de D(A) contiennent
un sous suite (fn,) pour laquelle (Af,,) est converge et ¢a c’est équivalent a l'image d’un

ensemble borné par l'opérateur A est un ensemble relativement compact.

Théoréme 1.16. Si A est compact => A est compact.

1.10 Théorie de semi groupes

H un espace de Hilbert réel ou complexe muni de la norme © — ||z g.
L(H) I'espace vectoriel des applications linéaires continues de H en lui méme.

L(H) est un espace de Banach pour la norme S — ||S|| définie par :

IS = sup [[Szlla

20 [ellm

Définition 1.29. On appelle l'application S : [0,400]— L(H) semi groupe fortement

continu dans H si elle vérifie les propriétés suivantes :
i) S(0) = I,.
i) S(t+s)=S(t)S(s); Vt,s > 0.

iii) Yx € H, Uapplication S(.)x est continue sur [0, +oo[. Dans la suite nous les appelle-

rons S(t) est semi-groupe de classe Cy et note par Cy-semi groupe.

18D
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Proposition 1.15. Si (S(t))>0 est un Cy-semi groupe dans H, alors lapplication adjoint

(S*(t))e>0 est aussi semi groupe de classe Cy dans H.

Lemme 1.3. Pour S(t) est Cy-semi groupe on a :

IM > 1 et w € R tel que ||S(t)|| < Me*, Vt > 0.

Preuve :

Considérons le compact [0, 1], comme (S(t));>o est fortement continue alors I'application

t — S(t)x est continue. Donc I'image de [0, 1] par cette application est compact alors

M, tel que [|S(t)z|| < M,, Vt € [0, 1].

D’apres le théoreme Banach-Steinhauss :

M tel que ||S(2)| < M, Vt € [0,1].

On remarque que le constant M > 1 (1 = ||[S(0)|| < M).
Maintenant si ¢ ¢ [0, 1], on écrit t =n + 0 avec n € N* et § €]0, 1] donc

S(t) = Sn+0)
= S(n)S(9)
= (5(1))"5(0).

Alors

IS@I = 1(S@)*S@)ll
< [[(s)llis@)l

IN

M"M

Me™ log M

IA

«19)»
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On pose log M = w donc

IS@I Me™

IN

Met®

IN

Définition 1.30. On dit que S(t) est un semi-groupe bornée si
AM > 0 tel que ||S(t)]| < M, Vvt > 0.

Remarque 1.5. Si M <1 on a nous dit que S(t) contraction.

S(h)x —
Définition 1.31. : Soit S(t) est Cy-semi groupe, et soit Az = lim Stz —x
h—0+ h

teur A est un opérateur linéaire et continue. On défini domaine ['opérateur A par :

lim+ M existe } .

; lopéra-

—0 h

D(A) = {I € H, tel que ,

L’opérateur A est un appelle générateur infinitésimal de semi groupe S(t) sur H.
Proposition 1.16. Yz € D(A) on a :

d
aS(t)x = AS(t)x

= S(t)Ax.

Preuve :
Soient € D(A) et y(t) = S(t)x € D(A) alors

d oyt h) —y(t)
%S(t)x N hg%+ h

= lim
h—s0t h

- hg%+ S(t) h

= S(t)Ax.

€20
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De la méme maniére on aussi :

d g Y+ h) —y(t)
%S(t)x =, h
— lim S(t+h)x—S(t)x
h—07+ h
= lim Mswx
h—s07F
= AS(t)x.

Théoréme 1.17. A générateur infinitésimal de semi-groupe S(t) alors A est un opérateur

fermé.

Proposition 1.17. Le domaine D(A) de générateur infinitésimal A de semi groupe S(A)

est un espace vectoriel dense dans H.

Corollaire 1.5. Soit S(t) un Cy-semi groupe sur H de générateur infinitésimal A, alors

pour tout ug € D(A) le systéme

u'(t) + Au(t) = 0, Vt >0,
u(0) = o,

admet un unique solution u € C*([0, 4+o0[; H) N C([0, +oc[; D(A)) donnée par

Corollaire 1.6. Supposons que ug et f(t) est continue dans D(A) on a :

u(t) = S(0)uo + | TS0 8) f(s)ds.

est un solution de systéme non homogene suivant :

Théoreme 1.18. Soit H un espace de Hilbert réel. Soit A générateur infinitésimal de

«21)



% CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

semi groupe S(t) Alors l'opérateur (A — A) inversible YA € p(A).
Ou

p(A) ={A e C:(A\— A" existe et continue }.
Preuve :

Comme lemme (1.3) on a IM > 1 et w € R tel que
IS < Me®t, vt > 0.
Soit
+oo
Ra(A)z = / e S (1) adt.
0
Pour tout zy € D(A) alors

+oo
e MS(t) Axodt

oo o dS(t)
dt

= NS (B)w) +)\/ NS (1) rodt

RA(A)AIO =

l’odt

J
J

= —X9+ )\R)\(A) Xo

— 29 = Ry(A)(M — A)zg

Et autre fagon Vx € H on a :

L Sh—1
AR\(A)x = ;ﬂf& 2 Ry\(A)x
— tim L[S - 1) / e () dt]
0| o © ’
AT B Y eV Y asY ]
= hE}I& h _/0 e St + h)xdt /0 e " S(t)xdt
I | Wakei CAt—h) At LY
= hg%+h /h (e e )S(t)xdt /0 e M S(t)xdt

|

(1.1)

(1.2)
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De (1.1) et (1.2) on a lopérateur (A — A) est inversible de D(A) dans H et I'inverse
donnée par :

(A — A)™' = Ry (A).
Remarque 1.6. R\(A) = (A — A)7! est s’appelle résolvant de A, Y\ € p(A).

Théoréme 1.19. (Hill-yosida)
Soit S(t) est Cy-semi groupe en espace de Hilbert H. Il existe un constant M > 1 etw € R
tel que, pour tout Re\ > w avec A € p(A) :

M
RU'A| <—=————,V N.

Alors A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe S(t).

Preuve :
Soit z € H on a:

—+00

|07 = Ayl = | [

*MIS e S () adty . . dth

+oo

e—)\(t1+...+tm)5(t1 + . ty)xdty ... dth

+oo +oo
< |z / / M.em(BA =) ttettm) gy gy
0 0

M
< ||$||m, Vm € N.

Exemple 1.2. Soit H espace de Hilbert, soit A opérateur linéaire continue de H on a :

+o00 zAz
S =et =3 v o,
i—0 v

est un Cy-semi groupe puisque :

i) 5(0) =

i) S(t+s) = eAl+s) = eAleds = S(1)S(s); Vt, s > 0.
eto —x
ii) Pour tout x € H; S(t)x = lim ———— = Ax continue.
t—0+t t
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CHAPITRE 2

CONTROLABILITE DES SYSTEMES
LINEAIRES

Dans ce chapitre on va considérer quelques concepts de contrdlabilité du systeme (7),
puis on établit des criteres pour les caractériser et enfin on illustre les résultats théoriques
obtenus par des exemples.

Un systeme de controle est un systeme dynamique sur lequel on peut agir au moyen
d'un contréle ou d’'une commande.

Un modele simple englobant une large classe des systemes de contrdle linéaire est
décrit par :

Zl;(t) = Az(t) + Bu(t) ,t€]0,T]
2(00=2"e Z (I)
y(t) =Cz(t) ,t€]0,T]
Ou :
A: D(A) C Z — Z, A est un opérateur linéaire fermé, de domaine dense dans Z et
engendrant un Cp-Semi groupe (S(t));>0 sur Z. A fournit le dynamique du systeme.

B :U — Z, B est un opérateur linéaire borné. B excite le systéme pour modifier I’état.

C :Z — Y, C est un opérateur linéaire borné. C récupere les informations d’observa-
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tion.

Z,U,Y sont des espaces de Hilbert munis des produits scalaires et des normes notés par :
{0z, (o (v et Lz, (Lo, []-lly respectivement.

Z désigne I'espace d’état du systeme (I), U l'espace de controle et Y est 'espace d’obser-
vation.

La fonction z(.) € Z est dite I'état du systeme (7), u(.) € U est le controle (I'entrée) et
la fonction y(.) € Y représente la sortie du systeéme (7).

Le systeme (/) admet une solution faible unique fortement continue sur [0, 7'} donnée par :
T
y(T) = CS(T)2" + C/S(T — s)Bu(s)ds.
0
On introduit les opérateurs suivants :
Ly L*(0,T;U) — Z,

T
Lru :/ S(T — s)Bu(s)ds; Yu € L*(0,T;U).
0

L7 est un opérateur linéaire borné.
Ip: L*(0,T;U) — Y,

T
lru = C/ S(T — s)Bu(s)ds; Yu € L*(0,T;U).
0
[T est un opérateur linéaire borné.

Définition 2.1. Soit H un espace de Hilbert, (.,.)y son produit scalaire et ||.|g la norme
corresponde.
On note par L*(0,T; H) l'espace de Hilbert muni du produit scalaire (., Dr2o,m;H) Aéfing

par :
T

(f,9) 2010 = /(f(t),g(t»Hdt.

0
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2.1 Controlabilité exacte

Définition 2.2. Le triplet (A, B,C) est dit exactement contrélable sur l'intervalle de
temps [0,T] si et seulement s’il est possible de trouver une fonction d’entrée u(t) qui
puisse transférer tout état initial 2° € Z a la sortie désirée yq € Y au bout d’un temps
fini T.

Ceci est équivalent a dire :

V' e Z, Yyg €Y, Fuc L*0,T;U) tel que y(T) = yg. (2.1)

2.1.1 Caractérisation de la controlabilité exacte

Théoréme 2.1. Le triplet (A, B,C) est exactement controlable sur lintervalle de temps

[0, T si et seulement si
Imlp =Y. (2.2)
Preuve :

:>>
Supposons que le triplet (A, B, C') est exactement controlable alors selon la définition (2.2)

on a :

V' e Z, Yyg €Y, Ju € L*0,T;U) tel que CS(T)z" + lpu = yg. (2.3)

Pour 2 =0on a :
Yys €Y, Ju e L*(0,T;U) tel que lru = yq. (2.4)

Alors
Im ZT =Y.

=)

Supposons que (2.2) est vérifié et soit 2 € Z,yq € Y.
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On a aussi (yg — CS(T)z") € Y et d’apres (2.2) on a :
Jug € L*(0,T;U) tel que lpug = yq — CS(T)2°.

Alors
Jug € L*(0,T;U) tel que CS(T)2° + lpug = yq.

Donc on déduit que
V' e Z, VYyg €Y, Fu e L*0,T;U) tel que y(T) = yq.

D’ou la controlabilité exacte du triplet (A, B, C).
Théoréme 2.2. Le triplet (A, B,C) est exactement contrélable sur l'intervalle de temps
[0,T] si et seulement si

Fy > 0 tel que |17yl z20m0) > Vlly, Yy €Y, (2.5)

ou U5 est l'opérateur adjoint de lp.

Preuve :

D’apres le théoreme (2.1) on a :

Le triplet (A, B, C') est exactement controlable <= Imliy =Y

<= lopérateur Iy est surjectif.

Et on a :

L'opérateur Iy est surjectif <= 3y > 0 tel que ([I7y|lz20,1:0) = YIYlly, Yy € Y.

Alors

Le triplet (A, B, C) est exactement controlable sur I'intervalle de temps [0, 7] si et seule-
ment si

Fy > 0 tel que [[I7yll20.0.0) > Vlylly, Yy €Y. (2.6)
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Théoréme 2.3. Le triplet (A, B,C) est exactement controlable sur l'intervalle de temps

[0, T si et seulement si ker I3 = {0} et Im} est fermé.

Preuve :

:})
On suppose que le triplet (A, B, C') est exactement controlable sur 'intervalle [0, T] alors

selon le théoréme (2.2) on a :
3y > 0 tel que |17yl 20,00 = Ylylly, Yy €Y. (2.7)

Donc ker I, = {0}.

Reste & montrer que Iml}. est fermé, soit (2, = l5yn)n>o une suite de Cauchy dans
L*(0,T;U).

D’apres l'inégalité (2.7) pour (yn)n>o0 on obtient :

Iy > 0 tel que [I7ynllZ20.7:0) = VIvall3 Vi € N.
On a la suite (yy,)n>0 est de Cauchy et comme l'opérateur [} est linéaire borné alors

lim 2z, = lim [
n—-+o00 " n—-+o0o Tyn

= lpy € Imly.

Alors Im I}, est fermé.

)

Maintenant on suppose que ker I3, = {0} et I'm [} est fermé alors 'opérateur [} réalise une
bijection sur son image cet-a-dire 3(I%)~1 : Im 5% — Y et comme I} est borné et Im I}

est de Hilbert alors (I%.)~! est borné. Donc

3k > 0 tel que ||(&5)tully < Ellull20.70),

Vu € Imly.
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Pour u = lyy € D((I5)~') = Im (I%) on obtient :
3k > 0 tel que ||ylly < k[[I7y] L2000

Alors

1 *
Iy = z> 0 tel que ||I7yll 20,0y = Ylyllv-

Donc d’apres le théoreme (2.2) le triplet (A, B, C') est exactement controlable.

Corollaire 2.1. Si le triplet (A, B,C) soit exactement controlable sur ['intervalle [0, T

alors l'opérateur C est surjective.

Preuve :

On suppose que le triplet (A, B, C) soit exactement contrdlable sur l'intervalle [0, 7).

Alors selon le théoréme (2.1) on a :
Imlr =Y.
Et selon la structure de 'opérateur [ on obtient :
Imilp CcImC CY.

Alors
ImC=Y.

Donc l'opérateur C' est surjectif.

Corollaire 2.2. Le triplet (A, B,C) est exactement contrélable sur intervalle [0,T] si
et seulement si
i) L’opérateur C' est surjectif.
i) 3y >0 tel que
[ 1B elfde > ol 29
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Y
L X4

pour chaque @ solution de :

dep
T4 Ao =

o(T) = ¢° € (ker C)*.

Preuve :

Selon le théoreme (2.2) le triplet (A, B,C) est exactement contro-lable sur l'intervalle

[0, 77 si et seulement si
T
37> 0 tel que [||B*S*(T = 0)C*yl[3dt > 5|yl vy € Y-
0
Comme l'opérateur C* est borné on obtient :
T
30> 0 tel que [||B*S"(T = )C yl[3dt = |ICyl%, ¥y € V.
0
Si on pose pg = C*y, Yy € Y alors
T
3o > 0 tel que /||B*S*(T — t)pol|Zdt > yollwol|% Yoo € Tm C* = (ker C)*.
0
Si on pose ¢ = S*(T — t)¢o alors
dy

dt
o(T) = ¢° € (ker C)*.

+ A% =0,

Donc on obtient :

T
Fo > 0 tel que [ [IB*¢llfdt 2 yolloll3:
0
Pour chaque ¢ solution de :

d
L LA =0
dt + 80 ?

o(T) = ¢° € (ker O)*.
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Corollaire 2.3. Si le triplet (A, B, C) est exactement controlable sur l'intervalle de temps

[0, T alors le triplet (A — Ad, B,C)(\ € R) est exactement contrélable.

Preuve :

Supposons que le triplet (A, B,C') est exactement controlable alors d’apres le théoreme

(2.2) on a :
T
3> 0tel que [ |[B'S"(T = )C"yll3dt = llylly, Yy € Y.
0
L’opérateur (A — A\ d) engendre un Cy-semi groupe (S1(t))s>o défini par :
Si(t)z = e MS(t)z, Vz € Z.

Soit y € Y on a:

e Pour \<0Oona:

e M= > 1 vt e [0,7].

Alors

T T
[uBsi@ —neryliar = [1B7SH (@ - He 00y Rt

> llylly-

e Pour A\ >0ona:

e M= > ATyt e [0, T7.

Alors

T T
JIBsir = nerylzar =[BT e T0Cy i
0 0

v

Ylle™ Yl

= llyly.
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Donc 3y = ve 7T tel que
T
JIB" 81T =0 yllwdt > llylly, vy € V-
0

Alors le triplet (A — AId, B,C)(X € R) est exactement controlable.

Remarque 2.1. Pour Y = Z,C = Id ( Id lopérateur identique dans Z ), on dit que le

couple (A, B) est contrélable au lieu de dire que le triplet (A, B, Id) est controlable.

2.1.1.1 Relation entre la contrdlabilité exacte du triplet (A, B,C) et du couple
(4, B)

e Le couple (A, B) est exactement contrdlable sur I'intervalle de temps [0, 77 si et seule-

ment si
ImLy =27 (2.9)

e Le couple (A, B) est approximativement controlable sur I'intervalle [0, T si et seulement

si
ker L7 = {0}. (2.10)

Corollaire 2.4. Si le couple (A, B) est exactement contrélable sur l'intervalle [0,T]
et si l'opérateur C' est surjectif alors le triplet (A, B, C) est exactement contrélable sur

[0,77.

Preuve :

Comme l'opérateur C' est surjectif alors

VyeyY, dz € Z tel que Cz =y. (2.11)
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Comme Im Ly = Z alors
Vz€ Z, Jue L*0,T;U) tel que Lyu = z. (2.12)
Insérant (2.11) et (2.12) on obtient :
Yy €Y, Ju € L*(0,T;U) tel que CLyu = y.

D’ou
Yy €Y Ju e L*0,T;U) tel que : lpu = 1.

Alors
Im lT =Y.

Donc la contrdlabilité exacte du triplet (A, B, C).

Corollaire 2.5. Si le triplet (A, B, C) est exactement contrdlable sur l'intervalle [0,T) et

que lopérateur C' est injectif alors le couple (A, B) est exactement contrélable sur [0, T].

Preuve :

Soit z € Z alors on a :
Jy €Y tel que Cz =y. (2.13)
Comme Imlr =Y alors
(2.13) = Ju € L*(0,T;U) tel que Cz = CLyu.
Alors selon l'injectivité de 'opérateur C' on obtient :

Ju € L*(0,T;U) tel que Lyu = 2.
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Alors :
Vz€ Z, Jue L*0,T;U) tel que Lyu = z.

Donc

ImLp=2Z.

D’ou la controlabilité exacte du couple (A, B).

2.2 Controlabilité exacte nulle

Définition 2.3. Le triplet (A, B, C) est dit exactement nul contrélable sur 'intervalle de
temps [0,T) si et seulement s’il est possible de ramener tous les points dans l'espace Z a

lorigine au temps T via un controle u c’est-a-dire

v’ e Z, Jue L*0,T;U) tel que y(T) = 0. (2.14)

2.2.1 Caractérisation de la controlabilité exacte nulle

Théoréme 2.4. Le triplet (A, B,C) est exactement nul controlable sur l'intervalle [0,T]

st et seulement si
ImCS(T) C Imlyp. (2.15)

Preuve :

:)
Supposons que le triplet (A, B,C) est exactement nul contrdlable sur l'intervalle [0, 7]

alors selon la définition (2.3) on a :
v’ e Z, Ju e L*0,T;U) tel que CS(T)2° + lru = 0. (2.16)

Soit y € Im CS(T) alors
dzy € Z tel que CS(T)z = y.
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On applique (2.16) pour z; € Z on obtient :

Juy € L*(0,T;U) tel que CS(T)z + lpu; = 0.

Alors
Juy € L*(0,T;U) tel que CS(T)z = lpus.
Donc
Yy € ImCS(T) 3u € L*(0,T;U) tel que y = lru.
D’ou
Yy e Im lT'
Alors
ImCS(T) C Imly.
=)

Maintenant supposons que (2.15) est vérifié et soit 2° € Z alors
CS(T)2" € ImCS(T).
Et selon I’hypotheése on a :
CS(T)2° € Im(lr).

Alors
Ju € L*(0,T;U) tel que CS(T)z° + lpu = 0.

D’ou

Ju € L*(0,T;U) tel que y(T) = 0.
Donc le triplet (A, B, C) est exactement nul controlable.

Théoréme 2.5. Le triplet (A, B,C) ezactement nul controlable sur l'intervalle [0,T] si
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et seulement si
Iy > 0 tel que [[I7y] L200,m0) = VS™(T)C*y||z, Yy €Y. (2.17)

Preuve :

D’apres le théoreme (2.4) le triplet (A, B, C) est exactement nul contrdlable sur 'intervalle
[0, 77 si et seulement si

ImCS(T) C Imlr.

D’autre parte on a :
ImCS(T) C Imlp <= 3y > 0 tel que |[I7y]| 200,150y = VS (T)C*y||z, Vy €Y.

Corollaire 2.6. Si le triplet (A, B,C) est exactement nul contrélable sur l'intervalle de
temps [0, T alors le triplet (A — Nd, B,C)(A € R) est exactement nul contrélable sur
Uintervalle de temps [0,T].

Preuve :

Supposons que le triplet (A, B, C') est exactement nul controlable alors d’apres le théoreme

(2.5) on a :
T
Iy > 0 tel que / | B*S*(T — t)C*yl[udt > ~[|S*(T)C*yl|z, Vy € Y.
0

Soit y € Y et soit 'opérateur (A — AId) engendre un Cy-semi groupe (S1(t)):>o défini
par :

Si(t)z = (e S(t)z, Vz € Z.
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Donc on a :

T T
[IBSi@ = nCylldt = [ 1BS T~ e X0yt
0 0
> A8 (T)eNTICH
> 8T Cyl,

NSTT)Cyll 2.

Alors le triplet (A — Ald, B,C)(\ € R) est exactement nul contrélable sur I'intervalle de
temps [0, 7.

2.3 Controlabilité approchée

Définition 2.4. Le triplet (A, B, C) est dit approximativement contrélable sur ’intervalle

de temps [0,T] si et seulement si

Ve>0,V2"€ Z, Yy, €Y, Ju e L*(0,T;U) tel que ||lyg — y(T)|ly <e. (2.18)

2.3.1 Caractérisation de la controélabilité approchée

Théoréme 2.6. Le triplet (A, B,C) est approxrimativement controlable sur l'intervalle
[0,T] si et seulement si

Imlir =Y. (2.19)
Preuve :

:})
Supposons que le triplet (A, B, C) est approximativement controlable alors selon la défi-

nition (2.4) on a :

Ve>0,V"€ ZetVy, €Y, Ju. € L*(0,T;U) tel que |lyg — y(T)|ly < e. (2.20)
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Pour y € Y et 2% = 0 (2.20) implique

Ve > 0, Ju. € L*(0,T;U) tel que ||[lpu. — ylly <e.

Si on passe a la limite dans (2.21) quand € — 0 on obtient
Ju. € L*(0,T;U) tel que li_1r>r(1)HlTuE —ylly =0.

Alors
Ju. € L*(0,T;U) tel que lpu. = 1.

Donc on déduit que :

[mlT =Y.

=)

Maintenant on suppose que (2.20) est vérifié et soient 2° € Z,y € Y, on a aussi

y—CS(T)2" €Y.

Alors

(U )n>1 € L*(0,T;U) tel que EIJIrl lru, =y — CS(T)2°.

Par définition de la limite d’une suite on obtient

(2.21)

(un)n>1 € L*(0,T;U) tel que V7 > 0, In, € N, Vn > n; [|CS(T)2" + lpu, — ylly < 7.

Pour r=e>0o0na:

I(tn)n>1 € L*(0,T;U) tel que In. € N, ¥n > ng; [|CS(T)z2" + lpu, — ylly <e.

1

Pour n,=—-,n=n.ona:

™

(ue)es1 € L2(0,T;U) tel que ||CS(T)2° + lpu. — ylly < e.
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Alors
Ve >0, V"€ ZetVys €Y, Ju. € L*(0,T;U) tel que ||y — y(T)|ly < e.

d’ou la controlabilité approchée du triplet (A, B, C).

Théoréme 2.7. Le triplet (A, B,C) est approximativement contrélable sur l'intervalle
[0,T] si et seulement si

ker ;. = {0}. (2.22)
Preuve :

Selon le théoreme (2.6) on a :

Le triplet (A, B, C) est approximativement contrélable <= Imliy =Y
— [kerl}]t =Y

<= kerl} = {0}.
Corollaire 2.7. Si triplet (A, B, C) soit approximativement controlable sur [0,T] alors
ImC =Y. (2.23)

Preuve :

Supposons que le triplet (A, B, C') soit approximativement controélable.
Alors selon le théoreme (2.6) on a

ImlT =Y.

Mais comme

lT - CLT

Alors

Imly C ImC CY.
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Donc

ImC =Y.
Corollaire 2.8. Si le triplet (A, B,C) est approximativement contrélable alors le triplet
(A—M\ld, B,C)(X € R) est approzimativement contrdlable sur 'intervalle de temps [0, T.
Preuve :

Supposons que le triplet (A, B, C') est approximativement controlable alors
ker ;. = {0}.
Alors
Vy e Y;B*S*(T —t)C*y=0=y =0, Vt € [0,T]. (2.24)

Soit y € Y tel que
B*S*(T — t)e MT=0C*y = 0.

D’apres (2.24) on a :
e M=y =0, Vt € [0,T].

Pour ¢t =T on obtient y = 0.
Alors le triplet (A — A\ld, B,C)(X € R) est approximativement contrdlable sur I'intervalle
de temps [0, 7.

2.3.1.1 Relation entre la contrélabilité approchée du triplet (A, B,C) et du
couple (A, B)

Corollaire 2.9. Si le couple (A, B) est approzimativement contrdlable sur [’intervalle
[0,T] et ker C* = {0} alors le triplet (A, B,C) est approximativement contrdlable sur
[0, T7.
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Preuve :

Supposons que le couple (A, B) est approximativement controlable alors

ImLy=2Z7.
Alors

ker L7, = {0}. (2.25)
Soit y € ker (7 alors

L3.C*y = 0.
Selon (2.25) on a

C*y = 0.
Et comme ker C* = {0} alors
y = 0.

Donc on déduit que

ker ;. = {0}.

Alors le triplet (A, B, C') est approximativement contrdlable sur [0, 7.

Corollaire 2.10. Si le triplet (A, B, C) est approximativement contrélable sur [0,T] et si

Uopérateur C* est surjectif alors le couple (A, B) est approzimativement controlable sur
[0, T7.
Preuve :

Selon le théoreme (2.7) on a

ker ;. = {0}.

Soit z € Z tel que
Lyz=0.
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Comme l'opérateur C* est surjectif alors
Jy €Y tel que C*y = 2.
Donc
L7.C*y = 0.

Et comme le triplet (A, B, C') est approximativement contrélable alors y = 0.
Donc on déduit que z = 0.

Alors le couple (A, B) est approximativement contrdlable sur [0, 7.

2.4 La relation entre les trois controlabilités

Théoréme 2.8. Si l'opérateur A du systéme (1) engendre un Co—semi groupe (S(t))ier
alors le triplet (A, B,C) est exzactement contrdlable sur l'intervalle [0,T] si et seulement

s’il est exactement nul contrélable sur 'intervalle [0,T].

Théoréme 2.9. Si le triplet (A, B,C) est exactement controlable sur l'intervalle [0,T]

alors le triplet (A, B,C') est approximativement controlable sur l’intervalle [0,T].
Théoréme 2.10. Si le triplet (A, B,C) est exactement nul contrélable sur l'intervalle
[0,T] et si ImCS(t) =Y alors le triplet (A, B,C) est approzimativement controlable.
Preuve :

Supposons que ImCS(t) =Y et que le triplet (A, B,C) est exactement nul contrdlable

alors d’apres le théoréme (2.4) on a :

Y =ImCS(T) C Imlr.

Alors
Im ZT =Y.

Alors le triplet (A, B, C') est approximativement controlable.
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2.5 Exemple

On considere le systéme (entrée, sortie) suivant :

Dz 0?2

a(:v,t) = @(m,t) +u(x,t) ;t€]0,T[,x €]0,1]

2(z,0) = 2%x) ;2 €]0,1] (1)
2(0,t) =2(1,t) =0 ;t€]0, T

y(x,t) = Z:<z,<pj>L2(0, 1) ;te€lo,T|

Tel que
p;(x) = V2sin jrx Vj > 1.

Le systeme (1) est sous la forme (1) avec :

Z =L*0,T),U = L*(0,1),Y =R.

2
Az = T2y e p(a).

~ a2
Tel que :
D(A) = H*(0,1)( H,(0,1).

A est un opérateur linéaire engendrant un Cy-semi groupe (S(t))s>o sur Z défini par :

+oo
VZ - Z, S(t)Z = Z 6_]27r2t<,2’, on>L2(0,1)()0j'
j=1
La famille (¢;),;>1 représente les fonctions propres associées aux valeurs propres
N\j = —j*m%,j > 1 de l'opérateur A et cette derniére forme une base orthonormale dans
L2(0,1).
B: L*0,1) — L*(0,1) B = Id (opérateur identique dans L*(0,1)).
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B est un opérateur linéaire borné.

C:L*0,1) — R

m

2 — Cz =Y (2,9j)1200,1)-
j=1

C' est un opérateur linéaire borné.

En effet :
|OZ|R = § <Z790j>
i=1 &
< E 2,0
- i el L2(0,1)

1
m

< D lzleonlleillzz o
j=1
= m||z]|r2(0,)-
C iR — L2(0,1)
y — Cy=> yy;
j=1

On définit 'opérateur Il comme suit :

lr: L*(0,T; L*(0,1)) — R

U —  lpu.
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Tel que
T
lru = / CS(T — s)Bu(s)ds
0

T
= / CS(T — s)u(s)ds
OT = ;2,2
= [ X eI uls), 05) oy
o

T +00

= / Ze’jQ’rQ(T’S)W(S),<pj>C'<pjd5
0 =
T o0 5 m
= / Zeijﬂ(TS i) Y (@, or) 1201y ds
k=1
T m +oo
= [ 23 e I us), 05) (5, o ronds
0 k= 1] 1

S /O eI u(s), or) 20 ds.
k=1

L’opérateur [} est défini par :

IR — L*0,7T;L*0,1))

Y — 17y.

Tel que
Ly(t) = B*S*(T —t)C*y

= SH(T—-1)Cy
“+oo

_ Z€7j27r2(T—t)<C*y’goj>(pj
j=1
= —3272(T—t) -

= 2 <Z<y,sok> ©5)0
=1 -1
Jm —+00 2

- Z ZG_] i t)y<90k:790]>L2(0 1)¥j
k=1j=1

Ck2a2(T—

= D e FT Ty
k;l

= Y e R Tty \/2 sin (k)
k=1
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On a :
l* 2 — e ] w2
I TyHL2(o,1) Z L2(o N
— 2 i 2,2
= <Z€ a ”ywj,Ze ! (T)ySOj)L2(o,1)
j=1 j=1
_ 2.2 _ k272
- Zzy% Ik (T)<¢j($)7%0k($)>L2(0,1)
j=1k=1
— iy2 —2527%(T)
< iy26—2j27r2(T—t).
j=1
Alors

”l*TyH%?(QT;L?(OJ)) = /HlTyHL201

_ / Zy2 —2272(T—t) 3y
> / Z 2,-27%(T) gy
Z ye

_ ngZ e=20°m (D)

On pose M = Z e~ 2T (1),
j=1
Alors 3y(y =TM) > 0 tel que

15yll72 (0,T522(0,1)) = Yylg Yy € R.

d’ou la contrélabilité exacte du triplet (A, B,C).
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CHAPITRE 3

CONTROLABILITE DES SYSTEMES
NON LINEAIRES

Dans ce chapitre on étudie la controlabilité des systemes non linéaires avec ses deux
dimensions finies et infinies.

Un systéme non linéaire contrdlable est un ensemble d’équations (différentielles par
exemple) non linéaires décrivant I’évolution temporelle des variables constitutives du sys-
teme sous l'action d’un nombre fini de variables indépendantes appelées entrées ou va-
riables de contrdle.

Considérons un systeme de contrdle non linéaire :
&= f(z,u) = fo(z) + > uifi(x). (3.1)
i=1

Ou l'état est z € R".
Le controle est u = (uy, ..., u,)" € R™.
Les fonctions f;, i = {1,...,m} sont de classe C*>° de R™ dans R"™.

On suppose que
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de sorte (0,0) € R™ x R™ est un zéro de f autrement dit un point d’équilibre du systéme

(3.1).

3.1 Controlabilité locale

Définition 3.1. On dit que le systéme (3.1) est localement controlable autour de
(0,0) € R™ x R™ si pour tout € > 0, il existe p > 0 et pour tout a,b € R™ tels que
la| 4+ [b] < w, il existe u € L>®((0,e); R™) tel que

u(t)] < e, t € (0,¢), (3.3)

(= f(z,u(t)) et x(0) =a) = z(e) = 0. (3.4)
Définition 3.2. (Linéarisation)
La linéarisation de systéeme (3.1) autour de (0,0) € R™ x R™ c’est le systéme de contrile

linéaire suivante :

& = Az + Bu, (3.5)

o x € R™ est l’état, u € R™ est le controle et

_of

A= 27(0,0),
_9f

B =(0,0).

3.2 Controlabilité en dimension fini (Crochets de Lie)

Théoréme 3.1. Si le systéme linéaire (3.5) est controlable, alors le systéme non linéaire

(3.1) est localement controlable autour de (0,0) € R™ x R™.

Théoreme 3.2. Le systéeme linéaire © = Ax + Bu, ou [’état est v € R" et le controle est
u € R™, est controlable si et seulement si ’espace vectoriel engendré par l’ensemble des
A'Bu; w e R™ i €{0,...,n— 1} est égal a R™.

Avec
_9f
Oz

(0,0) et B = a—f((),O).

A ou
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Les difficultés débutent quand (3.5) n’est pas contrdlable. On ne peut alors rien conclure

quant a la controlabilité locale du systéme (3.1) autour de (0,0) € R™ x R™.

Définition 3.3. Soient
X = (X' ..., X")" e CHR™RY),

Y = (Y. ., Y")" e CHR™R).

Le crochet de Lie [X,Y] = ([X,Y]',...,[X,Y]") de X etY est ’élément de C°(R";R")

défini par : ‘ ‘
XYY () = 3 X ) G (0) = VH@) G ), (3.6)

pour tout j € {1,...,n} et pour tout x € R™.

Définition 3.4. Soient
X € C*(R™R") et Y € C*(R™;R").
On définit, par récurrence sur k € N, ady € C®°(R™;R") par :

adyY =Y,
ad®™y = [X,ad%Y], Vk e N.

Théoréme 3.3. Soit Lie{fi, fo,..., fm} Ualgébre de Lie engendrée par fi, fa,..., fm,
c’est-a-dire le plus petit des sous espaces E de C°(R", R"™) vérifiant les deux propriétés
sutvantes :

(X,Y] € E, V(X,Y) € E?
fie B, Yie{l,2,...,m}.

Supposons que

(h(0); h € Lie{f1, fo,- .., fu}} = R". (3.7)
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Alors le systéme de controle
i=1

est localement contrélable autour de (0,0) € R™ x R™,

3.2.1 Exemple

On prend n = 3, m = 2, et pour tout z = (z1, 25, z3)" € R?
fl(z) = (17 07 _1,2)151”7

fa(z) = (0,1, 29)".

Donc

T = f(x,u)
= fo(0) + ;Uifi<$>
= uifi(x) + uafa(z)

= (w1, u2, —u122 + up1).
Notre systeme de contrdle est donc
T1 = uy, Ty = up, T3 = T1Uz — Talj.

Le linéarisé autour de (0,0) € R? x R? de ce systéme est

Ty = U,
j:Q = Uy,
I"3 = 07

¢«50)
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systeme linéaire qui n’est pas contrélable. Toutefois on a :

[f1, f2)(z) = (0,0,2)"; Vz € R®. (3.10)

Donc, f1(0), f2(0) et [f1, f2](0) engendrent R3. Le théoréme (3.3) nous assure alors que
le systeéme (3.9) est localement controlable autour de (0,0) € R? x R2.

Notons aussi que le critere de Kalman de controlabilité des systémes linéaires
& = Ax + Bu, (3.11)

fait aussi intervenir les crochets de Lie.
Dans (3.11), A est une application linéaire de R™ dans R", B est une application linéaire
de R™ dans R", I'état est x € R™ et le contrdle est u € R™.

Le systeme (3.11) est bien de la forme (3.1) avec

fo(z) = Az, z € R", (3.12)
filz) = Be;, i € {1,...,m}, x € R", (3.13)
ou (e, es,...,en,) est la base canonique de R™.

On vérifie facilement que
k k., 1k ,
A"Be; = (—1)"ad} fi;, Yk € N, Vi € {1,...,m}.
Donc la condition de contrélabilité de Kalman, a savoir
ev{A*Buik e {1,...,n— 1}, u e R"} =R". (3.14)

Alors le systeme linéarisé est contrdlable donc le systeme non linéaire est localement

controlable.
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3.3 Controlabilité en dimension infinie (Crochets de
Lie)

Considérons le systeme suivant, qui est probablement le plus simple des systémes de

controle modélisé par une équation aux dérivées partielles,

gy Oy _
5 ta, = 0 Vte[0.T], vaeo,L], (3.15)
y(t,0) = u(t); vt € [0,7]. (3.16)

Pour ce systeme, 7' > 0, L > 0 sont donnés, le temps ¢t € [0,7], I'état du systeme est
y(t,.) : (0,L) — R et le controle est u(t) € R.
Le systeme de Cauchy associé a (3.15), c’est-a-dire le probléme suivant :

étant donnés T > 0, y°: (0,L) > Ret u: (0,7) = R, trouver y : (0,7) x (0,L) — R tel

que :
oy oy
E + 871‘ = 0;te {O,T], x € [O,L], (317)
y(t,0) = wu(t); t €][0,T], (3.18)
y(0,2) = y°x); z € (0,L). (3.19)

e Nous cherchons sur la solution a ce probléeme de Cauchy :

D’abord supposons que y est une fonction de classe C' sur [0, 7] x [0, L] et satisfaisant
(3.17), (3.18) et (3.19) au sens habituel.

Soient ¢ € C*([0,T] x [0, L]); T € [0,T).

Multiplions (3.17) par ¢(t, z) on trouve :

0 0
sito) (o + 5L) =05 t € 0.7), w e [0, L,

on intégrons cette 1'égalité sur [0, 7] x [0, L] :

T rL ay ay B
/0 /0 o(t, ) ((% n &E>dxdt — 0.
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Utilisant (3.18) et (3.19) et des intégrations par parties, on obtient

/OT/OL ¢(t,x)<23;+(§ygi>dxdt - /OT OL¢( )gtdzdt—l—/ / o(t,x gydxdt
= [ [T o e o)~ [ 60,210, 0)a
v [ /0 " ot, Lyy(T, L)dt

- /0 S(t,0)y(t, 0)dt — / / gbxydtdx]

Alors on trouve :

—/OT /OL(¢t+¢x)yd$dt+/0Ty<t, L)o(t, L)dt—/OT u(t)p(t, O)dt+/OL y(7, )p(7, )dx

— /OL v (2)p(0, x)dx = 0.

Définition 3.5. Soient T > 0, y° € L*(0,L) et u € L*(0,T).
Une solution du probléme de Cauchy (3.17),(3.18) et (3.19) est une fonction
y € C°[0,T); L*0,L)) telle que, pour toute fonction ¢ € C*([0,T] x [0, L]) telle que :

o(t,L) =0, Vt € (0,7, (3.20)

on a, pour tout T € [0, T,

L

- /OT /OL(<Z5t + ¢)ydzdt — /OT u(t)p(t,0)dt + /OL y(r,x)p(T, x)dx —/ 4 (2)$(0, x)dx = 0.

0

Théoréme 3.4. Soient T > 0, y° € L?(0,L) et u € L*(0,T).
Alors le probléme de Cauchy (3.17), (3.18) et (3.19) da une solution et un seule. Cette

solution satisfait :

ly(, M2,y < 19°]e20,2) + llull20m), V7 € [0,T). (3.21)

En fait pour ce probleme de Cauchy trés simple on peut donner explicitement la solution.

53)



% CHAPITRE 3. CONTROLABILITE DES SYSTEMES NON LINEAIRES

On effet on vérifie facilement que la fonction y € C°([0,T]; L*(0, L))
y(t,z) = y°(xz —t); V(t,z) € [0,T] x (0, L) tels que t < z, (3.22)

y(t,z) = u(t —x); Y(t,z) € [0,T] x (0, L) tels que t > x, (3.23)

est bien solution du probléme de Cauchy (3.17),(3.18) et (3.19).

Occupons nous maintenant de la controlabilité du systéme de controle (3.15), (3.16).

Définition 3.6. Soit T > 0. Le systéme de contrile (3.15), (3.16) est contrdlable en temps
T siVy € L*(0, L), Yy' € L*(0,L), Ju € L*(0,T) telle que la solution y du probléme de
Cauchy (3.17),(3.18) et (3.19) satisfasse :

y(T,.)=y"

Théoréme 3.5. Le systéme de controle (3.15),(3.16) est contrdlable en temps T si et

seulement si T > L.

Remarque 3.1. On voit ici un point nouveau par rapport au cas des systemes de controle
linéaires de dimension finie il y a des systémes linéaires de dimension infinie qui sont
controlables pour un temps Ty > 0 mais qui ne sont pas controlables pour des temps plus

petits.

Lemme 3.1. Le systéme de controle (3.15),(3.16) est controlable en T > 0 si et seule-
ment si Fr est surjective, tel que lapplication Fr : L*(0,T) — L*(0, L), définissons de la
fagon suivante :

pouru € L*(0,T), soity € C°([0,T]; L*(0, L)) la solution du probléme de Cauchy (3.17), (3.18)
et (3.19) avec y° =0, alors :
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Preuve :

=) est évidente.

=)

Supposons que Fr est surjective et montrons que le systéme de controle (3.15), (3.16) est
controlable en T > 0. Soient y° € L*(0, L) et y' € L*(0, L).

Soit ¢ la solution du probleme de Cauchy (3.17), (3.18) et (3.19) avec u = 0.

Comme Fr est surjective, il existe u € L*(0,T) telle que Fr(u) =y' — g(T,.).

Alors, la solution y du probleme de Cauchy (3.17), (3.18) et (3.19) satisfait :

= g (3.25)
Alors le systeme de controle (3.15) et (3.16) est controlable en T' > 0

Proposition 3.1. Soient Hy et Hy deuz espaces de Hilbert. Soit F' une application linéaire

de Hy dans Hy. Alors F est surjective si et seulement si
e > 0 tel que |F*(x2)||g, > c||z2||g,, Voo € Ho. (3.26)

En théorie du contréle des équations aux dérivées partielles, l'inégalité (3.26) est appelée

une «inéqgalité d’observabilité .

Lemme 3.2. Soit 27 € C'(0, L) tel que :

T = — e
(1) = (1) =0 (3.27)
Soit z € C([0,T] x [0, L]) la solution de :
0z 0Oz
St =0, (3.28)
At L) =0, Vt € [0,T], (3.29)
2(T,.) = 2", (3.30)
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Alors
Fp(z")

2(.,0). (3.31)

Preuve :

On note d’abord que les conditions de compatibilité (3.27) assurent bien I’existence de z :

changer t en T —t, x en L — x et voir I'expression (3.22), (3.23) explicite donnée pour ¥,

c’est-a-dire :
z2(t,x) =y(T —t, L — x).
Donc on a :
= u(T —1).
Et
Z(Ta IL’) - y(0> L— ZL’)
= y(L-2)
= y'(z)
On pose :
w(T—t) = 0.
y°(z) = (L —u2).

Alors 'existence de z et de plus vérifie le probleme de Cauchy.

Soit u € C'([0,T1]) tel que
_du

u(0) = .

(0)=0 (3.32)
Soit y € C°([0, T]; L*(0, L)) la solution du probléeme de Cauchy suivant :

oy Oy
5t 5. = 0,te(0,T), =€ (0,L), (3.33)
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y(t,0) =u(t), t € (0,7T), (3.34)
y(0,2) =0, z € (0, L). (3.35)

L’expression (3.22), (33.23), (3.32) et (3.35) montrent que y est de classe C! sur [0, 7] x
0, L].
Alors utilisant (3.28), (3.29), (3.30), (3.33), (3.34) et (3.35), on obtient, apres des intégra-

tions par parties,

(Fr(z"),u) = (", Fr(w))
— /OLZTF;:(u)da;
- /OLzTy(T,x)da:
— /OT /OL(zy)tdmdt

= — /OT /OL 2.y + 2y dxdt
= /OT z(t, 0)u(t)dt
= (2(t,0),u).

Donc
(Fr(2"),u) = (2(t,0),u), Yu € C*(0,T)

Et comme l'ensemble des u € C?([0, T)]) satisfaisant (3.32) est dense dans L?(0, L). Alors
on a:

(u, F — 2(.,0)) = 0, Yu € L*(0,T)

On pose u = F;(2T) — z(.,0). Donc

u=Frz") - 2(.,0)

Alors
Jull* = [|F£ (") = 2(., 0) 7201 = O
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Par suit

Fi(2")

2(.,0).

Corollaire 3.1. L’inégalité
e > 0 tel que ||[F*(x2)||n, > cl|z2llg,, Voo € Ha,

est équivalente a ['inégalité suivant :

T T
/ 2(t,0)%dt > c/ 21 (x)*dx.
0 0

3.4 La méthode du retour

(3.36)

(3.37)

C’est une méthode que nous avons introduite en dimension finie pour un probléme

de stabilisation et que nous avons utilisé pour la premiere fois pour la controlabilité d’une

équation dérivées partielles.

Comme annoncé dans la section précédente, on va la présenter sur des systemes de

controle de dimension finie.

Soit le systeme de controle
i = f(z,u) = fo(z) + > uifi(z),
i=1

Ou f € CHR™;R").

L’état est x € R™.

Le controle est u = (uy, ..., u,)" € R™.
On suppose que fp(0) = 0.

D’apres le théoréme (3.1) on a si le linéarisé du systeéme (3.41) autour de

(3.38)

(0,0) € R™ x R™ est contrdlable, alors le systéme non linéaire (3.41) est localement

controlable autour de (0,0) € R™ € R™.

Supposons maintenant que le linéarisé autour de (0,0) € R™ x R™ ne soit pas controlable.
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3.4.1 L’idée de la méthode du retour

L’idée de la méthode du retour est la suivante : au lieu de regarder le linéarisé autour

de la trajectoire (Z,u) = 0, étudier le linéarisé autour d’autres trajectoires (Z,u) avec

#(0) = 2(c) = 0,

lu(t)| < e, Vt € [0,¢] pour € > 0 donné .

Supposons que, pour tout € > 0, il existe de telles trajectoires ayant un linéarisé contro-
lable.

Le systéme non linéaire (3.41) est localement contrdlable le long de ces trajectoires, c’est-
a-dire que pour chacune de ces trajectoires, pour tout £; > 0, il existe p; > 0 tel que pour

tout a € R™ et pour tout b € R™ tels que

o = Z(0)] + [b— Z(e)| = |al + [b] < pua,

il existe u € L>((0,¢); R™) tel que la solution de :

x = f($7u<t))a
z(0) = a.

satisfasse z(¢) = b et tel que

lu(t) —u(t)| < ey, t €(0,¢).

On en déduit alors la controlabilité locale du systeme non linéaire (3.41) autour de

(0,0) € R" x R™.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié la controlabilité des
systemes linéaires de dimension infinie, et les caractéristiques
les plus importantes liées, de plus nous étudions la
controlabilité des systemes non linéaires de dimension fini et
infini.

Mots clés: Controlabilité, systéeme de contrble linéaire,

systeme de contréle non linéaire.

Abstract

In this note we are going to study the linear control systeme
with a non-expired dimension ,and the most important
characteristics related In addition to the non-linear control
systems with a dimension ended and non-finished study.

Key words: Controlability, Linear Control System, Non-linear

control system.
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