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Introduction Générale

L’apparition des nombres p-adiques remonte a la fin du dix-neuviéme siecle grace au
mathématicien Allemand Kurt Hensel (1861,1941) qui a tenté de remplacer le complété
R du corps des nombres rationnels par un autre complété noté Q,, ou la norme cette
fois, est une norme non archimédienne définie a 1'aide du nombre premier p. Depuis
ce temps-la, les mathématiciens ont commencé a s’intéresser a ce nouveau domaine de
mathématiques. Les recherches dans ce domaine sont souvent faites, soit pour voir les
différences et les similitudes par rapport au cas réel, soit pour obtenir des résultats propres
aux nombres p-adiques. L'utilisation des nombres p-adiques est fréquente en théorie des
nombres et en Géométrie. D’autre part, depuis quelques années plusieurs auteurs en
Physique mathématique prennent comme corps de base, au lieu des corps des nombres
réels et complexes, les corps p-adiques.

L'application des nombres p-adiques et de ’analyse p-adique qui nous intéresse dans
ce travail est penchée vers l'informatique. Il s’agit, dans ce travail, d"une application
intéressante des outils de I’analyse numérique a la théorie des nombres. On verra comment
utiliser les méthodes numériques de bases (Newton, sécante, point fixe) pour calculer le
zéro d’'une fonction f ou

fo)=t-a=0
1)

a € Q, , p-premier

Nous avons basé dans ce mémoire sur les travaux de Michael P. Knapp, Christos Xeno-
phontos, ou1 les auteurs ont utilisé les méthodes numériques élémentaires pour trouver le
réciproque d"un entier modulo p" (voir [7] pour plus de détails).

Ce mémoire est composé de l'introduction et trois chapitres. Dans 1'introduction, on
donne un apercu historique sur les nombres p-adiques et leur évolution. Dans le pre-
mier chapitre, nous donnons quelques notions fondamentales, en particulier, la définition
des corps normés ultramétriques, la procédure de complétion pour construire les corps
complets.

Dans le deuxieme chapitre, il est question de présenter des notions de base de 1’analyse
p-adique et de théorie des nombres p-adiques. Ils servent comme outils nécessaires au

2



Introduction Générale

reste du travail.

Dans le dernier chapitre, principal dans ce mémoire, il est question de calculer le
développement de Hensel (les premiers chiffres) de l'inverse d"un nombre p-adique par
les méthodes numériques élémentaires, telles que la méthode de Newton, la méthode de
la sécante et du point fixe. Autrement dit, chercher 1’écriture

*

1
—-=ap+mp+ a2p2 +..t+ap'+..,a€ Qp
a

On termine ce mémoire par une conclusion générale.



Chapitre 1

Corps valués ultramétriques complets

Dans ce chapitre, nous allons donner des notions fondamentales sur les corps normés
ultramétriques.

En, mathématiques, un espace métrique M est dit espace complet si toute suite de
Cauchy de M a une limite dans M (c’est-a-dire qu’elle converge dans M). La propriété de
complétude dépend de la distance. Il est donc important de toujours préciser la distance
que l'on prend quand on parle d’espace complet et le procédé de complétion est valable
pour un espace métrique quelconque.

1.1 Corps normés

Définition 1.1.1 Soit K un corps.
1. On appelle une norme sur K toute application ||.|| de K dans R* telles que :
i) VxeK:||x]| =0 x=0.
ii) Yx,y € K:|lx-yll = [IxI| - lyll.
iii) Yx,y € K: |lx + yll < |Ixll + llyll (I'inégalité triangulaire).

2. On dit que la norme ||.|| est ultramétrique ou non archimédienne si :
Vx,y € K |lx + yll < max(||x||, [lyll)(Inégalité triangulaire forte)

c’est a dire une norme qui vérifie une condition plus forte que l'inégalité triangulaire.

3. Une norme constante ||.|| est dite triviale si et seulement si



Chapitre 1. Corps valués ultramétriques complets

Remarque 1.1.1

1) On dit parfois valeur absolue au lieu de norme de corps.

2) La norme est une extension de la valeur absolue des nombres aux vecteurs.

3) La norme ||.|| est un morphisme de groupes entre les groupes multiplicatifs (K*,.) et (R, .) et
donc que |[1]| = 1.

Exemple 1.1.1 La valeur absolue usuelle |.| est une norme archimédienne sur R. Car
[(=1) — 4] = 5> max(I(-1)|, |4]) = 4

Définition 1.1.2

1. On appelle corps valué, tout couple de la forme (K, ||.||) ou K est un corps et ||.|| est une norme
sur K.

2. On appelle la distance induite sur K par ||.||, la distance d, sur K définie par
Vx,y € K:dy(x, y) = llx = yll
3. Si||.|| est une norme ultramétrique, alors
Vx,y,z € K : dy(x, z) < max(dy,(x, y), dyy(y, 2))

et la distance induite par cette norme appelée distance ultramétrique.

4. Lorsque K muni de la distance ultramétrique, on dit que K est un corps valué ultramétrigue.
Dans le cas contraire, on dit que K est un corps valué archimedienne.
Proposition 1.1.1 K est un corps ultramétrique si et seulement si
VnelN:|n| <1
Autrement dit IN est borné selon ||.||.
Preuve.
1) Soit K un corps ultramétrique. Montrons par récurrence que
YnelN:|nl| <1

Pourn=1,onalllll=1<1.
Supposons que [|i|]| < 1 pour tout i < n et montrons que [[n + 1|| < 1.
Ona

ln+1 < max{ln|l, |11} =1

= |n+1|<1



Chapitre 1. Corps valués ultramétriques complets

2) Pour I'implication réciproque. On suppose que Vn € IN : [|n|| < 1.
Soient x, y € K, alors

(GRS

n

k k n—k
E Corx -y
k=0

< -l
k=0
n
< YIICH] -t [l avee [|ck| < 1
k:O
< Y Il -y
k=0

D’autre part, on a

lx]] < max( )
Iy < max( )
Donc ‘
s | I < [ma mm|wm] .
| y < [max( )]
On obtient

7

vos<ks<n: [ [y

)| -[max(
)

< [max(
< [max(

Ce qui donne

n

Y [max (i, )]

k=0

IA

e+ ]

IN

n+1)- [max(

)|
)

On sait que lim (n + 1)37 =1, alors ||x + y|| < max(||x]l, [lyl|). Par conséquent ||.|| est une norme
n—oo

— ||(x + y)” <(n+ 1)% -max(

ultramétrique.

Proposition 1.1.2 Soit K un corps non-archimédien, a,x € K, on a si |la — x|| < ||al|, alors
llx[| = llall.
Autrement dit, tous les triangles de (K, ||.||) sont isoceéles.

6



Chapitre 1. Corps valués ultramétriques complets

Preuve.
Soient x,a € K, alors

llx[| = llx — a + al| < max{|lall, [lx — all} = [|al]

= |lx[ < [lall

D’autre part, on a
llall = lla = x + x|l < max{lla — x|, [lx[[}

Si [|x — al| > ||x]|, alors ||a|| < ||x — al|. Contradiction avec I'hypothese, donc ||x — 4| < [|x]|, ce
qui donne ||a]| < |[x]|.
On déduit que ||a]| = |[|x]|.

Définition 1.1.3 Soit (x,), C (K, ||.|]). Alors

1) On dit que (x,), est une suite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante, appelée critere de
Cauchy
Ve>0,dng € N, Vn,m >ng : ||x, —xull < €

Ceci est équivalent a lim ||x,, — x,,|| = 0.
1n,Mm— 00
2) On dit que (x,), est une suite converge vers x € K si et seulement si

Ve>0,dng e IN,Vn>ng:|lx, —x|| < ¢

3) On dit que (x,), est une suite bornée si et seulement si

de>0,YneIN:|x,l <c

Remarque 1.1.2 Dans un espace métrique :
1. Toute suite converge est de Cauchy et la réciproque est fausse dans le cas général.

2. Toute suite de Cauchy est bornée.

1.2 Construction d’un corps normé complet

Définition 1.2.1 Un espace métrique M est dit complet si toute suite de Cauchy de M a une limite
dans M. C’est-a-dire qu’elle converge dans M. Autrement dit I'espace M n’a pas de trou.

Exemple 1.2.1 Les nombres rationnels ne forment pas un espace complet. Car si on considere la
suite (x,), définie par
xo=1,x1 = 1 Xy = 141
E N T TV
(xn)n est une suite des nombres rationnels, de plus elle est de Cauchy dans Q. Cependant, elle ne

converge pas dans Q, puisque elle a une limite \2 dans le corps complet R.



Chapitre 1. Corps valués ultramétriques complets

Définition 1.2.2 (Définition générale de la complétion)
Soit K un corps normé arbitraire (non complet) muni d’une norme ||.|[x et K un autre corps normé
(construit a partir de K ) muni d’une norme ||.||g. On dit que K est le complété de K si
1) K contient K(K c K).
2) K est dense dans K par rapport a la topologie associé avec ||.||z.
3) Vx € K: ||x|lx = |lxllg (la norme ||.||g est définie a partir de ||.||x).
4) (K, II.|lg) est complet.
Si un espace métrique n’est pas complet, nous pouvons toujours le compléter en lui ajoutant les
limites de toutes les suites de Cauchy modulo une relation d’équivalence. Dans le cas oit le corps Q

est muni de la norme euclidienne |.|, la procédure de complétion donne le corps R. La construction
d’un espace métrique complet est donnée selon les étapes suivantes :

1)Etape 1 : On note par
SC(K) = {A — {anhy € KN lim [la, — anll = o}

L’ensemble des suites de Cauchy défini dans (K, |.|]).
On définit sur SC(K) les lois suivantes :

+:SC(K) x SC(K) —  SC(K)
((@n)n, (b)) > (ay + by)y

-: SC(K)x SC(K) —  SC(K)
((@n)n, (D)) > (@ bp)n

L’ensemble (SC(K), +, -) est un anneau unitaire, d'élément neutre 1sciy = {1}en =11,1,1,...,1,.. J(resp :
Oscky = {0}wen = {0,0,0,...,0,...}) par rapport a la multiplication (resp : a 'addition).

Pour cela, il suffit de vérifier que SC(K) est un sous anneau de I'anneau produit KN,

En effet, si A = {a,},, B = {b,}, € SC(K) et n,m € IN, alors

Addition {

Multiplication : {

a,-b,—a, b, =@, —ay,) b, +a,- (b, —Dby)
Ainsi
2w - bn = A - bull = 1@ = am) - by + @by — bl
< ||@n = am) - bull + llay - (bu — bun)ll
< 1ball - Nlan — amll + llawll - 1w — bull
< Bllan — aull + allby, = bul|
Telles que a = sup |la,||, B = sup ||b,ll, car {a,}, et {b,}, sont bornées. On déduit que

Lim |la, - b, —ay - bull =0

n,Mm—>00

= A-B e SC(K)

8



Chapitre 1. Corps valués ultramétriques complets

D’autre part, on a
(a, - b, — (a, - by) = (a, —a,) + (b, —by,)
Ainsi
@y = by) = (@ = bl = 1@ — @) + (b = bp)Il < |lay — amll + by — byl

Commen {a,}, et {b,}, sont de Cauchy, alors lim ||(a, — b,) — (a, — bu)ll = 0.

On déduit que A — B € SC(K).
De plus SC(K) n’est pas un corps puisqu’il contient un diviseur de Zéro

{1,0,0,0,...}-10,1,0,0,...} =1{0,0,0,...,0,...} = {O}en-

2)Etape 2 : On définit I'ensemble des suites nulles de Cauchy
SN(K) = {4 = (@) € SC() : Jim [l = 0}
3)Etape 3 : On définit sur SC(K) une relation R par
Viaubu Abaln € SCK) < Han}u Ribu}y & lim [la, = byllk = 0 & {a, — b,} € SN(K)

R est une relation équivalence. En effet :
Soient {a,},, {by}n, {ci}tn € SC(K). Alors

lim |la, — a,|lx = 0 = {a,}, Ria,}, (réflexivité)

D’autre part
{an}n%{bn}n & lim ”an - bn”K =0
= lim ||b, — a,llk =0
= {b,}o Rla,}n (symétrie)

Ona

(@} R{b}n lim [la,, = byl = 0

—

{bn}n%{cn}n lim ”bn - Cn”K =0

Alors

”an - Cn”K = ”([ln - bn) + (bn - Cn)”K < ”an - bn”K + ”bn - Cn”K
Pour n — oo, on obtient lim ||a,, — ¢,|lx = 0. Donc
n—oo
{a,}, Ric, )}, (transitivité)

4)Etape 4 : Soit K = SC(K)/SN(K) I'ensemble des classes d’équivalence des suites de Cauchy {a,},
pour la relation R définie précédente. On note par (a,) € K la classe d’équivalence de suite de
Cauchy {a,}, € SC(K) et la suite constante

{an}neN = {a/a,ﬂ,' .- },ﬂ e K

9



Chapitre 1. Corps valués ultramétriques complets

appartient a des classes différentes pour différents éléments a.
Notons par (a,) la classe d’équivalence qui représente la suite de Cauchy {a},. Ainsi (a,) € K, et
nous allons considérer K comme un sous ensemble de K, et nous identifions a € K avec 4 = (a) € K.

Théoréme 1.2.1 L’ensemble quotient K = SC(K)/SN(K) est un corps.

Preuve.
Il est facile de vérifier que K muni des deux opérations suivantes :

A+ B = (ay) + (by) = (@u + D)

v{an}nE]N €EAE€ K’ V{bn}neN €BeK: A-B= (an) : (bn) = (an : bn)

est un anneau commutatif, tel que son élément neutre par rapport a I’addition (resp : a la
multiplication ) est 0 (resp : 1).
I reste & montrer que tout élément de K admet un inverse par rapport a la multiplication.
C’est-a-dire

VAeK,dJAeK: AA=1
Soit A € K tel que A # 0 = SN(K) et {a,},en un représentant de A (une suite de Cauchy
dans K'). Tant qu’elle n’est pas nulle, alors

ACe R, AN e N": [ja,|| > C Vn >N
On définit une autre suite {4} },en par
., |0 ,si 1<n<N-1
=11 n>N

n

La suite {a} },en est de Cauchy. En effet :
Pour tous n,m > N, on a
1 _ ”am - an”

0 < lay, = a,ll = ll— = —ll

= < Clay — aull — 0,1,m —> oo
Ay Ay |l [lla,l

Notons la classe d’équivalence de {4 },en par A™'. On a

{an}nE]N ' {a;}neJN = {an : a;}nEN = 0/ 0/ ceey O/ ]-/ 1/ e
~——
(N—-1)terme
On trouve
la, - a }hen — {Unen =4-1,-1,...,-1,0,0,...3 € SN(K)
————
(N-1)terme
Ceci implique que {a, - 4} },en € 1, C'est a dire que
(a,-a))=A-B=1

Alors A- A1 =1.

10



Chapitre 1. Corps valués ultramétriques complets

Définition 1.2.3 Pour tout A = (a,) € K, on définit l'application

Nz : K — R*
A — |Allg = Lim [la,llx
n—-+oo

Proposition 1.2.1 L'application ||.||x est une norme sur K. Elle est non-archimédienne si la norme
de K est non-archimédienne aussi.

Preuve.
Cette norme est bien définie. Pour cela, nous devons montrer que la limite existe et indé-
pendante du représentant {a,}, € A € K. On a {a,}, est une suite de Cauchy, alors

Ve >0,dng e N, Vn,m>ng : |la, —allxk < €

D’autre part, on sait que
llamllx = llanllkl < llam = aullx

On obtient, pour tout € > 0, |[|a,llx — llaqllk] < e.
La suite de nombres réels {||a,/|},en est de Cauchy dans (IR, |.|) complet, alors elle a une
limite [ € R*. Donc lim ||a,||x existe.

n—+00

Supposons que {a,}, et {a,}, sont deux représentants de A. Alors par la méme inégalité,
nous avons
0 < lim |lla,llx = lla,llx| < lim [la, —allk = 0
400 n—+co

Alors lim |ja,|lx = lim ||a; |-

n—+00 n—+oo
On vérifie les trois propriétés de la norme :
1) Si A = (a,) € K telle que A =0, alors

A= (a,) =0 = {a,},en € SN(K)
— lir+n llaqllk =0
— Al = 0
Si A = (a,) #0,alors {a,},en € SN(K), on obtient

dee R, AN €e N": |la,llxk 2 ¢ >0,Vn > N
= lim |a,llx # 0
n—+00
= ||Allg >0

2) Soit A = (a,) € K,B = (b,) € K, alors
IA-Bllg = tim labyllc = lim (lalx - [ballo)

= lim |lallx - im |[|bullx = [|Allg - [IBllg
n—+oo n—+00

11



Chapitre 1. Corps valués ultramétriques complets

3) Pour A = (a,) € K,B = (b,) €K, 0ona
IA+ Bllg = Lim [la, + byllk < lm (la,l|x + [|ballx)
n—+oo n—+oo

< lim |la,ll + lim {|b,]lx = lAllz + [IBlIx
n—+00 n—+oo

I'application ||.|[x est une norme.
Lemme 1.2.1 Soient K un corps muni de la norme non-archimédienne ||.||x, et {a,},en une suite

de Cauchy et b € K possede la propriété b # lim a,. Alors
n—+oo
dM € IN,Vn,m > M : |la, — bllx = llan — bllx

On dit que la suite des nombres réels (||a,, — bl|x)qen est stationnaire. En particulier, si {a,},en 1n’est

pas une suite nulle, alors la suite (||a,||x).en est stationnaire.

Preuve.
Soit {a,},en une suite de Cauchy

Ye>0,AIM>0:YVn,m>M = ||la,, —a,llx < &

D’autre part, on a
(@ — b) + (b — an)llk = llam — anllx = lawm — bllx — lla, — bllxl

= |[llam — bllx — lla, — bllx| < €
Donc la suite (||a, — bllk)qen est de Cauchy dans IR, d’ou elle est convergente. Soit [ sa limite

et
b# lima, = ||la,-bllx>0=1>0
n—+o0

Nous avons, par définition
VYe>0,AM; e N:Vn>M; = ||la, = bllx =] < &

l

Donc pour ¢ = % >(0,ona % <|la, = bllx < %l On obtient
AM; e N:Vn>M; = |ja, — b||x > 5

De méme, puisque {4,} est de Cauchy dans K, alors pour ¢ = £, il existe M, € N tel que

VYn,m> M, = |la,, — a,||x < 2

On prend M = max(M,, M;). Alors pour tout n,m > M, on obtient

llay, — bllk = llay, = b+ a,, — aullk = max{lla, — bllk, lla, — anllk} = lla, — bllx

12



Chapitre 1. Corps valués ultramétriques complets

Montrons que || . ||y est non-archimeédienne :
Soient A = (a,),, B = (b,), € K telle que A # B . Supposons que les deux suites ne sont pas
nulles (b = 0), d’apres le lemme (1.2.1), on obtient

AN1 eN,Vn >Ny = |[|Allg = llaallk
(1.1)
AN, e N,Vn >N, = B”[Z = [|ballx

Soit N = max(Nj, Np). Alors d’apres (1,1) et ||.|[x est ultramétrique, on trouve
llan + ballx < max(llaxllx, [1bullk) = max([Allg, lIBllg)

Donc
Tim Jla, + bulle < max(lAllg, [Bl)
= ||A + Bllg < max(||Allg, [1Bllz)

Alors ||.||¢ est une norme ultramétrique.

Théoreme 1.2.2 L'espace K muni de la norme II.llz est complet. De plus K est un sous-ensemble
dense dans K.

Preuve.
1) Montrons que K est dense dans K.
On sait qu’on peut identifier la suite constante {c},en = {c, ¢, ¢,...},c € K avec sa classe
d’équivalence
c=1{cc0c,...}

Soit A € K et {a,,} e €st une suite de K qui représente A.

Pour tout entier positif fixé “n”, nous considérons la suite constante @,, donc la suite
{am — ay}men représente la classe A — (@,,), et comme {a,},en est de Cauchy, on peut écrire

lim [|A— @) = lim ( lim IIam—anllK):O (1.2)
n—+oo n—+oo \m—+oo

Il vient que K est dense dans K.

2) Montrons que & |1l ¢) est complet.
C’est-a-dire toute suites de Cauchy de K est convergente dans K.
Soit {A,}uen = {A1, Ay, .. .} une suite de Cauchy dans K, d’apres la densité de K dans K,
alors pour tout A, il existe un élément a, € K tel que

As = @l < (13)

Donc {A;, — (@,)}xen est une suite nulle, d’ou elle est de Cauchy dans K.
Nous avons

{(a_n)}neN = {Anten — {An — (a_n)}ne]N
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Chapitre 1. Corps valués ultramétriques complets

Alors {(@,)}nen est une suite de Cauchy dans K, et comme tous ses éléments appar-
tiennent a K, alqrs {a,}nen est de Cauchy dans K. On note A la classe d’équivalence de
(a,) (A = (a,) € K).

De (1.2) et (1.3), on déduit que {A — () }nen €t {A, — (@1)}nen sont des suites nulles dans
K. Donc sa différence

{A - An}ne]N = {A - (ﬁn)}nelN - {An - (ﬁn)}neIN
est une suite nulle dans K, ce qui implique que lir? IA — A,llg = 0. Il vient que

A= lim A,.

n—>+00
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Chapitre 2

Corps des nombres p-adiques

Dans ce chapitre nous allons présenter les différents concepts des corps de nombres
p-adiques, en particulier ceux qui concernent la valuation p-adique, la norme p-adique,
les entiers p-adiques, et quelques propriétés topologiques et analytiques.

2.1 Valuation et norme p-adique sur Q

Définition 2.1.1 Soit p un nombre premier. Alors

1) On appelle valuation p-adique d'un entier rationnel non nul x € Z* notée v,(x) le plus grand
entier positif tel que p*™ divise x.

v, L > L
x + 0,(x) = max{r € Z" : p'divise x}

Dans ce cas x s’écrit
x=up®(x) o uezZ,(up)=1

tel que (u, p) désigne le pged de u et de p. Autrement dit la valuation p-adique compte le nombre
de fois que I'on peut diviser un nombre par p.

2) La valuation p-adique d’un nombre rationnel non nul x € Q" est définie par

v,: @ - Z
x > v,(x) = max{r € Z: p'divise x}

Remarque 2.1.1 0 est divisible une infinité de fois par p, alors v,(0) = +oo.

Exemple 2.1.1 Soit a € Q. Alors
1) a=p*+p*+2p*v,(a) =2,¥p > 2.
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Chapitre 2. Corps des nombres p-adiques

2) a=24=38,(3,8) =1,v,(a) =1, pour p = 3.
3) a=14=27,(2,7) =1,v,(a) = 1, pour p = 2.

Proposition 2.1.1 La valuation p-adique vérifie les propriétés suivantes :
. a
1) Six= b € Q, alors vy(x) = v, (%) = vp(a) — vy(b)

2) vp(x-y) = vp(x) +v,(y), Vx,y € Q
3) vp(x +y) =2 min{v,(x), v,(y)}, Vx,y € Q

Preuve.

1) Soitx = % € Q" telles que

a=a;-p?, (a,a) €2 (ar,p) = 1
b= bl . pvr,(b), (b, bl) S Z*Z, (bl,p) =1

Ce qui donne
_a_apr? a e _ _
X—E—bl.—pv’](b)—b—l'lﬂ” ", (ay,p) = (b, p) =1
Alors a
Up(x) = vp(g) = Up(a) - Up(b)
2) Soient x, y € Q, alors
i) Six=0ouy =0,onaalorsx-y =0, doncv,(x-y) = +oo et v,(x) + v,(y) = +co. D’ola
'égalité.
ii) Six, y € Q" telles que
x=cpi, (c,p) =1

Y= d- pvp(y), (d, p) =1

On obtient
x-y=cd- pvp(x)wp(y), (cd,p) =1

= Up(x - ¥) = (%) + ()

3) Soient x, y € Q telles que
a
X = pV . E'vp(x) = r,(a,p) = (b,p) =1

C
y=r 30y =sCp=Mp=1

On obtient
. a s C
vp(x +y) =v,(p TP -3)
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Chapitre 2. Corps des nombres p-adiques

Supposons que s > r, donc

vp(x +Y)

|
(]
=
—_
=
3
—_——
SR
+
N
[¥5)
i
ul
N —
N —

. (ad+pT" - cd
=W\ T

) =r+o,(ad + p>" - cd) — v,(bd).

[
i~
=
o~
S
=N
~
+
s
=
—_—
S
QU

Tant que (bd, p) = 1, alors v,(bd) = 0. Comme ad +p*~" - cd € Z, donc v,(ad + p*~" - cd) > 0.
On conclut que
Up(x + y) > v = min{v,(x), v,(y)}

2.2 Norme p-adique

Définition 2.2.1 Soit p un nombre premier.
1) On considere l'application |.|, définie par
l,:Q — R*
= P st x# 0
X =10 ,si x=0

avec v,(x) représente la valuation p-adique de x. L'application |.|, est appelée la norme p-adique
(ou la valeur absolue p-adique) de Q.

2) La distance sur Q induite par cette norme notée d, est définie par

d,:QxQ — R*
(x,y) — dx,y)=Ix—-yl

Exemple 2.2.1 .
99 32 x 11 ) 1 1o m
= = =27 x57 X7 x 3% .
1) Pour x 140 - 2 x5x7 2 5 7 3*x 11 € Q. Alors
1 1
|x|2 = 4/ |x|3 = §I |x|5 = 5/ |x|7 = 71 |x|11 = ﬁ/ |x|p = 11 vp >11
2) 0 est divisible une infinité de fois par p, donc on a |0, = T 0.

1
3) 1 n’est divisible aucune fois par p, donc [1|, = I? =1

4) La distance usuelle de 252 a 2 est d(252,2) = |252 — 2| = 250. Par contre, la distance 5-adique

de 252 i 2 est ,
ds5(252,2) = [252 — 2|5 = |250]5 = |5°.2]5 = =

Proposition 2.2.1 Pour tout p premier l'application x > |x|, est une norme ultramétrique sur Q.
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Chapitre 2. Corps des nombres p-adiques

Preuve.
1) Soit x € Q, alors

|X|p =0 p—vp(x) =0 _vp(x) =—00 & UP(X) =400 x=0

2) Soient x,y € Q. Alors, si x = 0 ou y = 0, on a l'égalité.
Six #0ety # 0, on trouve

|x - y|p = p—vp(x:y) - p—vp(x)—vp(y) - p—vp(x) .p—vp(y) - IxI,, . |]/|p
3) Soient x, y € Q. Alors
vp(x + ) = min(v,(x), v,(v))
= —0,(x + y) < —min(v,(x), v,(y)) = max(—v,(x), —v,(y))
s D) < MO0 = AU = max(pH®), o)

= |x + yl, < max{lx|,, |yl,}

Remarque 2.2.1 On peut définir sur le corps des nombres rationnels Q trois types de valeurs
absolues :
1) Valeur absolue triviale

] = 1,six#0
10, six=0

2) Valeur absolue ordinaire

x,six>0
|x|oo = max(x, —x) =
—x,six<0

3) Valeur absolue p-adique |.|,,.

Proposition 2.2.2 La norme p-adique définie sur Q prend ses images dans I’ensemble discret défini
par
{0yufp" :n ez}
Autrement dit
Ql, = Uy nez)

Preuve. Soit x € Q, x # 0. Alors d’apres la définition de la norme p-adique, on a
Q) c {p":nez)

D’autre part, pour tout m € Z, on a
1

_ m_p (1) _
pm_pvp(p )—up(1) — pm

P
Alors
p":neZyclQl,

18



Chapitre 2. Corps des nombres p-adiques

Remarque 2.2.2 Z est un ensemble borné selon cette norme.

VxeZ:|xl, <1
Le théoréme suivant donne la relation entre les différentes normes p-adiques.

Théoréme 2.2.1 (La formule du produit)
Pour tout nombre rationnel non nul a € Q*, on a

o ] taly =1

p premier

Autrement dit, pour tout a non nul de Q , |al, est égal a 1 sauf pour un nombre fini de valeurs de p.

Preuve. Soit a € Q". Alors la factorisation primaire de a s’écrit

a=Fp"-py?-peopt
Alors

]

aleo = 171" P52 5o "I—p1 p;"z-p?3-...-pl’:1k

—m;

Telles que Yi € {1,...,k} : |al, = p
D’autre part, sip ¢ {p1,p2, ..., px}, alors |ll|p =1
On obtient

k
- [T laly = lale - H|a|pl gy gt [ =1
i=1

premler

Exemple 2.2.2 On a pour tout p ¢ {2,3, 00} : |%|p =1, alors

[

p premier

3

2

3

_'_3
, 12

2

3

‘%
2

2

0o 00 2 3

2.3 Nombres p-adiques

L’espace métrique associé a la distance p-adique n’est pas un espace complet, tout
comme Q n’est pas complet pour la valeur absolue ordinaire. Lorsqu’on complete Q par
rapport a la distance associée a la valeur absolue |.|, on obtient R. De la méme fagon, on
complete Q par rapport a la distance associée a la norme p-adique, on obtient un espace
complet que I'on note Q,. L'exemple suivant nous montre que 1'espace métrique (Q, |.|,)
n’est pas complet.
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Chapitre 2. Corps des nombres p-adiques

Exemple 2.3.1 On considere pour p = 7 les deux suites (a,), et (x,), de Q définies par

ap = 3

X1 = a0=3

Xy, = x1+a1-7=a0+a1~7

X, = ap+a;-7+...+a,1-7",Vn>1

= X401 =X, +a,7"
= X411 — X, = 0mod 7"

On détermine a, € {0,1,2,3,4,5, 6} et x,, par la suite de congruence
Vn>1:x2-2=0mod 7"

On obtient la relation de récurrence
Xpi1 = X + xi —2mod 7"

La suite (x,), est de Cauchy dans Q car
a1
[Xp1 — Xuly < |77 = 7n —0,n > o0

Cependant, elle ne peut converger vers x € Q, puisque dans ce cas, on aurait x* — 2 = 0 dans Q. Il
n’existe pas d’entier x vérifiant cette derniere équation. Ce qui est impossible.

Définition 2.3.1 Soit p un nombre premier.

1) Le corps des nombres p-adiques est la complétion de I'espace métrique (Q, d,). Ses éléments sont
les classes d’équivalence des suites de Cauchy des nombres rationnels {a,}, muni de la relation
suivante

{an}%{bn} & lim |a, - bnlp =0

n—>+00

2) On prolonge la norme p-adique définie sur Q a tout Q, par
Ya e Qp : |a|p = n1—1>n;100 |an|p
oit (av,) est une suite de Cauchy d’éléments de Q qui représente le nombre p-adique a.
Remarque 2.3.1

1) Q est inclus dans Q, de plus il est dense dans Q,,.
2) Q, est un corps valué complet ultramétrique.

Lemme 2.3.1 Soit x € Q avec |x|, < 1. Alors pour tout n € IN, il existe un entier unique
a€f{0,1,...,p" =1} tel que
|CV - xlp S p_n
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Preuve.
Soient x = § € Q, (4,b) = 1 et p un nombre premier. Or |x|, < 1, alors

bp)=1= (p",b)=1,VYneN

= dmy,my € Z : mib+myp" =1

D’autre part, on pose a = a - my

la — x|, = |0¢ )
= % (m1 b- 1)|
= |%| |- b~ 1)IPSI(m1 b-1), = <p

Finalement, nous pouvons ajouter un multiple de p" a a pour obtenir un entier entre 0 et
p" al’aide de l'inégalité forte pour que |a@ — x|, < p™. En effet :

Soit
amy = a + kp"

Alors
la—x|, = |a- —‘

= |amy —kp" - %'p

= —%(1 — 1mb) —

n
p
" a
< max\<|-.
p b

Théoreme 2.3.1 (Théoreme 1.4.3[9]) Si la classe d’équivalence a € Q, vérifie la condition lal, < 1
alors elle posséde un seul représentant (A,) qui satisfait

—-n

a n — -n —-n\ —
z p[ = max{p™, pT=p

M €Z,0<A, <p'—1

Aus1 = A, mod p*

Conclusion 2.3.1

1) La suite de Cauchy (A,) qui vérifie les condition du théoréme précédent s'appelle représentant
canonique de a.

2) Tout nombre p-adique a € Q, admet un développement p-adique unique sous forme d'une série
convergente (série de Hensel) s’écrit sous la forme a = Z B oipr€10,1,2,...,p-1},neZ

k=n
sont appelés des digits (ou chiffres) et |al, = p~
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3) On note par [a] la partie entiere (réguliere) d'un nombre p-adique a € Q,, telle que

VaeQ,:[al =) B’ = PoPifa-.
k=0
4) On note par {a) la partie fractionnelle (irréguliére) de a, telle que
VaeQ,:(ay= ) pip’ = Pupapafr

n<k<0
donc, on obtient la décomposition suivante
Vx€Q,:a=a)+[d]
5) On note par a = B,B+1... - PoPi - . . la forme canonique de a ou - est appelé le point p-adique qui
nous permet de déterminer le signe de n, tels que :
(a) a :‘Bnﬁn.,.l...ﬁ_l 'ﬁoﬁl...,SiTl <0
(b) a= 'ﬁoﬁlﬁz...,Sinzo
(c) a= -OO...Oﬁoﬁl...,sin>O

Exemple 2.3.2 Soient les nombres 5-adiques suivants :

1) a,=13-41=1-52+3-51+4.5+1.5!, n=-2

2) a,=-1341=1-5°+3-5"+4.-52+1-5,n =0

3) a3=-01341=0-5°+1-5'+3-52+4-5*+1-54, n=1

4) Développement formel de —1 en série de puissances de p :
Ona

-1

_1+p_p+p2_p2+p3_p3
p-D+@E-Dp+@p-1p*+..

Y (p=1)p" = -(p = Dp = Dp — D).
n=0

Par conséquent

+
8

1
— = "=11111...
1-p P

=
I
o

Exemple 2.3.3 On considere le développement p-adique suivant

x = 243p+pP+3p7 +pt+3p° + ...
= 243p(l+p*+p*+.)+pP(L+p* +p* + )
= 2+@p+p)A+p*+pt+..)

1

1-p?

2+ (3p +p).

En particulier pour p = 5, on obtient x = § = -23131313...
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Proposition 2.3.1 L'image de la norme p-adique sur Q}, est définie par

|(Q;p:{p”:n€Z}

Preuve. Soient x € Q,, x # 0 et (x,), C Q une suite de nombres rationnels converge
vers x selon la norme p-adique. Alors
xl, = lim |x
e, = Tim |,

Maintenant par la proposition (2.2.2), |Q|p ={0} U {p":n e Z}, donc (Ixul,)n doit converger
a quelque élément dans
Oju{p':nezl

Or x # 0, alors on a |x|, # 0. On obtient

o

c{p":nez}
4

D’autre part, d’apres la preuve de la proposition (2.2.2), on a

Alors

{p”:neZ}C|Q;

P

Théoreme 2.3.2 (Théoreme 2.2 [3] ) Un nombre p-adique x € Q, est un nombre rationnel si et
seulement si son développement p-adique ), a,p" est périodique. Autrement dit la suite (o), est

périodique au de la d'un certain rang.
dk,ny € N : o, = a0y, Y1 = ng

et 'entier k est appelé la période de la suite.

Exemple 2.3.4 Ona

2+35+15°+35+15*+35 +....

231313131
231

W=
I Il

Le développement 5-adique de § est périodique, donc x = 1 € Q.
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2.4 Entiers p-adiques

Une partie intéressante de Q, est I’ensemble des éléments de la norme p-adique infé-
rieure ou égale a 1 que 1’on note Z,,.

Définition 2.4.1

1. On dit que le nombre p-adique a € Q, est un entier p-adique si le développement canonique
de a ne contient que les puissances positives de p. Autrement dit v,(a) > 0. On écrit

(o]

a:a0+a1-p+a2-p2+~--+an-p”+~-=Zan'l?”,0§0€n<}7
n=0

2. On note par Z, I'ensemble des entiers p-adiques, oil
Zp:{aer:a:Zan-p”}:{aer:vp(a)ZO}
n=0

Remarque 2.4.1 .

1) Z, ={a€Q,:v,(a) >0} ={a€Q,:lal, <1}. Autrement dit Z, représente le disque de
l'unité de rayon 1 et de centre 0.

2) Le corps Q, est I'ensemble des fractions de Z,,
a *
Q={}:@hez,x7}
Proposition 2.4.1 Z, est un sous anneau de Q,.

Preuve.
) On a (0], = 0, donc 0 € Z,
ii) Soient x, y € Z,, alors

y]p} <1

—x+y€e”Z,

|x + y|p < max {lep ,

iii) Soit x € Z,,, alors
|_x|p = |x|p < 1

= —x€7Z,
iiii) Soient x, y € Z,, alors
|x.y|p = |x|p.'y|p < 1

= x-y€Z,
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Définition 2.4.2 Soit a un nombre p-adique.

1) On dit que a est unitaire ou inversible si le développement canonique p-adique de a ne contient
que les puissances positives de p et le premier chiffre différent de zéro. On écrit

a=ao+ap-prayprteta,pte :Zan~p",0<an <p,VneN
n=0
2) Notons par Z, (ou U,) I'ensemble des nombres p-adiques inversibles (unitaires) défini par

Z;:{Zan-pn:a0¢0}={a€Qp:0p(a)=0}={ﬂezpi|ﬂ|p=1}

n=0
Proposition 2.4.2 Tout nombre p-adique a € Q, s’écrit de facon unique sous la forme

a:p”-u,uEZ;,neZ

Preuve.
1) Existence de la représentation : Soit @ € Q,, alors a s’écrit sous la forme

a *
a= E,(a,b)eprZp

On sait que
a=up-p™,us € Z;,ml = v,(a)
b=uy -p™,uy € Z;,mz = v,(b)
donc
a _u-pmuy W _ , .
a=-= — = —p""" =up',n=m-my,u=—€”Z, (puisque(Z, .)estun sous groupe)
b uy-p™  up Uy

2) Unicité de la représentation :
Supposons que @ admet deux représentations

a=u-p",u EZ;,ml e”Z

a=uy-p",uy EZ;,mz e’z

Alors
mp m
ul p 1 _uz.p 2
= up-u, =pmm
_1 _
= Up(uy - uy ) = my —1my

Or v,(uy - ;") = 0 (car uy - u;' € Z,), alors my = my et uy = uy.
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Exemple 2.4.1 Soient

p=5
aV =413=4+1-5+3-52+1-53+3.5%, ..
a®=42=4+2-5+2-52+2-534+2.5% .

Alors a) et a? sont des nombres de Z5. Par contre

Y =.0140=0+1-5+4-52+0-5°+4-5+0-5... ¢ Z;
PP =42.1331=4-52+2-514143-543-52+1-55+3.5*...¢ Z:

puisque le premier chiffre dans BV est nul et B2 ¢ Z5 et le développement 5-adique de @ contient
des puissances négatives de 5.

Tout nombre p-adique x possede un unique opposé (—x) tel que x + (—x) = 0. La relation
entre les expansions p-adiques du x et (—x) peut étre vu dans le résultat suivant.

Proposition 2.4.3 (Recherche des opposés) Six = ) ockpk = aup" + A P+ apiap"t? + ..., alors
k=n

—x = kZ Bkp* = Bup"™ + Buarp" T+ Buaap" P+ o 00 By =p —ay et Bi = (p — 1) — a; pour i > n.

Preuve. Nous allons montrer que x + (—x) = 0. On écrit

n+1 n+2 + ..

—x=p-a)p"+@P-1-am)p"" +(p—-1-a.)p

Si nous formons x + (—x), nous obtenons

0 = pp'+@-1-p*+@p-1)p*+..
— 0+p-p”+1+(p—1)-p"+2+...
= 0+0+p-p"?+..
= 0+0+0+..

Exemple 2.4.2 Rappelons que I'expansion 5-adique pour x = § dans I'exemple (2.3.3) est

1
x:5:2+3-5+1-52+3-53+1-54+3-55+...

Alors .
y:—x:—g:3+1-5+3-52+1-53+3-54+1-55+...
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En effet

x+y = 5+4-5+4-5+4-5 + ...
= 0+5-5+4-52+4-5%+ ..
= 0+0-5+5-5°4+4-5+ ...

= 040-54+0-52+0-5%+...
=0

Lemme 2.4.1 Six € Q;, alors x est inversible dans Q,.
Preuve. On a

Ver;:x:p”-u,uEZ;,nEZ

On pose

U= Zak-pk,ao #0
k=0

Alors
(o) (s 9]
u = a0+Zak-pk:ao+p-Zak-pk‘l
k=1 k=1
(o]

= a0+p-Zak+1-pk:a0—p-yoﬁy:—Zam-pkezp

k=0 k=0

[o0]

Comme gy # 0, alors on peut prend 4y = 1, on obtient

u=l-p-y
Donc
u_l:(1—p~y)_l:1+y-p+y2-p2+...€Z;

Ce qui donne
1 _n. -1 o O
X =ptuT €Q,

Puisque u™! € Z;,n € Z. Alors x est inversible dans Q).

Le résultat suivant est central a notre étude.

Lemme 2.4.2 Soient x,y € Q, et m € Z, alors x = y mod p™ si et seulement si |x - y|p <p™

Preuve. On a

" X—y xX—y
x=ymodp" & — €Z, — p—’”

m

$1(=>|x—y|p§p'm
p

27



Chapitre 2. Corps des nombres p-adiques

2.5 Fonctions p-adiques

Définition 2.5.1
1) Soit X C Q,. Une fonction f : X — Q, est dite continue au point a € X si

Ve>0,35>0,Vx:|x—al, <6 = |f(x) - f(a)]p <e 2.1)

2) La fonction f : X — Q, est dite continue sur X si elle est continue en tout point de X.

Exemple 2.5.1 Les fonctions polynomiales f(x) = ap + a1x + aax? + ... + a,x" a coefficients dans
Q, sont continues sur tout sous-ensemble de Q, comme dans le cas réel.

Définition 2.5.2

1) Soit X un sous ensemble de Q, et a € X. La fonction f : X — Q, est dite différentiable au point
fo-f@)

X—a

2) La fonction f est différentiable sur X si f’(a) existe pour tout a € X.

a, si la dérivée de f a a définie par f'(a) = lim existe.
X—a

n i n .
Exemple 2.5.2 Avec cette définition de la dérivée, si f(x) = Y ax', a; € Qp, alors f'(x) = Y it
i=0 i=1

2.6 Arithmétique dans Q,

Les opérations d’addition, soustraction, multiplication dans Q, sont assez similaires aux
opérations correspondantes sur les nombres décimaux. Cependant, la principale différence
est que ces opérations sont faites chiffre a chiffre, on part de la gauche vers la droite.

2.6.1 Addition

En régle générale, lorsqu’on additionne des nombres entiers usuels, exprimés en base
10, on additionne terme a terme. Par exemple, soient deux nombres A et B, on additionne les
unités avec les unités, les dizaines avec les dizaines avec la retenue éventuelle provenant
de la colonne précédente, ... et ainsi de suite pour les autres termes du nombre. Pour
I'addition des nombres p-adiques, on procede de la méme maniére, on les additionne
terme a terme, tout en appliquant le systeme des retenues. Les calculs se faisant de gauche
a droite, on peut ainsi effectuer une addition.

Supposons que nous avons deux nombres p-adiques arbitraires

X = appt+ apap™tt + @™ +
1 2
= Bup" + Pusap" + Purp" +
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les chiffres (digits) a, et f, formant les nombres p-adiques x et y seront donc compris entre
Oetp—1. Alors

an, Bn€{0,1,2,..,p—-1}
On obtient

(an + ﬁn)pn + (an+1 + ,Bn+1)l9n+1 + (Ofn+2 + ﬁn+2)Pn+2 + ..
Cap" + Crp1 P+ Cpop™ +

=
+
<
|

Ou
ci=ai+p,i=nn+l,..

Supposons c,, €41, ..., Ck—1 sont des digits (ils sont inférieurs a p) mais c, n’est pas. Alors
Ck=p+ dk
Ou 0 < di < p. Dans ce cas

X+y = cp' 4.+ Ck—l]:?k_1 +(p+ dk)pk + ck+1pk+1 + ...

= cp" + o P+ APt + (G + 1P+

et dx est un digit associé a pk . Notons que "la retenue" a été généré et ainsi ci,; est augmenté
d’une unité. A ce stade (cx4+1 + 1) doit étre examiné pour voir s’il est inférieure a p ou non.
Dans le cas contraire (> p), nous avons "une retenue” propagée a cx. et ainsi de suite.

Exemple 2.6.1 Soient x = %,y = 2 € Qs tels que

4131313... = -413

X =
= .0140404... = -01404
Alors
Rg Rq
+ - 4131313
014 04 04
= . 42222222
Donc
3

X+y=-4222022 = 42 = >

Ot la retenue Ry = 1 correspond a la retenue éventuelle de la somme (3 + 4), elle est additionnée a
la somme (1 + 0).

Ry = 1 correspond a la retenue éventuelle de la somme (3 + 4), elle est additionnée a la somme
(1 +0), et ainsi de suite.
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2.6.2 Soustraction

Pour faire la soustraction de deux nombres p-adiques x, y € Q,, en utilisant "'addition
complétée"”. C’est-a-dire, on calcule (—y), en utilisant la proposition (2.4.3), puis on fait
I'addition (au lieu d’effectuer x — y on fait x + (-y)).

Exemple 2.6.2 Soient x = 2 = -4131313... = 413,y = 1 = 1404040... = -140 € Qs.
Calculons (-y), on a

by = p —ao '

bi=(p-1)—a;j=>1
Ot a; (resp : bj) sont des digits de y (resp : —y). On trouve

bo = 4,b1 = O,bz = 4:,b3 = 0,b4 = 4,b5 =0
Donc ,
—y = —¢ = 40404040... = 404

On obtient .
x —y =-4131313... + -4040404... = -3222222... = 32 = E

2.6.3 Multiplication

Par définition, la multiplication est une opération produit associant a deux nombres,
I'un appelé multiplicande, I'autre multiplicateur, un troisieme nombre appelé produit. La
multiplication de deux nombres p-adiques se fait suivant la technique habituelle de la
multiplication de deux nombres entiers, comme on sait le faire habituellement.

Soient x, y € Q,, tels que

x = plu=pag+ap+ayp’ +..)u€ z,
p'o =p'(bo+ bip + bop® + ...),v € Z,

<
Il

Alors
x.y=p""uv

Ainsi, sans perte de généralité, on restreint notre discussion sur la multiplication des
nombres p-adiques a une discussion sur la multiplication des nombres p-adiques uni-
taires. Alors

uv = (ap+mp+ a2p2 +...).(bo + b1p + bzp2 +...)
Cot+Cip + Czpz + C3p3 + ...
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avec

co = aobo

1 = ﬂ0b1 + ﬂlbo

Cy = llobz + lllbl + llzb()

Cr = agbk + Ll1bk_1 + ...+ Elkbo

On remarque que méme si les digits p-adiques 4; et b; sont dans I'ensemble {0, 1, ...,p — 1},
on ne peut pas supposer que les entiers c; se trouvent dans cet ensemble. Alors nous ne
pouvons pas supposer qu’ils sont des digits. (En général, ils ne sont pas). Par conséquent,
nous écrivons

Co = aobo = do + tlp
Ou 0 < dy < p. Alors dy est le digit (chiffre) dans I’expansion p-adique de u.v et t; est «la
retenue» que nous devons ajouter a c;. Ensuite, nous écrivons

a+t = (a0b1 + albo) +1
= dl + tzp

Ou 0 < d; < p. Alors d; est le deuxieme digit dans 1’expansion p-adique de u.v et ¢, est
«la retenue» que nous devons ajouter a ¢,. Si nous continuons de cette procédure, nous
obtenons 'expansion (unique) p-adique

wo =dy+dip +dop® + ...

Tel que 0 < d; < p pour tout i.

Exemple 2.6.3 Soient x = £ = -4131313... = -413,y = ; = -1404040... = 140 € Qs. Alors
= -4 1 3 13131
1 4040404
41313131
1231313
000 O0O0ODP
1 2313
0 00O
1 2 3
00
1
= -4 2012432

Donc 1
x.y = -42012432... = -42012432 = )
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2.7 Propriétés topologiques et analytiques des nombres p-
adiques

2.7.1 Quelques propriétés analytiques

Théoreme 2.7.1 Unesuite (a,), de Q, est de Cauchy et par conséquent convergente si et seulement
si
1}1—13;10 |an+1 —ay |p =0

Preuve. Si (a,,), est une suite de Cauchy. Alors

lim |a, —a,|, =0

n,Mm—>00

En particulier, pour m = n + 1, on obtient
lim |a,.; — anlp =0
n—oo

D’autre part, supposons que

lim |an+1 - anlp =0
n—+oo

Par définition
Ve >0,dng e IN,Vn > ng: |a, —a,l, <e

Prenons ¢ > 0,m > n > ny et examinons |a,, — a,|,, en utilisant 1'inégalité triangulaire forte,
on obtient
|a, — anlp = lam — ap-1 + A1 — Az + .o+ Ay — anlp

< max{lam - am—llp/ |am—1 - am—le/ ceey |an+1 - anlp}
< max(¢, €,&,...,€)=¢€
Alors (a,),en est une suite de Cauchy.
Proposition 2.7.1 Une série Z a, avec a, € Q, converge dans Q,, si et seulement si lim a, = 0.

n—+oo
n=0

n

Preuve. On note par Z a; = s, la suite des sommes partielles. Alors
i=0

Z a, converge dans Q, < (s,), = [Z ai] converge dans Q,

n>0 i=0
& s, — 5,1 = a, converge vers 0 dans Q,

& lim a, =0dans Q,

n—+o0
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Remarque 2.7.1 Cette proposition est fausse dans (R, |.|), I'exemple le plus évident d'une série
dans (R, |.|) dont le terme général tend vers 0, mais qui ne converge par, est la série harmonique

o

n>1

Proposition 2.7.2 (Suites stationnaires)
Soit (a,), est une suite des nombres p-adiques, telle que lim a, = a # 0. Autrement dit (a,),, est

n—o00

une suite non nulle, alors
AN € N : |a,|, = lal,,¥n > N

C’est a dire la suite de normes (Ian |P)n doit stationnaire (constante) pour n suffisamment grand.

Preuve. Cela découle du lemme (1.2.1). O

2.7.2 Quelques propriétés topologiques
Définition 2.7.1 (Topologie p-adique). On définit la topologie p-adique par la famille des boules

Vn(a)z{xEQp:|x—a|p$p_”}={x€Qp:vp(x—a)2n}

oita € Qy et |x|, = p~™.

Proposition 2.7.3 Soient x,a € Q,. Si |a — x|, < |al,, alors |x|, = |a|,. Autrement dit, tous les
triangles dans l'espace (Q,, |.|,) sont isoceles et la longueur de sa base ne dépasse pas les longueurs
des cotés.

Preuve. Cela découle de la proposition (1.1.2).

Définition 2.7.2 On appelle :
1. La boule ouverte dans Q,, de rayon r € R* et de centre a € Q, I'ensemble donné par

B(a,r)={x€Q,:dy(ax)<r}={x€Q,:|x—al, <1} (2.2)
2. La boule fermée dans Q,, de rayon r € R* et de centre a € Q, I'ensemble donné par

Ba,r)={xeQ,:d,(a,x)<r}={xeQ,:|x—al, <r} (2.3)
3. La sphere dans Q, 'ensemble défini par

S@a,r)={x€Q,:dyax)=rt={x€Q,:|x—al, =71} (2.4)

Remarque 2.7.2 La norme p-adique |.|, prend ses valeurs dans I'ensemble discret {0, p" : n € Z},
donc on peut prend r = p",n € Z.
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Proposition 2.7.4 La sphere S(a, r) est un ensemble ouvert dans Q,,.

Preuve. Il faut montrer que S(g, r) est voisinage de tous ses points, c’est a dire que
pour tout x € 5(a, 1), il existe une boule ouverte de centre x et de rayon s inclus dans S(a, 7).
Cela signifie

Vx € S(a,r),ds > 0: B(x,s) C S(a,r)

Soient x € S(a,r) et s < r. Montrons que B(x, s) C S(a, r).
Supposons que y € B(x,s), alors

lx—yl, <s
= -yl <|x—al,=r
|x —al, =7
D’apres la proposition (2.7.3), on a

ly—al, =|x—al,=r

Alors
Yy €S(a,r)

Proposition 2.7.5 Toute boule B(a, 1) de (Q,, |.I,) est un ensemble a la fois ouvert et fermé.

Preuve. On sait que toute boule B(g, ) est ouverte dans tout espace métrique. Pour
montrer que B(g, r) est fermée dans Q,, on va montrer que son complémentaire

C={xeQ,:|x—al,>r}

est un ensemble ouvert.

Ona
C=S(a,ryuUD
Ou
D={xeQ,:|x—al,>r}
L'ensemble

D={xeQ,:|x—al,>r}

est un ouvert. En effet :
Supposons que y € D et posons
ly—al,=r >r

Montrons que la boule B(y, r; — r) est incluse dans D.
Pour cela, supposons que B(y,r; — r) n'est pas incluse dans D, alors on peut trouver
X0 € B(y,r1 —1),x0 € D telle que

ly —xol, <71 —7
Ixo —al, <r
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On trouve
r=ly—al, =ly—xo+x —al,
<y = xol, + |xo — al,
<rn-r+r=n
Contradiction. Comme 1'union de deux ouverts est un ouvert, donc C est un ouvert.

Proposition 2.7.6 Tout point d'une boule est le centre de cette boule. C’est-a-dire

Vb € B(a,r) = B(a,r) = B(b, )

Preuve. Soient b € B(a, r) et x € B(a, r), alors
|x —Dbl, = |x —a+a - bl|, <max{lx —al,, la — bl,} <max{r,r} =r
on obtint B(a,r) C B(b, r).

D’autre part, Maintenant si nous échangeons les roles de a et b, alors on trouve B(b,r) C
B(a, ).

Proposition 2.7.7 Deux boules sont soit disjointes soit I'une est contenue dans I'autre. Autrement
dit si B(a, ) et B(b, s) deux boules de (Q,, |.|,), alors

B(a,r) N B(b,s) #+ @ = B(a,r) C B(b,s) ou B(b,s) C B(a,r) (2.5)

Preuve. Supposons que r < s, et y € B(a,r) N B(b,s). Alors y € B(a,r) et y € B(b,s).
D’apres la proposition (2.7.6)
B(a,r) = B(y, 1)

B(b,s) = B(y, s)
D’autre part, on a B(y, r) C B(b, s), on obtient

B(a,r) C B(b,s)
De méme, si on suppose que s < r, alors on trouve

B(b,s) c B(a,r)

Remarque 2.7.3 Toutes les propriétés qui sont démontrées au-dessus pour les boules ouvertes,
restent vraies pour les boules fermées dans Q,.
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Chapitre 3

Application des méthodes numériques -
Calcul de I'inverse d'un nombre p-adique

La connaissance des propriétés arithmétiques et algébriques des nombres p-adiques
est utile a I'étude de leurs propriétés diophantiennes et des problémes d’approximation. Il
s’agit, dans ce chapitre, d'une application intéressante des outils de I’analyse numérique a
la théorie des nombres. On verra comment appliquer les méthodes numériques de bases
(Newton, sécante, point fixe) pour calculer le zéro d"une fonction f.

L'objet essentiel de ce chapitre est de calculer les développements finis p-adiques (les
premiers chiffres) de I'inverse de a € Q; a l'aide a de détermination de la solution de
I’équation

fx) =L-a=0
(3.1)
a € Q, , p-premier

par une méthode d’approximation. La solution de (3.1) est approchée par une suite de
nombres p-adiques (x,), € Q) construite soit par la méthode de Newton, de la sécante ou
par la méthode du point fixe.

Principe général de calcul, est le suivant :
Soit 2 un nombre p-adique non nul tel que

a=p"-uv,a)=meZuc”zZ,
lal, =p™, meZ

Il est clair que si b € Qj, est I'inverse de 4, alors

|b|p = |a_1|p = Pm,m €eZ
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Donc la suite des nombres p-adiques (x,), devrait tendre vers b € Q,. Ainsi a partir d’'un
certain rang (d’apres le lemme (2.7.2)) ,on a

[Xulp = b, =p™,meZ (3.2)

3.1 Méthode de Newton

La méthode de Newton est une méthode basée sur la construction d"une suite de points
(xn)n € Q;, qui converge vers le zéro de f. La fonction d’itération de Newton est définie par

(x)
g(x) =x— ]{ o) (3.3)
La suite des itérés associée a la fonction g est donnée par
o _ Sl
Vn € N : x1 = g(x,) = xp o) (3.4)
Sachant que
1 -1
=——q f'(x) = — 3.5
) == =0, f®) =5 (35)
La suite des itérés de Newton est
VnelN:x, =x,2—a-x,) (3.6)

Remarque 3.1.1 Pour mesurer la vitesse de convergence d'une méthode itérative, on mesure
I'évolution de la suite (€y4n,)n de écarts €yin, = Xyiny — Xniny—1 €ntre les itérés de la suite (x,),
obtenue a chaque étape d’itération.

Définition 3.1.1 Soit a € Q. On dit que b € Q, est l'inverse de a d’ordre r si et seulement si
a-b=1modyp"

Théoreme 3.1.1 Si x,, est I'inverse de a d’ordre r, alors x,.,, est l'inverse de a d’ordre (1), tel
que la suite (1), est définie par
VnelN:n,=2"-r (3.7)

et la suite des écarts est définie par
Xnptngt1 = Xniny = 0 mod p'

Ot la (n,)) est donnée par
VineN:n, =n,—-m=2"-r—m

37



Chapitre 3. Application des méthodes numériques - Calcul de I'inverse d"'un nombre p-adique -

Preuve. Soit (x,), la suite définie par la formule (3.6). On a x,,, est]'inverse de a d’ordre
r, ¢'est-a-dire
a-x,—1=0modp’

Tels que ny représente un rang quelconque et r € IN*. On obtient

a-xp,—1=0modp" = la-x,, — 1|, <p™

D’autre part, on a
VneN:a-x,.1 —1=—(ax, —1)? (3.8)

Par conséquent

|a Xpg+l — 1|p = |a Xy — 1|; =3 |a Xpg+l — 1|p <p ¥
D’apres le lemme (2.4.2), on obtient
a- X1 —1=0mod p*
De cette facon, on obtient
a-Xps1 —1=0mod p*
a-Xp2—1=0mod p*

a-Xpe3—1=0mod p¥
a-Xpea —1=0mod p'®

a-x,—1=0modp =

Donc
VYneN:a- x4, —1=0mod p™ (3.9)
La suite (1,), est définie par
VnelN:n,=2"-r (3.10)
D’autre part, on a
VneN:xq—x,=x,(1—a-x,) (3.11)

Ce qui donne

|xn+n0 : (1 —a- xn+n0)|p

|xn+n0+1 - xn+n0| = |xn+n0| : |1 — a4 Xptng
P P P

|xn+no+1 — Xp+ny |p < Pm : P_"”

|xn+n0+1 - xn+no |p < P_(n”_m)

Xntng+1l — Xn4ny = 0 mod PW”

|xn+n0+1 - xn+n0 |p

I

Ot la suite (1,,) est définie par

VneN:n,=n,-m=2"-r—m (3.12)

Conclusion 3.1.1

1. La vitesse de convergence de la suite (x,), est d’ordre 1,,.
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2. Pour déterminer le nombre des itération n pour une précision donnée M qui représente le
nombre de chiffres p-adiques dans le développement p-adique de a™*, on pose

M+m
In .
s M.y —m > =T
n,2M— r-mx>M=—n o
Exemple 3.1.1 (Application de la méthode de Newton)
Supposons que
p=5a=3,M=38
Alors
lals=135=1=5"=m=0
On prend xy = 2, car
a-x=2-3=6=1mod5
Ce qui donner =1,ny = 0.
Le nombre des itérations est
1 M+m ! 8+0
N L U _[3ln2]_3
B In2 B In2 |l In2 1
La suite d’itération de Newton est
VneN:x,1 =x,(2—-3x,) (3.13)

Alors
x1=2-2-2-3)=-8=17=2+3-5mod 5

X, =-8-(2-3-(-8))=-208=417=2+3-5+1-5>+3-5° mod 5*
x5 = —208-(2—3:(=208)) = —130208 = 260417 = 2+3-5+1-52+3-5°+1-5*+3-5°+1-5°+3-5" mod 5°
Donc

=2+3-5+1-52+3-54+1-5*+3-5°+1-5°+3-5" mod 5®

= 23131313 = -231

Wl —RW| =

Exemple 3.1.2 Supposons que
p=2a=3,M=38

Alors
la, =13, =1=2"=m=0

On prend xy =1, car
a-x=3-1=3=1mod 2
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Ce qui donner =1,ny = 0.
Le nombre des itérations est

n=23
La suite d’itération de Newton est
VneIN: x4 = x,(2 —3x,) (3.14)
Alors
x;=—-1=3mod4=1+1-2mod 2>
X,=-5=11mod16=1+1-2+1-2°mod 2*
x3=-85=171mod 256 =1+1-2+1-2>+1-2°+1-2" mod 2%

Donc

=1+1-2+1-22+1-2°+1-2" mod 28
11010101 = -1101

{

3.2 Méthode de la sécante

QW= W=

Une méthode élémentaire pour déterminer le zéro d"une fonction est la méthode de
la sécante. Cette méthode permet de pallier les cas ot I'on peut pas calculer facilement la
dérivée de f. Dans ce cas, on remplace f’(x,) par le taux d’accroissement de f enter x, et

Xp_q1. 1€ :
f(xn) - f(xn—l)

Xn — Xn-1

f/(xn) =

La relation de récurrence est donnée par

_ f(xn) : (xn - xn—l)
f(x) = f(xn-1)

YnelN" :x,1 =x,

Par conséquent
VneIN" X1 =X — Xpe1 — 0 Xy * X1 (3.15)

Théoréme 3.2.1 Six,,_; (resp : x,,) est 'inverse de a d’ordre o (resp : ), alors x,,1,,-1 est I'inverse
de a d’ordre F,. Telle que la suite F, est définie par

e [H S 5 e 55 (5]
%((,B - 05(1 - (D)) - D"+ (—ﬁ + a(I)) . (1 _ @)n)l

Sachant que @ = 1+ \/§

2
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Preuve.

Soit (x,), la suite définie par la formule (3,15). On a x,,,-1 (resp : x,,,) est'inverse de a d’ordre

a (resp :p), alors
a-Xp-1—1=0mod p*

a,peN
a-x,—1 = 0mod pP

Donc

la-xp1 -1, < p™@

o xg =1, < pP
Ona

VnelN:a-x,y1—1=@-x,—1)-(1—-a-x,1)

Alors

|axn0+1 - 1|p = |axn0 - 1|p . |1 - axn0_1|p
Ce qui donne
|axn0+1 - 1|P < p_ﬁ . p_a = p_(o“"ﬁ)

On obtient

aXp,11 — 1 = 0 mod p**F

De cette maniére, on obtient

a-Xu41—1 = 0mod pa+ﬁ

a-Xp-1—1=0mod p* a-Xyi2—1 = 0mod p**2
= a-Xpy+3 — 1 = 0mod p20‘+3ﬁ
a-x,—1 = 0mod p? a-Xpes—1 = 0mod p>*+

Par conséquent
FH

VnelN:a-x,14,-1 —1=0mod p

Ou (F,), est une suite linéaire récurrente définie par

PO:a/Plzﬁ
Vne N :F,,1=F,.1+F,

Dont le terme général est

2 2

VneN:E, = i(ﬁ_l_z‘/ga)-(“ \/§)n+i(_ﬁ+1+ \/Ea).(l

V5

(B—a(l-D)) 0"+ (-f+ad)-(1- CI3)”)]

V5
1

V5

1+
Tel que © = >
D’autre part, on a

est appelé “le nombre d’or”.
VneIN*: x,01 — X, = X1 (1 —ax,,)

41
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On trouve

_
Xntng — xn+n0—1'p xn+n0—2|p : |1 —a- xn+n0—1|p =p - |1 — OXp4ng-1 p

Ce qui donne
_(Fn_m)

m -F, _
Xn+ng — xn+ng—l|p < p -p "= p

On obtient

— Fp—m
Xn+ng — Xn4ng-1 = 0 mod p "

Par conséquent
Vn € N : Xp4n) — Xpiny—1 = 0 mod p

Telle que la suite (F},), est définie par

VnelN:F,=F,-m= %((ﬁ—a(l—CI)))-CI)”+(—/3+04(D)-(1—CI))”) -m

Conclusion 3.2.1
1. La vitesse de convergence de la suite (x,), est de I’ordre Fr,,.
2. Comme |1 — ®| < 1, alors

F/nzi([g’—(x(l—q)))-q)”—m

V5

3. On peut déterminer le nombre des itérations n pour M chiffres donnés comme suit
F>M— ——(f—a(l-0)- 0" —m>M
n = \/5 =

On obtient \/_
5(M+n)
_ | ==

In®

Exemple 3.2.1 (Application de la méthode de la sécante)
Soientp=5,a=3, M=8.0na

Bs=1=5"=m=0

On prend xy = x1 = 2 puisque 2 -3 =1 mod 5. On obtient a = =1, ny = 0.
Le nombre des itérations est

V5(8+0)
_ 1 1—(1—+c1>) _ ln% _5
In® In®
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En effet
Xo = 2mod5
x; = 2mod>5
X = 242-3-2-2=17=2+3-5mod 5°

X3 = 1742-3.2-17=-83=42=2+4+3-5+1-5"mod 5°
Xy = 42417-3-17-42=-2083=1042=2+3-541-52+3-53+1-5*mod 5°
x5 = 1042 +42—-3-1042-42 = —-130208 = 260417

= 243-54+1-524+3-5+1-5*+3-5°4+1-5°+3-5" mod 5%

Alors
=2+3-54+1-52+3-53+1-5*+3-55+1-5+3-5" mod 58
= 23131313 = -231

W= W=

Exemple 3.2.2 Soient p =2,a =3, M = 8. Alors m = 0.
On prend xy = x1 = 1, puisque

a-xo=a-x1=3-1=1mod 2

On obtienta = =1,n9 =0.
Le nombre des itérations est

V5(8+0)
" \ 1_(1_+q)) _ ln% _
In®d | In® |
D’autre part, on a
Vne N : x,401 = X, + Xpo1 — 3X X1 (3.17)
On trouve
Xo =1 mod 2
x1 =1 mod 2
X,=-1=3mod4=1+1-2mod 2?
x3=3=3mod8=1+1-2mod2?
xg=11=11mod2°=1+1-2+1-2°> mod 2°
x5=-88=171mod 22 =1+1-2+1-2°+1-2°+1-2" mod 28
On écrit

=1+1-241-22+1-2°+1-2"mod 28
=-11010101 = -1101

{

W= W=
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3.3 Meéthode du point fixe

Nous donnons dans cette section un procédé général pour trouver les racines d'une
équation non linéaire. La méthode est fondée sur le fait qu’il est toujours possible, pour f,
de transformer le probleme f(x) = 0 en un probleme équivalent x — g(x) = 0, ou la fonction
auxiliaire g a été choisie de maniere a ce que g(a) = a quand f(a) = 0. Approcher les zéros
de f se ramene donc au probleme de la détermination des points fixes de g, ce qui se fait
en utilisant I’algorithme itératif suivant.

Etant donné une valeur initiale x,, on pose
Xn+1 = g(xn)/ Yn>0 (318)

On dit que (3.18) est une itération de point fixe et g la fonction d’itération associée. On
appelle parfois (3.18) itération de Picard ou itération fonctionnelle pour la résolution
de f(x) = 0. Le choix de g n’est pas unique. Par exemple, toute fonction de la forme
g(x) = x + F(f(x)), ou F est une fonction continue telle que F(0) = 0, est une fonction
d’itération possible.

Le résultat suivant donne des conditions pour que la méthode du point fixe (3.18)
converge vers la racine a du probléme f(x) = 0.

Sous des hypothéses convenables sur la fonction g (voir théoréme 3.7, page 133 — 134
dans [6]), l'itération (3.18) converge vers a pour toute valeur initiale x, suffisamment
proche de ¢, avec une vitesse de convergence égale a s. Telles que

ga)=a,9 (@) =g? @) =..=¢"V()=0,9 @) £0,s € N’ (3.19)

Notre objectif est d’améliorer la vitesse de convergence de la suite (x,),. Pour cela, on
cherche une fonction g telles que

1. La fonction g doit étre vérifier les conditions de (3.19) pour a = 2.

a

2. La fonction g ne doit pas avoir de I'inverse de a dans ses coefficients.

On choisit g sous la forme
g(x) = x + xp(x) = x(1 + y(x)) (3.20)
On obtient
g = 1+y@)+x0x)
(3.21)
gP) = k() +xpO(x), k> 2

On distingue les cas suivants :
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3.3.1 Cas1:s=2

Si g vérifie la relation

1 1 1 1
L RGN ) PGy
g(a) aY (a) 0.9 (a)io (3:22)
Alors, la fonction y vérifie
1 1
Z) = M(Z)=_
7/(a) Oy (a) ! (3.23)

On cherche la fonction y de maniere a faire disparaitre l'inverse de a dans les coefficients
de g. Pour cela, on prend
Y (x) = ap + a1x (3.24)

D’apres (3.23), on obtient
0(0+0(1'%:O — ap=1
a1 =—a a = —a

y(x)=1-ax (3.25)

Par conséquent

Ce qui donne
g(x) =x(1+ (1 - ax))

La suite associée a la fonction g est définie par
VnelN:x,1 =x,(1+(1—ax,)) =x,-(2—ax,) (3.26)

Cette suite représente la suite de la méthode de Newton.

Remarque 3.3.1 Dans le cas oit s = 1, on prend y(x) = ay, on trouve ag = 0 et g(x) = x.

3.3.2 Cas2:s=3

Supposons que

1 1 1 1 1
()= 79" ()= 07 (3) 0.9 (3) 20 627)
Alors 1 1 1
7(7)=00 () = -0 (5) =2 (3.26)
On prend
v (xX) = ap + a1x + apx” (3.29)

D’apres (3.28), on obtient
0(0+0(1%+0(2al2 =0
a1+ 2&2% +a=0
20, —2a* =0
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On résout ce systéme, on trouve

ap =2,a1 = =3a,a, = a* (3.30)
Donc
y(x) = 2 = 3ax + a*x* = (1 — ax) + (1 — ax)’ (3.31)
On écrit
gx)=x (1 +(1—ax)+(1- ax)z) (3.32)

La suite des itérations (x,), associée a g est donnée par

V€N : Xy =, (1+ (1 —ax,) + (1 - ax,)’) (3.33)

Théoréme 3.3.1 Si x,, est l'inverse de a d’ordre r, alors X, est l'inverse de a d’ordre w,, telle
que
VneN:w,=3"-r

La suite des écarts est donnée par

VY1 € IN : Xpinp41 = Xnin, = 0 mod p™»

VneN:w,=w,-m=3"-r—m

Preuve.
Soit (x,), la suite définie par (3.33). On a

VneNN :ax,q —1=(ax, — 1) (3.34)
Supposons que
ax,, —1 =0mod p"

Alors
axy,41 — 1 =0 mod p*

Par conséquent
Vn € N : ax,4n, —1 = 0 mod p™

Ot (wy), est définie par
VneN:w,=3"-r

D’autre part, on a

Vi € IN : Xpi1 — X, = X,((1 — ax,) + (1 — ax,)?) (3.35)
On déduit
2
Xl ~ Xnmo|, < (X .maX(|1 — AxXpang |, |1 = AXpan, )
< p" max {p—wn,p—zwn} — p—(wn—m)
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Alors
Xntng+1 — Xn4ny = 0 mod Pm”
On obtient
V?’l e N . xn+n0+1 - xn+n0 = O mOd pwn
Telle que

VneN:w,=w,-m=3"-r—m

Conclusion 3.3.1

1. La vitesse de convergence de la suite (x,), est d’ordre w;,.

In (M:—m)
2. n= 3 est le nombre nécessaire des itérations.
n

Exemple 3.3.1 Soienta =3, M =9,p=5.0nal3ls =1, m=0. On prend x, = 2 puisque
axo=2-3=6=1mod 5

Alorsng=0,r=1.
Le nombre des itérations est

. ln Mjm [ln9] )
B In3 In3

VnelN:x,11 =x,(1+(1—-3x,)-(2-3x,))

La formule d’itération est

On obtient
Xo = 2mod>5
x1 = 2-(1+(1-3-2)-2-3-2)=42=2+3-5+1-52mod 5°

X = 42-(1+(1-3-42)-(2-3-42))
651042=2+3-5+1-52+3-55+1-5*+3.5+1-5 + 3.5 +1-5% mod 5°

Exemple 3.3.2 Soienta =3, M=8,p=2.0Ona|3|, =1 m = 0. On prend xy = 1 puisque

On écrit

=2+3-54+1-52+3-55+1-5*+3-5°+1-5°+3-5+1-53mod 5’
=.231313131 = -231

W= Q=

axo=3-1=1mod 2

Alorsng=0,r=1.

Le nombre des itérations est
In 8]

In3
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La formule d’itération est

V€N : X =2, (1+ (1= 3x,) + (1 - 3x,)°)

On obtient
Xo =1 mod 2
x1=3=3mod8=1+1-2mod 2°
X, =171=1+1-24+1-2°+1-2°+1-2"mod 28
On écrit

=1+1-2+1-2°41-2°+1-2"mod 28
=.11010101 = -1101

{

Remarque 3.3.2 Dans cet exemple, on remarque que cette méthode nécessite seulement deux
itérations pour une précision donnée (M = 8), ce qui est un grand avantage dans le calcul.

W= W=

3.3.3 Cas3:s=4

Supposons que

1y 1 1 1 1 1
= [ =D(Z)=0O(2) = @[
g(a) a7 (a) g (a) g (a) 0.9 (a)io (3:36)
Alors , , , ,
= WZ)=—gvO[Z) =242 O[Z) = —63
7/(a) 0y (a) Gy (a) 20y (a) 6 (3:37)
On prend
y(x) = ap + a1x + aox® + azx’ (3.38)

D’apres (3.37), on obtient

a0+a1-%+a2-a%+a3-u%20
a1+2-a2-%+3-a3-a%+a:0
2'0(2*'6'0(3'%—2'(12:0
6'0(3+6'513:O

On trouve
ap = 3,01 = —6a,a, = 4a*, a3 = —a°. (3.39)
Donc
y(x) = 3 — 6ax + 4a*x* — a®x® = (1 —ax) + (1 — ax)* + (1 — ax)® (3.40)
On écrit
g(x) = x(1+ (1 —ax) + (1 —ax)* + (1 — ax)) (3.41)

La suite des itération (x,), associée a g est donnée par

Vn € N : xpp1 = x,(1 + (1 —ax,) + (1 —ax,)* + (1 — ax,)*) (3.42)
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Théoréme 3.3.2 Si x,, est l'inverse de a d'ordre t, alors x,.,, est l'inverse de a d’ordre ,, telle
que
VnelN:u,=4"-t

La suite des écarts est donnée par

V1 € IN : Xping41 — Xnan, = 0 mod pt

VneN:u,=p,—-m=4"-t—m

Preuve.
Soit (x,), la suite définie par (3.42). On a

Vn e NN :ax,q —1=—(ax, —1)* (3.43)
Supposons que
ax,, —1 =0 mod p'

Alors
aXy,11 — 1 =0 mod p*

Par conséquent
Vn € N : ax,4n, — 1 = 0 mod pt

Ou (Uy), est définie par
VnelN:u,=4"-t

D’autre part, on a
Vi€ N : X1 — X, = x,((1 = ax,) + (1 — ax,)* + (1 — ax,,)?) (3.44)
On déduit

|xn+n0+1 - xn+n0 |p < |xn+no |p - max {ll - axn+n0|p/ |1 - axn+no|%/ |1 - axn+n0|g}

< pm - max {p—yﬂ’ p—Z,un, p—3pn} — p—(yn—m)

= Xprng+1 — Xnan, = 0 mod p(y”_m)

On obtient
VY1 € N : Xping+1 — Xntn, = 0 mod p“if
Telle que
VneN:u,=uy,-m=4"-t—m

Conclusion 3.3.2

1. La vitesse de convergence de la suite (x,), est d’ordre ;.
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2. n=
" In4

In (M;rm)
est le nombre nécessaire des itérations.
Exemple 3.3.3 Soienta =3, M =16,p=2.0Ona|3|, =1, m = 0. On prend xy = 1 puisque
axo=3-1=1mod 2

Alorsnyg =0,t=1.
Le nombre des itérations est

Inl6
n_[ln4]_2

Vi € Nt xpan = 2, (14 (1= 3x,) + (1= 3x,)° + (1 - 3x,)°)

La formule d'itération est

On obtient
Xo =1 mod 2

x1=-5=11mod16=1+1-2+1-2° mod 2*
X, = —21845 = 43691 mod 65536 = 1+1-2+1-23+1-2°+1-27+1-2°+1-21 +1-2134+1.21° mod 21°

On écrit

{

3.3.4 Généralisation

=1+1-2+4+1-224+1-2°41-27+1-22+1-21 +1-2B3 +1.25 mod 21¢
=.1101010101010101 = 1101

W= W=

Supposons que g vérifie la relation

1 1 1 1 1 1
=z ()= @[ =... = ;6-D[Z) = OF Bl *
g(a) e (a) g (a) 7 (a) 0.9 (a)iO'SE]N (3.45)
Alors , .
y (E) —0,/® (E) — (1K d k=T, 1 (3.46)
On prend
Y(x) = ap + ayx + -+ + g x5 (3.47)
On écrit
gx) =x(1+ (1 —ax) + (1 —ax)* +--- + (1 —ax)¢V) (3.48)

La suite des itérations (x,), associée a g est donnée par

Ve N :x0 =x,(1+ (1 —ax,) + (1 —ax,)? + -+ (1 —ax,)™D) (3.49)
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Théoréme 3.3.3 Si x,, est l'inverse de a d’ordre t, alors x4y, est l'inverse de a d’ordre 1, telle que
VnelN:I[,=5"-t
La suite des écarts est donnée par
V1 € N : Xyinps1 — Xuin, = 0 mod p*

On
VneN:I =, -m=s"-t—-m

Preuve.
Soit (x,), la suite définie par (3.49). On a

VnelN:ax,;1 —1=—(ax, — 1) (3.50)
Supposons que
ax,, —1 =0 mod p'

Alors
aXp+1 — 1 = 0 mod p*

Par conséquent
Vn € N : ax,.,, — 1 =0 mod p™

Ou (I,,), est définie par
VnelN:I[,=s"-t

D’autre part, on a
Ve IN: X1 — X, = X,((1 —ax,) + (1 —ax,)? + -+ (1 —ax,)V) (3.51)
On déduit

-1
|xn+n0+1 - xn+ng|p < |xn+ng|p - maXx {ll — OXp4ng |p/ |1 — OXp4ng 5/ Tty |1 — OXp1ng ;;S )}

< pm . max {p_ln,p_2ln’ v ’p(l_s)]n} - p_(ln_m)

— 1,—
= Xntng+l — Xn+ng = 0 mod P(" )

On obtient
Vn € N : Xpip41 — Xntn, = 0 mod pl"

Telle que
VneN:I=l,-m=s"-t—m

Conclusion 3.3.3
1. La vitesse de convergence de la suite (x,), est d’ordre I,.

in 22)
2. n= s est le nombre nécessaire des itérations.
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Conclusion Générale

Pour tout nombre premier p, on considere les ensembles suivants :
Bi={ae€Q,:lal,=1} sim=0

By={a€Q,:al, <1} sim>0
By={ae€Q,:al,>1} si m<0

1) Sim < 0, alors pour tout nombre p-adique appartient a B, la vitesse de convergence
est plus rapide que celle de B;.

2) Sim > 0, alors pour tout nombre p-adique appartient a B,, la vitesse de convergence
est moins rapide que celle de B;.
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Résumé

Ce travail est une application tres intéressante des outils de ’ana-
lyse de numérique a un espace ultramétrique noté (Q, |.|,). Nous
avons utilisé les méthodes numériques élémentaires, telles que la
méthode de newton, sécante et du point fixe pour calculer le développement
de Hensel (les premiers chiffres) de I'inverse d'un nombre p-adique
nonnula e Q;,. Autrement dit, chercher 1’écriture

l_a 2 k
=ag+op+axp” + ...+ ap
a

Nous avons étudié le cotit de chaque méthode, dont la vitesse de
convergence, le nombre nécessaire des itérations pour une précision
donnée. Nous avons également présentés des tests numériques pour
chaque méthode.

Mots clés : espace ultramétrique, Norme p-adique, nombre p-adique,
méthode de Newton, sécante, point fixe, ordre de convergence.

Abstract

This work is a very interesting application of tools from numerical
analysis to ultrametric space denoted by (Qp, |.|,). We used the basic
numerical methods such as Newton, secant and fixed point method
to calculate the development of Hensel (the first digits) the inverse of
a nonzero p-adic number a € Q;. In other words, find the writing

1_ 2 k
;—0(0+0(1p+0£2p + ...+ agp

We studied the cost of each method, such as the rate of conver-
gence, the necessary number of iterations for a given precision. We
also presented numerical tests for each method.

Keywords: ultrametric space, p-adic norm, p-adic number, Newton’s
method, secant, fixed point, rate of convergence.
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