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Introduction Générale

La théorie du contréle optimal est un domaine important des mathématiques
appliquées, développé de facon a controler les systemes dynamique d’une maniere
optimale. L’objectif d’un probleme de contrdle est d’amener un systéme d’un état
initial a un certain état final en respectant certaines contraintes. Cette théorie
est appliquée dans de nombreux domaines des sciences, notamment l'ingénierie, la
physique, la biologie, I’économie et la finance.

Du point de vue mathématique, un systeme de controle est un systéeme dyna-
mique dépendant d'un parametre dynamique appelé le contréle. Pour le modéliser,
on peut avoir recours a des équations différentielles, intégrales, fonctionnelles, aux
différences finies, aux dérivées partielles, stochastiques, etc.

Le probleme de controle optimal s’inscrit dans la continuité des calculs de
variation, une des grandes applications de la commande optimale a été 'application
au lanceur Apollo dans les années 1960. La théorie du controle optimale est trés
liée a la mécaniques classique, en particulier aux variationnels de la mécanique.
Le point clé de cette théorie est le principe du maximum de Pontryagin, formuler
par L.S.Pontryagin en 1956 [26] qui donne une condition nécessaire d’optimalité
et permet ainsi de caractériser les trajectoires optimales .

Plusieurs méthodes numériques performantes de résolution des problemes de
contréle optimal ont vu le jour dans les années 1980, parmi ces méthodes, on
distingue la méthode développée par R.Gabassov et F.M.Kirillova, qui consiste
comme tout méthode numérique en optimisation, a faire le passage d’une solution
réalisable a une autre tout en améliorant la qualité de la solution.

Dans ce travail, nous présentons la méthode adaptée pour un probleme de
contréle optimal d’un systeme dynamique linéaire avec contréle vectoriel et contraintes
d’inégalité. Cette méthode numérique itérative est basée sur le passage d'une so-
lution admissible a une autre, tout en améliorant la qualité de la solution. Cette
qualité est mesurée a 'aide de I'estimation de suboptimalité qui permet de calculer
I’écart maximal entre la valeur actuelle et la valeur optimale de la fonction de cofit.

Le présent travail est divisé en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous présentons les notions préliminaires sur le contdle
optimal et la controlabilité.

v



Dans le deuxieéme chapitre, nous présentons un ensemble de conditions d’optimalité
pour différents problemes de contréle optimal, ces conditions se base essentielle-
ment sur le principe de maximum de Pontryagin.

Dans la troisieme chapitre, nous exposons une méthode de résolution d’un pro-
bleme de contrdle optimal d'un systeme dynamique linéaire avec des contraintes
d’inégalités et commande vectorielle. Cette méthode constituée trois procedures :
le changement de commande, le changement de support, et la procedure finale.
Finalement, ce mémoire s’acheve par une conclusion générale, une annexe et une
bibliographie.



Chapitre 1

La théorie de controle optimal

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts de base de la théorie du controle
optimale, et les notion de controlabilité et la stabilisation.

1.1 Théorie du contrdle optimal

La théorie du controle (ou commande) analyse les propriétés des systémes com-
mandés, c¢’est-a-dire des systemes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen
d’une commande. La théorie de contrble optimal permet alors d’amener le sys-
teme d’un état initial donné a un certain état final, en respectant éventuellement
certains criteres. Les systemes abordés sont multiples : systeémes différentiels, sys-
temes discrets, systemes avec bruit, avec retard, etc.

Leurs origines sont tres diverses : mécanique, électricité, électronique, biologie, chi-
mie, économie,etc. Ainsi les domaines d’application sont multiples : aérospatiale,
automobile, robotique, aéronautique, internet, etc.

1.1.1 Objet du contréle

Le systeme de controle peut comporter beaucoup de variables ou parametres.
On suppose que n variables sont nécessaires pour décrire son comportement.
L’identification de ces variables et la description du systeme est une tache tres
importants : c’est I’étape de modélisation mathématique.

Les variables, nommés variables d’état seront notées x;, ¢ = 1,...,n. Le systeme
évolue dans le temps, donc les x; sont des fonctions de t : x;(t). Les n variables
d’états vont étre gouvernées par n équations différentielles du premier ordre sur



'intervalle de temps [0, t*], ce sont des équations de forme générale :

dx; .
i(t) = dxt = filt,x1(t), ..., xn(t),ur(t), ..., un(t), i=1,...,n, t €[0,t"]
Les variables de controle seront notées u;(t), j=1,...,m.

Définition 1.1.

Un systéme de controle est un systeme dynamique dépendant d’un parametre
dynamique appelé controle.

1.1.2 Condition initiale du systeme

La condition initiale du systéme, xy = 2(0) est un vecteur donné dans un plan
de phase. En réalité, les composantes de x(t) et de xy peuvent représenter physi-
quement : la position, la vitesse, la température et d’autre parametre mesurables.

1.1.3 Le but de la commande

Dans un probléeme de controle, le but de la commande consiste a ramener le
systéme de la position initiale o = x(0), (zg € My) & une autre position x* = x(t*),
(x € My) ou My est 'ensemble de départ, et M; I'ensemble d’arrivé.

Iy

FIGURE 1.1 — Le but de la commande

1.1.4 Classe des commandes admissibles

U est 'ensemble admissible des controles admissible qui peut étre non bornés,
borné ou de type Bang-Bang.
Commande bornée
Dans beaucoup de problemes de contréle, on peut minorer et majorer les u;(t) par



des constantes. Considérons pour ce type de probleme la contrainte a; < u; < b;.
1
Notons que I'on peut remplacer u; par v; en posons u; = —(a; +b;) + =(a; — b;)v;

et ainsi v; est aussi intégrable et 'on a —1 < v; < 1. Donc lorsque u est borné, il
est toujours pratique de se ramener a des commendes entre —1 et 1.

Commande Bang-Bang
Un controle v € U est appelé controle Bang-Bang si pour chaque instant ¢ et
chaque indice j = 1,...,m, on a | u;(t) |= 1. En d’autre termes, une commande
Bang-Bang est une commande qui posséde au moins un instant de commutation.

1.1.5 Différents types de problemes de controéle optimal

Généralement, on distingue trois types de probleme de contrdle optimale :
Probléeme de Lagrange.

Un probleme de controle optimal est dit de Lagrange si le systeme dynamique
est :

&= f(x(t),u(t),t), z(0)=x, (1.1)

ou les contrdles u(.) sont des fonctions définies de [0;t*] dans R. Et la fonction
coit F': [0,t*] x R x U — R, est comme suit :

max / F(a(t), u(t), t)dt, (1.2)

avec x(0) = x est une condition initiale donné.
Probleme de Mayer.

Dans ce cas, le critére a optimiser il dépend uniquement de la valeur terminale
de I’état. Soit la fonction G : R xR, on définit le probléeme d’optimisation de Mayer
par :

max G(z(t%),t")),

i(t) = F(a(t), u(®).b), (1.3)
z(0) = xo.

Probléeme de Bolza (Lagrange et Mayer).



L’avantage du probleme de Bolza est que, il regroupe les deux précédentes
formulations (Lagrange et Mayer).
Soient F': [0,t*] x Rx U — R et G : R xR, on définit, alors, le probleme de Bolza
par :

max [ F(z(t), u(t), t) + G(z(t), ¢))dt,
i(t) = f(x(t),u(t),t), (1.4)
z(0) = zo

1.1.6 Probléeme de controle optimal linéaire

Le probleme général étudié dans cette partie est celui de Bolza. Soient n et
m deux entiers naturels non nuls, I un intervalle de R, et soient A, B et r trois
applications localement intégrables sur I, a valeurs respectivement dans M, (R),
M, m(R), et M, 1(R). Soit U un sous-ensemble de R™, et soit g € R™. Le systeme
de controle linéaire auquel on s’intéresse est :

(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t), Vte I
(1.5)
x(0) = o,

ou U est ’ensemble des applications mesurables et localement bornées sur I.
Donc le probleme de contrdle optimale s’écrit par :

max Z(u) = G(x(t*),t*) + ?F(m(t), u(t), t)dt,

x'gg)) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + r(t), (1.6)
() = o,

ol G et F sont, au moins, de classe C? par rapport a leurs arguments.

1.1.7 Approximation linéaire d’un systeme de contréle

En pratique, pour de nombreux processus on n’a pas de connaissance a priori
utile qui permet la formulation avec des systémes dynamiques linéaires. Dans ce
cas, il est nécessaire de commencer la modélisation en construisant un modeéle non
linéaire, puis on passe a I'étape de linéarisation si c¢’est possible. L’intérét de cette
linéarisation réside dans le fait que ’analyse des systemes non linéaires n’est pas
assez développée comme dans le cas linéaire, qui a été étudié dans la littérature
de maniere tres détaillée.



Le systeme linéaire s’obtient généralement par la linéarisation du systéme non
linéaire (1.4) autour d'un point d’équilibre (x.,u.), pour lequel f(z.,u.) = 0. En
effet si on pose :

_of _of
A_ax’ B_au’

T=0— T, U=1U— U,

on obtient alors le systeme :
T = AT + Ba.

Le systéeme & = A% + B s’appelle approximation linéaire du systéme non linéaire

(1.1).

1.1.8 Quelques exemples de problemes de commande op-
timale

Exemple 1.1 (Contrdle de la déviation d'un avion).

Trajectoire de l’avion

Position désirée

FIGURE 1.2 — la déviation d’un avion

On note 6 la déviation d’'un avion par rapport a la position désirée. On peut
controler cette déviation par un terme force u. La déviation 6 et la force u sont
alors liées par I’équation différentielle :

d*0(t)  do(t)

T ta—, +w?0(t) = u(t).

La position 6(0) = 6y étant connue ainsi que la vitesse de déviation :
do
dt

vitesse de déviation nulle) en un temps minimum. On suppose que | u |< 1. Et

posons
0(t) ]

x(t) = [ do
E(t)

d
(0) = 6y, on souhaite retourner a l'état (6, a) = (0,0) (déviation nulle,
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On obtient :

[ 5 2] [ 10

—w® —a
Le probleme de temps optimal consiste a choisir u et t* de sorte que :

t*

Z(u,t*) = /dt

0

soit minimal. La commande u et le temps t* doivent étre tels que :

i(t) = A()z(t) + B(t)u(t), et 2(0) = [ ZT ] 2 (t7) = [8]

o[ 2] e - t]

—w? —a

avec

Exemple 1.2 (Probleme de atterrissage en douceur).

Un engin spatial doit atterrir en douceur en utilisant le minimum de carburant.
Pour un modele simplifie, m désigne la masse, h la hauteur, v la vitesse verticale
et u la poussée de 'engin spatial. M désigne la masse de I’engin sans carburant,
ho la hauteur initiale, vy la vitesse initiale, [’ la quantité initiale de carburant, «
la poussée maximum de l’engin k& une constante reliant la poussée et la perte de
masse, g est la gravité sur la lune.

Les équations du mouvement sont :

h(t) = o(t), 1
) = g+ )
mt) = —ku(t).

Les contraintes sont 0 < u(t) < « (la poussée est de sens opposé a la gravité,
ce qui est suffisant pour freiner le véhicule étant donné que l'on recherche une
consommation de carburant minimum).

Les conditions initiales et finales sont :

h(0) = ho, v(0) =v9 , m(0) =M+ F
h(t*) =0, v(t;) =0

ou t* étant l'instant de I'atterrissage.

I h
Onposexr=| xo | =| v |.Leséquations du mouvement s’écrivent donc :
I3 m



o)
i = —g+i_u — f(@,u), 0 < ut) < a,
—ku

ici f est une fonction non linéaire, et on a les contraintes :

21(0) ho 0
I(O) = .1'2(0) = Vo s ZE(t1> = 0
z3(0) M+ F z3(t1)

Le probléme consiste a déterminer u et t* de sorte que m(t*) soit maximale, ou

encore que :
t*

Z(u,t*) = —M — F — k/’LL(T)dT,

ho
soit minimum, et 1 (t*) = xo(t*) = 0 avec @(t) = f(x(t), u(t)), z(0) = Vo :
M+ F
et 0 <u(t) >«

1.2 Controlabilité

Un systeme de controle est dit contrdlable si on peut 'amener (en temps fini)
d’un état initial arbitraire vers un état final prescrit. Pour les systémes de contréle
linéaires en dimension finie, il existe une caractérisation tres simple de la controla-
bilité, due a Kalman. Pour les systémes non linéaires, le probléeme mathématique
de contrélabilité est beaucoup plus difficile.

1.2.1 Ensemble accessible

Considérons le systeme contrdlé (1.1) :

{ i = f(t,xz(t),u(t)), Vt €1,
z(t) = xo.

L’ensemble des points accessibles a partir de xg en un temps t* > 0 est défini par :
Acc(wo, t") = { zu(t*) \u € L*([0,#],U) },

ou z,(.) est la solution du systeme (1.1) associée au contrdle wu.



FIGURE 1.3 — Ensemble accessible

Autrement dit, Acc(zg,t*) est 'ensemble des extrémités des solutions de (1.1)
au temps t*.

1.2.2 Controélabilité des systemes linéaires

Les théoremes d’existence de solutions d’équation différentielle nous assurent
que, pour tout controle u, le systeme (1.5) admet une unique solution z(.) : I — R",
absolument continue. Soit S(.) : I — M,(R) la résolvante du systéme linéaire
homogene #(t) = A(t)z(t), définit par :

{ S(t) = A(1)S(t),
S(0) = Id.

Notons que si A(t) = A est constante sur I, alors S(t) = e®. La solution z(t) du
systéme (1.5) associée au controle u est donnée par :

o(t) = Sty + [ LSS B()u(r) + r(r))dr,

pour tout ¢t € I.
Sir =0 et xg=0, la solution du systeme s’écrit :

(1) = S(t) /0 'S B(H)u(r)dr,

Définition 1.2 (La contrdlabilité).

Le systeme controlé &(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) est dit contrdlable en
temps t* si
Acc(xg, t*) = R™

8



Autrement dit pour tous xg, z* € R", il existe un contrdle u tel que la trajectoire
associée relie xg a ™ en temps t*.
Le systeme (1.5) est dit controlable en temps quelconque depuis xg si

R™ = | J Ace(zo, t*).

t>0

Le théoreme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour la contro-
labilité des systemes linéaires dans le cas ou A et B ne dépends pas de t, elle est
dite condition de Kalman.

Théoréme 1.1 ([29]).

Le systeme autonome @(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) est controlable en t* si
et seulement si la matrice :

C(A,B) = (B,AB, A*B, ..., A" 'B)
est de rang n.
Remarque 1.1.

La matrice C' est appelée matrice de Kalman, et la condition
rang C = n est appelée condition de Kalman.

La démonstration de ce théoreme repose sur le lemme suivant :
Lemme 1.1 ([29]).
La matrice C' est de rang n si et seulement si I'application linéaire :

¢ : L>=([0,t*],U) — R",
u — e DA By(t)dt,

est surjective.
Preuve.

Supposons tout d’abord que rang C' < n et montrons que ¢ n’est pas surjective.
L’application C' étant non surjective, il existe un vecteur ¢ € R" — {0}, que 'on
supposera étre un vecteur ligne tel que :

O = 0.

Par conséquent,

WB =YAB = = A" B = 0.



Or d’apres le théoreme d’Hamilton-Cayley, il existe des réels ag, aq,...,a,_1, tel
que :
A" = aoj + e+ an,lAnfl,

on déduit par récurrence immédiate que, pour tout entier £ :
YAFB =

en donc, pour tout ¢ € [0, t*] :
Ye'B =0,

par conséquent, pour tout controle u, on a :
t*
" / e =DABY(#)dt = 0.
0
ie: Yo(u) =0, et donc ¢ n'est pas surjective.

Réciproquement, si ¢ n’est pas surjective, alors il existe un vecteur ligne
1 € R" — {0} tel que pour tout contrdle u on ait :

t*
" / DA By(1) = 0,
0
ce qui implique que, pour tout ¢ € [0,¢*] :
Ye™ VAR = .

En t = t* on obtient B = 0. En suite, en dérivant par rapport a ¢, puis en
prenant t = t*, on obtient Y AB = 0. Ainsi, par dérivation successives, on obtient
finalement :

VB =9YAB=---=9pA"'B =0.
Donc, ¥C' = 0, et donc rang C' < n.
Ce lemme permet maintenant de montrer facilement le théoreme (1.1).
Si la matrice C' est de range n, alors d’apres le lemme (1.1), Papplication ¢ est

surjective, i.e : ¢(L>) = R™. Or pour tout controle u, la trajectoire associée a u a
I'instant t* est donnée par :

t*
2(t*) = M gy + / W OA(Bu(t) + (1)) dt.
0

L’ensemble accessible en temps t* depuis un point zy € R” est :
Ace(t*, zg) = e g —i—/ E=DAr (1) dt + ¢(L®) = R",
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ce qui montre que le systeme est contrélable.
Réciproquement, si le systeme est controlable, alors il est en particulier contro-
lable depuis zy définit par :

*

t
Tg = —e M / el =V (1)dt.
0
Or en ce point I'ensemble accessible en temps t* s’écrit :
Ace(t*, xg) = ¢(L™),

et le systeme étant controlable cet ensemble est égal a R™.
Cela preuve que ¢ est surjective, donc, d’apres le lemme, la matrice C' est de
rang n.

Exemple 1.3.

Le systéme suivant :

513:1 21 6 I 0 U1
t=| 29 | = 3 8 1 e | +| 2 uy | = Ax + Bu
153 9 5 0 I3 1 Us

est controlable car la matrice de Kalman

0 8 93
C(A,B) = (B,AB,A*B) = | 2 17 170
10 157

—_

est de rang égale a n = 3.

Le théoreme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour la contro-
labilité des systeémes linéaires dans le cas ou A et B dépendants de temps ¢ (dans
le cas non autonome (instationnaire)).

Théoréeme 1.2 (]29)).

Le systeme @(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) est contrdlable en temps t* si et
seulement si la matrice :

Ot = /0 " S BB (S dt, (1.7)

dite matrice de contrélabilité, est inversible.

Preuve.
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Pour toute solution z(), on a, d’apres la formule de variation de la constante,

o(t*) = z* + S(t) /0 S B(u(t)dt,

t*
2 = S(t)zo + S(t*) / S() 1 (t)dt,
0
Si C(t*) est inversible, posons u(t) = B(t)'S(t)"' 1, avec ¢ € R, alors :
z(t*) =a" + S(t")C(t"),

et il suffit de prendre ¢ = S(t*)~1C(¢*) 1 (z(t*) — x*).
Réciproquement, si C'(t*) n’est pas inversible, alors il existe ¥\{0} tel que
Y'C(t*) = 0. On en déduit que :

/||B | dt =0,

d’ott B(t)'S(t)~") = 0 presque par tout sur [0, #*]. Ainsi, pour tout contrdle u, on

a
t*

W/S(t*)’lB(t)u(t)dt =0,

0

Posons 11 = (t*)~"1, on a, pour tout contrdle w.

(2, (%) — 2*) = 0.
i.e. T,(t*) € x* + 1+, et donc le systéme n’est pas controlable.
Exemple 1.4.

Soit le systeme suivant :

{ Z1(t) = —xo(t) + u(t) cost,
Zo(t) = x1(t) + u(t) sint.

a0 =(§ ) mo= ().
(t)

La résolvante de systéme #(t) = Ax(t) est donné par la formule S(t) = e'. Les
valeurs propre de A sont =+i.

S(t) = oA — < cost —sint )

sint cost

Posons :

12



par conséquent
1 / 1y [ cos2t 0O
s BB/ SO = (S o )

alors :

C) = [ 6y BB (@) dr

1
—sin 2t* 0
- 1 2 1
5 — 58111275* 0

La matrice C'(t*) n’est pas inversible (det C(t*) = 0 ), donc le systéme n’est pas
controlable.

Remarque 1.2.

Cette condition dépend de t*, mais ne dépend pas du point initial xq. Autre-
ment dit, si un systeme linéaire instationnaire est contrélable en temps t* depuis
Tg, alors il est contrélable en temps t* depuis tout point.

Remarque 1.3.

Ona C(t*) = C(t*) et 2’C(t*)x > 0 pour tout x € R"™, i.e C'(t*) est une matrice
carrée réelle symétrique définie positive.

1.2.3 Controlabilité des systémes non linéaires

Pour étudier la controlabilité des systemes non linéaires, on a tendance a utiliser
le systéme linéarisé partant du fait que la controlabilité du systeme non linéarisé
d’une maniere locale. Mais la non controlabilité des systemes linéarisé n’implique
pas forcement la non contrdlabilité des systemes non linéaires.

Considérons le systeme de contréle non linéaire suivant :

{ igé))zzig,x(t),u@)), (1.8)

Pour les systemes de controle non linéaires, il est impossible d’étudier la controla-
bilité globale, le probleme est beaucoup plus compliqué du fait qu'on ne peut pas
utilisé la caractérisation de Kalman. Dans ce qui suit, on s’intéressera a 1’étude de
la controlabilité locale du systeme (1.8).

13



Définition 1.3.

Soit z* € R™. On dit que le systéme (1.8) est localement contrdlable au voisi-
nage de z* en temps t* depuis o, si z* € Acc(xo, t*).
Autrement dit, il existe un voisinage V' dans V' (z*) tel que V' C Acc(zo, t*).

Proposition 1.1.

Considérons le systeme (1.8) avec f(zo,ug) = 0.
On note
df

d
A= %(ZEO,UO) et B = di(:vo,uo).

Si
rang(B, AB, A’B, ..., A" 'B) = n,

alors le systeme est localement contrdlable en z.
Remarque 1.4.

En générale, le probleme de controlabilité est difficile. Cependant, il existe des
techniques qui permettent de déduire la controlabilité locale dans le cas de systeme
linéarisés.

1.3 Stabilisation

Considérons le systeme :
i(t) = f(z(t), u(t)).
Définition 1.4.

Un controle en boucle ouverte est une application ¢ — u(t) d’'un intervalle de
temps dans ’espace des contrdles admissibles.

Définition 1.5.

Un controle en boucle fermée, appelé aussi une rétroaction, ou un bouclage, ou
encore un feedback, est une application u — R(z) définit sur les variables d’état
du systeme.

Définition 1.6 (Bouclage statique).
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On dit que u est un bouclage statique du systeme @(t) = f(z(t),u(t)) si sa
valeur u(t) & I'instant ¢ ne dépend que de z(t), c’est a dire u = R(x) ou R est une
fonction.

Ce systeme s’écrit tout simplement :

&= f(x, R(x)), (1.9)

il est représenté par le diagramme suivant.

x= f(xu)

u

F1GURE 1.4 — Bouclage

Le probleme de la stabilisation (ou régulation) consiste & maintenir le systéme
pres d'un équilibre x = 0. Il s’agit donc de construire une loi de commande telle
que x = 0 soit un équilibre asymptotiquement stable du systéme en boucle fermée
1.9.

1.3.1 Stabilité des systémes linéaires

Dans le cas des systémes linéaires, attractif implique stable (donc asymptoti-
quement stable équivaut a attractif) et asymptotiquement stable équivaut a expo-
nentiellement stable. De plus I'attractivité est toujours globale. En effet, considé-
rons le systeme linéaire :

T = Az, (1.10)

ot A est une matrice carrée d’ordre n. La solution de (1.10) s’écrit :

z(t) = e “x(0). (1.11)
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La matrice exponentielle e ** est définie par la série :

M=% O (1.12)
n=0 :

Pour calculer cette matrice exponentielle on cherche les valeurs propres de la ma-
trice A, c’est a dire les racines du polynéme caractéristique :

Pa(\) = det(A — \).

Le polynéme caractéristique est de degré n en A. Il admet donc s racines distinctes
A1, ....As de multiplicités algébriques m(\;) satisfaisant :

Par conséquent :

L’indice v(\) d'une valeur propre A est le premier entier tel que la suite croissante
des noyaux :
ker(A — XI)” C ker(A — \I)"*,

soit stationnaire pour v > v(\).
Pour toute valeur propre A de A on a :

1< v(A) <m(N).
Le polynéme minimal M4 () de A est donné par :
Ma(A) = (A= M) P (A= M),

Les valeurs propres de A sont réelles ou complexes. Si elles sont complexes, alors
elles sont conjuguées deux a deux. Les composantes z;(t), i = 1, ..., n, de la solution
(1.11) sont des combinaisons linéaires, a coefficients constants, de termes de la
forme :

1- t/e™ on A est une valeur propre réelle de A et 0 < j < v(\);

2- /el cos bt et t/e!®sin bt, c’est & dire les parties réelles et imaginaires de t/e’* |

ol A = a + ib est une valeur propre complexe de A et 0 < j < v(A).

On en déduit alors le résultat suivant.

Théoréme 1.3.

1- Si3j, Re(\;) > 0 ousi 3k, Re(\,) = 0et v(A\g) > 1 alors z = 0 est instable.
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2- SiVj, Re()j) <0 alors © = 0 est globalement exponentiellement stable.
3- SiVj, Re(A;) < 0et Re(A;) = 0 = v()j) =1 et s'il existe k tel que
Re(M;) = 0 alors o = 0 est stable mais non attractif.
Par conséquent pour un systeéme linéaire &£ = Ax les propriétés suivantes sont
équivalentes :
a) lorigine est attractif;
b) lorigine est globalement attractif;
c¢) lorigine est asymptotiquement stable ;
d) Porigine est globalement asymptotiquement stable ;
e) lorigine est exponentiellement stable;
f) Porigine est globalement exponentiellement stable ;
g) toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative (on
dit que la matrice A est de Hurwitz).

1.3.2 Stabilité des systemes non linéaires

Pour étudier la stabilité d’un systeme non linéaire on a deux méthodes :
- Méthode indirecte basé sur la linéarisation de la fonction F';
- Méthode directe basé sur 'utilisation d’une fonction appelé fonction de lyapunov.
Méthode indirecte :(linéarisation d’un systéme non linéaire)
Soit le systeme non linéaire suivant :

{ X = F(X), (1.13)

X(0) = X,

Donc soit F': R™ — R" une application de class ¢!, c’est-a-dire F' = (f1,....f2) ou

%

f1,....fo sont des application de R™ dans R tel que les dérivée partielles tel
que : i,j = (1,..,n) existent en tout point (xy, ..., z,).
On appelle matrice jacobienne de F' en un point Xy = (zg,...,2%), la matrice
formés des dérivées partielles de fi, ..., fo calculés en X :

df1 " dfr "

a—xl(x[l), e Xy) e o1, (zh, .oy 2l)

DF(X,) = :
aixl(fﬁ(l),...,xo) aixn(fﬂ(l),...,xo)

Le point fixe de (1.11) se ramene a l'origine f(0) = 0 par x = X — a, alors, le
systeme devient :
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Le développement de Taylor autour de x = 0 donne :

f(x)=Df(0)x + 21!D2f(0)(:1:,:c) + ...

La méthode indirecte étudier la stabilité autour d’'un point d’équilibre consiste a
étudier le systeme linéaire, avec :

24 Ny
95,0 5.0
A=Df(0) = : : :
9 fn O fn
95, 0 5, 0

la matrice jacobienne de f en 0.
- Si A posséde n valeur propre distinctes \;,i = 1,...,n, alors la solution de (1.9)
est :

z(t) = Cietitu;,
i=1

v; sont les vecteurs propres associés au valeur \; d’ou le théoreme suivant.

Théoréme 1.4.

Considérons le systéme d’équation différentielle (1.13), soit X = 0 un point
d’équilibre de F' ou F est continue et différentiable dans un voisinage D C R"
contenant 1’origine.

La linéairisation du systéme (1.13) autour du point d’équilibre donne le systéme

linéaire suivante :
dx A
p— x
(%

x(0) = o,

dF
avec la matrice jacobienne A = — | _%. Alors :
x

- Si la partie réelle des valeurs propres du systeme linéaire est strictement négative
Re(\) < 0, alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable (A valeur propre
de A).

- Si le systeme linéairisé possede des valeurs propres a partie réelle strictement
positive Re(A) > 0, alors le point d’équilibre est instable.
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Notion de stable
Définition 1.7.

Un point d’équilibre de (1.13) est dit point hyperbolique si au moins une valeur
propre de la matrice A = D f(a) n’a pas la partie réelle nulle.

Définition 1.8.

Un point d’équilibre de (1.13) est appelé puit si tout les valeurs propres de la
matrice A = Df(0) sont a partie réelles négatives il est appelé source si toutes les
valeurs propres sont a parties réelles positives.

Si au moins une valeur propre est a partie réelle négative et au moins une valeur
propre est a partie réelle positive le point d’équilibre a est appelé point selle (col).
Méthode directe :(Fonction de Lyapunov)

Les fonctions de Lyapounov sont un outil puissant pour étudier la stabilité d'un
point équilibre. Considérons de nouveau le systeme :

i = f(x), (1.14)

tel que f(0) = 0, admettant z = 0 comme équilibre. Soit V' : U — R une fonction
définie dans un voisinage U de 'origine et admettant des dérivées partielles conti-
nues. On note la dérivée de la fonction V' dans la direction du champ de vecteurs
f par :

: dv 2 dv

V(@) = @f(a) = ¥ (@),

=1

Cette dérivée s’appelle aussi la dérivée de Lie de V' et se note L¢V. Pour toute
solution x(t) de (1.13) on a :

d .
5V (@(®) = V(z(t)).

Définition 1.9.

On dit que V est une fonction de lyapunov pour le systeme (1.14) en x = 0
dans U, si pour tout z € U on a :

a- V(0)=0et V(z) >0siz#0;

b- V(z(t)) <0;

c- Si de plus V(z(t)) < 0, alors V est une fonction de lyapunov strict.
C’est le théoreme suivant qui sert a utiliser les fonctions de lyapunov.
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Théoréme 1.5.

- Si le point d’équilibre x = 0 admet une fonction de lyapunov, alors c¢’est un
point d’équilibre stable.

- Si le point d’équilibre x = 0 admet une fonction de lyapunov strict, alors
¢’est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

Exemple 1.5.
Soit le systeme suivant :
T = —2Ty + Tox3 — T3,
ZE:Q = T1 — 13 — x%
L 3
T3 = 172 — T3,

qui présente un point d’équilibre a I’origine et considérons la fonction de Lyapounov
candidate suivant :

2 2 2
V(zy, 29, x3) = ] + 225 + 23,

et V(0,0,0) =0 et V(zy,xe,z3) > 0 si (1, z9,23) # (0,0,0),

on a alors : V(xy, g, 23) = 22121 + 4292 + 22375 = —2(2F + 223 + xd),

en effet, V < 0, nous pouvons conclure, alors, que le systéme est asymptotique-
ment stable dans tout 'espace d’état (x1, zs, x3).

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudiés la théorie du contréle qui analyse les
propriétés des systemes commandés, par la suite la contrélabilité des systemes
linéaires et non linéaires afin de vérifie I'existence d’un contrdle qui joigne 1’état
initial ¢ a un état final * en un temps fini et finalement nous avons exposés la
stabilité pour rendre le systeme sensible a certains perturbations.
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Chapitre 2

Condition d’optimalité

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons un ensemble de conditions d’optimalité pour
différents probleme de contrdle optimal. Ces conditions qui se base essentiellement
sur le principe de maximum de Pontryagin qui est énoncé par Pontryagin dans une
publication Russe 1956 et en Anglais 1962 sous le titre ” The Mathematical theory
of Optimal Processes”.

2.1 Les conditions nécessaires d’optimalité
Considérons le probleme :
max Z(u) = G(x(t*),t"),

#(t) = f(x(t), u(t),t), x(0) = xo,
u(t) e U, t € [0,t7].

Définition 2.1 (Fonction Hamiltonien).

L’Hamiltonien est une fonction de la forme :

H = H(x(t),u(t), ¥(t),t) = &' f(2(t), u(t), t).

2.1.1 Principe du maximum sans contrainte sur le controle

Théoréme 2.1. [29/[Principe du mazimum faible]
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Si le controle u* associée au systeme de controle :

o(t) = f(t, z(t), u(?))),
est optimale pour le cotit :
max Z(u) = G(x(t"),t"),

alors, il existe une application 1 (.) absolument continue 1 : [0, "] — R™\{0},
appelée vecteur adjoint, telle que les équations suivantes sont vérifiées pour presque
tout t € [0,t*] :

r*(t) = ?Z(x(t),u*(t),w*(t),t),

oH . (21)
() = ~ 22 (2 (0.0 (1) 0(0). 1),
Hu(x(t),u*(t),w(t),t) =0.

2.1.2 Principe du maximum sans contrainte sur 1’état
Considérons le probleme de contrdle optimal suivant :
max Z(u) = G(z(t*),t%),

#(t) = f(x(t), ul(t),t), ©(0) = xo,
u(t) € U, t € [0,t].
Théoréme 2.2 (Principe du maximum de Pontryagin sans contrainte sur 1’état).

Soient u*(t) € ¥ une commande optimale admissible ot ¥ une ensemble des
controles admissibles et z*(¢) la trajectoire d’état optimale solution de 1’équation
d’état associée a u*(t). Alors il existe un vecteur 1(t)*(t) tels que les équations
suivantes sont vérifiées :

zr(t) = f(t,2*(t),u" (1)), 2*(0) = o,
H(t) = —Ha(t, 2" (1), u* (), ¥* (1)), (") = Go (", 27(t)),
H(t, x(t),u* (t), ¢ (t) = H(t, 2" (), ut), v*(1)), Vult) €9, te[0,¢],

OH ((t), u(t), (1))

Oz w(t)=2* (£)u(t)=u* (£) b () =* (¢)

Hy(t, (1), u (), 7 (1) =

OG(t*, 2 (1))

G (t*, 2 (1)) = o

z(t*)=x*(t*)

On voit bien que u*(t) va fournir un maximum global du Hamiltonien H (¢, z*(t), u(t), ¥*(t))
pour u(t) € ¥. Pour cette raison, les conditions nécessaires (2.2) sont appelées

" Principe du maximum'.
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Preuve.

Pour la démonstration, voir [26]

2.1.3 Principe du maximum avec contraintes sur I’état

Considérons le probleme de contrdle optimal suivant :
max Z(u) = G(x(t"),t"),
() = f(x(t), u(t),t), 2(0) = zo, (2.3)
u(t) € Ut € [0,t7].
Ici nous imposons au probleme des contraintes sur I’état et les variables de controle.

Plus précisément, pour chaque instant ¢ € T, x(t) et u(t) doivent satisfaire la
contrainte

g(x,u,t) >0, geRP teT. (2.4)
Ainsi, nous introduisons la fonction Lagrangien, qui s’écrit
ﬁ(aj7 u?w?u? t) = H(x7u7w7t) +/'1//g($’ u? t)’ (2'5)

le vecteur u est appelée multiplicateur de Lagrange. Ce multiplicateur de Lagrange
doit satisfaire aux conditions suivantes :

Hi Z 07 Mlgz(x’u7t> = Oa Vi = 17 Ry (26)
le vecteur adjoint satisfait I’équation différentielle :
G(t) = —Ha(t,x(t), u(t), (), (1) = Gult*, (")), (2.7)

Théoréme 2.3 ((Principe du maximum de Pontryagin avec contrainte sur ’état)).

Considérons le probleme (2.3) et (2.4). Soient u*(¢) € ¥ une commande opti-
male admissible ot 9 une ensemble des controles admissibles et 2*(t) la trajectoire
d’état optimale solution de I’équation d’état associée a u*(t). Alors il existe un
vecteur adjoint ¥*(¢) et un multiplicateur de Lagrange p* tels que les équations
suivantes sont vérifiées :

z*(t) = f(t,2*(t),u*(t)), 2*(0) = o,

U (t) = —Ha(t, 2" (1), u (t), (1)), P(t7) = G, 27 (1)),
H(t, 2" (), u(t), () = H(t, 2" (t),u(®), v*(t), Vu(t) €d, te[0,t7],
OH O(H + png)

u(t)=u — T lu(t)=u* - Oa

H 1 ) Gy luv=u )

g(z*(),u, 1) >0, LET,

wi(t) >0, pfgi(z*,u*,t)=0, Vi=1,...,pette[0,t].

(2.8)
Preuve.

Pour la démonstration, voir [26].
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2.1.4 Principe du maximum dans le cas linéaire

Avant d’énoncer le principe du maximum, introduisons certaines définitions
essentielles.

Définition 2.2.

Le controle u est dit extrémal sur [0, ] si la trajectoire du probléme de controle
(1.1) associée a u vérifie :

z(t) € Ace(xg, t), t € [0,t*].
Définition 2.3.

Un contrdle u*(t), t € [0,t*] est dit optimal si u*(.) est extrémal et Z(u*(t)) < Z(u(t))
pour tout contrdle extrémal u(t), € [0,t*].
Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'un controle
soit extrémal. C’est un cas particulier du principe du maximum de Pontryagin.

Théoréeme 2.4.

Considérons le probleme de contréle optimale linéaire :
max Z(u) = G(z(t*),t"),
z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t), =(0) = zo,
ot le domaine des contraintes U € R™ est compact, convexe. Soit t* > 0, le controle

u est extrémal sur 7" = [0,t*] si et seulement s’il existe une solution non triviale

Y(t) de Péquation A(t) = —ip(t)A(t) telle que :

(1) B(t)u(t) = max (1) BV, (2.9)

VeUu

pour presque tout ¢ € [0, t*].
Le vecteur ligne v (t) € R™ est appelé vecteur adjoint.

Preuve.
" =" Supposons que u est extrémal sur [0, t*], soit x la trajectoire associée a u,
alors par définition on a : z(t*) € dAcc(xo, t*), ot x(t) est donnée par :

2(t) = S(t)(wo + [ S~/ (7)B(r)u(r)dr),
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Par convexité de Acc(xg,t*), il existe d’apres le corolaire du convexe, un hyperplan
séparant au sens large z(t*) et Acc(ro,t*). Soit ¥ un vecteur normal a cet hyper-
plan, et soit v (¢) la solution sur [0,¢*] de ¢ = —1 A définit pour 0 < ¢ < ¢* par :

P(t) = ST(1), telle que : 1(t*) = 9, on obtient donc :

D()a(t) = Yoo + / (1) B(r)u(r)dr. (2.10)

Supposons qu'il existe un sous-ensemble [0, t*] de mesure positive de telle sorte que
pour tout ¢ dans ce sous ensemble, nous avons :

v Bu(t) < pax v( BV,

En utilisant un lemme de sélection mesurable de théorie de la mesure, nous pouvons
définir une commande mesurables 4(.) satisfaisant sur 0 < ¢ < t* :

S(OB)E) = max (1) BV

Soit Z(.) la trajectoire associée a 4(.), on obtient :

D)z (") = oo + / W(r)B(r)a(r)dr.

En outre, par la construction de u et de (2.9) l'inégalité suivante est vérifiée :
t* t*
[0 Bs)us)ds < [o(n)B(rya(r)dr,
0 0

donc, on en déduit que : (t*)x(t*) < ¥(t*)z(t*). Cette contradiction avec le fait
que z(t*) € 0Ace(xo, t*) et que p(t*) est la normale extérieure a z(t*). Par consé-
quent, nous devons avoir :

D) B(t)u(t) < max () B(t)V.

Vel
" <" Réciproquement, si u(.) satisfait I’égalité :
SOBEU() < pas OBV,
montrons que z(t*) € dAcc(zo,t*). En effet supposer que z(t*) € intAcc(zo,t*).
Par conséquent, il existe £ € Acc(xg, t*) telle que : ¥ (t*)z(t*) < (t*)Z;1. Soit a(.)

un contréle définit sur [0, ¢*] a la direction zg a x; et Z(.) la trajectoire correspon-
dante, alors :

(@) B(t)u(t) < (t)B(t)u(t). (2.11)

Par conséquent, nous obtenons :

25



()T (t7) < () ().

Ce qui contredit I'inégalité (2.11). Donc z(t*) € Acc(xg,t*), et u est extrémal.

Remarque 2.1.

La condition initiale ¥ (¢*) dépend en fait du point final *, comme on le voit
dans la démonstration. Comme elle n’est pas directement connue, I'usage de ce
théoreme sera plutot indirect.

Remarque 2.2.

Dans le cas mono-entrée (contrdle scalaire), et si de plus U = [—a, a] oua > 0, la
condition de maximisation implique immédiatement que u(t) = asigne(¢(t)B(t)).
La fonction (t) = ¥(t)B(t) est appelée fonction de commutation, et le temps ¢,
auquel le contrdle extrémal wu(t) change de signe est appelé un temps de commu-
tation. C’est en particulier un zéro de la fonction ¢.

2.2 Conditions de transversalité

La condition de transversalité est donnée par la formule suivante :

o ()] e [() o] ammo e

Nous obtenons déférents cas selon les cas t, et \ ou z(t,) libre ou fixe.

Type (a) : Sit* et z(t*) sont fixes alors, t* et 1 sont nuls dans la condition de
transversalité (3.4), donc, on aura aucun condition supplémentaire.

Type (b) : Si t* le temps final est libre et dx(t*) est fixe, alors 0t* est arbitraire,
et comme x(t*) est fixe, dz; est nul. Le coefficient de 6t* dans la condition de
transversalité (3.4) est nul, et on aura :

oG
E)]t =0.

Type (c) : Sit* est fixe et z(t*) est libre, donc 6t* est nul et dx; est arbitraire.
Alors le coefficient de dz; dans la condition de transversalité (3.4) est nul. Ce qui
nous donne la relation suivante :

(i

[H" +(

ORI
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Type (d) : Si t* et x(t*) sont libres, alors les coefficients de 0t* et de dz; sont
arbitraire ce qui donne les relation suivante :

7+ (e =0,
G
Oy vy =0

2.3 Les conditions suffisantes d’optimalité

Considérons le probleme de contrdle optimal suivant :
max Z(u) = / F(a(t), u(t), t)dt,

&(t) = fz(t), u(t),t), z(0) = z, (2.13)
u(t) e Ut € [0,t7].

Définition 2.4.
Un ensemble K de R™ est dit convexe si :
Ve,y € K, a €10,1], ona (1 —a)xr + ay € K.
Définition 2.5.

Une fonction F' : K € R® — R définit sur un ensemble convexe K est dite
conveze si et seulement si :

Y(z,y) € K% VA €[0,1], F(Az + (1 = N)y) < AF(z) + (1 = N F(y),

F est dite strictement convexe si 'inégalité stricte est vérifiée pour = # y et A €
J0,1[.

Définition 2.6.

Une fonction F' : K ¢ R® — R définie sur un ensemble convexe K est dite
concave si et seulement si : (—F') est convexe.

Théoréme 2.5. [25]
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Soient F(z,u,t) et f(x,u,t) des fonctions concaves. Si (z(t),u(t),1(t)) satis-

fait :
i(t) = f(t,x(t), u(t)), 2(0) = 0
. OH
H(x(t), u(t), ¥ (t),1) = max H(x(t), v, (1), 1),

H(x,u,9,t) = F(x,u,t) + ¥ f(z,u,t)

est 'hamiltonien du systéme, et K est un sous-ensemble convexe, alors (x(t), u(t))
est une solution optimale du probleme de contrdle optimal correspondant. La
condition sur le minimum signifie que :

g(s) = H(t,x(t), ut) + s(v —u(t), ¢(t)), s € [0, 1],

en fonction de s, pour ¢t fixe et v € K, a un minimum a s = 0.

Remarquons que vecteurs sv + (1 — s)u(t) appartient a K (puisque K est un
ensemble convexe).

Dans cette situation tout ce que nous pouvons faire en sorte est ¢(0) > 0(minimum
a sens unique). Donc :

0<g(0)= 1

< = %(x(t),u(t),w(t),t)(v —u(t)),v e K.

Preuve.

En utilisant le multiplicateur de Lagrange (t), la fonction objectif est équiva-
lente a :

Z(x(t),u(t)) = /F(fﬁ(t)w(t%t) — () (& () — f((t), u(t),t))dt. (2.15)

Soit (z*(t),u*(t)) une solution réalisable du probleme vérifiant les relation (2.14),
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et soit (z(t),u(t)) une solution réalisable quelconque, alors :

Z(x*(t),u™ (1) = Z(2(t),ult)) = /F(x*(t),u*(t),t) — ' (@)[*(t) — f((2), 2" (t), w" (t))dt

— [ Fla(t),u(t),t) - ¢ @) - F(e), ult),

t

>[5 w0, u(e), 00, 00 (1)~ 2(0) +
S ), ), (0, ) (1) — (0] + 91 () — )
>0,

donc : (z*(t),u*(t)) est une solution optimale du probléme (2.13).

2.4 Résolution du probleme de contréle optimal

Considérons le probleme de contrdle optimal suivant :
t*
mmﬂm:G@WLﬂ+/F@@w@ﬁﬁ,
0

#(t) = fz(t), ult),?).
Nous développons la solution du probleme de controle optimal donné ci dessus, a
travers les étapes suivantes :

) Construire I'Hamiltonien.

) Obtenir I’équations d’état et I’équation adjoint.

) Obtenir la condition nécessaire d’optimalité par rapport a u.
)

1
2
3
4) Donner les conditions de transversalité.

Description des différentes étapes de la résolution du probléeme

Considérons le probleme de contrdle optimal suivant :

mmﬂmzaawym+/F@@w@@ﬁ,
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o(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + r(t),
Etape 1 : Hamiltonien
Nous construisons I’Hamiltonien H du probleme décrit par :
H = H(x(t), u(t),p(t),t) = F((t), u(t),t) + " (O[AQ@)=(t) + B(t)u(t) + r(1)],

ou ¥ (t) est I'état adjoint.

Etape 2 : Equation d’état et équation adjoint.

Soient z*(t), u*(t) et (t)*(t) les valeurs optimales, alors L’équation d’état et I’équa-
tion adjoint sont données respectivement par :

0H

.

(0 = (5

avec les conditions initiale #*(0) = x(0),

O[A#)z(t) + B(tu(t) + ()]
ox

)= A(t)x*(t) + B(t)u*(t) + r(t), (2.16)

et
- OH oF
)= —(—)"=—(— +
() = (5 = (5 +v
Etape 3 : Condition d’optimalité
La condition d’optimalité est donnée par :

) (2.17)

oH., OF JO[A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t)]
(5,) = (g, T¢ 5
Etape 4 : Condition de transversalité
La condition de transversalité est donné par la formule suivante :

) =0. (2.18)

oG oG
H* + (—)]ot" — )" =" (t)]p=0x; =0 2.19
[+ (G0t + (50" = 0 (-2 = 0, (219
cette relation (2.19) donne la condition supplémentaire qui sert a résoudre 1’en-
semble des équations d’etat et équations adjoint avec les differents cas de trans-

versalité selon que 'on considére t* et / ou z(t*) libre ou fixe.
Exemple 2.1.

On désire chauffer une chambre en utilisant le moins d’énergie possible. Si 6(t)
est la température dans la chambre, 6, la température ambiante extérieure de ’air
(constante) et u(t) est le taux d’alimentation en chaleur de la chambre, alors :

0 =—a(0 — 0, + bu),

ol a et b sont des constantes dépendant de I'isolation de la chambre. Pour simplifier
le probléme, nous supposerons que x = (6 — 0,) et la température initiale de la
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chambre est égale a 0, = 60 "alors z(0) = 07, et la température finale 6(¢*) libre.

Soit le probléeme de controle optimal suivant :
1
min Z(z,u) = 3s(z(t*) — 10)* + 5 [u(t)?,
0
t(t) = —ax(t) + bu(t),
x(0) =0, x(t*) libre et t* fixe,

ou s est un nombre réel. Alors, ’'Hamiltonien H est :
1
H@@w@&ﬁ%ﬂ=;ﬂﬂ+w—w+mﬂ

D’aprés les conditions nécessaires d’optimalité on a :

i = —axr +bu

V' = ay

u(t) + b= 0.

x(0) =0, x(t*) libre et t* fixe
D’ou

i* = —ar — 0%,

Yt = ay,

z(0) =0, x(t*) libre et t* fixe.

La résolution des équations d’état et des équations adjoints donne :

Y (1) = P(E)e™,
b?w (t* ) eat

o(t) = w(0)e = TEIE (e — e,
oll o est une constante.
b} (t)
Comme z(0) = 0, ceci implique que o = . De ce fait, la solution devient :
a
b2 (t*
2(t) = 2(0)e” ™ — g( >(eat —e ™).
a

Comme 1'état final est libre, donc, 6,(t*) # 0, 0t* = 0 la condition de transversalité
(2.19) se réduit au type (c) ce qui donne :

Y(t) = s(z(t*) — 10).
b2¢(t*)€at*

Substituant 2t = z(0)e~ " — :
a

nous obtenons :

(e — ") dans I’équation précédente

B —20as
© 2a + sb(edt” — e—at™)’

»(t7)

31



Substituant cette équation dans ¥(t) = ¥ (t*)e™, on obtient 1’état adjoint :

B —20ase™
 2a + sb?(edt” — emat”)’

P(t)

Finalement le controle optimal est :

B —20asbe™
 2a+ sb?(edt” — e—at")

u*(t)

Ainsi, la trajectoire optimale est donnée par :

10sb? (e — )

*(t) = .
vt 2a + sb?(e?” — e~")

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons étudié le principe de maximum de Pontryagin
qui donne une condition nécessaire d’optimalité. La résolution du probleme de
contréle optimal consiste a utiliser le principe du maximum de Pontryagin, qui est
une condition nécessaire d’optimalité, comme étape de résolution.
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Chapitre 3

Controle optimal d’un systeme
dynamique linéaire avec
contraintes d’inégalités

Introduction

Dans ce chapitre, nous représentons une méthode numérique pour la résolu-
tion d'un probleme de contréle optimal d'un systeme dynamique linéaire avec
contraintes inégalités et commande vectorielle. Cette méthode a été développée
par R. Gabassov et F.M.Kirillova.

3.1 Position du probleme

Le probleme de controle optimal particulier étudiée dans cette section est le
suivant :
Sur l'intervalle T' = [0, ¢*], considérons le probleme de maximisation de la fonc-

tionnelle :
Z(u) = cjz(t*)  — max, (3.1)

avec ¢; un vecteur de cotit, de dimension n.
Le systéeme de controle dynamique linéaire auquel on s’intéresse est celui a
commande vectorielle, défini par I’équation d’état suivante :

t(t) = Az(t) + Bu(t) + r(t), x(0) =m0, t€T, (3.2)

ou : z(t) € R™ est un vecteur qui représente 1'état du systeme a l'instant ¢;
u(t) € R" la commande agissant sur le systeme a l'instant ¢ (signal d’entrée),
telle que d~ < u(t) < dT,d” = (di,dy.....d;), d* = (df,d3.....d}); A est une
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matrice (réelle) carrée d’ordre n, qui caractérise le systéme (pour plus de simpli-
cité on la suppose constante, c’est-a-dire ne dépendant pas de la variable t), de la
méme maniere B est une matrice réelle n x r constante et xq la position initiale
du systeme.

Associons a la trajectoire z(t), solution du systéme, une contrainte (signal de
sortie) a linstant ¢ = ¢*
g < Ha(t") < g* (3.3)

ou H est une matrice d’ordre m x n et rangH = m < n. Ainsi le probléme qu’on
étudiera se présente sous la forme suivante :

Z(z,u) = dz(t") — max, (3.4a)

t(t) = Ax + Bu +r,2(0) = x, (3.4b)

g~ < Hz(t") < g, (3.4¢)

d- <u(t) <d",teT=]0,t", (3.4d)

avec :A=A(K,K), B=B(K,J), H=H(I,K), g =g (I), gt =g¢T(I), d =
d=(J),d" =d*(J), K= {1,...,n}, I ={1,..m}, J={1,...,r}

La solution du systeme dynamique (3.2) est donnée par la formule de Cauchy :

o(t) = x0+/s N +r(P)dr| , teT, (3.5)

ou S(t) = exp(At), est une matrice carrée d’ordre n, solution du systéme homo-

gene :
S(t) = AS(t),
{ S(0) = I, (3.6)

I, est une matrice identité d’ordre n.
En remplagant cette solution dans le probléme (3.4), celui-ci devient un probléme
de la seule variable u(t) suivant :

Z(u

9
d-

) =4 S(t)mo + Jy (4 (1)SE)STH(t)B)u ()dt+f5 AH)SE)S~ (t)r(t)dt  — max,
< HS(t*) [:vo+fo “H(t)(Bu(t) 4 r(t )] dt < g*,
Su(t) <dt,teT =10t
(3.7)
Posons (t) = ¢, S(t*)S™H(t)B, dy(t) = ,S(t*)S™(t), (t) = HS(t*)S™1(t)B,
g =g —HSt)zo— [l HSt*)S™ (t)r(t)dt, et g+ = gt —HS(t*)xo— [ HS(t*)S~ (t)r(t)dt,
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alors, le probleme (3.4) devient :
S(t)xo + Jo ¢ (ult)dt + 5 c(t)r(t)dt  — max,

Z(u) = ¢,
<y w()()dt<g, (3.8)
d- <u(t) <d* teT =0,t].

Choisissons dans I’ensemble I , un sous ensemble Iy, C I, avec | I, |=p < m.
Sur I'intervalle T" choisissons un ensemble de moments isolés Ty, = {ti, k € Kqup},

Kop =A{1, ..., ksup}, ksup < p. A chaque moment ¢, € Ty, faisons correspondre un
ensemble d’ 1ndices JeCJ, X |Jk|=p
kEKsup

Posons Jup = {Jk, k € Ksup} €t Qsup = {Lsup, Jsups Lsup -
Counstruisons la matrice :

@sup (qup) (sz](tk) 1€ Isup7 ] S Jka k S Ksup)7 (39)

ol @;(t) est la j™¢ colonne de la la matrice p(t) = Hq(t),t € T et q(t),t € T, est
la solution de I’équation différentielle suivante :

q = Agq,
q(0) = B,
Définition 3.1.

La commande constante par morceaux u = u(.) = (u(t),t € T) est dite admis-
sible si elle satisfait aux contraintes (3.4c), (3.4d).

Définition 3.2.

Une commande admissible u° = «%(.) = (u%(t),t € T) est dite optimale si et
seulement si

Z(u®) = max Z(u). (3.10)

La trajectoire correspondante z°(t) est dite trajectoire optimale.
En outre, on appelle commande suboptimale (ou e-optimale) toute commande
admissible u® = u°(.) = (u°(t),t € T') satisfaisant a l'inégalité :

Z(®) — Z(u°) < ¢, (3.11)
ol € > 0 et u’ est la commande optimale.
Définition 3.3.

L’ensemble Qsup = {Lsup, Jsups Lsup} €st appelé support du probleme (3.4) si
det Ysup # 0.
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Définition 3.4.

Le paire {u, Qgyp} formé de la commande admissible u et du support Qs est
appelé commande de support.

Définition 3.5.

La commande de support {u, Qsyp} est dite non dégénérée si :

1. pour toute moment t; de T§,, et pour toute indice j € Ji, k € K, , 'une
des deux conditions est vérifiée :
— dans le voisinage de ¢, le contrdle u;(t) est non critique

d” <ui(t) <d",t €ty —d,tx+ 9], 6 >0,

— ou le contrdle u;(t),t € T, est discontinus a t;;

2. En outre, le contrainte suivant est vérifié :

g (Ig) < H{y, K)z(t") < g"(In), Iy = I\Lsup. (3.12)

3.2 Formule de l'accroissement de la fonction-
nelle

Soit {u, Qsup} une commande de support du probleme (3.4) Considérons une
autre commande admissible w(t) = u(t) + Au(t) et sa trajectoire correspondante
Z(t) = x(t) + Az(t), t € T.

L’accroissement de la fonctionnelle s’écrit alors :

A7) = 2@ -2 *
= c;S(t*)x0+/0 (c’(t)u(t)+cg(t)r(t))dt—c’1$(t*)xo—/0 (¢ (t)u(t) + cy(t)r(t))dt
- | " oatdt + / "ttt — Ji " e ult)dt — / " ()t (3.13)

t*

_ /Ot* Ceyade — [ (eyu(e)de
-/ o @) — ut))dt
_ /Ot*c’(t)Au(t)dt.

Définissons le vecteur -

Csup = (Cj<tk)7.j € kak € Ksup);
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ot ¢j(t),j € J, est la 7™ élément du vecteur
dt) = (c1(t),...,c.(t)),t €T.
Construisons le vecteur des potentiels :
Y Tsup) = CopPoupr yIm) =0,

on définie la co-commande E'(t) = (Ey(t),...,E.(t)), t€ T :

E'(t) = yo(t) =)

= yHS(t")S™(t)B — (,S(t")S™(t)B)
(y'H — &)St)S™(t)B.

En introduisant la fonction v (¢) défini comme suit :
V' =—(H'y—c)S{t)S™'(t), teT,
qui est la solution du systeme conjuguée :

Y(t*) =c — Hy,

alors, la co-commande peut s’écrire sous la forme :

E'(t)=—y'(t)B, t e T.

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

En vertu des définitions (3.14) et (3.15), 'accroissement de la fonctionnelle prend

la forme suivante :

AZ(w) = Z(1) - Z(u)

= / o(O)Au(t)dt — / E'()Au(t)dt
= yHA() - [ " B () Au(t)dt.

(3.19)



En posant HAx(t*) = v, l'accroissement de la fonctionnelle devient :
t*
AZw) = Y v — / E'(t)Au(t)dt. (3.20)
i€Loup 0
Par conséquent, il est clair que le maximum de 'accroissement de la fonctionnelle
AZ(u) sous la contrainte :

{ g9 — H(i, K)x(t*) < v < g — H(i, K)2(t"), i € Ly,

(
u(t) <dt —u(t), teT, (3.21)

d-—u(t) <A
est égal a :

r

3 Quo) = 3 | [ Ex®us() = dy )t + [ By)us(t) — df )it | +(3.22)

=1 T;r T
Yooy >yl
¥:<0,i€lsup ¥ >0,i€ Lsup
ou :
T ={teT:Ejt)>0}, T, ={teT: E;jt) <0}, jeJ,
et

v (I)=(vi,i€l)=g — Ha(t"),
vi(I) = (v, i€ I)=g"(s) — Ha(t").

Le nombre S(u, Qsyp) est appelé estimation de suboptimalité.

Alinsi, nous obtenons une majoration de I'accroissement de la fonctionnelle :

AZ(u) = Z(u) = Z(u) < (U, Qsup)- (3.23)

3.3 Critere d’optimalité

Nous avons le théoreme suivant :
Théoréme 3.1 (Critére d’optimalité).

Soit (u, Qsup) une commande de support du probleme (3.4). Les relations sui-

vantes :
E;(t) > 0,1 wu;(t)=d;
E;(t) < 0,81 wuj(t)=df

E;(t)=0,si dj <wu(t)<dj, teT, jeJ;

(3.24)
y; > 0,81 H(i, K)z(t*) = gl-+,
v < 0,81 H(i, K)x(t*) = g; ,



sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont aussi nécessaires
pour optimalité de la commande de support (u, Qsyp)-

Preuve.

Condition suffisante :

Soit {u, Qsup} une commande de support vérifiant les relations (3.24), alors la
relation (3.22) donne [B(u, Qsyp) = 0. En utilisant la relation (3.23) nous aurons
Z(@) — Z(u) < B(u, Qsup) = 0 pour toute autre commande admissible Par consé-
quent, la commande de support (u,Qsy,) est une solution optimale du probleme

(3.4).

Condition nécessaire :

Soit {u, Qsup} une commande de support optimale non dégénérée pour laquelle
les relations (3.24) ne sont pas vérifiées de support. Alors, deux cas peuvent se
présenter :

1. dty € T, El]() e J: (Ejo(t0> > 0 et Ujo(to) > dJ—O) ou (EJ (t) < 0 et

Ujo (t) < d;(_)) )
2. Jig € Loy tel que : (y;, > 0 et gif — H(io, K)2(t*) = v > 0) ou
(yi, < 0 et g — H(ig, K)z(t*) = v;, <0).
Considérerons séparément les cas 1 et 2.

1. Toute d’abord, supposons qu’on a le cas (Ej,(to) > 0 et uj,(to) > d;, ).
Comme E(t), t € T est continue et la commande u(t), ¢ € T est constante
par morceau alors e, tel que Ej (t) > 0 et uj,(t) > d; ,t € [to, to +€].

Soit pour la commande de support non dégénérée {u,Qsy,} les my mo-
ments de support de commutation de la commande, avec my <| Iy, |. Soit
J sup C Joup €t Ty C Toup les ensembles qui représentent ces m; moments de
commutation de la commande de support.

Construisons alors la nouvelle commande @(t) = u(t) + Au(t), tel que Au(t)

est défini comme suit :

dj_—uj(t), j=7Jo, tE€ [to,to—i—EL
Uj(tk — 0) — Uj(tk +0), jeJg, te [tk,tk +6jk[, ke Kgup,

w;(ty, +0) —u;(ty —0), jeJg, t€[tp+ 0 tul, k€ K¢y

A1) Viks J € J\JE, t € [th,tr + Ojil, k € Koup\ Ky,
—Vik> ] € Jk‘\']1$7 le [tk + ij,tk[, ke Ksup\Kgupa

0, ailleurs.
(3.25)
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En vertu de la non dégénérescence de {u, Qsyp}, pour des nombres suffisamment
petits € > 0, 0, > 0, ~;; > 0, nous aurons dj_ < w;(t) < d;-".

Les nombres 6 = (0,1, ) € Ji, k € Ksup) et € doivent étre déterminés de telle sorte
que U(t), t € T, soit admissible, prenons le cas :

/goAu(t)dt = 0. (3.26)
0

Considérerons alors la fonction :
t*

Fe,0) — / oAu(t)dt (3.27)
0

to+e te+0;k
= [ e @+ Y e [ p(ans.9)

to jEJk,kEKsup

ot : ajr = uj(ty —0) —u;(ty, +0) # 0, pour j € Ji et k € Kg,,,;
ajr = ik pour j € Ji\Jg et k € Kgup\ K¢,

La fonction F(g,0) est continiiment différentielle au voisinage € = 0,6 = 0. Alors
on détermine un voisinage V' du point € = 0 de telle maniere qu’il existe une
projection unique 0(¢) vérifiant :

F(e,0(¢)) = 0. (3.29)

Ainsi, pour # = 6(g) la nouvelle commande wu(t) = u(t) + Au(t) est admissible.
L’accroissement de la fonctionnelle par rapport aux commandes u(t) et w(t), t € T'
est donné alors par :

AZ(u) = Z(@) — Z(u) (3.30)
fotte B tk+05(e)
S NOICEI O RS SR RO
to je']kakeKsup b

Comme Ej (tg) # 0, Ej(ty) =0, Vj € J, k € Kgyp, et E(t) est continue, alors
nous obtenons :

A7) = ~<By (o), —uao) + 2204 0 2D @
JjeJKkEKsup

De cette expression, résulte que AZ(u) > 0 pour un € > 0 suffisamment petit, ce
qui contredit I'optimalité de la commande de support non dégénérée {u, Qgup}-
Pour le cas (Ej,(to) < 0 et uj,(to) < dj), la preuve est analogue au cas précédent.
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2. Supposons qu’on a le cas : y;, > 0 et g;g — H (i, K)z(t*) = vjo > 0, ig € Lsyp,
de la méme maniere que le cas précédent, construisons la nouvelle commande
u = u(t) + Au(t), tel que Au(t) est défini comme suit :

Uj(tk—(])—u]‘(tk—i-()), J GJ,?, tc [tk,tk—f—(gjk[, /{?GKgup, si ij > 0,
uj(tk—l—O)—uj(tk—O), jeJi, te [tk+(9jk,tk[, kEK;up, si ij < 0,
Auj(t) = Yiks j e ‘]k\‘]l(g:? te [tk,tk + ij[, ke Ksup\Kscup, si 0jk > 0,
—Vik> ] € Jk\']lg7 le [tk + ij,tk[, ke Ksup\Kgcupy si ejk < O>
0, ailleurs.
(3.32)

Les nombres ), serons déterminés de telle sorte que la commande %(t), t € T
soit admissible, ce qui veut dire :

t*
o)~ < / o()Au(t)dt < v(I)F, (3.33)
0
Prenons le cas : -
/ o()Au(t)dt = v(I), (3.34)
0
avec
U;a Yi < 07
v =% v, yi>0, (3.35)
O, Yi = 0.
Construisons alors la fonction :
t*
F(6) — / o(f) Au(t)dt (3.36)
0
tk+ajk
=Y a e, (3:37)
jeJkykeKsup tk

ot : ajr = uj(ty —0) —u;(ty +0) # 0, pour j € Ji et k € Kg,,,;
ajr = vjk pour j € Jp\J et k € Ksup\Kgup.
0

Notons #(g) la solution de I’équation F(6) = v° = (v

., 1€ 1), avec :

+ . .
0 __ v;, =10,
Vi T { 0, sinon. (8:38)

L’accroissement de la fonctionnelle par rapport aux commande u(t) et u(t), t € T
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est donné par :
AZ(u) = Z(@)— Z(u)

tk+9jk(5)
= YigVig — Z Cljk/ E;(t)dt. (3.39)
GEIRKEK sup b

O(e
YioVip T Z ajg i ) > 0.
jeJKkEKsup

Cette derniére inégalité contredit I’optimalité de la commande de support u(t), t €
T.

Pour le cas y;, < 0 et gi‘g — H(ip, K)x(t*) = ’szg < 0, ig € Igup, la preuve est
analogue au cas précédent.

3.4 Principe du e-maximum

Le critere d’optimalité décrit ci-dessus peut étre écrit sous forme du principe
du maximum. Pour cela, construisons la fonction Hamiltonien :

H(t,x(t),v(t),u(t)) = () (Az(t) + Bu(t) + r(t)), (3.40)
ou (t) est la solution du systéme conjugué (3.17)

Théoréme 3.2 (Principe de maximum).

Pour que la commande de support non dégénérée {u, Qs,,} soit optimale, il est
nécessaire et suffisant que le long de la commande u(t), t € T et des trajectoire
x(t),(t), t € T, la condition suivante du maximum soit vérifiés :

H(t,z(t),v(t),u(t)) = max H(t,x(t),y(t),v),t €T. (3.41)

d—<v<d™t
Théoreme 3.3. Principe de e-maximum

Soit € > 0, pour I'e-optimalité de la commande admissible u(t), t € T il est
nécessaire et suffisante de trouver un support @)y, de telle sorte que le long des
trajectoires x(t), 1 (t), t € T, on ait la condition de e-maximum :

H(t,x(t),v(t),u(t)) = max H(t,z(t),y(t),v) —e(t), t €T, (3.42a)
y'Hx(t") = max Yy Z —eq,: (3.42b)

t*
avec [e(t)dt +¢e; < e.
0
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Preuve.

Suffisante :
Soit {u, Qsup} une commande de support vérifiant les relations (3.42). D’apres la
formule (3.22) et en vertu de (3.18) la valeur de suboptimalité sera donnée par :

5(%7 qup) =

T

=) ()
_ Z Yyivi + Z yiv;
ZT: /(_wl(t)B(Kaj»(uj(t)—d;)dt +
=) _
'r / (_¢’(t)B(K,j))(uj(t)_d;r)dt 4
=Hro) |

Z vilor — H K@)+ > wilgl -
Zl / K, ) (uy(t) — d7) + ¢/ [Ax(t) +
Z / K, ) (ui(t) — dF) + ¢'[Ax(t) +
I=lr=)

S wler - HGKR@)+ Y wilef -

yz<0 ie[sup

> W

J= 1T+

Yi >0 ie]sup

/ W [Aa(t) + BUK, j)uy (1) + r(e)])dt +

1o
Z vgr + X =2yl (
yi<0,iefsup yi>0,ielsup el
t*

/[max H(t,x(t),¢,0) — H(1,

d—<dt+

yigi

t*

/5(t)dt +e <e.

0

Ce qui veut dire que la commande u(t),t € T est e-optimale.
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S| [ BOw® —da+ [ B -

r(t)]

t)+ B(K,j)d; +r(t dt+Z/

df)dt| +

H(i, K)x(t"))

r(t)] — ¢'[Az(t) + r(t)))dt +

— ' [Ax(t) + r(t)]]dt +
H(i, K)z(t"))

V'[Ax(t) + B(K, j)d +r(t)]]dt

)= (1)

z(t), ¥, v)]dt + max y'Z —y Hx(t*)

g~ <Z<g+t



Nécessaire :

Soit u(t), t € T une commande e- optimale. Décomposons la valeur de subopti-
malité 3(u, Qsyp) en introduisant le probleme dual du probleme (3.8)

L) = & S(t)mo + fo (t)r(t) —v~ g +o'gt — f3 f7(O)d + [ f(t)d*

— min,

Viplt) = F(8) + £+(B) = cft),
v +vo —ovt =0,
vt(I) = 0,v7(1) 20, f~()(J) 2 0, f()(J) =0, t € T.

Soit A = (v,v™,
construite comme suit :

U; = 07 UiJr =Y

v, = —Yi, v =0

(0 = Ey(t), f7(1)=0
fi () =0, fit) = —E

Notons A° = (v°, 00, 070 F70(2), FO(¢)

v, f7(t), fT(t)) une solution réalisable du probleme dual (3.43

3.43

(3.43)
)

si Yi Z 07
sioy; <0,iel (3.44)
si Ej(t) Z 0,

E](t) <0, j€ J.

) la solution optimale du probléme dual.

De la formule de suboptimalité et des relations (3.44) nous pouvons écrire :

*
t r

/ E(tyu(t)dt — Y
0 = o)
>

vigi + Y
y¢<0,i€Isup

]*E(t)u(t)dt - ] F(t)d

B(uv qup)

Notons u° la solution optimale du primal.

Bj(t)d5 dt + / B;(t)d*dt| +
()
yigi — v Ha(t")

yi>07ielsup

t*

~dt + / frydrdt+vt gt — v gT — Y Ha(th).
0

De (3.15) et de la relation Z(u®) = L()\°),

la valeur de suboptimalité peut étre décomposée comme suit :

44



PluQun) = [ oottt [ ltttan— [ 1 0 war+
/O FY@Oddt ot gt — o~ — o Ha(t) + Z(u®) — L(\)
_ /Ot*w() ()it~ [ ety — [ @adr

/ t*
/0 fHrdrdt+ ot gt —v gm —y He(t*) + ¢, F(t")xo + / eyt

t)dt +

/Ot* ¢ (Ol (t)dt — e F( x0+/ cy(O)r(t)dt +v g —vt? ++/ Y )d dt —
/ t fHO)drat
’ t* / t* , t* , ,
S / ¢ (H)ult)dt + / nat— [~ (6)d-dt + / £+ ot gt
0 X 0
vgm +v g — vt ++/ F0 d‘dt—/ot £ () ddt
= [Z(«") = Z(u)] + [L(N) —

]
Bu) + B(Qsup),

ol : B(u) = Z(u®) — Z(u) est la mesure de non optimalité de la commande
u(t),t € T, B(Qsup) = L(N) — L(A\°) mesure la non optimalité du support.

Ainsi, si on trouve un support qup associé a la commande u(t) tel que le
vecteur A = (vt v, f(t), fT(¢)) défini par les relations (3.44) sera optimale pour
le probléme (3.43), on aura

B(Qsup) = 0. En effet, on peut écrire :

B, Qsup) = B(u) = Z(u’) — Z(u) <&, (3.45)

a cause de l'optimalité de u.
Définissons la fonction €(t) > 0 tel que :

T Ei(t)(uy(t) —dy), si €Ty,
e(t) = { L Bt (uy(t) —d)), si €T, (3.46)
0,

J

si E(t)=0; teT.

Comme E'(t) = —/'(t)B — ¢4(t), t € T, alors, £(t) peut étre écrit comme suit :

u;(t) —df), si €T, (3.47)



En ajoutant les quantités (¢/(¢)[Az(t)+r(t)] — (1) [Ax(t)+7(t)]) & chaque relation
on aura :

1 (W) Ax(t) + B(K, j)dj +r(?)]
—[wr®)[Ax(t) + B(K, j)u;(t) +r(1)]]), t € T},
e(t) =4 iy (1) [Ax( )+ B(K, j)dj - r(t% (3.48)

0, si—'(t )B—O tET
En explicitant la fonction Hamiltonien définie par la relation (3.40) nous obtenons :

e(t) = max H(ta(t), o), v) — H(t,z(t), (t), u(t)). (3.49)

d—<v<dt

Posons :

1= Y. yg + > wig,— Y yH(i, K)z(t")). (3.50)

Y:<0,i€ sup y; >0 i€l
Cette égalité peut s’écrire :

1= max y'Z—y Hx(t"). (3.51)

g~ <Z<g+t

Ainsi, d’apres les relation (3.45) et (3.22), nous obtenons :

B(u, Quup) = /0 Cedtt et <e (3.52)

Cette derniere inégalité implique que les conditions (3.42) de e-maximum sont
vérifiées.

3.5 Algorithme de la méthode

Soient € > Oet {u, Qsup} une commande de support initiale. Le but de 'algo-
rithme est de construire une commande u° e-optimale ou carrément optimale u°,
en faisant des itérations qui consiste a faire le passage de {u, Qqup} & {T, Q,,,} tel
que Z(u) > Z(u). Pour cela, I'algorithme se décompose en trois procédures :

e changement de commande v — u;

« changement de support Qs — Q

e procédure finale.

sup I

3.5.1 Changement de commande

Soit € > 0 donné et une commande de support {u, Qs } vérifiant S(u, Qsyp) >
e. Construisons une autre commande admissible @(t) = wu(t) + 0Au(t), t € T,
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de telle fagon & avoir Z(u) > Z(u), ou Au(t) est la direction du changement de
la commande, et 6§ > 0 est le pas maximal admissible le long de cette direction.
Pour cela, choisissons les nombres a > 0, h > 0 (parametres de 'algorithme) et
construisons les ensembles :

To={teT:nt)<a}, T.=T\T,, avec n(t)= m€1§1 |E;(t)],teT.
J

Subdivisons I’ensemble T,, en intervalles [Tk, ’l'k} L k=1,N, 7, <7 <7111,
T, = U{le [Tk,Tk[, de telle facon que nous ayons 7% — 7, < h; Toup C {1k, k =

L, N} ui(t) = uj, = const, t € [Tk,Tk[,k} =1,N,j€J.
Calculons les quantités suivantes :

k k

B = —/ E;(O)dt, g :/ oi(t)dt, k=T,N, jeJ; (3.53)
Tk Tk
Bvii ==X [ EiOAuwde+ X (3.54)
jil * iEIsup
Giner = /T i (1) Ay ()dt — T, i € Louy: (3.55)
j=1 71
GiN+1 = Z/T g01J<t)AUJ(t)dt, 1€ IH; (356)
=171
avec . i Kt
) g —H@EK)x(t*), si y>0,
Vi { g; — H(i, K)x(t*), si y<D0. (3.57)
) (1) 0
dl — u;(t si Ei(t) < —a
. — J J ) J )
Auy(t) { dy —u(t), si Ei(t)>a, j=1rtel. (3.58)
Posons :
L. = 0Au,(t),t € [, 7", j=1,rk=1,N. (3.59)
Int1 =10 avec 0 <0 <1. ’

fellw) = g~ (In) — H(Ig, K)z(t*), f*(In) = g7 (In) — H(Iu, K)x(t*), fe(lup) =

= (lu, ceey l1N7 ceey lrla ceey ery ZN—I—I)/; (360)
/B = (6117 ceey /61N7 weey 67“17 "'7BTN76N+1>I- (361)
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Les vecteurs [, 3, et g;;, ont pour dimensions respectives (N,11), (Ny41) et m.
En utilisant ces quantités, le probleme(3.20)-(3.22) sera équivalent au probleme de
support suivant :

Bl — max,
r N
fe < '21 kzl Grljk + a1y < f7, (3.62)
Jj= =

dj__ujkgljkgd;r_ujka j=Lr, k=1,N, 0<Iny <L

Résolvons le probleme (3.62) par la méthode adaptée, présentée en Annexe, de la
maniére suivante :

Introduisons Sg,, C S = {1,..., N + 1}, |Ssup| < p, et a chaque indice k € Sy,
faisons correspondre un ensemble J, C J = {1,...,r}, %} |Ji| = p.

€Ssup

Posons Jsup = {Jk, k € Ssup}s Tsup = {k, k € Ssup} €t Qsup = {Lsup, Jsups Tsup t
et introduisons la matrice Psyp = P(Qsup) = (Gij,, 0 € Lsup,J € Jiy k € Sgup), OU
ij, est un m-vecteur et det(Py,,) # 0.

On prend comme plan initial l;’k = 0, & qui nous associons le support (Qsup)-
Apres certain nombre d’itérations, on obtient la solution e-optimale {I°, @Sup}.

Si l'indice supplémentaire (N+1) € T sup, alors par la méthode duale, on I'exclut
du support et on construit un nouveau support @Sup.
Si I'indice (N + 1) n’est pas dans Ty,,, alors on pose @Sup = @Sup.
Ainsi, construisons la nouvelle commande de support {w, @Sup}, avec :

! U](t) + l?V-HAuj(t)a ] = Wa t e T*a

et le support @sup = {I;up, jsup,fsup} du probléme (3.4) est construit de la
maniere suivante :

[sup = 7supu <7sup = {7k7 ke gsup}a Tsup - {Tk7 ke gsup}- (364)
En utilisant ces ensembles, on construit la matrice :

@SUP = {@j(tk%j € jlm ke f(/sup}-

La nouvelle commande ainsi construite vérifie 'inégalité Z(u) > Z(u). Calcu-
lons alors la nouvelle valeur de suboptimalité (5(w, @Sup). A partir de cette valeur
on distingue trois cas :

— si f(w, @sup) = 0, alors @ est une commande optimale pour le probleme (3.4) ;
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- si f(w, @Sup) < g, alors @ est une commande e-optimale;

— sinon, nous passons soit a une nouvelle itération en démarrant avec une com-
mande d’appui (7, @) et les parametres @ < a, h < h, soit a la procédure
de changement de support.

3.5.2 Changement de support

Soit {7, @sup}la commande de support obtenue apres résolution du probleme
(3.62). Calculons par les formules (3.14)-(3.15) la co-commande E'(t) =
) (t)B, t € T, correspondant a {u, @sup} . Par la suite, construisons la
quasi-commande w = w(.) = (w(t),t € T) .

d;y, si Ejt) >0,

wi(t) =1 df, si E(t) <0, (3.65)
€ldy,df] si Ejt)=0,j=1rteT,

et sa quasi-trajectoire correspondante x = (.) = (x(t), t € T) vérifiant
I’équation :

X = Ax + Bw +r(t), x(0) = x. (3.66)
Construisons le vecteur :

V(Tups Toup) = By (97 Loup) — H (Loug, K)x (1)), (3.67)
avec
+  Jog, st oy <O,
g ‘{ gf, si 5i>0, (3.68)

et les quantités :
V) = (30 € Tn = 1\ Lup),

7_(TH) = (71'_>i € INH)a

avec ;7 et v, sont définies comme suit :

jej;g,kGI?sup
W= Y etV ) + H(i K)x(t) — g7 .

je:fkykfel?sup

En introduisant un parametre p suffisamment petit deux cas peuvent se
présenter :
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1. Si la relation suivante :

e Tea) | < 1.7 (L) > 0,77 (Tr) <0, (3.69)

est vérifié, alors on passe a la procédure finale avec le support Q
qup'

2. Sinon on va changer le support (@sup — @Sup), en effectuant une
itération de la méthode duale, et on refait une nouvelle itération avec
{u,Q,,,}, @< aeth < h. Pour cela introduisons le probleme dual du
probleme primal (3.43) :

S(t)zo + Jy c4(t)r(t) —v~'g" +u'tgt — i fT(Oddt + [5 fY()d*dt — min,

PRI N
= > 00t >0,/ (1) >0,fH(t) >0, teT.

sup

(3.70)
Soit A = (v—,vT, f7(¢), fT(t)) une solution réalisable du probleme dual (3.54)
définit de la fagons suivante :

v =0, vt =i si g <0

“z:—yw +=0 si g <0,

fy () =E;(t), f7(t) = si Ey(t) >0, (3.71)
i) =0, ff(t)=—E;t), si Ej(t)>0.

Construisons une nouvelle solution réalisable A avec sa co-commande correspon-
dante E(t) =7 p(t) — c(t) de la maniére suivante :

A=A+ A\= )+ 0%,
y=9-+ aoAy, (3.72)
E(t) = E(t) + o%(t),t € T,

ou :0(t) est la direction du changement de la co-commande et Ay est celle du
vecteur des potentiels , 0¥ est le pas le long de cette direction. Supposons que
319 C Iy, aveci € I% et (v >0, ou 7 <0).

Calculons la quantité suivante :

r

a0)= > Aygi+ Y. Ayg; —Z(/T t)d; dt—i—/ d*dt)

y; >0, zGIgup 43 <0, zelwp
(3.73)
) + Z Z/ , dj)signéj (té-)dt. (3.74)
j=11=1
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avec : ¢, t! (o) sont les zéros de E;(t) et de E;(t) respectivement , et E(té(o)) # 0,
Jj=1..r,j5€l; . Posons :

Yie = max{| v, [, %" [},
1€ly
1a SL Yig :| ’YZ+|7
Ay;, = { 1, 8L i :‘ 3 ‘7

De T'égalité :

’ ~

6sup = Ay/(Isup)stup + Ay, (QDin,j € Ji, ke Ksup),

on trouve :

Ay (Iaup) = AYio(©in, 1 J € Tk b € Koup) P
La direction §(t),t € T, est donnée par :
6(t) = —AY'(t)B(t), t € T,
avec AY(t),t € T, est la solution du systéme suivant :
A = —A' A, Ap(t*) = —Ay'H.

Ainsi, le changement de support se fait de la fagon suivante :
— siil existe i, € Iy, avec y; = 0, alors, le nouveau support Q,,,, = (L sups J sups Lsup)s
avec :

Tsup = (fsup \ Z*) U Z'Oyjsup - jvsup)Tsup - Tsup-

— sinon choisissons (j1,ts),j1 € J \ J:,up, ts €T\ fsup, avec :

T (t) = By (t) + 0%, (1) =0 et ,(t.) 0

Le pas ¢°, est calculé de telle sorte que (o) > 0
s S supy Tsup), avec :

Ainsi, le nouveau support est @Sup = (L up

Isup - (jsup U Z.O)ajsup - (Lup U jl); (Tsup) - (Tsup U ts)

Supposons maintenant que Pon ay*(Iy) > 0,7~ (Ig) <0, et || Y(Toups Toup) [|>
w1 Posons :

| ’7(j07tso) |: max | ’Y(jsupaj;sup) | jO € L7307 So € Esu;r

Dans ce cas, le changement de support se fait de la maniere suivante :
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— g'1l existe i, € fsup, avec g, =0, o0uy=y+c"A,, et Ay(fH) =0,
Ay(Lsup) = —signy(jo, t80)¢*1(]5up,j0, tso) alors, le nouveau support @Sup =

(Isups J sups T'sup) €st donnée comme suit :

Tsup - Isup\i*u jsup - sup\jOa Tsup - Tsup\tso-

— sinon, le nouveau support estQ,,, = (Lsup, Jsups L sup) avec :

sup

ISUP = ]Sum Jsup = (Jsup\jo) U1, Tsuz) = (Tsw\tso) Ut
Calculons la valeur de suboptimalité 3(u, Q,,,) :
- si B(u, Q,,,) = 0 alors la commande de support{, (,,,} est optimale;
- si B(%, Qy,,) < € alors {u, Q,,,} est une commande e— optimale;
— sinon aller a la procédure finale si les relations (3.69) sont vérifiées.

3.5.3 Procédure finale

Admettons, que la relation (3.69) est vérifiées pour la quasi-commande

w = w(.) = (w(t),t € T) et la quasi-trajectoire x = x(.) = (x(t),t € T)
construite par le support @sup

La procédure finale consiste a déterminer le support optimal Q3,,, = {13, S5
de telle maniére a avoir : g- < Hyx(t*) < g*

Ainsi, le support %, ~est déterminé en résolvant le systeme d’ équations sui-
vant :

Vie(Tup)
SN (dF - d5)signF; (tk)/ oy (t)dt — g+ H(, K)x () = 0,i € I,
tx

]EJk k‘eKsup

sup

(3.75)

avec Vi(13,,), k € K, est déterminé par les relations :

E](Vk(T* ) T ) - 07 V}C(Tsup) = tka] S j/ﬁ ke Fsup;

sup sup

E(t,T.,,) = ClaupPoup P(1) — c(t).

Supposons Sup la [¢™¢ approximation, qup I’approximation initiale , avec ]gup =
Ioup, Jgup = Joups Tsou]lJ = Tup- Supposons que la [°™ approximation est connue,

alors la (I + 1) approximation sera construite de la maniére suivante :

1 . .
T =T, + {d+ T signE;(t)v(j, th), j € Ji, k € Kiup} (3.76)
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En outre, la (I+1)®™¢ approximation sera construite d’une maniére a satisfaire
la relation (3.69).

Ainsi, si & chaque approximation, les conditions (3.69) ne sont pas vérifies,
nous changeons le support comme suit :

- Si i, € Iéup avec yfjl = 0,7 >0, 4 < 0,i € I}, posons Q4! =

i sup

{IlJrl Jl+1 Tl+1}7 avec IlJrl — Il \Z'*’Jl+l — Jl \jg,TlJrl — Tl \tsO

sup? “sup’ ~ sup sup sup sup sup sup sup

Calculons v+ (I51), vy~ (151, v+ (JEL TH L),

sup - sup
Si les conditions (3.69) sont vérifies, nous posons Q% = Q%1 Sinon, chan-

sup sup"*
geons le support jusqu’a ce que les conditions (3.69) soient satisfaites.
- Si i, € ]éup,yf-jl = 0,3 € Iﬁ,,%;lﬂ > 0,7;:”1 < 0, nous changeons le
support de la maniere suivante :
IH—l — (Iéup\l*) U iO) Jl-i-l — Jl Tl+1 — Tl

sup sup sup’ — sup sup*
- SiVvee Iiup,yfﬂ #0, et Jig € I[y;Tig € I};,%;’“ > 0,7%”1 < 0, posons

I =1t Uiy, JIL =gl U, THY =T Ut

sup sup sup sup sup sup

Posons I}, = IL0), JL, = Ji0 Tl = TLH) et faisons une nouvelle itération
jusqu’a ce que les approximations successives ne différent pas.
Soit Q% = {Lup Jaups Towp ) 12 solution du systeme (3.25), alors la quasi-commande
w*(t),t € T calculée par (3.65) et le support Q},,, est une commande optimale pour

le probléme (3.4), et Q% est le support optimal.

sup

3.6 Schéma de l’algorithme

La méthode est résumée dans l’algorithme suivant :
Début

(1) Teste de commandabilité du systéme :

Si rang(B, AB, A’B, ..., A" 1 B) = n, Alors le systéme est comman-
dable, aller en (2).

Sinon, le probleme n’admet pas de solution.

(2) Soit {u,Qsyp} une commande de support de départ admissible du probléme
(3.4).

* Déterminer la trajectoire admissible z(t),t € T.

* Calculer p(t) = HS(t*)S™'(t)B.

* Calculerd (t) = ¢, (¢)S(t*)S~(t)B.

* Calculer i (Lsup) = ClupPaun: y(Iy) =0,

* Déterminer la co-commande E(t) = y'p(t) — /(t).
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* Calculer la valeur de la fonctionnelle Z(u) = ¢jx(t*).

(3) Test d’optimalité de la commande de support de départ
* Calculer la valeur de suboptimalité 5(u, Qs,,) donnée par la formule (3.22).

SI 5(u, Qsup) = 0, alors la commande de support {u,Qs,p} est
optimale ;
SI 5(u, Qsup) < €, alors la commande de support {u, Qgup} est e-
optimale ;

SINON, aller en (4).

4) Changement de la commande w en U
g
* Construire les ensembles :
To={teT:nit) <a}, T.=T\T,, avec, n(t) = m€1§1 |E;(t)],teT.
J

* Subdiviser I'ensemble T}, en intervalles [73, 7*[.

* Calculer les quantités suivantes : Sk, ¢k, Bn+1, qn+1, avec les relations
(3.53), (3.54), (3.55) et (3.56).

* Résoudre le probléme suivant par la méthode adaptée :

Bl — max,
Je <305 il Giklie + aN+1ln41 < f, (3.77)
d]_ — Ujk S ljk S d;_—uj'k,j = 1,’/’71{22 1,N,0 S lN+1 S 1.

ou f*, f., l et B sont données par les relations (3.60) et (3.61).

* Construire la nouvelle commande de support {u, qup}, avec :
. 3 k T AT
uj(t):{ u;(t) + Uy, te [Tkﬂ'], kel N,

3.78
w;(t) + 15, Au,(t), g =1, t € Ty, (3.78)

et le support @Sup est construit par les relations (3.64).

(5) Test d’optimalité de la nouvelle commande de support {u, Quup) s
* Calculer la valeur de suboptimalité 8(%@, Qsyp)

SI B(w, @Sup) = 0, alors w est une commande optimale;
SI 5(u, Qsup) < €, alors @ est une commande e-optimale ;

SINON aller en (6).

(6) Changement du support Qs,, en Qgup-
* Construire la quasi-commande w = w(.) = (w(t), t € T') telle que
d;, S §J<t) > O,
wj(t) = dj—, st Ej<t> < 0,
€l df], siEjt)=0, j=Tr teT,
et sa quasi-trajectoire correspondante x = (.) = (x(¢), t € T') vérifiant :
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X = Ax + Bw +7(t), x(0) = 0.

Construire les vecteurs :

Y (sups Toup) = Prap( 97 Loup) — H (Loup, K)X (1)),

W= > ity te) + H(i K)x(t) — g1t
jej;g,kel?sup
o= DL wulto)vte) + H K)x(t) — g; -

J€ThkEK sup
SI
Y In) 2 0,9 (In) <0, et | (Laups Toa) 1< 2
= Quup et aller en (7).

SINON, changer le support (@Sup — @Sup) en effectuant une itéra-
tion de la méthode duale, et aller en (2) avec le nouveau support.

alors on pose Q,,,

(7) Test d’optimalité de la nouvelle commande de support {%,Q,,,}

*Calculer la valeur de suboptimalité 5(z, Q,,,)

SI 5(w, @Sup) = 0, alors @ est une commande optimale ;
SI 5(u, Qsup) < €, alors @ est une commande e-optimale ;
SINON aller en (8).

(8) Procédure finale
* Résoudre le systéme suivant par la méthode de Newton :

Vk(T_:up) . .
pij(t)dt—g" +H (i, K)x(t") = 0,4 € I}

sup?

> 2 (dj—d;)signEj(tk)/

—~ & ¢
jEJk keKsup *
(3.79)
on prend comme approximation initiale Q9,,, avec I9, ) = Ty, Jou, = Jsups Toyp =

Tsupa
(a) Calculer la (I + 1)°™¢ approximation, construite comme suit :

1 .
j j
SI Ji, € 1., avec yit' = 0,47 >0, 4" < 0,7 € I}, posons
Ql—i—l — {[H—l Jl+1 Tl“},avec [l—i—l — Il \i*,Jl+1 — Jl \jo,Tl+1 —

sup sup? Y supr ~ sup sup sup sup sup sup
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sup\tSO
SI Ji, € Il yitt = 0,30 € I}y, 7%, > 0,7 < 0, nous chan-

geons le support de la maniere suivante :

41 _ gl ol
I = (IL,\is) Ui, JO = JL,, TH = TL,..

sup sup sup? + sup

SIViell,, yi #0, et Jig € Iy; Jig € Ifp, v, > 0,4+ <0,
posons
1 _ i 41 _ 7l ol il
Isup ]sup U ZO? Jsup ‘]sup U J1, Tsup Tsup
(b) Caleuler v (1), v~ (Iif"), v+ (JLL, THD)
Si les conditions (3.81) sont vérifies, posons Q0 = QLY

SINON changeons le support jusqu’a ce que les conditions (3.81)
soient satisfaites

(c) SI QL) = Q.. alors QL) = Qr,, est optimal, et la quasi—

commande w*(t), t € T calculée par (3.47) et le support Q7,, es
une commande optimale.

SINON, aller en (a).
FIN.

3.7 Exemple
Considérons le probleme suivant :

max Z(u) = z1(12) + z5(12),
Z1(t) = 0.4z + 0.99u, (1) — 1.01us(t) + 30,
) =0. 15I2 - Ul(t) + Ug(t),
) = 500 xQ(O) =0,
) >

) (3.80)
2) >

Tt
z1(0
e
25(1
()<1oo

o(t) < 100; t € [0,12].

0.04 0 099 —-1.01 10
a= (00 ) = ()=o),
1
1

OS
0<

Avec



d=(11) 2= (x; x9)
K ={1,2}, J=A{1,2}, I ={1,2}.
Soient € = 0.003, p = 0.0017.

on (099 —0.01 0.396 —0.0404
(B AB) = ( -1 1 —-0.15  0.15 ’

Le systéme est contdlable car la matrice (B, AB?) est de rang 2=n.
Il en résulte que :

60.D4t 0 B €_D'O4t 0
S(t) = el = ( 0 o0-15t ) ) S 1@) = ( 0 o015t ) .

Posons les commandes admissibles initiale comme suit :

w(t) = 0, 0 <¢<10.2117, (1) = 100, 0 < ¢ < 10.2117,
70 100, 102117 <t <12, 7 2V 1 0, 10.2117 < t < 12.
Avec :
o(t) = HS(12)S™'(t)B

_ 10 1.6161 0 e 004t 0 0.99 —-1.01
N 01 0 6.0496 0 e~ 0-15¢ -1 1

[ 1.5999¢7004  _1 6322004
~ | —6.0496e 015t 6.0496¢ 015

De plus on a :

i = ¢ — HS12)z — / HS(12)S Y (t)r(t)dt

~(0) (1 o0)[16161 0 500 \ [ 462.0558
—\o 01 0 6.0496 0 0
~( —12701

_ . ,

d(t) = 5(12)x,S~'(t)B

— (0 0) 1.6161 0 500 e 004 0 0.99 —-1.01
B 0 6.0496 0 0 e 0-15¢ -1 1

= ((1.5999¢001 — 6,0496¢ 1% 6.0496¢ 015 — 1.6322¢ 001 ).
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En utilisant cette solution, le probleme (3.80) devient :

12
max Z(u) = 1270.1 + [ ( 1.5999¢~00% — 6.0496e 015 6.0496¢ 01 — 1.6322¢~00% ) u(t)dt

0
12 (1.5099¢ 004 —1.6322¢00% ~1270.1
] ( —6.0496e 015 6.0496e 015 ) (t) = ( 0 )
0 < wuy(t) < 100;

0 < wy(t) < 100,¢ € [0,12].

?

Pour cette commande on a Z(u) = 3041.5.
Posons le support suivant :

Qsup = {Lsups Jsups Tsup }, avec Ly, = {1}, Joup = {1}, Toup = {10.2117}.
D’ou on aurra :

y/(‘lsup) = Clsupgos_ulp

—0.2443 % 0.9404
—0.02297,

y'(In) = 0,
alors
y = (—0.02297 0),
En effet :

El — ylﬁ,O(t) . Cl(t>
= (—0.02297 0) ( 1.5999¢ 004 1 §322¢0.04 )

—6.0496e0-15 604966015t
— (15999004 — 6.0496¢ 013 6.0496e 015" — 1.6322¢7 0.0 )
= (6.0496e7015 — 1.9674¢~004  2.0071~00% — 6.0496¢~ 1" ).

Par conséquent la commande de support ne vérifié pas le critere d’optimalité.

La valeur de suboptimalité f(u,@,) = 0.008 > ¢, alors on passe au changement

de commande.

Changement de commande :

Soient a = 0.0754 et h = 0.1.

Ona: T, = {te¢T,min| E;(t) <a} = T, = [971.1795 x 107%;10.7641] =
[971.1795 x 107%,981.1795 x 1072[U[981.1795 x 1072;991.1795 x 1072]
U[991.1795x1072;1001.1795x 10~2[U[1001.1795x 1072; 1011.1795%x 10~2[U[1011.1795 %
1072;1021.1795x 1072[U[1021.1795x 1072; 1031.1795x 10~ 2[U[1031.1795x 1072; 1041.1795 x
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1072

U[1041.1795x107%;1051.1795x 1072[U[1051.1795x 1072; 1061.1795x 10~2[U[1061.1795 ¥
1072, 10.7641],

et T, =T\ T, =1[0;971.1795 x 1072[U[10.7641; 12].

Calculons les quantités suivantes :

B = — 7Ej(t)dt

k

Bu = — / (604966015 — 1.9674¢~0%4)dt,

Tk

Tk

Bop = — / (2.0071e™0% — 6.0496¢ 1) dt, Vi = T, T1,

Tk

Tk
Qjk = /%‘k(t)dt
Tk

k k
7( 1.5999e-00% T —1.6322¢7015
Qik = / ( —6.0496¢0-15t ) y @2k = / ( 6.0496¢ 004t ) , Vk=1,11.

Tk Tk

Cela permet d’aboutir au probléeme de programmation linéaire suivant :
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—0.0068[1; — 0.0052{15 — 0.0037l13 — 0.0022114 — 0.0072(15 4+ 0.0007 114+
0.00210;7 4+ 0.0035115 4+ 0.0049719 + 0.01l119 4+ 0.015615; 4+ 0.0153155+
0.0150l23 — 0.0147154 — 0.0144155 — 0.0141l56 — 0.0139157 — 0.0136128—
00133[29 — 00199l210 + 0l11 — Imax

0.1083[1; + 0.1078l12 + 0.1074l13 + 0.1070014 + 0.1066(15 + 0.1061l16 + 0.1057(17 + 0.1053[15+
0.1049719 + 0.10891119 — 0.1105l2; — 0.1100l32 — 0.1096l33 — 0.1091l54 — 0.1087l95 — 0.10831%¢

—0.1078l97 — 0.1074lsg — 0.1070l29 — 0.1621l219 + 0111 < 0,

0.1399011 + 0.1378112 + 0.1358113 + 0.11337l14 + 0.13181;5 + 0.1298(16 + 0.1279017 + 0.1260,5+
0.12411419 4 0.18541119 — 0.1399151 — 0.1378l99 — 0.1358125 — 0.1337l4 — 0.1318l35 — 0.1298l%
—0.1279197 — 0.1260l55 — 0.12411l99 — 0.18541210 + 0117 < 2956.2,

0<1!; <100
0 <l <100
0<l;3 <100
0 <l <100
0<l5 <100
-100 <116 <0
—100 <117 <0
—-100 <115 <0
—100 <119 <0
—100 <110 <0
—-100 <15, <0
—100 <199 <0
—100 <13 <0
—100 <1y <0
—100 <95 <0
0 <y <100
0 <ly; <100
0 <l <100
0 <lyg <100
0 < ly10 < 100
0<Il <1

La solution optimale est :
" =1(0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 —100.0000 —100.0000 —100.0000 —

100.0000

— 79.1824

— 100.0000

— 100.0000

— 100.0000

100.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0),

avec [ = {1};J = {1};

est :

uy(t) = {

T;up {1061.1795 x 1072}, donc la nouvelle commande «

0 0<t<1061.1795 x 102
1061.1795 x 1072 < t < 10.7641

20.8176
100

10.7641 <t < 12
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B(t) = 100 0<t<971.1795 x 1072
2= 0 971.1795 x 1072 < ¢ < 0.72

la nouvelle commande de support est {ﬂ, @sup} avec :

Quup = { Tups Jaups Teup b avee Loy = {1}, Jaup = {1}, Toupp = {1061.1795 x 1072}
En effet :

y/ (ISUP> = c,supgzs_ulp

= —0.1850 % 0.9555
= —0.17685

y(Iu) = 0,
alors
y = (—017685 0 ),
par conséquent
E = yot) - (1)

1.5999¢ 904 —1.6322¢ 004
= (017685 0><—6.049660-15t 6.0496¢ 015 )

— ( 1.5999¢~004 — 6.0496e 015 6.0496¢ 01 — 1.6322¢~00% )
= (6.0496e 013 — 1.9674¢~004  2.0071e~0% — 6,0496¢ 017 ) .

En effet :
B(t, Qsup) = 0.004 > 0.003.
Soit la quasi-commande :

wi(t) = 0 ,0<t<1061.1795 x 1072,
B 1000 ,1061.1795 x 1072 <t < 12,

wnlt) = 100 ,0 <t <1061.1795 x 1072,
27100 ,1061.1795 x 1072 < ¢ < 12,

avec sa trajectoire correspondante x(t) a l'instant t*

X = Ax + Bw +r(t)
o [ —0.0018
x(#) = ( 3057.8 )
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Calculons v(Jsup, Toup) = 6.9620 x 1074, alors on aurra ||v]|= 6.9620 x 10~* <
0.0017.

Pour cela passons a la procédure finale.

Procédure finale

Posons 19, = {1061.1795 x 1072}, grace a la " approximations on calcule
[éme 4+ 1 approximation comme suit :

THL 7l {UﬁloksignEj(tk)v(j, t), jel., ke Kéup} )

sup sup

D’ou on aurra :

T = {10.6118}, x(t*) = < —0-0018 ) et Y(Joup, Toup) = 0.0017, on a ||y||=
sup ) 3057.8 ) supy 4 sup ;

0.0017, d’ou on aurra :

T ;up = {10.6118}, en effet Tslup = Tfup. Donc le support QF,, avec T3, =T, s2up est

le support optimal, et la quasi commande :

on(t) = 0 ,0<t<10.6118, wnlt) = 100 ,0 <t < 10.6118,
W= 100 106118 <t<12, 0 2T 00 106118 <t < 12,

est admissible,donc elle est optimale.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié une méthode adaptée pour la résolu-
tion d'un probleme de contréle optimal d'un systeme dynamique linéaire avec
contraintes inégalités et commande vectorielle. Cette méthode se base sur trois
procédures essentielles : i) changer la commande u par @ d’une maniere a dimi-
nuer la mesure de non optimalité de la commande ; ii) changer le support @y, par
(Qsyp de telle sorte que la mesure de non optimalité de support sera diminuée;; iii)
procédure finale, qui consiste a rendre la quasi-commande w a la fois réalisable et

optimale.
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Conclusion Générale

L’objectif de ce travail est de présenter une méthode numérique en controle
optimale, cette méthode consiste a chercher une commende optimale qui pouvait
nous ramener d’'un état initial zy vers d’un état final.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressées a la théorie de contrdle optimal
oll nous avons présenté certains éléments de base de cette théorie, en portant un
intérét particulier a la controlabilité et la stabilité des systemes linéaires et non
linéaires.

Ensuite nous avons consacré une partie pour la présentation de principe du
maximum de Pontryaguin. La résolution du probleme de contrdle optimale consiste
a utiliser le principe de maximum de Pontryaguin, qui est une condition nécessaire
d’optimalité. Dans le cas les fonctionnelles sont concave ou affine ce principe nous
donne une condition suffisante d’optimalité.

Enfin nous avons exposé la méthode adaptée pour la résolution d’un probleme
de contrdle optimal avec commande vectoriel et contrainte d’inégalité, 'algorithme
de résolution se base sur trois procédures essentielles : changement de commande
qui consiste a diminuer la non optimalité de la commande en trouvant une autre
commande admissible ; procédure finale qui cherche un support qui rend la quasi-
commande réalisable et optimale.
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Annexe A

Méthode adaptée de
Programmation Linéaire avec
contraintes généralisées

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode adaptée développée par R. Ga-
bassov et F.M.Kirillova pour un probleme de programmation linéaire avec contraintes
inégalités. Cette méthode est une généralisation de la méthode du simplexe. Elle
utilise une métrique différente de celle du simplexe, dite adaptée, qui consiste a
considérer tous les indices non optimaux en fonction desquels on construit une
direction d’amélioration de la fonction objectif, et le pas le long de cette direction.

A.1 Position du probleme

Considérons le probleme de programmation linéaire suivant :

Z(z) = dx — max,
b~ < Az < b, (A.1)
d- <z <dt.

ou ¢,x,d”,d" sont des vecteurs de dimension n ;

b=, bt est un vecteur de dimension m ;

A est une matrice d’ordre (m x n), avec rang A = m < n.

Définissons les ensembles d’indices suivants :

I={1,2,....m}, J={1,2,...,n};

J=JapUJIn, Jsup N IN =0, I = Iy U In, Loy N In = 0, [Isup| = | Jsup| < m.
Nous pouvons alors écrire et fractionner les vecteurs de la maniere suivante :
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d-=d (J)=(d;,jeJ), d-=d"(J)=(d],j€J);

=(bj,jed), br=0"(J)=(b,j€J);

r=ux(J])= (xjuj €J),r= (wsup)vxsuzl = -73(Jsuz7> = (%ﬁj € Jsup)axN = x(Jy) =
(5, ] ;

TN

c = .C(J) = (ijj € J),c= (Ccszp)acsw = C(Jsup) = (Cj7j € JsuzJ)acN = c(Jn) =
ai1
A=A(1,J)=(a;j,iel,je J)=(a,i€1), ona; =
Qin
Appelons I'ensemble Iy, pour lequel les vecteurs a},i € Ig,,, sont linéairement
indépendants, ensemble de travail, et notons A(I,,, J) la matrice correspondante.
Une contrainte d’indice ¢ € [ | est dite active au point x si 'une des égalités

suivantes est vérifié :
S - [
a;x =b; ou ayx="0;. (A.2)

Construisons alors I’ensemble d’indices des contraintes actives au point x noté
I, =1, Ul avec:
I7 = {i,ax =1b;}, (A.3)
I} ={i,dx =b}. (A.4)

Soit ’ensemble des solutions réalisables (ensemble des contraintes) :

X={zeR"/b <Ax<b, d <az<d}.
Définition A.1.

Un vecteur z vérifiant les contraintes générales b~ < Ax < b et les contraintes
simples d~ < z < d* est appelé plan ou solution réalisable du probléeme (A.1). Le
probléme (A.1) consiste & trouver un plan optimal z° € X, tel que :

Z(2%) > Z(z),Vx € X, & Z(2°) = mg?(Z(x)

Définition A.2.

Soit € un nombre positif ou nul choisi a I’avance, un plan x° est appelle e-optimal
ou suboptimal si :
Z(2") — Z(2°) = 2’ — d2f < ¢,
ot 2° est une solution optimale. Choisissons dans I’ensemble I le sous-ensemble
Iup, et soit un sous-ensemble d’indices Jy, € J tel que | Joup |=| Lowp |< m.
L’ensemble Qsup = (Lsups Jsup) €st appelé support du probleme (A.1) si la sous-
matrice Agyp = A(Lsup, Jsup) est inversible.
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Définition A.3.

La paire {z,Qsu} formé du plan x et du support Qs est appelée plan de
support ou bien solution réalisable de support.
Le plan de support {z, Qsy,} est dit non dégénéré si :

{ dy <x;<df, j € Jop, (A5)

by <ax <bf, iely.

A.2 Formule d’accroissement de la fonction ob-
jectif

Soit {z,Qsup} un plan de support et considérons un autre plan quelconque
T =+ Ax.
L’accroissement de la fonction objectif s’écrit alors :

AZ =Z(T) — Z(x) =T — v = Ax. (A.6)
Définissons le vecteur des potentiels © donné par :

u = (L) = &, AL (A.7)

sup”® *sup’

ainsi que le vecteur des estimations £ donné par :
E'=FE'(J)=uA(lg, J) - ¢, (A.8)
ou :

E = (E

wpr BN ), avec Bl =u'Agy — ¢, = 0et By =u' Ay — cy.

sup ~

En vertu des définitions (A.7) et (A.8), la formule d’accroissement (A.6) prend la
forme suivante :

AZ = (W' A(Lsup, In — E'(In))Ax(Jn) + ' Asup Az (Tgup)- (A.9)
Par ailleurs, on a :
b <A<V " =b <Al +Az)<b"=b — Az < AAzx <b" — Az. (A.10)

Notons :
0 =b — Ax,

0T =b" — Ax
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et
Z(Isup) = A(Lsupa Jsup>Ax(Jsup) + A(]supa JN)A:L'(JN)’

avec

6 (Loup) < 2(Laup) < 6 (L.

Ainsi, nous obtenons :

Ar(Jaup) = Agh 2(Lep) — ALL ALaupy Jsup) Az ().

sup sup

Gréce a ces notations, 'accroissement (A.9) devient :

AZ = —E/(JN)A[E(JN) + U,/Z([sup).

A.3 Estimation de suboptimalité

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)

Pour estimer I’écart qui existe entre la valeur optimale Z(x°) et la valeur Z(z)
d’un plan de support quelconque, remplacons dans la formule d’accroissement

(A.6) le vecteur 7 par 2° :

Z(a") = Z(x) = —E'(Jn)@"(Jy) = 2(In)) + 0’2" (Lp)

— 3 Ej(:cj—x?)+ > Ej($j—37?)+

E;>0,je)n E;<0,jeJn

Z uiz? + Z uiz? ,

u;>0,i€Lsup u;<0,i€sup

avec

Z?(]suzv) = A(Lsup, Jsup)(xo(*]sup) — 2(Jsup)) + ALsup, ‘]N)(xo(*]sup) —z(Jn)).

Puisque le plan optimal 2 vérifie d= < x? <d", j € J, il en résulte que :

0 —
xj—xjng—dj,

x;—a) > x;—df,
d’ou :
Ej(l’j — Z‘?) < Ej(Ij — Z‘?), si Ej > 0,
Ej(fj - I‘?) < Ej(Ij — .T?), si Ej < 0.

En outre, d’apres la relation (A.12) on a :

67 <20 <G i€ Ly,
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d’ou
w2 <o, siow; >0,
w2 <wd;, siowu; < 0.
Par conséquent, on obtient une majoration de ’écart qui existe entre la valeur
optimale Z(z°) et la valeur Z(x), qui est donnée par :

Z(a°) — Z(z) < > Ei(mj—di)+ Y Ej(m—df)+

E;j>0,5€)Nn E;j<0,5€)N
>ooowht+ Y wd; (A.15)
ui>0,i€Isup ui<0,i€Isup

Le nombre f(x, Qsyp) défini par (A.16), est appelé estimation de suboptimalité du
plan de support {z, Qqup} :

B, Qup) < D Ejlwy—di)+ Y Ejlw,—di)+ Y wd+ Y wd;.

E;>0,je)n E;<0,je)n u; >0,0€sup u;<0,2€sup

(A.16)

A.4 Critere d’optimalité et de suboptimalité

Donnons les deux théorémes suivants :
Théoréme A.1.!

{z, Qsup} un plan de support du probleme (A.1). Alors les relations

E;(t) > 0,si z;=d;

R
Ei(t) < 0,81 z; =d,

Ei(t)=0,s1 dj <z;(<df, jen;

(A.17)
u; > 0,81 alx =0},
/

u; < 0,81 a;x =05,

u; = 0,81 b <alx <bl, i€ Iy,

sont suffisantes pour I'optimalité du plan x, et ces mémes relations sont aussi
nécessaires dans le cas ou le plan de support {z, Qs } est non dégénéré.

Théoréme A.2 (Condition suffisantes de suboptimalité).

Soit {x,Qsup} un plan de support du probleme (A.1), et ¢ > 0 un nombre
positif arbitraire. Si 5(z, Qsyp) < €, alors le plan z est suboptimal(e-optimal).

1. R.Gabasov, F.M.Kirillova, Méthode de la programmation linéaire, Partie 3, BSU LENINE,
1980.
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A.5 Algorithme de la méthode

Etant donné un nombre réel positif ou nul quelconque ¢ et un plan de support
initial {x, Qsup}, le but de I'algorithme est alors de construire un plan e-optimal z°
ou carrément un plan optimal 2°. Une itération de la méthode adaptée se base sur
le principe de diminution de I’estimation de suboptimalité. En d’autres termes, elle
consiste & faire le passage de {x, Quup} & {T, Q,,,} tel que B(T, Q) < B(x, Qsup)-
Alinsi, ce principe se réalise en deux procédures :

— changer la solution réalisable x par T de maniere a diminuer la mesure de

non optimalité du plan, 5(7) < f(x);
— changer le support Qs,, par @Sup de telle sorte que la mesure de non optima-

lité du support sera diminué 3(Q,,,) < B(Qsup) 01t B(7, Qsup) = 5(@5@) +
6(@51}4})

A.5.1 Changement du plan

Construisons le nouveau plan = de la maniére suivante :
r=x+0l,

ou [ est la direction d’amélioration, et 6 > 0 le pas le long de cette direction.

Construction d’une direction d’amélioration adaptée

Considérons la métrique suivante pour les composantes non basiques de la
direction admissible [ :

d]_—xjgl]gdj—x], ]GJN (A18)

Cette métrique dépend du plan courant x, et de ce fait, elle est dite adaptée.
Les composantes (A.18) se calculent en rendant maximal l'accroissement de la
fonction objectif dans 'espace des variables non basiques.

Ainsi, en tenant compte de la métrique (A.18), I'accroissement de la fonction
objectif atteint son maximum pour les valeurs des composantes non basiques sui-
vantes :

d; — T, si Ej >0

J

J j

0 si E;=0, j€Jy.

En outre, 'accroissement de la fonction objectif atteint son maximum pour les
composantes basiques calculées par la formule :

A(Lsyp, J)l =6, (A.20)
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ou ¢ est donné par :

0; si wu; >0,
0 si u; =0, 1€ [g,).

Ainsi, nous aurons :

I(sup) = A0 (Lsup) — At ALsup, I (IN). (A.22)

sup sup

Calcul du pas maximal 6°

Construisons un nouveau plan x sous la forme :
T =ux+60,

ot [ est la direction d’amélioration défini par (A.19) et (A.22) et le nombre 6°
est le pas le long de cette direction; ce dernier se calcule de fagon a ce que les
contraintes directes et principales soient satisfaites pour z, i.e, pour les contraintes
directes on doit avoir :

d; — Ty < Glj < d;r — Ty, j € Jsup; (A23)

dj_—ZEj Seljgdj_—l’], jEJN. (A24)

Des inégalités (A.19) et (A.24), nous déduisons que
0° <1, (A.25)

En outre, pour satisfaire les contrainte (A.23), on doit choisir §° tel que :

0° <1, (A.26)
ol .
S sl >0,
00 sil; =0.

D’autre part, 0° doit vérifier les inégalités suivantes pour satisfaire les contraintes
principales pour T :
6, < a0l <o), i € Igy, (A.28)

0, < a0l <4of, i€ ly. (A.29)
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De (A.20), on voit bien que I'inégalité (A.28) est vérifiée pour " < 1.
Ainsi, il reste & satisfaire les contraintes (A.29). Pour cela, nous choisissons 6, de
la maniere suivante :

90 S Hl-l, 01‘1 = Hlln 61 (A30)
i€l
ou : )
8 siajl >0,
0; = % si all <0, (A.31)

oo sial =0.

De (A.25), (A.26) et (A.30), la valeur 0, sera choisie par la relation 6, = min{1, 6;,,6;, }
Ce choix va nous assurer que lors du déplacement le long de la direction 1, les
contraintes (A.28), (A.29), (A.23) et (A.24) ne seront pas violées, i.e, il va nous
garantir I’admissibilité du nouveau plan z. Dans ce cas, I’écart qui existe entre la
valeur optimale Z(z°) et la valeur Z(Z) sera majoré comme suit :

Z(2%) - Z(7@) = 2" — 7 = 2° — oz — 6°C1 < B(x, Qaup) — 0°C1, (A.32)
de plus, nous avons :

B, Quup) — 0°Cl = B(x, Quup) — 0" (' AlLsup, J)) — E")U(J)
= B(*Ta qup) + QO(EIZ - ulé([sup))
- B(ZL’, qup) - 006(1‘7 qup) = (1 - 9%6(1’, qup)‘

Finalement, nous aurons :
Z(2%) = Z(x) < (1 = 6°)B(w, Quup), (A.33)

De la, trois cas peuvent se présenter :
e 0° =1, le plan T = x + [ vérifie les critéres d’optimalité, il est donc optimal,
et le processus de résolution du probleme (A.1) est donc terminé;
o (1—60"3(x,Qsp) < ¢, le plan T est donc e-optimal (suboptimal) et le pro-
cessus de résolution du (A.1) peut étre arréter;
e (1—6%08(x,Qsup) > &, on abordera la procedure du changement de support.

A.5.2 Changement de support

Afin d’améliorer la mesure de non optimalité du support 3(Qsyp), construisons
une iteration de la méthode duale du support.
Introduisons le probléeme dual du probleme (A.1) :

L) =bt's — b7t —d~v+dw — min
Ay—v+w=c,

s—t—y=20,

§s>0,t>0,v>0,w=>0.

(A.34)
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A cette effet, a chaque opération faisons correspondre au plan de support {z, Qs },
un coplan 6 = E et un plan dual A(y, s,t,v,w) de la maniére suivante :

y(ISUp) =u, y(IN> =0,

S; = yutz = 0, S? Y Z 0,
s; =0,t; = =y, sioy; <0, 1€1; (A.35)
Uj:Ej,w]':O, St Ej ZO,
Uj:O,U)j:—Ej, ) Ej <0,7€J.
On fera remarquer que le plan dual A\ et son coplan correspondant § = E

dépend uniquement du support Qs
Montrons alors que I’estimation de suboptimalité se décompose ainsi :

6(1'7 qup) = ﬁ(l‘) + ﬁ(@sup)a (A36)

avec :
B(x) =2’ — ; (A.37)
B(Qup) = L) —=LN) =0 s bt —d v+d"w—b"s"+b7 1" +d 0" — d*' .
(A.38)

Ou z% et X% = (32, 8,9, 00 w®) sont des solutions optimales du probléeme (A.1) et
(A.34) respectivement.
Grace aux relations (A.35) nous pouvons écrire :

6($,Qa> = ZE]‘IJ‘ — Z Ejd]_ — Z Ejd;_ — Z UZCL;I—F

= E;>0,j€]y E;j<0,je]n i€lsup

u;<0,2€ L sup u; >0,9€sup
= WAy, J)—dlz—d v+dtw—u Al J)z+bTs—b 't
p p
= —do+dv+dtw+vts—bvt

De la relation Z(u®) = L()\°), la valeur de suboptimalité peut étre décomposée
comme suit :

B(r,Qu) = —drt+d v+d w+bs—b"t+ Z(u’) — L)
= (2 o)+ (bs—b Tt —d v+ dVw—b"s" b7t 4 d7 " — dF )

Ainsi, pour diminuer la valeur de 5(Qsyp), effectuons une itération de la mé-
thode dual du support, en Construisant une nouvelle solution réalisable X avec son
coplan 0 = F(Q,,) correspondant d’une manicre & avoir 3 (Qoup) < B(Quup)-

En effet, Les changements de support se produisent de la maniere suivante :
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Pour ¢#° = 6,;, < 1, on posera :

o =ajl, (A.39)
et
0" = min{o;,, 0}, }, (A.40)
avec :
Tiy = Mino;, i € Lgy; (A.41)
et
oj, =mino;,j € Jy. (A.42)

Les quantités o, o; sont données par :

E; .
% S1 Eij < 0,

5] 0 s .Ei_: 0,}zz~ > O,ij %fj_7 ~ou ‘?ien (A.43)
Ei=0,2<0,2; 2df, je Jy;
o0 sinon;
—, siuz <0,
o C T+ '
” = 0, siu;=0,2>0,i€l, ou bien (A.44)

u; =0,2; < 0,1 € Ia_7 1€ [sup7
00,  sinon,

ou :

z/(JNU[sup) = ke;l{A([N, JN>_A<[Nv Jsup)Ail A(ISUP’ JN)? _A(IN> JSUP)A;ulp}’

sup
(A.45)
1, sia,z=>5b
= ’ ot n’ 4

g { —1 sia,@ = by, (A.46)

et e;; est un vecteur unitaire dont la composante i; vaut 1.

Pour #° = 0, < 1, on posera :

o = ljl' (A47)

Construisons les quantités ¢, o; et o; de la méme manieére que le cas précé-
dent, avec

2 (In U Lp) = ke {Asb AL, Jn), An}s (A.48)
avec
1, siz=d;
— ) 717
k_{ -1 siz=dj; (A.49)
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et ej, est un vecteur unitaire dont la composante j; vaut 1.

Pour la construction du nouveau support, considérons les quatre cas suivants :

0 _ 0 _ :
1. Pour §° = 6;, < 1, 0 = 0y, nous construisons un nouveau support Qy,,
avec :

7sup = (Isup \ ZO) U il, rup = Jsup; (A50)

0 0 A .
2. Pour 0" =0;, <1, 0" = 0}, le nouveau support sera Q,, :

[sup:[SupUil, rup:t]supujo; (A51)

3. Pour §° =6,, <1, 6° = 0y,, le nouveau support devient :

]Sup = Isupﬁm rup = Jsupael; (A52)

4. Pour 0° = 0;, < 1, 0 = gj,, le nouveau support devient :

Loup = Loup: Joup = (Joup \ 1) U Jo; (A.53)

Ce changement de support va nous donner une autre majoration de I'écart qui
existe entre la valeur optimale Z(z°) et la valeur Z(z) :

Z(2") = Z(z) < B = (1= 0°)(B(x, Qup) — 0”]ar]), (A.54)

ou :
11 )

_ 00 — g,
a=] =l st 00="0, (A.55)
a=1l,, s 0 =0,.
Ainsi, si 8 < ¢, le plan 7 est e-optimal, donc on arréte 'algorithme. Par ailleurs,

si § > e nous recommengons une nouvelle itération avec le couple {Z, @Sup}.

Conclusion

La méthode que nous avons présentée a la particularité de tenir compte des

spécificités des problemes tels qu’ils sont formulés lors de leurs modélisations pre-
mieres.
Cette méthode se base sur deux procédures essentielles :i)changer la solution réa-
lisable x par T d’une manieére a diminuer la mesure de non optimalité du plan,
B(z) < B(x); ii) changer le support Qg par Qs de tel sorte que la mesure de
non optimalité de support sera diminuée. En outre, elle utilise une métrique dite
adaptée pour la direction d’amélioration, sa particularité est le fait de changer tous
les indices non optimaux a la fois.
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Résumé

L’objectif de ce travail est d’étudier une méthode de controle, dite adaptée pour
une classe des problemes de controle optimal d’un systeme dynamique linéaire avec
controle vectoriel et contraintes d’inégalité. Dans ce travail, nous présentons une
méthode numérique itérative qui évite la discrétisation du systeme dynamique.
Le probleme est réduit pour chaque itération a un programme linéaire, dont la
solution permet d’améliorer la valeur du criteére. Le processus est répété jusqu’a ce
que la valeur optimale ou suboptimale est obtenu.

Mots clés :Controle optimal, controlabilité, Principe du Maximum, Méthode
adaptée , Commande de support.

Abstract

In this paper, we present an adaptive method for solving an optimal control
problem with inequality constraints and vector control. The particularity of this
method is the fact that it avoids the preliminary transformation of the initial pro-
blem and it has a suboptimal criterion which stops the algorithm with the desired
accuracy. This iterative numerical method avoids the discretization of the dyna-
mical system. The problem is reduced for each iteration to a linear programming
problem, whose the solution allows to improve the value of the quality criterion.
The process is repeated until the optimal or the suboptimal control is obtained.

Keywords :Optimal control, controllability, Maximum Principle, Adaptive
method, support.
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