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INTRODUCTION GENERALE

La mécanique quantique utilise un ensemble d’outils mathématiques indispensables a 1’étude
rigoureuse des phénomenes physiques et parmi ces outils, les opérateurs linéaires.
Lorsque ces opérateurs sont continus leurs manipulation n’offre pas de difficulté majeure, mais
dans le cas contraire, il faut étre d’une extréme prudence, car le domaine de définition d’opérateur
est tres important.
Le but de ce mémoire de master est donnez quelque application de la théorie spectrale dans
la mécanique quantique, tel que une configuration d’un systeéme quantique a un instant donné
est appelée un état. Une grandeur physique mesurable (associée a un appareil de mesure) d’un
systeme donné est appelée une observable.
Notre travail est partagé en trois chapitre :
Dons le premier, on donne toutes les définitions et les notion de base ayant été utilisés tout au
long de ce mémoire, en rappelez les notions d’espace de Hilbert et donnez une étude générale sur
I’espace des opérateurs, 1’adjoint et auto-adjoints d’un opérateur, on parler aussi sur la spectre
des opérateurs bornés, les opérateurs compacts.
Au chapitre deuxieme, nous affranchissons de la continuité pour aborder les opérateurs linéaires
non bornés. Nous exposons les définitions et quelques résultats fondamentaux li€s a cette
généralisation du concept d’application linéaire.
Le derniere chapitre, nous énoncons le Théoreéme de Stone qui exprime chaque groupe unitaire
fortement continu en fonction d’un opérateur auto-adjoint qui lui est associé, dans le cadre de la

mécanique quantique, nous expliquons bricvement le sens physique de la notion d’opérateur, nous

1l



< CHAPITRE 0. INTRODUCTION GENERALE

esquissons ensuite quelques implications physiques du théoreme spectrale pour les opérateurs
auto-adjoints et du théoreme de Stone, nous faisons quelques considérations sur les postulats de
base de cette théorie, puis nous discutons le cas d’une particule ponctuelle dans I’espace réel

unidimensionnel.

¢iv)



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR LES OPERATEURS
LINEAIRES BORNES

Nous définissons brievement dans ce chapitre les notions de base liées aux espaces de Hilbert
et quelques propriétés des projections orthogonales. Nous exposons notamment les résultats

élémentaires sur les opérateurs linéaires bornés.

1.1 Notions préliminaires

On note K le corps R ou C. Les espaces vectoriels considereras dans la suite toujours des

espaces vectoriels réels ou complexes.

Définition 1.1.
Soit H un espace vectoriel sur K, on appelle semi-norme sur H une application p : H — R,

vérifiant les propriétés suivantes :
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1- pourtout x € Hettout 1€ K ona:
p(Ax) =[ 1| p(x),

2- pour tous x,y € H, ona :

p(x+y) < p(x) + p(y).
Si pour tout vecteur x non nul de H, on a : p(x) > 0, on dit que p est une norme sur H.
La propriété :

p(x+y) < p(x) + p(y),
s’appelle l'inégalitaire triangulaire pour la semi-norme p.

Lemme 1.1.

Si p est une semi-norme sur H, on a :

| p(x) = p(y) I£ p(x =),
pour tous vecteurs x,y € H.

On appelle espace normé (H, p) un espace vectoriel H muni d’une norme p.

En générale, nous noterons ||x|| la norme d’un vecteur x d’un espace normé H, ou bien ||x]|4.

Exemple 1.1.

Dans R”", avec la structure vectoriel usuelle, si x = (xq,...,x,) ona:

n
1- norme euclidienne : ||x|| = [, xl.z,
i=1
n
2- norme : ||x|| = 2 |xil,
i=1

3- norme : ||x|| = max|x;],
1<i<n

4- dans R : ||x|| = |x|.

Théoreme 1.1.
Soit (H, p) un espace normé, l’application p : H — R, est continue pour la topologie de la

normie.

«2)



< CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES OPERATEURS LINEAIRES BORNES

1.1.1 Produit scalaire

Cas réel

Soit H un espace vectoriel réel, on appelle produit scalaire sur H 1’application qui a tout

couple de vecteur (x, y) associe un nombre réel généralement noté :
<Xx,y> ou <x/y>,

vérifier les propriétés suivantes :

I- Vx,ye H,< x,y >=<y,x > (Symétrique),
2- Vx,ye HVAu e R, < Ax+ux',y>=A<x,y>+u<x’,y> (Linéaire en x),
3- Vxe H,<x,x> >0 (Positive),

4- Vxe H < x,x >= 0 x=0 (Positive stricte).

Exemple 1.2.
I- Onprend H=R"et < x,y >= ), x;y; (Produit euclidien).
i=1

2- On prend H = LXQ, F, ) o u est une mesure et :

< f.g>= ffgdu.

«3)



< CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES OPERATEURS LINEAIRES BORNES

Cas complexe

Soit H un espace vectoriel complexe, un produit scalaire sur H est une application vérifier
les propriétés suivant :

I- Vx,ye H,< x,y >= <y, x> (Symétrique hermitien),
2- Vx,ye HVAueC,< Ax+ux',y>=1A<x,y>+u<x',y> (Linéaire en x),
3- Vxe H,<x,x> >0 (Positive),

4- ¥Vxe H < x,x >= 0 < x=0 (Positive stricte).

Notion :
C’est le produit scalaire n’est pas linéaire en second variables, il est antilinéaire en y on dit que

dans ce cas sesquilinéaire, hermitienne, positive.

Exemple 1.3.

1- Onprend H=C"et < x,y>= ) x;y; (Produit hermitien).
i=1

2- Onprend H = L*(Q, F, 1) ot i est une mesure et :

< f,g>= ffgd,u.

1.1.2 Espace de Hilbert, Orthogonalité

Définition 1.2.

On appelle espace hermitien H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

Pour tout x € H, on pose :

|x]] = V< x,x >.

4



< CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES OPERATEURS LINEAIRES BORNES

Nous verrons que cette quantité est une norme sur un espace hermitien H lorsque nous aurons
énoncé les propriétés :

1- Inégalité de Cauchy-Schwarz : Vx,y € H,on a :

| <xy > < Ixliyll.

2- Identité du Parallélogramme s’écrit :

[l + I + e = yIP = 201X + [Iy1P).

Proposition 1.1.
Un espace hermitien H est un espace vectoriel normé avec la norme ||x|| = /< x, x >, induit par

le produit scalaire.

Preuve 1.1.
Le seule axiome non évident a obtenir est I’inégalité triangulaire
Ona:

llx + I =[xl + yI° + 2Re < x,y >,

de 'inégalité de Schwarz, on déduit que :

2Re < x,y >< 2|Ix[llIyll,
d’on

[l + Y112 < llell + [1y1D>.

Définition 1.3.
On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel H (réel ou complexe) muni d’un produit

scalaire (x,y) =< x,y > qui est de plus complet pour la norme ||.|| sur H.

Remarque 1.1.
Tous les espaces de Hilbert que nous considérerons seront supposés séparables, c’est-a-dire :

admettant un sous ensemble dénombrable dense.

5)
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Exemple 1.4.

1- L’espace euclidien
C={x=xp,.nx):x€Ci=1,2,..k},
muni du produit scalaire
<X,y >= zk: XiVis
est un espace de Hilbert. .
2- L’espace
L£09 = (= ()0 € €, 3 15 P< o0l
muni de produit scalaire

<X,y >= Z] Xy
J:
est un espace de Hilbert.

3- Si (Q,F, ) est un espace mesuré, l’espace
LQ.F ) =19 Crel que [ 100 P udx < o,

muni du produit scalaire

< fg>= f FOg()du(x).
est un espace de Hilbert.

Définition 1.4.

Soit H un espace de Hilbert, on dit que les vecteurs x et y de H sont orthogonaux si :
<x,y>=0,

et on écrit :
xLy.
Si A est une partie non vide de H, I’orthogonal de A est ’ensemble A* tel que :

At ={xeH:<x,y>=0Yye A}

€6)
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Comme conséquence directe de la définition de I’orthogonalité, nous avons la relation suivante,
dite relation de Pythagore.

Pour tout x,y € H avec xLy, alors :
2 2 2
llx + Yl = 1lxll” + [Iyll,

plus généralement, si xy, ..., x, sont orthogonaux deux a deux, on a :

n n

2 2o 112

| E axill” = E lage|"[]xl]”
=1 =1

Remarque 1.2.

Pour toute partie non vide A de H :

[A] si A est une partie quelconque,

(AN =19 A si A est un sous espace vectoriel de H,

A si A est un sous espace vectoriel fermé de H.

Définition 1.5.

Dans un espace hermitien, une famille E = {e;;i € T} ou T C N, est dite orthonormée si :

1,i =],
<e¢,e;>=
0, sinon.

Tout espace de Hilbert admet une base orthonormale, qui est finie si et seulement si I’espace est

de dimension finie.

Définition 1.6.
Soit H un espace de Hilbert et E un sous ensemble de H, le sous espace vectoriel engendré par

E, noté Vect(E) est le espace qui contient tous les combinaisons linéaires finies d’éléments de E.

«7)
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1.1.3 Théoreme de Projection

Définition 1.7.
Soit H une espace vectoriel normé, A C H,

A est convexe si et seulement si :
Vx,ye A,Va e [0,1]:ax+ (1 —a)y €A,
ou
Vx,ye A, Va,B€[0,1] :ax+ByeA,/Ja+B=1.

Théoreme 1.2. (Théoreme de Projection)
Soit H un espace de Hilbert et A convexe de H fermé non vide, alors pour tout f € H, A/x € A

tel que :

ILf = xll = min||f = yli,
yeA
cet élément x est appelé Projection de f sur A et on note : Ps(f) = x.
On note p(H) I’ensemble de tous les opérateurs de projection sur H.

Corollaire 1.1.

Soit H un espace de Hilbert, A une partie de H convexe et complet alors :
xX=Psu(f)y = VyeA:Re< f—x,x—y>>0.

Corollaire 1.2.
Soit H un espace de Hilbert, A un sous-espace vectoriel complet.
Si x = Pa(f) alors :

f —x L A(Projection orthogonale).

Preuve 1.2.

Soity € A, alors : x — Ay € A,YA € R (car A un sous espace vectoriel)

3)



< CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES OPERATEURS LINEAIRES BORNES

& Re<f-x,x—(x—Ay)>>0,Y1eR,yeA
& Re< f—-x,1y)>>0
& ARe< f—x,y)>>0,VyeA,1eR

Silz>0: = Re<f-x,y>20
= Re< f—-x,y>=0, Vy e A.

Sil<0: = Re<f-x,y><0

On pose :
< f—xy>=pe,
Ona:
Re< f—x,e%y>=0 = Ree’<f-x,y>=0,YVy€cA
= ReePpe?=0
= p=0.
DoncVyeA:
<f-xy>=0 = f-xeAt
= f-xLlA.
Proposition 1.2.

Soient H un espace de Hilbert et A un sous-espace vectoriel fermé de H, on a :

1- Dapplication
PA H —» A

x B Pux)

est linéaire et continue de norme ||P4|| = 1,
2- kerP, = At
3- H=A® A,

4- Py + Py :IdH.

«9)



< CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES OPERATEURS LINEAIRES BORNES

1.2 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.8.
Soit H, H' deux espaces de Hilbert, on appelle opérateur linéaire borné T de H dans H' tout
application linéaire continue de H dans H'.

T linéaire— Vx,y € Ha,B e K :
T(ax+pBy) =aTx+BTy.

T continu : dc > 0 tel que :

17 x|z < cllxllg, Yx € H. (1.1)

La norme de l'opérateur T est le plus petit ¢ qui assure (1.1), c’est a dire :
IT|| = inf{c > O : ||Tx|| < c||x||V x € H},

et on écrit aussi :

T ||
IT|| = sup = sup [T(Olls,
w20 |1xl|a Ixllz=1
ou bien
T ||
IT|| = sup .
x<t 1Xllg

L’opérateur identité de H dans H sera noté par : ldy.

Remarque 1.3.

L’ensemble des opérateurs linéaires continues de H dans H' est serra noté par L(H, H").

Proposition 1.3.

Voici quelque propriétés de la norme opérateur :
1- SiT € L(H,H), alors : ||T|| = 0 si et seulement si T = 0.

2-8iT,S € L(H,H), alors :

T+S e LHH)et|T+S|I<ITI+ISII

«10)»
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3- SiaeKetT € L(H H) alors :
aT € L(H,H') et |laT|| = ||lIT]|.
4- SiT,S € L(H,H), alors :

TS € LH H) et TS| <IITIISII-

1.2.1 Inverse d’un opérateur

Définition 1.9.
Soient H, H' deux espaces de Hilbert et T € L(H, H").

On dit que T est inversible s’il bijectif et son inverse est continue, I'inverse de T est note T™".

Proposition 1.4.
Soit H espace de Hilbert, T un opérateur de L(H) tel que || T ||< 1, alors : l'opérateur (Id — T)

est inversible et son inverse (Id — T)™" est donnée par :

(Id-T)" = i T* = lim Z T*.
k=0 k=0

Théoreme 1.3.
Soient H, H' deux espace de Hilbert, T un opérateur inversible de L(H), si S est de L(H,H")

tel que :

IS I< ===
[l

alors :
T + S est inversible.

Preuve 1.3.

Remarguons que :

T+S=TUd+T'S),

11
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il suffit de vérifier que (Id + T~'S) est inversible pour assurer inversibilité de T + S .

De Théoréeme (1.3), on a :

TSN s i< =" =letT™'S € L(H).

17"
Donc d’apreés la proposition précédent Id + T~'S est inversible.

Corollaire 1.3.

L’ensemble des opérateurs inversibles de H dans H' est noté : p gy pry est un ouvert de L(H, H').

Preuve 1.4.
On montre que : ppu.py est voisinage de chacun de ses point.

Soit § € PLHH) €t soit :

1
TeBS,—)ol|T-S|<

[N hS=tr

D’apres le Théoreme(1.3), on a :

(T — S) +S5 EpL(H,H/),

donc

1
T e B(S, m) C PLHH)-

1.2.2  Adjoint

Définition 1.10.
Soient H, H' deux espaces de Hilbert et T € L(H, H") alors :
AT e L(H',H) tel queVNxc Hetye H' :

<T(x),y>=<x,T(y) >,

«12)



< CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES OPERATEURS LINEAIRES BORNES

est appelé Padjoint de T de plus on a :

T =T
Proposition 1.5.
T* est linéaire.
Preuve 1.5.
VxeH, y,ze H
<x,T"(y+z2)> = <Tx,y+z>

= <Tx,y>+<Tx,z>
= <x,T'y>+<x,Tz>

= <x,T'y+T"z >,

=><x,Ty+2)-(Ty+T"z) > 0, Vx € H.

En particulier :

x = T'y+2-(T'y+T2),
= <T'+2)—-T'y+T2), T"y+2)—(T"y+T"2)>=0

= T'O+2)=Ty+T"z

Méme choit avec T*(ay) = aT*(y).

Proposition 1.6.

Soient H, H' deux espace de Hilbert T,S € L(H,H’), alors :

1- (S +T) =S*+ T

2- (ST) =T*S*,

3- Id" =1d,

«13)»
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4- Si S estinversible, S* est aussi inversible, de plus an a :

(s =7
5- Si(§")*=8S.
Preuve 1.6.
1. (S+T)y=8"+T~,
Vy,yeH:<x,(S+T)y> = < +TD)x,y>=<Sx+Tx,y>

= <Sx,y>+<Tx,y>=<x,8y>+<x,T'y>=<x,(§"+T")y >,

= Vx,yeH:<x,(S+T)y—-(S*"+T")y>=0.
En particulier :
x=@ S +T)'y—-(S"+ Ty,

donc

<S+D)y-ES"+THW, (S +T)y—-(S"+T")y >=0,

alors :

(S+T) =S*+T".

2. STy =T"S",

Yx,yeH:<x,(ST)'y> = <T)x,y>=<Tx,S"y >
= <x,T"S"y >,

= <x,ST)y-T'S"y>=0.

En particulier :

x=(T)y-T'S",

14
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alors :

STH=T"S".

3. 1d" = 1d,
Vx,yeH:<x,Idy> = <Idx,y>=<ux,y>,
= <x,Idy-y>=0.

En particulier :

x=1d"y-y,
donc

Id" = 1d.

4. Si S estinversible, S* est aussi inversible, de plus on a :

$H =

On montre que :

Sel(H)=S8"€L(H

(a) S* linéaire ? : voir Proposition (1.5),

(b) S™ continue ? :

Vxe H: |IS*x|P = <S*x8*x >=<S(S*x), x >< IS 0. IIxll (D’aprés Cauchy-schwarz).
= IS xP < IS IS L]«
= ISl < (SN, e =(IS11> 0 [IS7x] < cllxl.

Donc S* est continue.

«15)»
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(c) Pour montre que :(S*)™' = (S7V)*, il suffit de montre que : S* o (S~')* = Id.

Vx,ye H:<x,S o (S H)y>=<Sx,(SHy> = <S5 (Sx),y>

<x,y>,

Vx,y€e H:<x,5* o(S')'y—-y>=0.

En particulier quand :

x=8"o(STyy-y,

alors :

S*o (S HYy=y,VyeH=S5"o(S™Y) =1d.

5.8 =S,

Vx,ye H:<x,(S)'y>=<S"x,y>=<y,5x> = <Sy,x>
= <x,Sy>,

= <x(§)y-Sy>=0.
En particulier quand :
x=(8")y-Sy,

alors :

S =S.

Proposition 1.7.
Si T € L(H), alors :
* * l
TN =T =TTl

Preuve 1.7.

Pour x € H avec ||x|| <1, 0na :

ITx|]* =< Tx,Tx >=< T*Tx, x >< ||T*Tx||.|lx|| < |T*T|| < IT*|IITl,

«16)
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donc en prenant le supraliminaire sur x,
2 * #
WTI= < 1T < T,
en simplifiant par ||T||, on obtient :
ITI <17,
en remplacant T par T, on obtient :
TN < TN = Tl
ainsi
Tl =T

Proposition 1.8.

Soit T : H — H' un opérateur linéaire, les propositions suivants sont équivalentes
1- T est continue,

2- il existe x € H tel que : T est continue sur x,

3- T est continue au point Oy,

4- T est borné.

Définition 1.11.

Soient H, H' deux espace de Hilbert tel que : H = H'.

1- Un opérateur T € L(H, H') est appelé Unitaire si :

T*T=TT* =1dy (T*=T7"),

2- Un opérateur T € L(H, H") est appelé Normale si :

T =T"T,
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3- Unopérateur T € L(H, H") est appelé Hermitienne ou auto-adjoint si :

T=T",

4- Un opérateur T € L(H, H") est appelé Positive (notation T > 0) si :

< T(x),x >> 0, pourtoutes x € H,

5- Un opérateur T € L(H, H') est appelé Projection si :

T=T"=T>

6- Un opérateur T € L(H, H') de Rang fini si Im (T) est de dimension fini.

Proposition 1.9.
Soient H, H' deux espace de Hilbert. T € L(H,H’), alors :
1. Im(T))* = ker (T™).

2. (Im(T*)* = ker (T*).

Preuve 1.8.
1. Soit
yve(Im(T): & <Tx,y>=0,YxeH
o <x,Ty>=0,YVxe H
o T'ye H ={0} © y € ker (T").
2. Soit

xe(m(T*)*t & <x,T'y>=0,YyeH
o <Tx,y>=0,Vye H’
& TxeH*={0oTx=0s xcker(T).
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1.2.3 Les opérateurs auto-adjoints

Définition 1.12.

Soit H un espace de Hilbert et soit T € L(H). On dit que T est auto-adjoint si :
T =T,
ou bien
Vx,ye H:<Tx,y>=<x,Ty >,
et on dit aussi que T est symétrique ou que T est hermitien.

Exemple 1.5.

1- Pour tout T € L(H), les opérateurs (T + T*), (T — T*) et TT* sont auto-adjoints.

2- Si A est un sous espace vectoriel fermé de H, I’opérateur de Projection P, est auto-adjoint.

Définition 1.13.
Soit T € L(H), alors :

T est un isométrie < Yx € H,||Tx|| = ||x||,

ou bien

Vx,ye H < Tx, Ty >=< x,y > .

Proposition 1.10.
Soit H un espace de Hilbert, T € L(H).

Pour tout T soit auto-adjoint, il faut et il suffit que le nombre < T x, x > soit réel, Vx € H.

Preuve 1.9.

=) Si T est auto-adjoint, alors Vx € H :

<Tx,x>=<x,Tx>=<Tx,x >,
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d’oul

< Tx,x>eR.

&)Si<Tx,x>R,VxeH:

VyeH :<Tx+y),x+y>—-<Tx,x>—-<Ty,y>

<Tx,y>+<Ty, x>

(<Tx,y>+<T*x,y>) eR.
On remplace y par iy on obtient :

=i[-<Tx,y>+<T*x,y>] € R.

Posons :

a = [<Tx,y>+<T*x,y>]€R (1.2)

B = i[-<Tx,y>+<T*x,y>]€R (1.3)
En multipliant 8 par i on obtient :
iB=<Tx,y>-<Tx,y> (1.4)
De (1.2)et(1.4),ona:

1
<Tx,y> = §(a+iﬁ),

- 1 -
<T*x,y > E(a—iﬁ):<Tx,y >.

<T'x,y>=<Tx,y> VYx,ye H
<Tx-T'x,y>=0

Tx=T'x,¥Yxe€ H

G v U

T=T".
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1.2.4 Relation entre ’opérateur auto-adjoint et I’opérateur normal

Théoreme 1.4.
Soit T un opérateur quelconque, il existe deux opérateurs auto-adjoints A et B sont uniques

tel que :
T =A+iB.

Preuve 1.10.
Ona:
T=A+iB=T"=(A+iB)=A"—iB",

alors :

T=A+iB,
T =A"—-iB",
ce qui implique que :
T+T T-T¢
A= etB =

donc A et B unique.

Remarque 1.4.

T est normal si A et B sont commutant.

Théoreme 1.5.

Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur borné alors :

1- T est normal = ||Tx|| = ||T*x||,Vx € H,

2- T unitaire = ||T*x|| = ||Tx|| = ||x||, Vx € H.

Preuve 1.11.

1- T normal = T°T =TT?,
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d’ou
NTxl? = |IT* x| =< T*Tx, x> — < TT*x, x >=< (T*T — TT")x, x >= 0,
alors :
IT x> = IT*x|I* = 0,

donc

ITxI* = 1T,
d’on

17X = [|T"x]|.

Réciproquement, on a :

1Tl = 1T xll = ITx* = IT" X,

alors :
<(T"'T —-TT"x,x >=0,

T"T=TT".

Car H est un espace de Hilbert.

2- T unitaire =TT =TT* = Id.

ITx|? =< Tx,Tx >=<TT"x, x >=< x, x >= ||x][%,

Réciproquement, on a :

2 2 2
ITxl™ = 1T xII” = |lxII°

d’ou

<Tx,Tx>=<T'x,T"x >=< x,x >,

alors :

<T'Tx,x >=< x,x >,
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et

<TT'x,x >=< x,x >,

donc

T"'T=1detTT" = 1d.

Car H est un C-Hilbert.

1.2.5 Racine carrée d’un opérateur

Théoreme 1.6.
Soit T € L(H) positif alors il existe un opérateur unique positif,

S € L(H), tel gue S*> = T et on écrit :

9%
Il

de plus :

si B € L(H) commute avec T alors B commute avec S.

Corollaire 1.4.
Soient A et B deux opérateurs bornés dans un espace de Hilbert H.

Si A et B positif tel que : AB = BA alors AB est positif.

Preuve 1.12.

Ona:A>0,3S >0tel que S*> = A(D’apres Théoréeme(1.6 )),
et puisque B commute avec A alors S commute avec A.

D’ou

<ASx,x>=<S8?Bx,x >=< SBx,Sx >=< BSx,Sx >,

on posey = Sx,
donc

< By,y> >0 (car B positif).

Alors AB est positif.
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Corollaire 1.5.

Soit T > 0 et inversible alors S = T? est inversible.

Preuve 1.13.
Soit T est positif et inversible AS > 0 tel que S*> = T (D’aprés Théoréme (1.6)),

(T7'$H)S =T7'S?=7T7'T = 14,

et

S(T'S)=ESTHS = ST HTST ' =827 =TT = Id,

car

TS =ST c’est-a-dire S = TST™".
Donc S est inversible d’inverse T~'S.

Exemple 1.6.

Trouvons T? tel que :
2 0

b

0 1

T est un opérateur positif car Vx,y € R, ona :

20 X X
< >=< (2x,y), (x,y) >=2x2 +y> > 0,Vx,y € R,
01 y y

on remarque que .

V2 0
0 1

b

montrons que : S 2=T,

V2 0
0 1

puisque la racine carrée est unique, alors : NT =S =
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1.2.6 La convergence entre les opérateurs

Définition 1.14.

Soit (T,), une suite d’opérateur linéaire bornée sur un espace de Hilbert H.

1- (T,), est dite convergence uniforme si :AT € L(H) tel que :

|| Tn -T ||.£(I'I)_> 07” — 090,

2- (T,), est dite convergence fortement si :

| T, x—Tx||— 0,n — oo, Yx € H,

3- (T,), est dite convergence faiblement si :

<T,x,y>—-<Tx,y>— 0,n — oo,V xeH.

Remarque 1.5.

La convergence uniforme = La convergence fortement = La convergence faiblement.

Définition 1.15.

1- Une suite (T,), d’ opérateur auto-adjoint est dite bornée croissante s’il existe T € L(H)
tel que :

To<T  <T,<..<T,<T,
c’est-a-dire :
<Tox, x> < <Tix,x> £ <Tox,x> <..< <T,x,x> < <Tx,x>.
2- (T,), est dite bornée décroissante s’il existe T € L(H) tel que :

Tn STn—] <.. ST()ST,
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c’est-a-dire :

<T,x, x> < <T,1x,x> < <T,ox,x> <..< <Tyx,x> < <Tx,x>.

Remarque 1.6.

Toute opérateur positive est auto-adjoint.

1.3 Le spectre et I’ensemble résolvant d’un opérateur borné

Définition 1.16. (les valeurs propres)
Une valeur propre de T est un élément A € C tel que le noyau de (T — Ald) soit non nul (ou de

maniere équivalente, I’application linéaire (T — Ald) ne soit pas injective).

Le sous-espace vectoriel ker(T — Ald) est alors appelé I’espace propre de T associé a A.
La dimension de cet espace propre (qui peut €tre infinie) est appelé la multiplicité de A.
Un élément non nul de ker(T — Ald) est appelé un vecteur propre de T associé a la valeur propre
A.

L’ensemble des valeurs propres est noté€ : V,,(T') et aussi appelé€ le spectre ponctuel de T'.

1.3.1 Le spectre et Résolvant

Définition 1.17.

Soit T un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert H sur C.

On appelle un valeur spectrale de I’opérateur T toute scalaire A € C tel que : (T — Ald)™
n’existe pas.

On appelle spectre de T ’ensemble des valeurs spectrales et on note o (T) tel que :
o(T)={1 € C: (T — Ald) n’est pas inversible }.

On appelle valeur résolvante de ’opérateur T toute scalaire A € C tel que : (T — Ald) est

bijective.
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On appelle ensemble résolvant de T [’ensemble des valeurs résolvant et on note p(T) tel que :
p(T) ={1€C: (T — Ald) bijective }.

Onadonc : Clp(T) = o(T).

Le spectre o (T) est le complémentaire de ’ensemble résolvant.

Remarque 1.7.
Si A€ p(T), alors :
(T — Ald)™" € L(H).

Théoreme 1.7.
Soit H un espace de Hilbert et T € L(H).

L’ensemble des valeurs régulieres p(T') est un ouvert de C.

Preuve 1.14.
Soit A une valeur réguliére, donc (T — Ald)™" est défini continu sur H,
Si pour tout entier € (assez petit), on a :
- 1
EL T T
(T — Ad)~|
Iopérateur (T — (A + &)Id)™" est défini continu sur tout H (D’apres le Théoréeme (1.3)),
donc A + € est une valeur réguliere et les éléments de la boule B(A,e) C C sont des valeurs

réguliere de T.

p(T) donc voisinage de tous ces point, c’est-a-dire p(T) est un ouvert.

Corollaire 1.6.

Soit H un espace de Hilbert T € L(H), alors le spectre de T(0(T)) est fermé dans C.

Preuve 1.15.

o(T) n’est autre que le complémentaire de p(T).

Théoreme 1.8.
Soit H un espace de Hilbert et T € L(H).

Si A € Ctel que ||T|| < |A], alors A est un valeur réguliere.

«27)



< CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES OPERATEURS LINEAIRES BORNES

Preuve 1.16.

Ona:
1
T —Ald =-A(ld — ;T) A#0.
Comme
T
T < |4 = u <1.
||

D’apres la Proposition (1.4),
1
donc (Id - /—1T) est inversible alors T — Ald est inversible.

= A est une valeur réguliere de T.

Proposition 1.11.
Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) tel que T = T", alors les valeurs propres de T sont

réelles.

Preuve 1.17.

Soit A une valeur propre de T alors Ax # O(valeur propre), tel que :

T=T" - -
<Ax,x>=A<x,x>=<Tx, x> = <x,Tx>=<x,Ax>=A<x,x> >A=1=>A1€R.

Proposition 1.12.
Les vecteurs propres associes des valeurs propres distinctes d’un opérateur hermitien sont

orthogonaux.

Preuve 1.18.
Soit A, et Ay deux valeurs propres distinctes de T, xi,x, deux vecteurs propres a A, et A,

respectivement.
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Ona:

T=T*
Al < X1, X >=<Tx1,x > = < x1,Txy; >=< x1, lpx >

AeR
= A < X1,% > .
= (/11 —/12) < X1, Xp >= 0

= <x,x>=0

= Xx1lx;.

1.4 Les opérateurs compactes

Définition 1.18.

Soient H, H' deux espaces de Hilbert, un opérateur T € L(H, H") est dite compacte s’il trans-
formé tout partie borné de H en une partie relativement compacte H'.

Autrement dit :

T compacte <= Pour tout suit (x,), borné dans H, la suit (T x,,), admet une suit convergent.

Définition 1.19.
Soient H, H' deux espaces de Hilbert, un opérateur T € L(H, H') est dite compacte si T(B(0, 1))

est relativement compact.

Dans le texte qui suit, I’ensemble de tous les opérateurs de L(H, H’) qui sont compacts sera

désigné par K(H, H").

Définition 1.20.
Un opérateur T € L(H, H') est dite de rang fini si Im (T) est de dimension finie.

Remarque 1.8.

1- Tout opérateur de rang finie est compact, la réciproque dans un seul cas d’un espace de

Hilbert séparable.
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2- Un opérateur compacte est nécessairement contini.

Théoréme 1.9.

K(H, H') est un sous-espace fermé dans L(H, H").

Théoréme 1.10.

Si H ou H' sont de dimension finie, on a :

K(H,H) = £L(H,H).

Corollaire 1.7.
Si T =1lim, o T, (au sens de la norme de L(H, H")) ou les T, sont des opérateurs compacts ou

de dimension finie alors T est un opérateur compact.

Théoreme 1.11.
Soient T € L(H,H') et S € L(H,H’), si l’'un quelconque (au moins) de ces deux opérateurs est

compact, leur produit ST est un opérateur compact.

Théoreme 1.12. (Schauder)

Soit T € L(H,H’), l'opérateur T est compact si et seulement si son adjoint T* est compact.
Proposition 1.13.

Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur compact de H dans H', de spectre o(T) on a :
1- Si H est de dimension infinie, 0 € o(T).

2- Si A # 0 < Aestvaleur propre de T. Le sous-espace propre associé est de dimension finie.

3- o(T) est dénombrable et s’il est infini, on peut ranger ses éléments en une suite A,

[A41] < |A,] avec lim A, — 0.

n—oo
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1.5 Décomposition spectrale des opérateurs compact auto-adjoint

Proposition 1.14.

Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint on pose :

m=inf <Tx,x> etM= sup <Tx,x>,
xeH x€H,|x|=1

alors :

oT)yc[mM] m,Meo(T).
Corollaire 1.8.
Soit T € L(H) un opérateur auto-adjoint tel que :

o(T)=0alors T = 0.

Théoreme 1.13.
On suppose que H est séparable. Soit T un opérateur auto-adjoint compact. Alors H admet une

base hilbertienne formée de vecteurs propres de T.

Théoreme 1.14. (Hilbert Shmidt)
Si T est un opérateur auto-adjoint compact sur H alors : pour tout x € H, I’élément T x se
développe en Série de Fourier convergente suivant une famille orthonormée de vecteurs propres

deT.

Théoreme 1.15. (Alternative de Fredholm)
Soit H un espace de Hilbert, T € K(H,H") (T compact) alors :

1. ker(Id —T) est de dimension fini,

2. Im(ld — T) est un fermé et plus précisément :

Im(Id — T) = ker(Id — T*)*,
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3. ker(ld-T)=0s Im(ld—-T) = H,

4. dim(ker(Id — T)) = dim(ker(Id — T*)*").

Remarque 1.9.
La propriété (3) est familiere en dimension fini car si dimH < +o0 et T € L(H) injective ssi
il est surjective ce qui n’est pas toujours le cas en dimension infini pour un remarquable des

opérateurs de la forme (Id — T) quand T est compact.

Remarque 1.10.

L’alternative de Fredholm conserve la résolution de I’équation x — Tx = f, elle exprime que.
Ou bien

Vf e H, I’équation x — Tx = [ admet une solution unique.

Ou bien

I’équation homogéne x — Tx = 0 admet n solutions linéairement indépendantes et dans ce cas
I’équation non homogene x — Tx = f est résoluble ssi f vérifie n conditions d’orthogonalité

(c’est a dire : f € ker(Id — T*)*).
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CHAPITRE 2

LES OPERATEURS LINEAIRES NON
BORNES

Dans ce chapitre, nous introduisons une notion d’opérateur linéaire qui étend celle utilisée
jusqu’a présent. Nous étudions les propriétés de cette nouvelle notion. Nous exposons les ré-
sultats fondamentaux pour la démonstration, au chapitre suivant, d’une extension du théoreme

spectrale pour les opérateurs auto-adjoints.

2.1 Opérateurs linéaires non bornés

Définition 2.1.
Un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H est un couple (D(T), T) tel que D(T) est un
sous espace vectoriel de H et T est un opérateur linéaire définie de D(T) dans H.

En générale :
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T : H—H
D(T) = {x€eH, Txe H}

D(T) est appelé le domaine de I’opérateur.

Remarque 2.1.
On note un opérateur par (D(T), T) mais s’il n’y a pas d’ambiguité concernant son domaine on

pourra noté simplement par T.

Exemple 2.1.

Soient T un opérateur et H un espace de Hilbert tel que :
H=/L*R) = {f : R — C, f mesurable tel que flf(x)lza’x < 00},
R
le produit scalaire sur L*(R) est :

< f.g>= ff(X)gT)C)dx,

T:LR) — LAR)
f—Tf

tel que : T f(x) = xf(x), le domaine
D(T) = {f e LLR),Tf € LLR)},

alors si on pose :

f) = ——— € L2®),

1+ x2
mais xf(x) ¢ L*(R) car fxf(x)dx divergent,
alors :

T est un opérateur non borné.

Définition 2.2.
On dit qu’un opérateur (D(T), T) dans H est borné si D(T) = H et T : H — H est continue.
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2.2 Le graphe d’un opérateur non borné

Définition 2.3.
Soit (D(T), T) un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H, le graphe de T : D(T) — H

est un sous espace vectoriel noté par G(T) dans H ® H tel que :

G(T)={(x,.f)e HOH,x € D(T), f = Tx} = U (x,Tx)c H® H.
xeD(T)

Remarque 2.2.

Soient T et S deux opérateurs non bornés sur un espace de Hilbert.
I- SiT =S < G(T) =G(S),

2- L’imagede T est: Im(T)= |J TxCH,

xeD(T)
3- Lenoyaude T est: ker(T) ={xe D(T), Tx =0} C H.

Définition 2.4.
On dit que (D(S), S) est un extension de (D(T),T) (prolongement) si :

D(T) c D(S) et Tx = S x, pour tout x € D(T).

Autrement dit : G(T) € G(S).

2.3 Opérateur non borné fermé

Définition 2.5.

On dit que un opérateur T est fermé si son graphe G(T) fermé dans H & H.

Proposition 2.1.
On dit que T est fermé si pour tout suite (x,), de D(T) converge vers x et la suite (T x,,),, converge

vers y dans H alors :

xeD(T)ety=Tx.
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Théoreme 2.1. (Théoreme de graphe fermé)

Soient H et H' deux espace de Hilbert et T : H — H’ un opérateur linéaire alors :
1- T borné < T fermé,
2- G(T) fermé — T continue .

Définition 2.6.

On dit que un opérateur (D(T), T) est fermable s’il posséde une extension fermé.

Proposition 2.2.

Si T est fermable alors T est le plus petit extension fermé de plus on a :
G(T) = G(T).

Preuve 2.1.

Puisque T est une extension fermé de T, soit S autre extension fermé de T alors :

TcSetDT)cDS) — GT)cG(S)
— G(T)=G(T)cGS)=G(S).

2.4 Adjoint d’un opérateur non borné

Définition 2.7.
Soit(D(T), T) un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H, on défini I’adjoint

T :D(T*) — Hde T par:

VYxe D(T),ye D(T"),<Tx,y >=<x,T"y > .

Proposition 2.3.

Soient S et T deux opérateurs non bornés alors :
I- S*+T*c (S +T),

2- §*T* c(TS),

3-ScT =T"cS§"

€36)



% CHAPITRE 2. LES OPERATEURS LINEAIRES NON BORNES

4- (AT)* # AT*,¥A € C,

5- Si § est borné alors :(ST)* =T*S".

Définition 2.8.

1- Soit (D(T), T) un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H de domaine dense dans H
alors :

T est dit hermitien ou bien symétrique si Vx,y € D(T) :

<Tx,y>=<x,Ty>,

cela signifier que T™ est une extension de T, c’est-a-dire :

D(T) c D(T™).

2- T est dit auto-adjoint si T* =T, c’est-a-dire :

D(T) = D(T*) et T*x = Tx.

Ou bien

T est dit auto-adjoint < T est symétrique et D(T™) C D(T).

Remarque 2.3.
1- Dans le cas des opérateurs linéaires bornés ces deux notion sont identique.

2- Dans le cas des opérateurs non bornés toute opérateur auto-adjoint est symétrique par contre

un opérateur symétrique n’est pas forcement auto-adjoint.
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Théoreme 2.2.
Soit (D(T), T) un opérateur non borné dans un espace de Hilbert H de domaine dense dans H

alors :

1- T~ existe et il est un opérateur fermé,

2- T fermable si est seulement si D(T™) est dense dans H, dans ce casona : T =T,

3- Si T est fermable alors (T) =T*.

Remarque 2.4.

(D(T), T) un opérateur non borné symétrique sur un H alors : T* est une extension fermée de T

et puisque :

D(T) c D(T*) et D(T) dense dans H,

alors D(T™) est aussi dense dans H et on a par conséquent T fermable.
T = T* orT est la plus petit extension fermée de T.

En particulier, si T est symétrique fermé alors :
T=T"cT etT=T"cCT"™.
Si T auto-adjoint T* =T alors :
T = T% = T* = T
Si T auto-adjoint alors T est fermé, en déduit alors qu’un opérateur non borné symétrique fermé

est auto-adjoint si seulement si son adjoint symétrique.

Proposition 2.4.
Si T est symétrique et fermé, alors T auto-adjoint.

Si T* est symétrique fermé alors : T = T** est une extension de T*.

Définition 2.9.
Soit (D(T), T) un opérateur non borné sur H, symétrique de domaine D(T') dense dans H.

T est dit essentiellement auto-adjoint si T est auto-adjoint.
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Ou bien
(T)y =T.

Remarque 2.5.

1- Tout opérateurs auto-adjoints est essentiellement auto-adjoint mais la réciproque est fausse.
2- Si T essentiellement auto-adjoint, alors T* est la petite extension fermée de T.

3- Si T essentiellement auto-adjoint, alors T* est auto-adjoint.

Lemme 2.1.

Si T essentiellement auto-adjoint, T a une unique extension auto-adjoint T.

Preuve 2.2.
Par définition T est extension auto-adjoint de T.

Soit S une deuxieme extension auto-adjoint de T, alors :
TcS=TcSetS*c(T)=ScT* =T,

donc

Proposition 2.5.

Soient Tet S deux opérateurs non bornés auto-adjoints si T C S, alors :

T=S.
Preuve 2.3.
Ona:
TcS =8"cT",
d’on
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Théoreme 2.3.
Soit (D(T),T) un opérateur non borné symétrique de domaine D(T) dense dans H, alors les

propriétés suivants sont équivalents :

1- T est auto-adjoint,

2- T est fermé et ker(T™ + i) = ker(T* — i) = {0},
3- Im(T + 1) =Im(T —i) = H.

Preuve 2.4.

1=2

Si T est auto-adjoint alors T est fermé vérifions que :

ker(T* + i) = ker(T + i) = ker(T — i) = {0},

Soit x € D(T), tel que :(T —i)x =0,
ou bien

Tx =ix,

ainsi que

< Tx,x >=< ix, x >= i||x|]%,

d’autre part

<x,T*x >=< x, Tx >=< x,ix >= —i||x||%,

et
< Tx,x >=<x,Tx >= i||x]]* = —i||x|]%,
alors :
x| =0 = x=0.
2=3

On montre que Im(T =+ i), est dense et fermé dans H.

Soit f € (Im(T —i))* alors :

Vxe D(T),< (T —x), f>=0,
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donc

<Tx,f>=i<ux,f>,

par conséquent :

X€D(x) =»<Tx,f>=i<uxf>,

possede une extension continue a H,

etona:
feDT),<x,T"f> = <x—-if> VxeDT),
<x,(T*+Df> = 0 VxeDT),
T"+Df=0 = f=0,
d’ou
Im(T + i))L =0.
Ou bien

Im(T + i) est dense dans H.

La fermeture de ’'image

Im(T — i) € Im(T — i).

Remarquant : Vx € D(T), on a :
ICT = i)l = IT 5l + IXIP,

ou T est symétrique.
D’ou
(T = D)xl| = |Ix]].

Soit f € Im(T —i) tel que :

fn = (T - i)x,,¥(x,) € D(T),

(x,, f,) est le graphe de (T —i).
On a de plus :
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2 2 2
1 = full™ = 1T %0 = T X" + I = Xll” = 0.

(x,)n et (Tx,), sont de Cauchy dans H, alors elles convergent respectivement vers x et y dans H.

Par la fermeture de T on obtient :

xe€D(T)ety=Tx,

par suite

f=Tx,—ix,=Tx—ix=(T-i)x = felIm(T -,

par conséquent :

Im(T - i) = H.

3 =1

Montrons d’abord que :

ker(T —i) =0 et ker(T* — 1) =0,

ker(T* — i) = ker(T —i)" = Im(T +i)* = H" = 0.

Pour vérifier que T auto-adjoint il suffit de voir que :

D(T*) = D(T).

Soit x € D(T™), alors (T* — i)x € H. comme Im(T — i) = H,y € D(T) tel que :

(T" = Dx = (T = D)y,

ou bien

(T"-iD(x—y)=0=x=ye D(T).

Corollaire 2.1.

Soit (D(T), T) un opérateur non borné symétrique sur un espace de Hilbert H de domaine D(T)

dense dans H, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
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1- T est essentiellement auto-adjoint,
2- Ker(T 1) =0,

3- Im(T %) est dense dans H.

Définition 2.10.
Un opérateur symétrique T dans H est dit symétrique maximal si T n’admet pas d’extension

symétrique propre, c’est-a-dire : si les hypothéses T C S et S symétrique implique S = T.

Théoréme 2.4.

Les opérateurs auto-adjoints sont symétriques maximaux.

Preuve 2.5.

Supposons que T est auto-adjoint, S est symétrique (c’est-a-dire : S C S*) et T C S. Cette
inclusion implique évidemment (D’apreés la définition de I’adjoint) que S* C T™.

Donc

ScS*cT*"=TcS,

ce qui prouve que :

S=T
Proposition 2.6.
Si T est fermé tel que :
TT  cT'T,
alors T est normal, ¢’est-a-dire :
TT =TT

2.5 Spectre des opérateurs non bornés

Définition 2.11.

Soit(D(T), T') un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H de domaine D(T) dense dans H.
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1- On appelle ensemble résolvant de 'opérateur T [’ensemble p(T) des A complexes tel

que :Im(T — Ald) est dense dans H.

2- (T — Ald) est inversible de D(T) sur Im(T — Ald) d’inverse borné et Im(T — Ald) est muni de
la topologie induite par H.

On note :

RA(T) = (T — Ald)™" pour tout A € p(T),
R,(T) est appelé Popérateur résolvant de T.
Remarque 2.6.
R(T) est borné de Im(T — Ald) dans D(T), c’est-a-dire :

dc > 0 tel que ||R(T)x|| < cl|x]l, Vx € Im(T — Ald).

Définition 2.12.
Soit (D(T), T) un opérateur non borné sur H (lequel est un C-Hilbert).
On désigne par o(T) le complémentaire dans C de I’ensemble résolvant p(T) et o(T) est appelé

le spectre de I’opérateur T on a :
I- o(T) = C/p(T),

2- C=0(T)up(T),

3- a(M)NpT) = ¢.

o(T) peut étre décomposé en trois ensembles deux a deux disjoints notés :
op(T),0(T), oo (T).
Ils sont définis comme suivants :
o,(T) ={A € C,(T — Ald) n’est pas inversible de D(T') dans Im(T — Ald)},
o ,(T) est appelé le spectre ponctuel de T.

0.(T) ={A € C,(T-AId) inversible de D(T) dans Im(T—Ald) et Im(T—-AId) est dense dans H},
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mais p(T) n’est pas borné et o.(T) est appelé le spectre continu de T.

0.(T) ={A € C,(T-Ald) inversible de D(T) dans Im(T—Ald) et Im(T—Ald) n’est pas dense dans H},

o (T) est appelé le spectre résiduel de T.

Exemple 2.2.
H = L2(R) et T I’opérateur de multiplication par la fonction p(x) = x, tel que : Te(x) = xp(x)
de domaine

D(T) = {p € L2(R), xp € L2R)),

alors D(T) est dense dans L*(R) et T est auto-adjoint donc

op(T) = ¢,
o (T) =R,
o(T) = ¢,
o(T) = C/R.

Définition 2.13.
Le rayon spectrale de T est :

r(T) = sup |1],
Aeo(T)

(avec la convention usuelle que r(T) = —co si 0(T) est vide).

Proposition 2.7.

L’ensemble résolvant p(T') est un ouvert de C, sur lequel :

A— p/l(T)a

est analytique et vérifie I’équation résolvante :NA € p(T),Vu € p(T)

PA(T) = pu(T) = (u = Vpa(T)pu(T),

1l est par contre faux que le spectre soit compact ou toujours non vide.
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Proposition 2.8.

Soit T auto-adjoint, alors :

1- Le spectre de T est réel, et on a la majoration
YA € C/R, lloa(Dll < 1/IIm(2)],

2- Le spectre résiduel de T est vide.

Proposition 2.9.

Soit T un opérateur auto-adjoint, le spectre de T est donné par :
o(T) ={1eC/AU, € D(T), |U,ll = 1, Lim[(T — Ud)U,||}.

Remarque 2.7.

1- Si H est de dimension finie n, alors tout opérateur linéaire de H est continu et tout sous-
espace vectoriel de H est fermé.
Donc (T — Ald) est inversible si et seulement si (T — Ald) est injectif ou surjectif.
Le spectre résiduel est donc vide et les valeurs spectrales de T sont donc les valeurs propres

deT.

2- Toute valeur propre est une valeur spectrale : V,(T) C o(T), en dimension finie, nous venons

de voir que cette inclusion est une égalité.
3- 0,(AT) = Ao p(T), 0(AT) = Ao(T), 0 (AT) = Ao (T) et r(AT) = |A|r(T).
2.6 Les opérateurs normaux non bornés

Définition 2.14.

Un opérateur linéaire T dans H est dite normal si T est fermé et a domaine dense et si :

TT" =T"T.
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Proposition 2.10.

Si T un opérateur normal alors :

D(T)=DT") et | TfI=IIT"fII.Vf € D).

2.7 Résolution spectrale des opérateurs auto-adjoints

Le but de cette partie est de décrire un opérateur auto-adjoint d’un espace de Hilbert par des

quantités définies sur son spectre. Les projecteurs orthogonaux jouent un role important.

Définition 2.15.
Une famille spectral (ou résolution de I’identité) sur H est une fonction p : R — L(H), que nous

notons (p,)er VErifiant les propriétés suivantes :
1- p, est une projection pour tout A € R,
2- Sid<u,alors py < py,
3- pour tout x dans H, nous avons :

ﬂll)r/rl{r Pu = DPas
4- pa = 0si A assez petit et p, = Id si A assez grand.
Proposition 2.11.

Soient H un espace de Hilbert complexe, (p,),cr une résolution de l’identité et f € C(R,C). Il

existe un unique opérateur continu T € L(H) tel que, pour tout x € H,

<Tx,x>= f fd < prx,x > .
AR

Cet opérateur continu est auto-adjoint si f est a valeurs réelles et positif si f est a valeurs

positives. Cet opérateur continu sera noté :

T = f fdp,.
AeR
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Théoreme 2.5. (Résolution spectrale)
Soient H un espace de Hilbert et T € L(H), un opérateur auto-adjoint de H. Il existe une seule
résolution de ’identité (p,),cr, appelée la résolution spectrale de T, tel que :
pour tout f € C(o(T))
= sodp.
A€o (T)
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CHAPITRE 3

QUELQUE APPLICATION DE LA
THEORIE SPECTRAL DANS LA
MECANIQUE QUANTIQUE

Dans ce chapitre, nous énongons le théoreme de Stone qui exprime chaque groupe unitaire
fortement continu en fonction d’un opérateur auto-adjoint qui lui est associé, dans le cadre de la
mécanique quantique, nous expliquons bricvement le sens physique de la notion d’opérateur, nous
esquissons ensuite quelques implications physiques du théoréme spectrale pour les opérateurs
auto-adjoints et du théoreme de Stone, nous faisons quelques considérations sur les postulats de
base de cette théorie, puis nous discutons le cas d’une particule ponctuelle dans I’espace réel

unidimensionnel.
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3.1 Théoréme de Stone

Nous abordons dans cette section les groupes unitaires a un parametre et le théoréme de Stone.
Ce résultat mathématique possede une tres belle interprétation en mécanique quantique que nous
discutons au partie suivante. Nous commengons par définir la notion de groupe unitaire sur un

espace de Hilbert.

3.1.1 Groupe unitaire (a un parametre)

Il n’est pas toujours facile de vérifier qu’un opérateur donné est auto-adjoint (un critere bien

connu est de trouver un groupe unitaire généré par un opérateur auto-adjoint).

Définition 3.1.
Soit H un espace de Hilbert, on appelle groupe a un parametre une famille (U,),cr d’opérateurs

unitaires de L(H) tel que :
i) Uy =1d,

ii) pourtous s,t € R, ona:

Usir = U U,

Un groupe unitaire a un parametre est dit fortement continu si :

Pour tout x € H, la fonction

Ux:R — H

t » Ux

est continue, c’est-a-dire :

IimU,x = U,x,Vs,t € R.

st

Observer aussi que, si nous demandons a un groupe unitaire (U,),r faiblement continu, dans le
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sens ou pour tous x,y € H, la fonction

<Ux,y>R — R

I > < Ut-x’y>

est continue.

Remarque 3.1.
1l découle directement de la définition d’'un groupe unitaire que pour tout groupe unitaire (U,),cr
nous avons :

(Ut)>k = (Uz)_l-

Si T est un opérateur auto-adjoint de H, alors la famille U, = ¢ est un groupe a paramétre,

la réciproque est connue sous le nom de Théoreme de Stone. Si (U,),r €st un groupe a un

paramétre, alors il existe un opérateur T auto-adjoint de H, tel que U, = €.

Définition 3.2.
Soit (U,)ier un groupe fortement continu d’opérateurs unitaires. Le générateur infinitésimal de

(U))ser est l'opérateur T défini sur le domaine :

1 U(x) -
D(T) = (x € H.tim ~ 2 =% prisre.
=0 [ t
par:
1 _
Tx = lim T—U’(xt) X Vx e D).
t—0 1

Théoréme 3.1.

Soit T un opérateur auto-adjoint sur H et (py).cr sa famille spectrale, la formule
U, =¢"T = fe’“dpﬁ,\?’t eR,

définit un groupe unitaire fortement continu dont le générateur infinitésimal égale iT.
En outre, si x € D(T), alors :

U,x € D(T),Vt € R,

«51)



% CHAPITRE 3. QUELQUE APPLICATION DE LA THEORIE SPECTRAL DANS LA
MECANIQUE QUANTIQUE

Remarque 3.2.

Pour un opérateur non borné T, le cas f(T) = €'l est spéciale et existe toujours : c’est le

théoréme de Stone.

3.1.2 Théoreme de Stone

Nous abordons dans cette partie le Théoreme de Stone.

Théoreme 3.2.
Soit (Uy)er un groupe unitaire fortement continu, il existe un unique opérateur auto-adjoint T

tel que :
U =" VteR.

Pour la preuve de cette théoreme voir [2]pages :58 — 59 — 60 — 61.

3.2 Evolution en mécanique quantique

Nous exposons dans ce section une interprétation donnée par la physique quantique des
résultats établis dans le section précédent.
Dans la premiere partie, nous montrons en quoi les résultats du section précédent contribuent a
la formalisation de cette théorie physique.

Dans la deuxieme partie, nous abordons une application simple du Théoréeme de Stone.

3.2.1 Postulats de la mécanique quantique

La mécanique quantique étudie des systemes physiques appelés dans ce cadre systemes
quantiques. Une configuration d’un systéme quantique a un instant donné est appelée un état.
Une grandeur physique mesurable (associée a un appareil de mesure) d’un systeme donné est

appelée une observable.
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Les postulats

Sur une base expérimentale, certaines considérations sur la structure des états et des obser-
vables pour un systeme quantique peuvent €tre faites, il en découle les postulats suivants pour
tout systéme quantique.

Postulat I

A tout instant, 1’état du systéme est représenté par un vecteur ¢ # 0, d’un espace de Hilbert
complexe séparable H.

De plus, pour tout ¢ € C \ {0}, le vecteur cy représente le méme état que le vecteur y .
Postulat 11

Tout observable 7~ est représentée par un opérateur auto-adjoint 7.

Postulat I11

Le résultat d’une mesure de 1’observable 7 ne peut €tre qu’un nombre réel A, valeur propre de
I’opérateur 7.

Postulat IV

Si le systeme est dans 1’état ¢ a I’instant ¢, alors la probabilité d’obtenir la valeur A lors de la

mesure de I’observable 7~ a I’instant 7 est donnée par :

<y, Py >

P de 7 vaut 1} = )
ropy{ mesure de 7 vaut A} PIATES

ou P, est la projection sur le sous-espace propre de T associé a A.
Postulat V
La valeur moyenne, prise sur un grand nombre de systemes identiques préparés dans le méme

état de I’observable 7 est donnée par :

<y, Ty >
<y >

Postulat VI
Si le systeme est dans 1’état , alors immédiatement apres la mesure de 7 ayant donné la valeur
A, le systeme est dans 1’état ¢ = P,y et ¢ est donc un vecteur propre de 7" associé a la valeur

propre A.
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Postulat VII

Il existe un opérateur auto-adjoint S qui représente 1’énergie du systeme et tel que 1’évolution

temporelle est donnée par I’équation de Schrodinger :

. d
th = E’/’z =Sy,

ou i, représente 1’état du systeme a I’instant 7 et / est la constante de Planck.

Distribution des valeurs d’une observable

Considérons un systeme quantique et notons H 1’espace de Hilbert séparable des états,
le systeme est dans I’état € H \ {0} normalisé, c’est-a-dire : ||| = 1, nous intéressons a

une observable 7 représentée par un opérateur auto-adjoint 7', nous notons (p,),cr la famille

T = f/ldp)

La valeur moyenne de I’observable 7, définie dans le Postulat V, peut s’écrire :

spectrale de T de sorte que :

<T >y=< v, Tl,[/ >= f/id/l”p/lwnz.
La fonction :
A padll? =< pap, & >,

représente donc la fonction de distribution de I’observable 7 pour le systeme dans 1’état . Par
conséquent :

Propy{mesure de7” < A} =< p, ¢ >,

et

Propy{mesure de7” € [a, b]} =< (pp+o — p IV, ¥ > .
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En outre, nous avons :

< (Pavo — POV Y >,

0 si A n’est pas valeur propre de T,

Propy{mesure de7 = A}

< Py, > si Aest valeur propre de 7.

ou P, est le projecteur sur le sous-espace propre associé a A, dans le cas ou A est valeur propre
deT.
Les Postulats III et IV peuvent donc étre vu comme des conséquences du Postulat V et du

théoreme spectrale.

Evolution temporelle

L’opérateur S du Postulat VII est appelé Hamiltonien du systeme, il représente I’observable
d’énergie. Nous disons que le temps est homogene pour le systeme si ’hamiltonien S est
indépendant du temps.

De facon plus générale, le temps est homogene pour le systeéme si son évolution temporelle est
donnée par un groupe unitaire fortement continu (U,),cr, dans le sens ou si a I’instant = 0, le

systéme se trouve dans 1’état v, alors I’état du systeme a I’instant ¢ est donné par :

Uy = Utlﬁo~

L’existence de I’hamiltonien S est alors assurée par le théoreme de Stone. En effet, selon ce
théoreme, le générateur infinitésimal G du groupe continue unitaire {U,} g est tel que iG est un

opérateur auto-adjoint. Il a pour domaine :
1 .
DG)={xeH| hn(} Z(Ul — Id)x existe},
ad

et il est défini par :

1
Gx = lirg ;(Ut — Id)x, pour tout x € D(G).
11—
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En définissant alors I’opérateur auto-adjoint
H =ihG,
nous trouvons 1’équation de Schrodinger :
d .1 .1 i
E% = ltl_r}()l E(th - = ltl_r}(} E(Uh —Id) Uy = —EH%

Toujours dans le cas ou le temps est homogene, nous vérifions que la valeur moyenne de

I’observable énergie représentée par 1’hamiltonien S est une constante du mouvement, si :
Vv e DH)= Uy € D(H),Vt € R.
En outre, par le théoreme de Stone, nous avons :
UHY = HUY, Yy € D(H).
Par conséquent, si ¢, € D(H), nous avons pour tout € R :
< H >y=<y, HYy >=< Uppo, HU o >=< Uppo, U HYro >=< o, Hppy >=< H >, .

L’idée selon laquelle a chaque groupe continu de symétrie d’un systeéme physique correspond
une quantité conservée par 1’évolution temporelle est un principe tres générale en physique.
3.2.2 La particule ponctuelle dans R

Dans le cas d’un systeme formé par une particule ponctuelle dans R, nous étudions a I’aide
du théoreme spectral et du Théoreme de Stone les observables de position et de quantité de

mouvement.

Une « particule ponctuelle » dans 1’espace unidimensionnel R est un systéme quantique caracté-

risé par les observations suivantes :
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1- A tout ensemble A C R, il est possible d’associer un appareil de mesure, ¢’est-a-dire : une
observable P, représentée par un opérateur auto-adjoint P,, appelée « détecteur de particule

», prenant la valeur O ou 1 selon que la particule se trouve ou non dans 1’ensemble A.

2- L’ensemble des opérateurs P,, avec A C R, constitue une famille d’opérateurs symétriques

qui commutent.

3- A tout élément a € R, il est possible d’associer une translation sur les appareils de mesure :

TaPA :PA—a-

A—a={xeR|x+acA}.

Cette approche passive admet un équivalent actif, dans le sens ou la translation peut aussi

étre vue comme une opération sur les états du systeme :

Uy =Va, Y eH.

4- Les seuls observables qui commutent avec tous les P, sont les fonctions de ceux-ci.

Un espace de Hilbert séparable qui réalise les conditions 1) a 4) est I’espace L2(R, ). L obser-

vable détecteur P, est représentée par la projection :

(Ppy)(x) = xa()P(x).

Pour tout ¢ € H et pour x € R.

Interprétation de la fonction d’état y/
La « fonction d’ondes » normalisée caractérise un état de la particule ponctuelle. Il suit du

Postulat V que la valeur moyenne de I’observable $5, qui n’est autre que la probabilité de trouver
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la particule dans A lorsqu’elle se trouve dans I’état, est donnée par :
< Py >=<y, Pry >= f |y I* dp.
A

La fonction | ¢ |* représente donc la densité de probabilité d’observer la particule sachant qu’elle

se trouve dans 1’état représenté par i .

I’observable position
Forts de I’interprétation probabiliste de la fonction | ¢ |*, nous pouvons écrire la valeur moyenne
de la position d’une particule ponctuelle sur R dans I’état normalisé représenté par ¢ € LR, u) \

{0}, ll¥]l = 1, comme I’espérance mathématique :

<X>w

f * 10 [ duc),

R

f (P (x)du(x),
R
< Xy, > .

ou X est I’opérateur auto-adjoint défini par :

Xy)(x) = xp(x), xe€R.

Sur le domaine :

D(X) = {y € LX R, p), x — xp(x) € LX(R, p)}.

Observable quantité de mouvement
Il découle du Premier Principe de la Thermodynamique que la quantité de mouvement est une
grandeur extensive associée au groupe des translations dans 1’espace (dans notre cas sur R), qui

est conservée si I’espace est homogene, ¢’est-a-dire : si le systeme est invariant par rapport aux
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translations de I’espace. Forts du théoreme de Stone, nous pouvons déterminer le générateur
infinitésimal du groupe des translations de R.
A tout élément € R, il est possible d’associer une transformation sur les états de la particule

comme stipulé par la condition 3. Elle est donnée par :

Uv)(x)=v,(x) =v(x—-1t), xeR.

11 est facile de voir que la famille d’opérateurs (U,),cr forme un groupe unitaire fortement continu
sur £%(R, i). En vertu du théoréme de Stone, nous savons qu’il existe un opérateur auto-adjoint
T de sorte que :

U, =", ¥t eR.
De plus, ’opérateur T est tel que iT est le générateur infinitésimal de (U,),cr et donc
} d o1
iTy = d—lz:oUﬂJ/ =lim —(U, - 1d)y, ¢ € D(T).
t t—0 f
Par conséquent,Pour y € D(T) :

-l

[ =0
L P =0 -

1 -0 —t

(Ty)(x)

1. yx—0 -y
m " ,

Pour des questions de dimensions physiques, I’opérateur P représentant 1’observable quantité de

mouvement se définit alors par :

hd
Y(x) VxeR,Pourtouty € D(T),
X

(PY)(x) = I

de sorte que :

1 _igp
T:—EP,etUa:e T Ya e R.
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Résume

Dans ce mémoire on donne quelque application de la théorie spectrale dans la mécanique
quantique. On utilise les opérateurs linéaires, groupe a un parametre et Théoreme de Stone.
On donne au chapitre premier des généralités sur les opérateurs linéaires bornés, au chapitre
deuxiéme une contre partie des opérateurs non bornés, une exposition de la théorie spectrale et
aussi considérée.

Mots-clés : Mécanique quantique, Opérateur, Espace de Hilbert, Théorie Spectrale.

Abstract

In this memory we give some application of spectral theory in quantum mechanics. Using linear
operators. a group setting and Stone Theorem. It gives the first chapter on generalities about
linear operators in Chapter against a second portion of unbounded operators, an exhibition of
spectral theory and also considered.

Keywords : Quantum mechanics, Operator, Hilbert space, Spectral Theory .
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