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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Le sujet traité dans ce mémoire concerne le problème de programmation dit d’opti-

misation sous contraintes semi-définie, encore appelé problème SDP. Cette appellation est

une conséquence de la terminologie anglaise SemiDefinite Programming. Ce problème est

une extension naturelle de la programmation linéaire dans le sens où les variables sont des

matrices symétriques semi-définies positives au lieu d’être des vecteurs. Ce qui explique

d’ailleurs le transport du savoir faire de la programmation linéaire à la programmation

semi-définie. L’étude de ce problème a commencé dés le début des années 60 en tant que

problème mathématique non linéaire, il existe alors très peu de résultats publiés et ils

sont principalement d’ordre théorique.

Depuis les années 90, grâce notamment aux travaux fondateurs de ALIZADEH, NE-

MIROVSKI, NESTEROV [4] entre autres, les méthodes de points intérieurs ont pu être

étendues à la résolution de problèmes SDP tout en gardant la plupart des bonnes pro-

priétés qui avaient été observées pour les programmes linéaires. En fait, de nombreux

résultats sur les programmes linéaires, notamment en termes de dualité et d’optimalité,

ont été étendus aux problèmes SDP.

Il a résulté de tout cela un grand nombre de domaines dans lesquels les problèmes

SDP ont trouvé des applications. On cite : Optimisation combinatoire, Optimisation non

linéaire, Théorie des graphes, commande robuste, etc,...

Actuellement, le problème (SDP) constitue l’un des sujets de recherche le plus convoité

dans le domaine de l’optimisation numérique. Le but étant de développer une méthodolo-

gie adéquate. A ce propos, il est impératif de traiter des questions ouvertes, déjà étudiées

iii



v INTRODUCTION GÉNÉRALE

au niveau de la programmation linéaire : Initialisation, pas de déplacement, coût excessif

de l’itération, qui sont ici plus complexes en raison de la structure complexe du problème.

proposons dans ce mémoire une approche barrière logarithmique dans laquelle, on

introduit une procédure originale pour le calcul du pas de déplacement basée sur les fonc-

tions majorants : On obtient une approximation explicite entrainant une décroissance

signifiante de l’objectif, de plus elle est économique et robuste, contrairement aux mé-

thodes classiques de recherche linéaire.

Présentation du mémoire :

Ce mémoire est réparti en trois chapitres, le premier chapitre présente un rappel des

notions fondamentales : L’analyse convexe, quelques rappels d’optimisation, et la program-

mation linéaire. Le deuxième chapitre, nous présentons des notions de la programmation

semi définie positive. Enfin, nous terminons le troisième chapitre par l’introduction des

fonctions majorantes qui constituent l’originalité de notre étude, ce chapitre est étayé

par des expérimentations numériques. Notre travail ouvre des perspectives pour d’autres

classes de problèmes avec autres types de méthodes.

GivH



CHAPITRE 1

AMÉLIORATION DES ALGORITHMES

PROJECTIFS POUR LA

PROGRAMMATION LINÉAIRE

Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons brièvement quelques notions fondamentales sur

l’analyse convexe, rappel d’optimisation et quelques notions en programmation

linéaire.

1
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1.1 Préliminaires

1.1.1 Analyse convexe

Définition 1.1.

Un ensemble K ⊂ Rn est dit convexe si :

∀ x, y ∈ K, ∀λ ∈ [0, 1], λx+ (1− λ)y ∈ K

Autrement dit, un ensemble convexe contient toujours le segment de droite joignant deux

points quelconques x, y ∈ K.

Sachant que :

[x, y] = {λx+ (1− λ)y ∈ K / 0 ≤ λ ≤ 1}

Définition 1.2.

Un ensemble K ⊂ Rn est dit affine si :

∀x, y ∈ K, ∀λ ∈ R, λx+ (1− λ)y ∈ K

Remarque 1.1.

Tout ensemble affine est convexe. La réciproque est fausse.

Définition 1.3.

On dit qu’une fonction f : K ⊂ Rn → R, définie sur un ensemble convexe K, est convexe

si elle vérifie :

∀x, y ∈ K, ∀λ ∈ [0, 1], f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

On dit qu’une fonction f est strictement convexe sur un ensemble convexe K :

∀x, y ∈ K, x 6= y,∀λ ∈]0, 1[, f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y)

G2H
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Définition 1.4.

La fonction f est dit affine si :

∀λ ∈ R, f(λx+ (1− λ)y) = λf(x) + (1− λ)f(y)

Définition 1.5.

Un ensemble K est un polyèdre si :

K = {x ∈ Rn : ptix ≤ αi, i = 1, . . . ,m}

Où pi est un vecteur non nul de Rn et αi est un scalaire pour i = 1, . . . ,m.

1.1.2 Rappels d’optimisation

Un problème d’optimisation est présenté par la forme suivante :

(PC)

 min f(x)

x ∈ C
(1.1)

1.1.2.1 Optimisation sans contraintes

Un problème d’optimisation sans contrainte est présenté par la forme suivante :

 min f(x)

x ∈ Rn
(1.2)

I Résultat d’existence-unicité

Théorème 1.1. Existence
Si f une fonction propre, continue et coercive sur Rn Alors (1.2) admet au moins une

solution.

Théorème 1.2. Unicité
Soit f strictement convexe. Alors la solution optimale de (1.2) si elle existe, est unique.

G3H
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I Condition d’optimalité

Soit f : Rn → R est une fonction deux fois différentiable.

Théorème 1.3. Conditions nécessaires d’optimalité
Soit x∗ ∈ Rn un minimum local du problème (1.2).

1. Condition nécessaire de première ordre si : f est différentiable en x∗ alors :

∇f(x∗) = 0

2. Condition nécessaire de second ordre si : f est deux fois différentiable au

point x∗, alors :

∇2f(x∗) = ∂2f(x∗)
∂xi∂yi

est une matrice semi-définie positive.

∇2f(x∗) ≥ 0⇐⇒ xt∇2f(x∗)x ≥ 0,∀x ∈ Rn

Théorème 1.4. Conditions suffisantes d’optimalité
Soit f : Rn −→ R, f ∈ C2. On suppose que :

1. ∇f(x∗) = 0.

2. ∇2f(x∗) est une matrice semi-définie positive, i.e ∀x ∈ Rn, xt ∇2f(x∗) x > 0.

Alors x∗ est un point minimum local.

Proposition 1.1. Condition nécessaire et suffisantes cas convexe
Soit f une fonction convexe de classe C2, définie sur Rn et x∗ un point de Rn. Alors, x∗

est un minimum local (global) de f si et seulement si ∇f(x∗) = 0 et ∇2f(x∗) > 0.

1.1.2.2 Optimisation avec contrainte

Un problème d’optimisation avec contrainte est présenté par la forme suivante :

(PC)′
 min f(x)

x ∈ C
(1.3)

Où C est l’ensemble des contraintes.

G4H
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I Résultat d’existence-unicité

Théorème 1.5. Existence
Soit f : C ⊂ Rn −→ R une fonction continue sur un ensemble C, et si C fermé non vide.

On suppose que :

1. C est borné.

2. C et non borné et lim
‖x‖→+∞

f(x) = +∞ (on dit alors que f est coercive).

alors f possède au moins un point minimum sur C.

Théorème 1.6. Unicité
Soit f une fonction strictement convexe sur C, et C convexe. Le minimum de f sur C,

s’il existe, est unique.

I Condition d’optimalité

� Condition d’optimalité du première ordre

Considérons le problème (1.3) :

C = {x ∈ Rn/gi(x) = 0 , i = 1, . . . , p , hj(x) ≤ 0 , j = 1, . . . , q}

• Tel que les contraintes gi(x) = 0 sont appelées ”contraintes d’égalité” et les contraintes

hj(x) ≤ 0 sont appelées ”contraintes d’inégalité”.

• Un point x de C est une solution réalisable (ou admissible) de (1.3).

Théorème 1.7. Condition nécessaire du première ordre
Si f est une fonction différentiable et si C est un convexe fermé, alors toute solution x∗

de (1.3) vérifiant les conditions nécessaire d’optimalité de premier ordre :

f(x)− f(x∗) ≥ ∇f(x∗)t(x− x∗), ∀x ∈ C (1.4)

Théorème 1.8. Condition NS du première ordre dans le cas convexe
Soit f une fonction convexe différentiable, et C convexe fermé de Rn, soit x∗ un point de

C. La condition (1.4) est nécessaire et suffisante pour x∗ est une solution de (1.3). x∗ un

point minimum de f sur C.

G5H
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I Condition de qualification

Nous présentons trois conditions de qualification ou de régularité.

F (CQ1) C est un polyèdre convexe :

C’est le cas lorsque les fonctions gi et hj sont affines.

F (CQ2) condition de Slater :

La condition de qualification des contraintes de Slater est comme suit :

1) Les fonctions gi sont convexes et les fonctions hj sont affines.

2) Il existe x̊ tel que gi(̊x) = 0 et hj (̊x) < 0;∀i, j.

F (CQ3) condition de Mangasarian-Fromowitz :

Définition 1.6. (Régularité)
On dit que le point x∗ est régulier pour les contraintes g et h si :

• x∗ est réalisable g(x∗) = 0, h(x∗) ≤ 0.

• Et si les vecteurs ∇gi(x∗),∇hj(x∗), 1 ≤ i ≤ p, j ∈ I(x∗) , sont linéairement indé-

pendants.

• Il existe d 6= 0 ∈ Rn tel que 〈∇gi(x∗), d〉 = 0 pour i = 1, . . . , p et 〈∇hj(x∗), d〉 < 0

pour ∀j ∈ I(x∗).

On assoie le problème suivent :

min f(x)

gi(x) = 0, i = 1, . . . , p

hj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , q

µj ≥ 0, j = 1, . . . , q

µjhj(x) = 0, j = 1, . . . , q

La fonction L : Rn × [0,∞[p×Rq −→ R définie par :

L(x, λ, µ) = f(x) +
p∑
i=1

λigi(x) +
q∑
j=1

µjhj(x)

est appelée le ” LAGRANGIEN ”.
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I Théorème de KKT

Le théorème suivant de Karush-Kuhn-Tuker-Lagrange donne une condition né-

cessaire d’optimalité :

Théorème 1.9.

Supposons que les fonctions f , gi, hj sont C1 dans un voisinage de x∗ ∈ C et que les

contraintes vérifient une condition de qualification. Si f est un minimum local en x∗ sur

C alors ∀λ∗ ∈ Rp et ∃µ∗ ∈ Rq tel que :

∇xL(x∗, λ∗, µ∗) = ∇f(x∗) +
p∑
i=1

λ∗i∇gi(x∗) +
q∑
j=1

µ∗j∇hj(x∗) = 0

∇λL(x∗, λ∗, µ∗) = gi(x∗) = 0

∇µL(x∗, λ∗, µ∗) = hj(x∗) ≤ 0

µ∗j ≥ 0, µ∗j∇µL(x∗, λ∗, µ∗) = µ∗jhj(x∗) = 0

Les quantités λi et µj sont appelées multiplicateur de Karush-Kuhn-Tuker.

Lorsque le problème est convexe ( f et gi convexes et hj affines ) on a la condition

suffisante d’optimalité.

Théorème 1.10.

Supposons que les fonctions f , gi sont C1 dans un voisinage de x∗ ∈ C, convexes et que

les fonctions hj sont affines. Si ∃λ∗ ∈ Rp et µ∗ ∈ Rq tel que :
∇f(x∗) +

p∑
i=1

λ∗i∇gi(x∗) +
q∑
j=1

µ∗j∇hj(x∗) = 0

gi(x∗) = 0

µ∗j ≥ 0, hj(x∗) ≤ 0, µ∗jhj(x∗) = 0

alors f est un minimum local en x∗ sur C.
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1.2 Programmation linéaire

La programmation linéaire constitue la pierre angulaire de toute la recherche opé-

rationnelle. Il faut bien sûr éviter de forcer tout modèle à être linéaire. Par contre, un

très grand nombre de modèles constituent des extensions de programmes linéaires. Elle

peut se définir comme une technique mathématique permettant de résoudre des problèmes

de gestion et particulièrement ceux où le gestionnaire doit déterminer, face à différentes

possibilités, l’utilisation optimale des ressources de l’entreprise pour atteindre un objectif

spécifique comme la maximisation des bénéfices ou la minimisation des coûts.

1.2.1 Formulation d’un programmation linéaire

Un programme linéaire (PL) peut être écrit sous l’une des deux formulation suivantes :

a) Forme canonique :


min ctx = z

Ax ≥ b

x ≥ 0

(1.5)

où A est une matrice (m× n), c ∈ Rn et x un vecteur inconnu dans Rn et b ∈ Rm.

De nombreux modèles d’application se ramènent de manière naturelle à cette forme

qui se prêté mieux à l’analyse théorique.

b) Forme standard :


min ctx = z

Ax = b

x ≥ 0

(1.6)

C’est la forme à laquelle on se ramène le plus souvent à cause de sa convenance pour

l’analyse théorique et le traitement numérique.

G8H
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Tell que pour les deux formes de PL est :

• b ∈ Rm, est le second membre, avec bi ≥ 0,∀i = 1, ...,m.

• ctx =
n∑
j=1

cjxj, est la fonction objectif .

1.2.1.1 Exemple

Un menuisier désire fabriquer des tables et des chaises et des tabourets. Il dispose de

50 unités de bois et 90 heures de travail. La fabrication d’une table nécessite 10 unités de

bois et 15 heures de travail. Celle d’une chaise, 5 unités de bois et 10 heures de travail.

Cependant la fabrication d’un tabouret 1 unité de bois et 2 heures de travail. Une table

vendue procure au menuisier un profit de 1000 DA ; une chaise, un profit 400 DA. La

vente d’un tabouret procure au menuisier un bénéfice de 250 DA. Combien de tables, de

chaises et de tabourets doit-il alors fabriquer pour maximiser son profit ?

Formulation mathématique de l’exemple

Pour set exemple, on identifie trois variables X1, X2 et X3.

X1 : nombre de tables

X2 : nombre de chaises

X3 : nombre de tabourets

Il y a une contrainte rattachée au bois et une autre au temps de travail, d’où les

inégalités :

 10X1 + 5X2 +X3 ≤ 50

15X1 + 10X2 + 2X3 ≤ 90

Les variables sont non négatives :

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0 et X3 ≥ 0

La fonction objective F est à maximiser et s’écrit :

maxF = 1000X1 + 400X2 + 250X3

G9H
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Comme la fonction objective s’exprime par une équation linéaire et les contraintes s’ex-

priment par des inéquations linéaires par rapport aux variables de décision, ce problème

est aussi un modèle de PL.

maxF = 1000X1 + 400X2 + 250X3

Sous les contraintes :


10X1 + 5X2 +X3 ≤ 50

15X1 + 10X2 + 2X3 ≤ 90

X1 ≥ 0 , X2 ≥ 0 et X3 ≥ 0.

Dans cet exemple, on a trois variables de décision (n = 3) et deux contraintes (m = 2).

1.3 Dualité en Programmation Linéaire

La dualité est un notion essentielle en programmation mathématique en particulier en

programmation linéaire. A un problème de PL appelons le primal. l’opération de dualité

associe un autre problème de PL son dual qui ne sera défini qu’a l’aide des seules données

du problème primal. La dualité présente un double internet :

• d’autre part, le problème dual a une interprétation économique importante : il constitue

une autre vision du problème initial, le primal.

• d’autre part, des propriétés mathématiques simples est fortes , lient les deux problèmes

primal et dual.

1.3.1 Définition du problème dual

La dualité associé à tout problème linéaire un autre problème linéaire qui est appelé

problème dual du problème initial : par opposition le problème initial est appelé problème

primal.

G10H



v CHAPITRE 1. AMÉLIORATION DES ALGORITHMES PROJECTIFS POUR LA
PROGRAMMATION LINÉAIRE

Soit le programme linéaire écrit sous forme standard :

(P )


min ctx

Ax = b

x ≥ 0

On appelle dual (P ), le programme linéaire :

(D)


max bty

Aty ≤ c

y ∈ Rm

qui est équivalent au problème suivant :

(D)



max bty

Aty + s = c

s ≥ 0

y ∈ Rm

ou s désigne une variable d’écart. Les ensembles des solutions réalisables de (PL) et (D)

seront notés respectivement FP et FD. Ainsi, on a :

FP = {x ∈ Rn, Ax = b, x ≥ 0}

FD =
{

(y, s) ∈ Rm × Rm, Aty + s = c, s ≥ 0
}

• Si l’un des problèmes (PL) ou (D) possède une solution optimale fini, il en est de

même pour l’autre et leurs valeurs optimales sont égale.

• Si l’un des problèmes (PL) ou (D) est non borné, alors le domaine réalisable de

l’autre est vide.
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1.3.2 Exemple

Soit le programme linéaire primal :

(P )



min(2x1 − 3x2)

x1 − x2 ≤ 1

2x1 + 3x2 ≥ 4

x1 + x2 = 3

x1 ≥ 0, x2 ∈ R

Le dual de ce programme s’écrire :

(D)



max(y1 + 4y2 + 3y3)

y1 + 2y2 + y3 ≤ 2

−y1 + 3y2 + y3 = −3

y1 ≤ 0, y2 ≥ 0, y3 ∈ R

Remarque 1.2.

1. Le dual du dual est le primal.

2. Il est utile d’écrire directement le dual d’un programme linéaire mais sous forme

standard ( le transformer en forme canonique). Cette définition de dualité s’étend

donc à travers ces transformations à tout programme linéaire primal écrit ou non

sous forme canonique.

Théorème 1.11. (Dualité faible)
Si x et y sont respectivement des solutions réalisables pour (P ) et (D) alors

ctx ≥ bty

Théorème 1.12. (Dualité forte)
Si x∗ et y∗ sont respectivement des solutions réalisables pour (P ) et (D) telles que

ctx∗ = bty∗

alors x∗ et y∗ sont des solutions optimales pour leurs problèmes respectifs (P ) et (D).
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Théorème 1.13. (Théorème de dualité )

• Si l’un des problèmes (P ) et (D) admet une solution optimale, il en est de même pour

l’autre et leur valeurs optimales correspondantes sont égales.

• Si l’un des deux problèmes à une valeur optimale non bornée, l’autre n’a pas de solution

optimale.

1.4 Résolution d’un programme linéaire

La solution d’un programme linéaire est toujours atteinte en un sommet (point ex-

trémal) de la région admissible, c-à-d : un point réalisable satisfaisant exactement (m)

contraintes linéairement indépendantes.

1.4.1 L’aidée générale sur La méthode du simplexe

Cette méthode est une procédure qui examine les points extrémaux (réalisables) d’une

façon convenable, le passage d’un sommet à un autre entraine souvent une diminution de

l’objectif si le problème est un problème de minimisation.

La résolution d’un programme linéaire par cette méthode est traditionnellement divisée

en deux phases :

- Etape1 : Est l’étape d’initialisation, elle consiste à chercher un premier sommet réa-

lisable, et peut être posée (de plusieurs manières) sous forme d’un programme linéaire

possédant une solution initiale triviale.

- Etape2 : Construit une suite de sommets adjacents réalisables diminuant la valeur de

l’objectif d’une itération à l’autre. Le nombre de sommets étant fini, la convergence de

la méthode du simplexe vers l’optimum est garantie en un nombre fini d’opérations à

condition que le problème ne soit pas dégénéré (i.e : aucune composante de la solution

réalisable de base n’est pas nulle).
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1.4.2 Méthodes de points intérieurs

Les méthode de points intérieurs comme leur nom l’indique éviteront soigneusement

la frontière de l’ensemble admissible et ne souffriront donc pas de l’aspect combinatoire

inhérent à la méthode du simplexe. Khachiyan (1979) fut le premier à proposer un al-

gorithme dit polynomial, c’est-à-dire dont le nombre d’itérations grandit d’une manière

polynomiale avec la taille du problème. Malheureusement, cet algorithme s’est avéré inef-

ficace en pratique, il a fallu donc attendre les travaux de Karmarkar (1984) pour susciter

un engouement pour les méthodes de points intérieurs. Actuellement, l’importance de ces

méthodes a dépassé le cadre de l’optimisation linéaire et elles sont beaucoup plus utili-

sées dans le cadre de l’optimisation convexe, grâce notamment aux travaux de Nestrov et

Nemirovesky (1994). Actuellement, les méthodes de points intérieurs sont devenues com-

pétitives à la méthode du simplexe surtout pour les problèmes de grande taille (> 1000

variables ou contraintes).

Il y a, principalement, quatre grandes catégories des méthodes de points intérieurs :

- Les méthodes affines.

- Les méthodes projectives.

- Les méthodes de réduction du potentielle.

- Les méthodes de trajectoire centrale.

1.4.2.1 Méthode projective version Ye-Lustig

Malgré sa complexité exponentielle, l’algorithme du Simplexe est resté longtemps

l’algorithme de référence pour la programmation linéaire. La méthode est demeurée sans

compétiteurs sérieux jusqu’en 1984 où un nouvel algorithme polynomial, l’algorithme des

méthodes projectives a été proposé par Narendra Karmarkar aux laboratoires de AT et

T Bell aux Etas Unis. Mais la mise en place et les transformations nécessaires pour ré-

soudre un problème standard de programmation linéaire par la méthode de Karmarkar

sont demeurées secrètes jusqu’en 1985. Cet algorithme a été essentiellement différent de

la méthode du simplexe par le fait que, dans cette dernière, on se déplace en suivant la

frontière du domaine réalisable, alors que pour la méthode de Karmarkar, on progresse
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tout en restant strictement à l’intérieur du domaine réalisable, d’où la connotation "inté-

rieur", et c’était grâce à lui qu’une recherche intense dans les méthodes du points intérieurs

s’est déclenchée et a donné comme résultat une grande variété d’algorithmes de ce type.

L’algorithme de Karmarkar avait un grand intérêt théorique puisqu’il est polynomial , en

effet, il exige un o(n3L) opérations arithmétiques, d’où une complexité totale de o(n4L)

opérations. Karmarkar a même été capable de la réduire à o(n3,5L) en utilisant un pro-

cessus de mise à jour partiel.

Ces méthodes projectives n’ont pas été présentées seulement par Karmarkar mais

aussi par Todd et Burell, Anstreicher, Gay et Ye et Kojima. Ces chercheurs ont suggéré

des modifications de l’algorithme original de Karmarkar afin d’aboutir à un algorithme

très efficace et plus utile dans la pratique. Ces méthodes ont été mise en ouvre hors des

laboratoires Bell par Adler et al, Gill et al, Monma et Morton et Mcshane et al, ces dif-

férentes mise en ouvre ont donné de bons résultats prouvant leur supériorité par rapport

aux autres méthodes (simplexe, ellipsoïde ...).

Dans cette partie on étudie l’approche de Ye-Lustig.

L’approche de Ye-Lustig.

Soit le programme linéaire sous forme standard :

PL


min ctx = z∗

Ax = b

x ≥ 0

où : c, x de Rn , A ∈ Rm×n.

avec l’hypothèse suivante :

H1) La matrice des contraintes A est de plein rang (rg(A) = m < n).

Dans cette méthode, à chaque itération k, on utilise une transformation projective

qui ramène la région admissible polyédrique {Ax = b, x ≥ 0} à un simplexe

Sn+1 =
{
x ∈ Rn+1

+ ,
n+1∑
i=1

xi = 1
}
.
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Cette transformation est définie par :

Ta : Rn
+ −→ Sn+1

Ta(xk) = y =


yi =

xki
ai

1 +
n∑
i=1

xki
ai

, i = 1, ..., n

yn+1 = 1−
n∑
i=1

yi, a ∈ Rn
+

Le problème (PL) devient alors :

Pt


min(Dkc,−z∗)ty

Aky = 0

y ∈ Sn+1 =
{
y ∈ Rn+1, y ≥ 0,

n+1∑
i=1

yi = 1
}
.

Où Ak = [ADk − b] ∈ R(n+1)×m, Dk = diag(xk), matrice diagonale.

Comme le calcul d’une solution optimale d’un programme linéaire, sur une sphère est

évident, on introduit à chaque itération la plus grande sphère inscrite dans le simplexe

Sn+1.

On obtient le sous problème de Pt suivant :

Ps


min(Dkc,−z∗)ty

Aky = 0

‖ y − en+1 ‖2≤ r2 < 1

Où r = 1√
n(n+ 1)

, est le rayon de la sphère.

en+1

n+ 1 = ( 1
n+1 , ...,

1
n+1)t ∈ Rn+1, est le centre de la sphère.

Comme la valeur de z∗ est généralement inconnue, Ye-Lustig approxime z∗ chaque itéra-

tion par des bornes supérieures zk = ctxk > z∗.
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Le problème Ps est remplacé par :

Pk


min(Dkc,−ctxk)ty

Aky = 0

‖y − en+1‖2 ≤ r2 < 1

En utilisant les conditions d’optimalités de KKT relatives au problème (Pk), la solution

optimale est donnée par :

y∗k = en+1

n+ 1 − α
krdk

où αk est le pas de déplacement, 0 < αk < 1.

dk = pk

‖pk‖
, pk est la projection du vecteur coût (Dkc,−ctxk)t sur le noyau de la matrice

Ak.

P k = (I − Atk(AkAtk)−1Ak)(Dkc,−ctxk)t

La vitesse de convergence de cette méthode dépend du calcul de la projection pk, et aussi

du pas de déplacement.

Calcul de la projection

Nous avans

P k = (I − Atk(AkAtk)−1Ak)(Dkc,−ctxk)t

Posons

uk = (AkAtk)−1Ak(Dkc,−ctxk)t

donc

P k = (Dkc,−ctxk)− Atkuk

le calcul de pk dépend ainsi de la manière par laquelle, on résout le système linéaire :

AkA
t
kuk = Ak(Dkc,−ctxk)t

dont la matrice AkAtk est symétrique définie positive.
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H2)

Initialisation

x0 > 0, k = 0.

Tan que ‖d
k‖

|ctx0|
> ε faire

1. Construire Dk = diag(xk), Ak = [ADk,−b], Bk = [Ak, etn]T .

2. Calcul de la projection pk

Pk = [I −Bt
k(BkB

t
k)−1Bk](Dkc,−ctxk)t

3. Normaliser la projection pk

dk = pk

‖pk‖
, r = 1√

n(n+ 1)
4. Calculer l’itéré suivant

yk = en+1

n+ 1 − α
krdk, αk le pas de déplacement

5. Revenir au problème original par T−1
k

xk+1 = T−1
k (yk) = Dky

k[n]
ykn+1

k = k + 1

Fin tant que

Fin algorithme.

Calcul d’une solution initiale strictement réalisable

Un point strictement réalisable de (PL) est une solution du problème :

(PF )

 Ax = b

x > 0

En utilisant la technique de la variable artificielle, le problème (PF) est équivalent au

problème d’optimisation suivant :

(Pλ)


min λ

Ax+ λq = b

x > 0, λ ≥ 0
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tel que : q = b− Aa et a ∈ Rn
+.

(Pλ) est équivalent au programme linéaire :

(P̃ L̃)


min c̃tx̃ = w∗ = 0

Ãx̃ = b

x̃ > 0

où x̃ = (x, λ)t, c̃ = (0, 0, 0, . . . , 1)t ∈ Rn+1, Ã = [A, b− Aa] ∈ Rm×(n+1).

Étant donné que (a , 1) est une solution strictement réalisable de (P̃ L̃) pour tout

a > 0. Alors le calcul de la solution optimale de (P̃ L̃) est donné par la phase 2 de

l’algorithme de Ye-Lustig. L’algorithme correspondant se présente comme suit :

Algorithme d’initialisation

Initialisation

x0 = a, λ0 = 1, x̃ = (x0, λ0) et k = 0

1) Si ‖Ax0 − b‖ ≤ ε Stop ; xk est une solution approximative de (PF).

Sinon aller à l’étape (2)

2) Si λk ≤ ε Stop ; xk est une solution approximative de (PF).

Sinon aller à l’étape (3)

3) Poser Dk = diag(x̃k), B = [A, b− Aa] et r = 1√
(n+ 1)(n+ 2)

Calculer pk = [I −Bt
k(BkB

t
k)−1Bk](Dkĉ, c̃

tx̃k)t

tel que Bk = [BDk,−b] et c̃ = (0, 0, 0, ..., 1)t ∈ Rn+1

calculer yk+1 = en+2

n+ 2 − α
kr

pk
‖pk‖

, x̃k+1 = (yk+1
n+2)−1Dky

k+1[n+ 1]

4) Faire k = k + 1 et retourner à l’étape (2).

Fin
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CHAPITRE 2

MÉTHODE PROJECTIVE DE POINT

INTÉRIEUR POUR LA

PROGRAMMATION SDP

Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions de produit scalaire , les normes,

et effectuons quelques propriétés des matrices symétriques. En fin nous étudions la

programmation semi-définie positive.

2.1 Préliminaires matriciels

Notation : Soit

- Mn(R) = Mn, l’ensemble des matrices carrées de taille n à coefficients dans R.

- Sn(R) = Sn, l’ensemble des matrices symétriques réelles de taille n c-à-d : les matrices

A ∈Mn vérifiant A = At.
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2.1.1 Produit scalaire, norme

Si A,B ∈Mn le produit scalaire de A et B, noté A •B est définit par :

A •B = 〈A,B〉 = Tr(AtB) =
m∑
i=1

m∑
j=1

aijbij = B • A

Où la trace Tr(A) =
m∑

i,j=1
aij est la somme des éléments diagonaux de A.

On la propriété importante suivante :

∀A,B ∈Mn(R),Tr(AB) = Tr(BA)

A ce produit scalaire, on associé une norme dit de Frobenius :

‖A‖F = ‖A‖ =
√
A • A

On utilisera également la norme spectrale :

‖A‖2 =
√
λmax(AtA)

Pour une matrice symétrique A, on obtient facilement les résultats suivants :
‖A‖F = max|λi(A)| (rayon spectral deA)

‖A‖2 = (
m∑

i,j=1
a2
ij)

1
2 = (

m∑
i=1

λi(A)2) 1
2

2.1.2 Matrices (Semi définies positives)

Définition 2.1.

Soit A ∈ Sn(R)

1. A est dite semi-définie positive, et l’on notera A ∈ S+
n (R) ou A ≥ 0 si

∀x ∈ Rn, xtAx ≥ 0.

2. A est dite définie positive, et l’on notera A ∈ S++
n (R) ou A > 0 si

∀x ∈ Rn \ {0}, xtAx > 0.
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Lemme 2.1.

On considère des matrices symétriques Ai ∈ Sni(R). Alors la matrice diagonale par blocs

A =



A1 0 . . . 0

0 A2
. . . ...

... . . . . . . 0

0 . . . 0 Am


est définie positive (resp semi-définie positive) si et seulement si chacune des Ai
est positive.

Notation :

1. S+
n (R) = S+

n = {A ∈ Sn / A � 0}.

2. S++
n (R) = S++

n = {A ∈ Sn / A � 0}.

Proposition 2.1.

Soit B ∈Mn inversible, alors :

A ∈ S+
n ⇔ BtAB ∈ S+

n .

et

A ∈ S++
n ⇔ BtAB ∈ S++

n .

Théorème 2.1.

Soit A ∈ Sn(R). Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. A ∈ S+
n (R) (resp. A ∈ S++

n (R)).

2. λmin(A) ≥ 0 (resp. λmin(A) > 0).

3. ∃P ∈Mn(R), A = P tP (resp. ∃P ∈Mn(R), rg(P ) = n tel que A = P tP ).

Théorème 2.2 (Complément de Schur).

Soient A ∈ S++
m (R), C ∈ Sn(R) et B ∈Mm,n(R). On a alors les équivalences suivantes : A B

Bt C

 > 0⇔ C −BtA−1B > 0

et  A B

Bt C

 ≥ 0⇔ C −BtA−1B ≥ 0
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2.1.3 Les cône

2.1.3.1 Le cône convexe

Définition 2.2.

Un ensemble Sn = Rn
+ est un cône si :

x, y ∈ Sn ⇒ ∀λ ≥ 0 : λ(x+ y) ∈ Sn

Un cône est dit pointé si Sn ∩ (−Sn) = {0n}.

Proposition 2.2.

1. S+
n un cône fermé pointé dans Sn si S+

n ∩ (−S+
n ) = {0n} ( 0n une matrice nulle).

2. S++
n n’est pas un cône car 0n /∈ S++

n .

3. S++
n est l’intérieur de S+

n (c’est l’intérieur relatif ).

On rappelle que Sn ⊂ Rn, Sn 6= ∅, l’intérieur relatif de Sn est :

ri(Sn) = {aff(Sn)/∃ε > 0, (x+ εB) ∩ aff(Sn) ⊆ Sn}

et tel que :

aff(Sn) = {x ∈ Rn / x =
n∑
i=1

λixi, xi ∈ Sn,
n∑
i=1

λi = 1}

B est la boule unité euclidienne de Rn :

B = {x ∈ Rn/‖x‖ ≤ 1}

et si

aff(Sn) = Rn ⇒ ri(Sn) = int(Sn)/int(Sn) = {x ∈ Sn/∃ε > 0, x+ εB ⊆ Sn}

et Sn un convexe de Rn.

4. La structure du cône de S+
n induit un ordre partiel sur Sn dit : “ Ordre de Löwner” :

A � B ⇔ A−B ∈ S+
n (R)

A � B ⇔ A−B ∈ S++
n (R)

(�, � : relation d’ordre partiel).
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Proposition 2.3.

Soient A,B ∈ S+
n . Alors :

1. A+B ≥ B.

2. A 1
2BA

1
2 ≥ 0.

( si A ∈ Sn ⇒ ∃! M ∈ S+
n /A = M2 de plus M commute avec A et vérifie

rg(A) = rg(M)⇒M = A
1
2 ).

3. Tr(AB) ≤ Tr(A)Tr(B).

4. Les valeurs propres de la matrice AB sont positives.

Lemme 2.2.

1. Soient A,B ∈ S+
n . Alors A •B ≥ 0.

De plus, on a l’équivalence suivante : A •B = 0⇔ AB = 0.

2. Soient A,B ∈ S+
n . Alors :

λmin(A)λmax(B) ≤ λmin(A)Tr(B) ≤ A •B ≤ λmax(A)Tr(B) ≤ nλmax(A)λmax(B)

2.1.3.2 Cône des matrices symétriques positives

Définition 2.3.

Espace vectoriel des matrices symétriques :

Sn = {A ∈ Rn×n/A = At}

Cône des matrices symétriques positives de dimension n :

S+
n = {A ∈ Sn/A � 0}

Ici � ordre de Löwne, ou des formes quadratiques associées :

A ≤ B ⇐⇒ xtAx ≤ xtBx, ∀x ∈ Rn

Le cône S+
n est convexe et fermé et on a (λmin plus petite valeur propre) :

A ≥ 0⇔ λmin(A) ≥ 0
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2.1.3.3 Cône de Lorentz

Définition 2.4.

Ensemble de Rn défini par :

Sn = {x ∈ Rn, xn ≥
√
x2

1 + . . .+ x2
n−1}

En dimension 3 : forme d’un ”cornet de glace”.

Si n = 2, on peut identifier S+
2 au cône de Lorentz de dimension 3, utilisant les matrices

de Pauli

A = x

 1 0

0 1

+ y1

 1 0

0 −1

+ y2

 0 1

1 0

 , x, y1, y2 ∈ R

constatant que

λmin(A) ≥ 0⇔ x ≥
√
y2

1 + y2
2.

Le cône des matrices SDP 2× 2, S+
2 , coïncide avec le cône de Lorentz.

2.1.3.4 Cône de récession

Soit C un convexe non vide de Rn et a ∈ C, on pose

C∞(a) = {d ∈ Rn/a+ λd ∈ C, ∀λ > 0}

Alors C∞(a) est un cône convexe non vide. En général, C∞(a) dépend de a.

Définition 2.5. On appelle cône de récession (ou asymptote) de C l’ensemble

C∞ =
⋂
a∈C

C∞(a)

Un élément d ∈ C∞ est appelée direction de récession.

2.1.3.5 Le cône polaire

Définition 2.6.

Le cône polaire S∗n d’un cône Sn est l’ensemble :

S∗n = {y /∀x ∈ Sn, x • y ≥ 0}
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Lemme 2.3.

(S+
n (R))∗ = S+

n (R).

Ce lemme est équivalent au théorème de la trace de Fejer, que nous donnons en

corollaire :

Corollaire :

A ∈ S+
n (R)⇔ ∀B ∈ S+

n (R), A •B ≥ 0.

2.1.4 Formulation du problème

Les programmes semi définis généralisent la programmation linéaire au cône des ma-

trices semi définies positives. Un programme semi défini (SDP) s’écrit :

(SDP )


minC.X = Tr(CtX)

Ai.X = bi, i = 1, . . . ,m

X ∈ S+
n (R)

(2.1)

ou : C,Ai ∈Mn, b = (b1, b2, . . . , bm)t ∈ Rm.

La programmation semi-définie est un cas particulier de la programmation conique, et une

généralité de la programmation linéaire, ici on manipule des matrices au lieu des vecteurs.

Effectivement on peut ramener un problème de programmation linéaire en un problème

de programmation semi-définie. Pour ce fait, soit le programme linéaire suivant :

(PL)


min ctx

Ax = b

x ≥ 0, x ∈ R

posons

C =


c1 0 · · · 0

0 c2 · · · 0

0 0 · · · cn

 , X =


x1 0 · · · 0

0 x2 · · · 0

0 0 · · · xn



Ai =


ai1 0 · · · 0

0 ai2 · · · 0

0 0 · · · ain

 , bi = bi
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on a donc : 
ctx =< C,X > = Tr(CtX)

Ax = b ⇔ Ai.X = bi, i = 1, . . . ,m

x ≥ 0 ↔ xi ≥ 0 ∀i⇒ X ≥ 0

d’où :

(PL)⇔


min ctx

Ax = b

x ≥ 0, x ∈ R

⇒


minC.X

Ai.X = bi, i = 1, . . . ,m

X � 0

⇔ (SDP )

De plus l’ensemble des contraintes vérifiant X � 0 est infini contrairement à la program-

mation linéaire ou il est fini (x � 0).

Exemple

La programmation linéaire est un cas particulier de la programmation semi définie :

(PL)


min x1 + 3x2

2x1 − x2 = 1

5x1 + 7x2 = −6

⇐⇒ (SDP )


min x1 + 3x2 2x1 − x2 − 1 0

0 5x1 + 7x2 + 6

 = 0

2.2 Dualité en programmation semi-définie

La dualité en SDP est très similaire à la dualité classique en programmation linéaire

à quelques différences prés.

Soit le problème SDP linéaire primal sous la forme standard :

(SDP ) mp = min
x

[
〈C,X〉, 〈Ai, X〉 = bi, i = 1, . . . ,m,X ∈ S+

n

]
Pour obtenir le problème dual de SDP, on considère la fonction Lagrangienne :

q(y) = min
x∈S+

n

[
〈C,X〉+

m∑
i=1

(bi − 〈Ai, X〉)yi, y ∈ Rm

]

d’où

max
y∈Rm

q(y) = max
y∈Rm

min
x∈S+

n

[
〈(C −

m∑
i=1

yiAi), X〉+
m∑
i=1

biyi

]
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donc

max
y∈Rm

q(y) =


max
y∈Rm

m∑
i=1

biyi Si C −
m∑
i=1

yiAi ∈ Sn

−∞ ailleurs

D’où par convention le dual du problème SDP est un problème SDP défini par :

md =


max bty

C −
m∑
i=1

yiAi ∈ S+
n

y ∈ Rm

⇐⇒


max bty

C −
m∑
i=1

yiAi = S

y ∈ Rm, S ∈ S+
n

(DSDP )

Définition 2.7.

Une solution réalisable de DSDP est le couple (y, S) ∈ Rm × S+
n tel que :

C −
m∑
i=1

yiAi = S

De même le couple (y, S) est dit strictement réalisable pour DSDP si

C −
m∑
i=1

yiAi ∈ S++
n

On note F (F̂ ) l’ensemble des solutions réalisables pour DSDP ( resp. l’ensemble des so-

lutions strictement réalisables pour DSDP).

Définition 2.8.

La valeur optimale de DSDP est définie par :

d∗ = md = sup
{
bty : C −

m∑
i=1

yiAi ∈ S+
n , y ∈ Rm

}

avec

(y∗, S∗) ∈ F et b∗y∗ = d∗

et

S∗ = C −
m∑
i=1

yiAi

Proposition 2.4. "Dualité faible"
Soit X ∈ Y et (y, S) ∈ F alors :

C •X − bty = X • S ≥ 0
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Définition 2.9.

La différence C •X − bty ≥ 0 est appelée écart de dualité.

Nous allons étudier quelles conditions donnent lieu à une dualité forte, c’est-à-dire à un

écart de dualité de solutions optimales nul (p∗ − d∗ = 0).

Théorème 2.3. "Dualité fore"
Supposons qu’il existe y ∈ Rm tel que

m∑
i=1

yiAi � 0. Alors p∗ = d∗.

Remarque 2.1.

1. X • S est appelé l’écart ou Saut de dualité.

2. Certains résultats de la programmation linéaire ne sont pas valables en SDP.

Example 2.1.

E = S3 l’espace des matrice symétriques 3× 3, m = 2

mp = min
x

[
C •X, X ∈ S+

3 , 〈Ai, X〉 = bi, i = 1, . . . ,m
]

(SDP )

ou :

C =


0 1

2 0
1
2 0 0

0 0 0

 , A1 =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 , A2 =


0 1

2 0
1
2 0 0

0 0 −1



X =


x11 x12 0

x12 x22 0

0 0 x33

 et b = (0,−1)t

Ce problème s’écrit aussi sous la forme suivante :

mp = min
x

x12, X =


0 x12 0

x12 x22 0

0 0 1 + x12

 ≥ 0

 (SDP )

L’ensemble des solutions réalisables correspond à l’ensemble

Y =
{

(x12, x22)R2 : x12 = 0, x22 ≥ 0
}
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En outre l’ensemble des solutions optimales est

X∗ =




0 x12 0

x12 x22 0

0 0 1 + x12

 , x22 ≥ 0


Il s’ensuit que

mp = 0

Écrivons le problème dual

md = max
y∈R2

[
bty : C −

2∑
i=1

yiAi ∈ S+
3

]
(DSDP )

qui correspond à la forme

md = max
y∈R2

−y :


−y1

1−y2
2 0

1−y2
2 0 0

0 0 y2

 ∈ S+
3

 (DSDP )

l’ensemble des solutions réalisables correspond à l’ensemble
{

(y1, y2) ∈ R2 : y1 ≤ 0, y2 = 1
}

En outre l’ensemble des solutions optimales est

Y ∗ = {(y1, 1), y1 ≤ 0}

Il s’ensuit que

md = −1 6= 0 = mp

Les problèmes (SDP) et (DSDP) sont tous deux réalisables, X∗ et Y ∗ sont tous deux non

vides mais

−∞ < md < mp < +∞

Ainsi la rélisabilitè des deux problèmes ne suffit pas pour avoir les mêmes valeurs opti-

males.

Pour conserver le résultat de la dualité forte en SDP, une condition plus forte est

indispensable, il s’agit de la stricte rélisabilitè comme le montre le théorème suivant :
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Théorème 2.4.

1. Si le problème (SDP) primal est strictement réalisable, c-à-d :

∃X ∈ S++
n (R) : 〈Ai, X〉 = bi, i = 1, . . . ,m

alors

md = mp

2. Si en outre mp est fini, alors l’ensemble des solutions optimales du problème dual

(DSDP) est compact non vide. Si le problème (DSDP) est strictement réalisable,

c-à-d :

∃y ∈ Rm : C −
m∑
i=1

yiAi ∈ S++
n

alors

md = mp

3. Si en outre md est fini, alors l’ensemble des solutions optimales du problème primal

(SDP) est compact non vide.

Définition 2.10.

Une matrice X ∈ Sn est dite réalisable (resp. strictement réalisable) pour SDP si :

〈Ai, X〉 = bi, i = 1, . . . ,m et X ∈ S+
n

〈Ai, X〉 = bi, i = 1, . . . ,m et X ∈ S++
n

On note Y ( resp Ŷ ) l’ensemble des solutions réalisables ( resp l’ensemble des solutions

strictement réalisables ) pour SDP :

Définition 2.11.

La valeur optimale (primal) de SDP est définie par :

p∗ = inf
{
〈C,X〉 /〈Ai, X〉 = bi, i = 1, . . . ,m, ∈ S+

n

}
X∗ ∈ Y et 〈C,X〉 = p∗
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2.3 Exemple de problème SDP

2.3.1 Problème de programmation non linéaire

Soit le programme non linéaire suivante :
min(x3

1 + x2)

x3
1x2 ≥ 1

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

Ce problème s’écrit sous forme d’un problème semi-défini (SDP) comme suit :

min[〈C,X〉 : X ∈ K, 〈A1, X〉 = b1]

avec C = I,X =

 x3
1 x3

x3 x2

 , A1 =

 0 1
2

1
2 0

 , b1 = 1

2.3.2 Problème de programmation min-max des valeurs propres

Ce problème a été étudié vers les années 1950 en Algèbre linéaire comme suit :

Chercher une valeur optimale

λ∗ = min
y∈Rn

λmax(C + A(y)) (2.2)

Ou C ∈Mn

Aopérateur : Rn −→Mn

y 7−→ A(y) =
n∑
i=1

Aiyi, Ai ∈Mn

En fait, trouver la plus grande valeur propre d’une matrice symétrique A correspond au

problème suivant :

max
x

[xtAx : ‖x‖ = 1]

Ou x ∈ Rn − {0} est un vecteur propre de la matrice A.

Soit encore en considérant sur les matrices symétriques le produit scalaire :

〈A,B〉 = Tr(AB)

max
x

[〈A, xxt〉 : 〈I, xxt〉 = 1] (2.3)
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Ou encore, X étant symétrique :

max
X

[〈A,X〉 : 〈I,X〉 = 1, X � 1 de range 1] (2.4)

Si on considère le problème semi-défini linéaire suivant :

max
X

[〈A,X〉 : 〈I,X〉 = 1, X � 1 ]

Ce problème admet des solutions optimales car l’ensemble des solutions réalisables est

compact. La fonction objective étant linéaire et l’ensemble des solutions réalisables étant

convexe, l’optimum est atteint au moins en un point extrémal, donc en un X matrice de

rang 1. X est aussi solution optimale du problème (2.3). Bien sur, toute solution optimale

de (2.3) est solution optimale de (2.4).

Le problème (2.2) s’écrit sous forme d’un problème SDP comme suit :

λ∗ = min
y∈Rn

λmax(C + A(y)) ⇔


min λ

λI ≥ C + A(y)

y ∈ Rn

⇔


min λ

λI − C − A(y) ≥ 0

y ∈ Rn

Le dual de ce problème est un problème SDP formulé par :

max〈C,X〉

At(X) = 0

x � 0

Tr(X) = 1
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2.4 Résolution de SDP

Nous avons déjà dit que l’ensemble S+
n est un cône non-polyédrique, et la notion de

sommet n’est plus valable pour les problèmes SDP ce qui favorise d’avantage l’extension

des méthodes de points intérieurs en programmation linéaire pour SDP.

Plusieurs travaux ont été réalisés depuis les années 90 et le grand nombre d’articles

parus dans des revues internationales en témoigne, tout particulièrement les travaux de

Shapiro, Fletcher-Craven (1996) qui s’intéressent aux conditions d’optimalité du problème

SDP, les travaux de Ramana et Wolkowic (1997) qui ont étudié la dualité forte pour ces

problèmes. Du point de vue algorithmique, on rencontre les méthodes de points intérieurs

qui sont relativement nouvelles et qui s’apparentent à la méthode projective de Karmarkar

pour la programmation linéaire. Ces dernières années, plusieurs chercheurs ont proposé

des méthodes pour résoudre les problèmes SDP qui sont généralement des extensions des

méthodes de points intérieurs pour la programmation linéaire. En effet, en 1994 Farid

ALIZADEH est le 1er chercheur qui a fait une étude profonde pour SDP et a proposé

un algorithme primal-dual de points intérieurs du type projectif appelé “Algorithme de

réduction du potentiel”. Depuis, plusieurs algorithmes sont proposés dans la littérature,

on cite par exemple :

1. F. Alizadeh (1995) propose une méthode projective primale-duale.

2. Vanderbeghe et Boyd (1996) ont proposé un algorithme primal-dual.

3. Monteiro (1997) propose une méthode de type trajectoire centrale.

4. Todd et All (1998) ont proposé des variantes newtoniennes pour résoudre le problème

de complémentarité linéaire.

5. J. Ji et All (1999) ont étudié la convergence de la méthode de prèdicteur-correcteur.

6. M. et autres (2002) ont étudié la convergence de la méthode de trajectoire centrale.

7. Dj. Benterki, J.P. Crouzeix et B. Merikhi (2004) ont proposé une étude théorique

et numérique de certains algorithmes projectifs de Alizadeh.

Toutes ces méthodes de différents types à savoir les méthodes de trajectoire centrale réali-

sable et non-réalisable, primale, duale et primale-duale ont un problème majeur commun
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celui de l’initialisation. En 2007 Dj. Benterki, J.P. Crouzeix et B. Merikhi ont proposé une

méthode de point intérieur réalisable pour résoudre SDP. L’avantage principal de cette

méthode est le calcul d’une solution réalisable initiale pour SDP.

2.4.1 Fonction barrières

Où f : Rn → R, g : Rn → Rm et X est un ensemble fermé. L’ensemble des points

admissibles est

F = {x ∈ Rn\x ∈ X, g(x) ≤ 0} (2.5)

Dans ce cadre-ci, nous appellerons l’ensemble des points intérieures l’ensemble S définie

par :

S = {x ∈ Rn\x ∈ X, g(x) < 0} (2.6)

Notre qu’il s’agit d’un abus de langage et que, si S est non vide, les points ne sont intérieurs

que lorsque l’on se restreint à l’ensemble X. Nous supposerons que

• S 6= ∅.

• tout point admissible peut être approché arbitrairement par un point intérieur, c’est-

à-dire que, pour tout x ∈ F et pour tout ε > 0, il existe x̃ ∈ S tel que

‖x̃− x‖ 6 ε

si X est un ensemble convexe et g une fonction convexe, cette hypothèse est toujours

vérifiée.

Lemme 2.4.

Soit X ⊂ Rn un ensemble convexe fermé .

Soit g : Rn → Rm une fonction convexe, soient F défini par(2.5) et S défini par (2.6).

Pour tout x ∈ F et pour tout ε > 0 il existe x̃ ∈ S tel que :

‖x̃− x‖ ≤ ε

les méthodes de points intérieurs utilisant des fonctions dites fonctions barrières afin

d’obliger les algorithmes à rester dans S.

G35H



v CHAPITRE 2. MÉTHODE PROJECTIVE DE POINT INTÉRIEUR POUR LA
PROGRAMMATION SDP

Définition 2.12. " Fonction barrière"
Soit X ⊂ Rn un ensemble convexe fermé .

Soit g : Rn → Rm une fonction convexe, soit F défini par(2.5), la fonction B : S → R est

une fonction barrière si elle est continue et si :

lim
X∈S,d(x)→0

B(x) = +∞

Example 2.2. " Fonction barrière"
Les fonctions barrières les plus utilisées sont la fonction logarithmique.

B(x) = −
m∑
i=1

ln(−gi(x))

et la fonction inverse

B(x) = −
m∑
j=1

1
gj(x)

Considérons l’ensemble des contraintes définies par 1 ≤ x ≤ 3 sont définies par :

g : R→ R2, avec g1(x) = 1− x et g2(x) = x− 3, la fonction barrière logarithmique pour

ces contraintes s’écrit :

− ln(x− 1)− ln(3− x)

Définition 2.13. (Fonction barrière de type primal et de type dual pour PL)
Le programme linéaire (PL) sous forme standard suivant :

min
x

ctx

Ax = b

x ≥ 0

(P)

et son dual 
max
y

bty

Aty ≤ c

y ∈ Rn

(D)

tels que A ∈ Rm×n une matrice donnée et b ∈ Rm et c ∈ Rn.
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Une des idées derrière cette méthode est l’observation qu’une des difficultés de la pro-

grammation linéaire provient des inéquations x ≥ 0. En effet les variables non astreintes,

une fois dans la base, n’en sortent jamais et de plus dès qu’un coût réduit est non nul

dans la fonction objectif, elle peut entrer dans la base. Pour cette raison on va convertir

le PL en un problème avec seulement des équations, en utilisant une fonction barrière qui

va empêcher une variable d’atteindre la frontière xi = 0. On y parvient en a joutant les

termes ln xi à la fonction objectif. Ces termes vont faire augmenter cette fonction vers

+∞ quand xi va tendre vers 0. Nous introduisons la fonction barrière suivante :

B(x) = −µ
n∑
i=1

ln(−gi(x))

est appelé fonction barrière logarithmique et µ désigne le paramètre de pénalité.

Donc le problème barrière ayant comme origine le primal est le suivant :
min
x

ctx

Ax = b

x ≥ 0

=⇒


min
x

ctx− µ
n∑
i=1

ln(−gi(x))

µ > 0
(Pµ)

Pour tout µ > 0 le problème (Pµ) admet une solution optimale x(µ).

Le problème barrière ayant comme origine le dual est le suivant :
max
y

bty

Aty ≤ c

y ∈ Rn

=⇒


max
y

bty − µ
n∑
i=1

ln(−gi(x))

µ > 0
(Dµ)

Example 2.3.

Considérons le problème : 
min
x

x

x ≥ 0

La fonction barrière est dans ce cas :

B(x, µ) = x− µ ln x
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Example 2.4.

Soit le problème suivante : 
min
x

x2

x1 + x2 + x3 = 1

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0

La fonction barrière est dans ce cas :

B(x, µ) = x2 − µ ln x1 − µ ln x2 − µ ln x3
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CHAPITRE 3

RÉSOLUTION D’UN PROGRAMME

SEMI-DÉFINI PAR UNE APPROCHE

BARRIÈRE LOGARITHMIQUE

Introduction

On propose dans ce chapitre une approche barrière pour résoudre SDP. La méthode

est basée sur une fonction de pénalisation logarithmique donnant lieu à un algo-

rithme de type Newton dont l’efficacité est mise en valeur à travers des expérimentations

numériques encourageantes. On s’intéresse dans ce chapitre au problème suivant :

md = inf
y

[bty :
m∑
i=1

yiAi − C ∈ K, y ∈ Rm] (D)

Où K désigne le cône des matrices n×n symétriques semi-définies positives et les matrices

C,Ai, i = 1, . . . ,m, sont des matrices symétriques données.

Le problème (D) est le dual du problème suivant :

mp = max
X

[〈C,X〉 : X ∈ K, 〈Ai, X〉 = bi,∀i = 1, . . . ,m] (P )
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où 〈C,X〉 = Trace(CX) . On remarque que 〈., .〉 définit un produit scalaire sur L’ensemble

des matrices n× n symétriques et la norme associée

|||X||| = 〈X,X〉 1
2 = (

∑
i,j

X2
ij)

1
2

Un des avantages du problème (D) par rapport au problème (P ) est que l’argument de

la fonction que l’on minimise est un vecteur, alors qu’il est une matrice pour (P ).

Dans toute la suite, on utilisera les notations suivantes :

Y = {y ∈ Rm :
m∑
i=1

yiAi − C ∈ K}, Ŷ = {y ∈ Rm :
m∑
i=1

yiAi − C ∈ int(K)}

F = {X ∈ K : 〈Ai, X〉 = bi ∀i = 1, . . . ,m}, F̂ = {X ∈ F : X ∈ int(K)}

On rappelle que int(K) est l’ensemble des matrices n× n symétriques définies positives.

Y et Ŷ sont les ensembles des solutions réalisables et strictement réalisables du problème

(D) tandis que F et F̂ ceux du problème (P ). Tous ces ensembles sont convexes.

La contrainte
m∑
i=1

yiAi − C ∈ K sera traitée en considérant la famille de problèmes péna-

lisés :

m(r) = inf[fr(y) : y ∈ Rm] (Dr)

avec r > 0 paramètre de pénalisation et fr : Rm −→]−∞,+∞] définie par :

fr(y) =


bty + nr ln r − r ln[det(

m∑
i=1

yiAi − C)] Si y ∈ Ŷ

+∞ Sinon

Pour étudier le problème Dr les hypothèses suivantes sont nécessaires :

-H1) Le système d’équations 〈Ai, X〉 = bi; i = 1, . . . ,m est de rang m.

-H2) les ensembles Ŷ et F̂ sont non vides.

On sait alors que :

-a) −∞ < mp = md < +∞.

-b) les ensembles de solutions optimales de (P ) et (D) sont des convexes compacts non

vides.

G40H



v CHAPITRE 3. RÉSOLUTION D’UN PROGRAMME SEMI-DÉFINI PAR UNE
APPROCHE BARRIÈRE LOGARITHMIQUE

-c) si X̄ est solution optimale de (P ), alors ȳ est solution optimale de (D) si et seulement

si

ȳ ∈ Y et(
m∑
i=1

ȳiAi − C)X̄ = 0

-d) si ȳ est solution optimale de (D), alors X̄ est solution optimale de (P ) si et seulement

si

X̄ ∈ F et(
m∑
i=1

ȳiAi − C)X̄ = 0

Sous les hypothèses H1) et H2), la résolution du problème (D) permet d’obtenir la

résolution du problème (P ).

3.1 Étude du problème perturbé (Dr) associé au pro-

blème semi-défini (D)

3.1.1 Calcul du gradient et du Hessien de la fonction barrière

logarithmique fr

La fonction fr fait intervenir du déterminant. Pour calculer son gradient nous utili-

serons le résultat suivant dont nous rappelons la démonstration.

Proposition 3.1.

Soit B une matrice symétrique définie positive et H une matrice symétrique alors

det(B +H) = (1 + 〈B−1, H〉) det(B) + |||H|||ε(H)

où ε(H) −→ 0 si |||H||| −→ 0

Preuve :

Étant donné que B est symétrique définie positive, il existe une matrice triangulaire

inférieure inversible L tel que B = LLt , on a alors

det(B +H)− det(B)
det(B) = det(I + L−1H(L−1)t) (3.1)
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On pose K = L−1H(L−1)t

det[I +K] = det



1 + k11 k12 k13 · · · k1n

k21 1 + k22 k23 · · · k2n

· · · · · · · · · · · · · · ·

kn1 kn2 kn3 · · · 1 + knn


On a |||K||| −→ 0 et |||H||| −→ 0.

En utilisant l’expression du déterminant :

det(B) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)ai1 .ai2 . . . . .ain

où ε(σ) représente la signature de la permutation σ = (i1, i2, . . . , in) et Sn l’ensemble des

permutations de (1, 2, ..., n). En négligeant les termes de degré 2 en kij , on obtient

det(I +K) ∼
n∏
i=1

(1 + kii) ∼ 1 +
n∑
i=1

kii = 1 + trace(K)

Remplaçons dans (3.1) nous obtenons le résultat. �

Les notations suivantes sont utilisées dans l’expression du gradient et du Hessien :

Pour y ∈ Ŷ , on introduit une matrice B(y) symétrique définie positive de taille m, et une

matrice L(y) triangulaire inférieure telles que :

B(y) =
m∑
i=1

yiAi − C

cette matrice est symétrique définie positive pour tout y ∈ Ŷ .

B(y) =
m∑
i=1

yiAi − C = L(y)Lt(y)

Et pour i, j = 1, 2, . . . ,m, on définie

Âi(y) = [L(y)]−1Ai[Lt]−1

bi(y) = trace(Âi(y)) = trace(AiB−1(y))

4ij(y) = trace(B−1(y)AiB−1(y)Aj) = trace(Âi(y)Âj(y))

Avec b(y) est un vecteur de Rm et 4(y) est une matrice symétrique de taille m.
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Théorème 3.1.

La fonction fr est deux fois continument différentiable sur Ŷ .

Plus précisément, pour tout y ∈ Ŷ on a :

a) ∇fr(y) = b− rb(y).

b) ∇2fr(y) = r4(y).

c) La matrice ∇2fr(y) est définie positive.

Preuve :

a) Notons par (e1, e2, . . . , em) la base canonique de Rm, i ∈ {1, . . . ,m} et zi ∈ R, zi 6= 0

alors

fr(y + ziei)− fr(y)
zi

= bi −
r

zi
[ln det(B(y + ziei))− ln det(B(y))]

= bi −
r

zi
[ln det(L(y)[I + ziÂi]Lt(y))− ln det(B(y))]

= bi −
r

zi
ln det(I + ziÂi(y))

= bi −
r

zi
ln[1 + zitrace(Âi(y)) + ziε(zi)]

où la fonction ε est telle que ε(z) −→ 0 lorsque z −→ 0.

Passant à la limite lorsque zi −→ 0, et en négligeant les termes de degré 2 en z, on en

déduit pour tout i = 1, . . . ,m.

[∇fr(y)]i = bi − r〈B−1(y), Ai〉

b) De même manière qu’en a),on considère pour tout i, j ∈ {1, . . . ,m}

bi(y + zjej)− bi(y)
zj

= −1
zj

[trace(Ai[B−1(y + zjej)−B−1(y)])]

Mais

B−1(y + zjej)−B−1(y) = [B(y) + zjAj]−1 −B−1(y)

= [B(y)(I + zjB
−1(y)Aj)]−1 −B−1(y)

= [(I + zjB
−1(y)Aj)−1]− I]B−1(y)

G43H



v CHAPITRE 3. RÉSOLUTION D’UN PROGRAMME SEMI-DÉFINI PAR UNE
APPROCHE BARRIÈRE LOGARITHMIQUE

En négligeant les termes du second ordre en zj, nous obtenons

bi(y + zjej)− bi(y)
zj

∼ trace(AiB−1(y)AjB−1(y))

Passant à la limite lorsque zj −→ 0. En outre l’égalité

trace(AiB−1(y)AjB−1(y)) = trace(Âi(y)Âj(y))

est immédiate.

c) Soit d 6= 0. puis on pose M =
m∑
i=1

diÂi(y). En raison de l’hypothèse (H1), on a M 6= 0,

D’autre part

〈∇2fr(y)d, d〉 = rtrace(
∑
ij

didjÂi(y)Âj(y)) = rtrace(M2) > 0

Ainsi la matrice ∇2fr(y) est définie positive. Il s’ensuit que la fonction fr est stricte-

ment convexe sur Ŷ . �

Puisque fr est strictement convexe (Dr) possède au moins une solution optimale.

3.2 Le problème Dr possède une solution unique

Puisque la fonction fr prend la valeur +∞ sur la frontière du domaine réalisable et

différentiable à l’intérieur, alors elle est semi-continue inférieurement.

Pour prouver que Dr possède une solution unique, il suffit de prouver que le cône de

récession est réduit à l’origine, avant ça on a le résultat suivant :

Proposition 3.2.

[btd ≤ 0 et
m∑
i=1

diAi ∈ K]⇒ d = 0

Preuve :

Admettons que d 6= 0, btd ≤ 0 et C =
m∑
i=1

yiAi ∈ K. Alors d’une part (H1) implique

que C 6= 0. D’autre part d’après (H2) il existe X̂, telle que X̂ ∈ F̂ , et

0 < 〈C, X̂〉 =
m∑
i=1

di〈Ai, X̂〉 = btd

D’où la proposition est prouvée. �
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Théorème 3.2. d = 0 et (fr)∞ ≤ 0.

Preuve :

D’après (H2), il existe y ∈ Ŷ . La fonction de récession (fr)∞ de f − r est définie par

(fr)∞(d) = lim
t→+∞

[ξ(t) = fr(y + td)− fr(y)
t

]

Soit B = B(y) =
m∑
i=1

yiAi − C, puisque B est une matrice symétrique définie positive,

alors il existe une matrice non singulière triangulaire inférieure telle que B = LLt, pour

d ∈ Rm on pose H(d) =
m∑
i=1

diAi. Alors pour tout t telle que la matrice B + tH(d) est

définie positive on a :

ξ(t) = btd− rt−1[ln det(B + tH(d))]− [ln det(B)]

= btd− rt−1[ln det(I + tE(d))]

Avec E(d) = L−1H(d)(L−1)t, on en déduit que

ξ(t) =

 btd− rt−1 ln det(I + tE(d)) Si I + tE(d) ∈ K̂

+∞ Sinon

La condition [fr]∞ ≤ 0 est aussi équivalente à dite que H(d) est semi-défini positive et

par suite E(d) est aussi définie positive et

btd ≤ r lim
t→∞

1
t

ln det(I + tE(d)) = r lim
t→∞

n∑
i=1

1
t

ln(1 + tλi(d)) = 0

où les λi(d) désignant les valeurs propres de E(d).On a

det(I + tE(d)) =
n∏
i=1

(1 + tλi(d))

Passant à la limite lorsque t tend vers +∞, on a

lim
t→∞

rt−1 det(I + tE(d)) = lim
t→∞

r
n∑
i=1

ln(1 + tλi(d))
t

= 0

on obtient par la suite que [fr]∞(d) ≤ 0 implique 〈b, d〉 ≤ 0 et
n∑
i=1

diAi semi définie positive.

La proposition(1.2) nous dit alors que d = 0. Ainsi fr est inf-compacte.

Théorème 3.3.

Pour tout r > 0, (Dr) admet une solution optimale unique appartenant à Ŷ . On la notera

yr = y(r).

G45H



v CHAPITRE 3. RÉSOLUTION D’UN PROGRAMME SEMI-DÉFINI PAR UNE
APPROCHE BARRIÈRE LOGARITHMIQUE

3.3 Comportement de la solution optimale y(r) du

problème (Dr) lorsque r tend vers 0

Dans ce qui suit, on s’intéresse au comportement de la valeur optimal m(r) et la

solution optimale y(r) du problème (Dr), pour cela on considère la fonction

h : Rm × R→]−∞,+∞[ défini par :

h(y, t) =


bty − ln det[

m∑
i=1

yiAi − tC] Si
m∑
i=1

yiAi − tC ∈ (K)

+∞ Sinon

Il est facile de vérifier que la fonction h est semi-continue inférieurement sur Rm ×R. On

définit ensuite la fonction

φ(y, t, r) =


rh(r−1y, r−1t) Si r > 0

h∞(y, t) Si r = 0

+∞ Si r < 0

On sait, Rockafellar([7]), que φ est semi-continue inférieurement convexe sur Rm×R×R.

On prend ensuite f : Rm × R→]−∞,+∞] définie par :

f(y, r) = φ(y, 1, r)

f est alors convexe et semi-continue inférieurement par construction

f(y, r) =


fr(y) Si r > 0

bty Si r = 0, y ∈ Y

+∞ ailleurs

(3.2)

On définit la fonction m : [0,∞] →] −∞,+∞] par m(r) = infy[f(y, r) : y ∈ Rm]. Cette

fonction est convexe. En outre on a

m(r) =


infy[fr(y) : y ∈ Ŷ ] Si r > 0

infy[bty : y ∈ Y ] Si r = 0

+∞ Si r < 0

Pour r > 0, on retrouve le problème (Dr) et pour r = 0, le problème (D). Il est claire que

pour r > 0 on a

m(r) = fr(y(r)) = f(y(r), r)
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et

0 = ∇fr(y(r)) = ∇yf(y(r), r) = b− rb(yr)

On s’intéresse maintenant à la différentiabilité des fonctions m(r) et y(r) sur ]0,+∞[.

Théorème 3.4.

Les fonctions m et y sont continument différentiables sur ]0,+∞[. On a pour r > 0

r4(yr)y′(r)− b(yr) = 0

m′(r) = n+ n ln(r)− ln(det(B(yr)))

En autre

md = m(0) ≤ bty(r) ≤ m(0) + nr (3.3)

Preuve :

Soit r̄ > 0, puisque y(r̄) ∈ Ŷ est solution optimal de (Dr̄) alors

∇yf(y(r̄), r̄) = 0

La fonction f est deux fois continument différentiable sur Ŷ×]0,+∞[, et la matrice

∇2
yyf(y(r), r) est définie positive. En appliquant le théorème des fonctions implicites à

l’équation 0 = T (y, r) = ∇yf(y, r) au point (y(r̄), r̄) , on déduit qu’au voisinage de r̄ la

fonction y est continument différentiable et on a

∇2
yyf(yr, r)y′(y)− b(yr) = 0

Donc

y′(r) = −[∇2
yyf(y(r), r)]−1(b− r〈B−1(y(r)), A〉)

On a m(r) = f(y(r), r) et y est différentiable d’où

m′(r) = f ′y(y(r), r)y′(r) + f ′y(y(r), r)

= f ′y(y(r), r)

= n(ln(r) + 1)− ln[det(
m∑
i=1

yi(r)Ai − C)]
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Puisque la fonction m est convexe

m(0) ≥ m(r) + (0− r)m′(r)

Pour laquelle, on obtient

+∞ > md = m(0) ≥ bty(r)− nr > −∞

D’autre part yr ∈ Ŷ . Donc bty(r) ≥ m(0) = md. Finalement on obtient

md ≤ bty(r) ≤ md + nr �

Désignons par SD l’ensemble des solutions optimales de (D), on sait que cet ensemble

est un convexe compact non vide. La distance du point y à SD est définit par :

d(y, SD) = inf
z

[ ‖y − z‖ : z ∈ SD]

Le résultat suivant concerne le comportement de yr et m(r) lorsque r tend vers 0.

Théorème 3.5.

Lorsque r → 0, d(y, SD)→ 0 et m(r) tend vers md.

Preuve :

Considérons la multiplication S définit sur R par

S(r) = y ∈ Y : bty ≤ md+ nr

Son graphe est fermé, S(r) = ∅ si r < 0, ∅ 6= S(0) = SD ⊂ S(r), yr ∈ S(r) et S(r) est

un ensemble convexe fermé. Le cône de récession de S(r), r > 0, coïncide avec le cône de

récession de S(0), qui est un compact non vide et S(r) est donc aussi un compact non

vide. On en déduit que la multiplication S est semi-continue supérieurement(USC) sur

[0,+∞], et puisque yr ∈ S(r), alors d(yr, S(0))→ 0 lorsque r → 0.

Montrons quem(r)→ md = m(0), puisquem est une fonction convexe, il suffit de prouver

qu’elle est semi-continue inférieurement en 0. On procède par contradiction, alors il existe

λ < md et une suite {rk} de nombres positifs convergeant vers 0 telle que m(rk) > λ.
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Soit yrk = y(rk). Alors il existe ȳ ∈ Sd est une sous suite {yrkl} convergeant vers ȳ. Puisque

la fonction f est semi continue inférieurement sur Rm×R et f(ȳ, 0) = md > λ , on a pour

l suffisamment grand

λ > m(rkl) = f(ykl , rkl) > λ

D’où la contradiction. �

3.4 Direction de Newton et recherche linéaire

La présence de la fonction barrière logarithmique dans la fonction objectif, ramène

le problème (D) à un problème sans contrainte (Dr), qu’on peut le résoudre par une

méthode de descente classique de Newton. Comme fr prend la valeur +∞ sur la frontière

alors les itérés y sont à l’intérieur du domaine réalisable Ŷ . Ainsi la méthode proposée est

une méthode de points intérieurs.

Admettons que notre itéré y ∈ Ŷ . Alors pour direction de descente d, on choisit la direction

de Newton qui est solution du système

[∇2fr(y)]d = −∇fr(y) (3.4)

En utilisant le théorème (3.1), le système linéaire est équivalent au système

4(y)d = b(y)− 1
r
b (3.5)

B(y), b(y) et 4(y) sont définies en (3.1.1)

La matrice 4(y) étant symétrique, définie positive, la méthode de Choleskin est

appropriée pour la résolution du système linéaire (3.5).

Pour la suite, on admet que∇f(y) 6= 0 (si non l’optimum est atteint). Il s’ensuit que d 6= 0.

La direction de descente d ayant été calculé, notre prochaine étape consiste à choisir t̄

donnant une décroissance significative à fr tout en conservant la définie positivité de la

matrice B(yk + t̄d).
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Pou faire, on considère la fonction

θ(t) = 1
r

[fr(y)(y + td)− fr(y)], y + td ∈ Ŷ

θ(t) = 1
r
tbtd− ln det(B(y + td)) + ln det(B(y))

Puisque ∇2[fr(y)]d = −∇fr(y) on a

dt∇2fr(y)d = −dt∇fr(y) = dtb(y)− rdtb

Pour simplifier les notations, on prend

B = B(y) =
m∑
i=1

yiAi − C et H =
m∑
i=1

diAi

B étant symétrique définie positive, alors il existe un matrice triangulaire inférieure L

(décomposition de Choleski) telle que B = LLt.

Par suite, on pose

E = L−1H(L−1)t

Puisque d 6= 0, L’hypothèse (H1) implique que H 6= 0 et par suite E 6= 0. En prenant

compte de cette notation, pour tout t > 0, telle que I + tE est définie positive, on a

θ(t) = t[Tr(E)−Tr(E2)]− ln det(I + tE) (3.6)

Désignons par λi les valeurs propres de la matrice symétrique E, que nous ne cherchons

pas explicitement, nous obtenons

θ(t) =
m∑
i=1

[t(λi − λ2
i )− ln(1 + tλi)], t ∈ [0, t̂]

avec

t̂ = sup[t : 1 + tλi > 0 ∀i] = sup[t : y + td ∈ Ŷ ] (3.7)

observons que t̂ = +∞ si E est semi positive et 0 < t̂ < ∞ sinon. Il est claire que θ est

convexe sur [0, t̂], θ(t) = 0 et

0 <
m∑
i=1

λ2
i = θ′′(0) = −θ′(0)

en plus θ(t) → +∞ lorsque t → t̂. Il s’ensuit, qu’il existe un point unique topt telle que

θ′(topt) = 0, θ atteint son minimum en ce point.

G50H



v CHAPITRE 3. RÉSOLUTION D’UN PROGRAMME SEMI-DÉFINI PAR UNE
APPROCHE BARRIÈRE LOGARITHMIQUE

Malheureusement, d’une part, il n’existe pas de formules explicites pour le calcul de topt,

d’autre part la résolution de l’équation θ′(topt) = 0 par des méthodes itératives nécessite

à chaque itération le calcul de θ et θ′ qui est coteaux du point de vu calcul, du fait que

l’expression de θ en (3.2) contient le déterminant qui n’est pas facile à calculer et (3.3)

nécessite la connaissance de la valeur des λi de façon exacte. Ces difficultés nous a poussé a

chercher d’autres alternatives. A partir de la donnée de la matrice E, il est facile d’obtenir

Tr(E) =
m∑
i=1

eii =
m∑
i=1

λi et Tr(E2) =
m∑

i,j=1
e2
ij =

m∑
i=1

λ2
i

Dans la section 6, on tire profit de ces données pour proposer des bornes inférieures pour

t̂ et des majorantes pour la fonction θ. Avant ça, on introduit quelques inégalités utiles

donnant information sur un ensemble de nombres réels positifs qu’on connait sa moyenne

et son écart type.

3.5 Quelques inégalités utiles

On suppose connus la moyenne x̄ et l’écart type σx d’une série statistique x1, x2, . . . , xn

de n nombres réels et, on cherche certaines informations sur les xi à partir de ces données.

On rappelle que

x̄ = 1
n

n∑
i=1

xi et σ2
i = 1

n

n∑
i=1

x2
i − x̄2 = 1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2

Le résultat suivant est du à H.Wolkowicz et G.P.H.Styan dans [5], voir aussi J.-P.Crouzeix

et Alberto Seeger dans [6] pour des résultats complémentaires.

Proposition 3.3.

x̄− σx
√
n− 1 < min

i
xi ≤ x̄− σx√

n− 1

x̄+ σx√
n− 1

≤ max
i

xi ≤ x̄+ σx
√
n− 1

En particulier, dans le cas où tout les xi sont positifs en on réduit que

n ln(x̄− σx
√
n− 1) ≤

m∑
i=1

ln(xi) ≤ n ln(x̄+ σx
√
n− 1)

où par convention, ln(t) =∞ si t < 0.
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Théorème 3.6.

On admet que xi > 0 pour tout i = 1, . . . , n. Alors

n ln(x̄− σx
√
n− 1) ≤ A ≤

m∑
i=1

ln(xi) ≤ B ≤ n ln(x̄)

avec

A = (n− 1) ln(x̄− σx√
n− 1

) + ln(x̄− σx
√
n− 1)

et

B = ln(x̄+ σx
√
n− 1) + (n− 1) ln(x̄− σx√

n− 1
)

on posera

λ̄ = 1
n

n∑
i=1

λi et σ2 = 1
n

n∑
i=1

λ2
i − λ̄2

Nous obtenons

θ(t) = t(nλ̄− ‖λ‖2)−
n∑
i=1

ln(1 + tλi)

Pour l’étude de la fonction à on distingue deux cas :

Premier cas :

λi ≥ 0.

pour tout i, θ est définie sur l’intervalle [0,∞[ et admet un minimum unique sur [0,∞[.

Deuxième cas :

min λi < 0

θ est alors définie sur l’intervalle [0, t̂]

avec

t̂ = −[min λi]−1

puisque θ(t) tend vers +∞ lorsque t tend vers t̂, θ admet un minimum unique sur [0, t̂[.

Rappelons que nous ne voulons pas calculer les λi de façon explicite, ce qui fait que nous

ne déterminons pas ce t̂.

Nous allons proposer deux stratégies :

- La première stratégie consiste à chercher une minoration t̃ de t̂ et faire ensuite une

recherche linéaire de type Goldstein-Price sur l’intervalle [0, t̃[.
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a) t̂1 = −[λ̄ − (n − 1) 1
2σ]−1. Cette valeur est obtenue à partir de la proposition (3.6)

donnée en annexe.

b) Dans le cas λi < 0, on a pour tout i,−λi ≤ −λmin ≤ ‖λ‖ alors ‖λ‖−1 ≤ (−λmin)−1.

On prend donc comme deuxième minoration t̂2 = ‖λ‖−1.

Et comme on a ‖λ‖−1 = [(
n∑
i=1

λ2
i )

1
2 ]−1 = [(Tr(E2)) 1

2 ]−1, le calcul de t̂2 est aussi

facilement obtenu à partir la matrice E.

c) On sait qu’une matrice symétrique dont les éléments diagonaux sont positifs et qui

est à diagonale strictement dominante est définie positive.

Une première minoration est obtenue en prenant

t̂3 = max[t : 1 + tEii > 0 et | 1 + tEii |>
∑
i 6=j
| Eij |] = min

i
[(si)−1 : si > 0]

avec

si =
∑
i 6=j
| Eij | −Eii

Le calcul de t̂ est facilement calculé à partir de la matrice E.

En fait on pourra choisir

t̃ = max[t̂1, t̂2, t̂3]

- L’autre consiste à trouver une majorante de θ sur l’intervalle [0, t̂[ que l’on sait minimiser

et prendre la valeur t pour laquelle le minimum est facilement obtenu, et prendre comme

pas de déplacement cette valeur.

Étude théorique de la fonction θ

Puisque la fonction

θ(t) = 1
r

[fr(y + td)− fr(y)]

et que la fonction fr est inf-compacte et strictement convexe, θ est aussi infcompacte est

strictement convexe sur son domaine de définition, θ atteint son minimum en un point

unique, en outre on a

θ′(t) = nλ̄− ‖λ‖2 −
n∑
i=1

λi
1 + tλi

alors θ′(0) = −‖λ‖2

θ′′(t) =
n∑
i=1

λ2
i

(1 + tλi)2 d’où θ′′(0) = ‖λ‖2
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Posons γ = nλ̄− ‖λ‖2, alors

θ = γt−
n∑
i=1

ln(1 + tλi)

3.5.1 Première majorante θ1

Pour xi = 1 + tλi, on a alors

x̄ = 1
n

n∑
i=1

xi = 1 + tλ̄ et σ2
x = 1

n

n∑
i=1

x2
i − x̄2 = t2σ2

Supposons que les xi sont strictement positif, en appliquant le théorème (3.8) en annexe

on obtient

−
n∑
i=1

ln(1 + tλi) ≤ −(n− 1) ln(1 + α1t)− ln(1 + β1t)

avec

α1 = λ̄+ σ√
n− 1

et β1 = λ̄− σ
√
n− 1

Les logarithmes sont bien définis dès lorsque t ≤ t̂1 avec

t̂1 =


−1
β1

si β1 < 0

+∞ sinon

On en déduit la majoration suivante pour tout t ∈ [0, t̂1[

θ ≤ θ1(t) = γt− (n− 1) ln(1 + α1t)− ln(1 + β1t)

Rappelons que l’on à

γ = nλ̄− ‖ λ ‖2

On a alors les relations suivantes

−γ + (n− 1)α1 + β1 = (n− 1)α2
1 + β2

1 =
n∑
i=1

λ2
i

D’où

γ = (n− 1)(α1 − α2
1) + (β1 − β2

1)

D’autre part pour tout t ∈ [0, t̂1[

θ′1(t) = γ − (n− 1)α1

1 + α1t
− β1

1 + β1t
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et

θ′′1(t) = (n− 1)α2
1

(1 + α1t)2 + β2
1

(1 + β1t)2

On sait alors que

θ′(0) = θ′1(0) = −n(λ̄2 + σ2) = −
n∑
i=1

λ2
i

θ′′(0) = θ′′1(0) = n(λ̄2 + σ2) =
n∑
i=1

λ2
i = Tr(E2)

θ1 est strictement convexe sur ]0,∞[ et θ′1(0) < 0. Si t tend vers ∞, alors puisque θ1

majore θ qui est inf-compacte, θ1 admet un minimum sur [0, t̂1[. Si t̂1 < ∞, alors θ1(t)

tend vers∞ si t tend vers t̂1. Donc θ1 admet un minimum unique sur [0, t̂1[. Ce minimum

est obtenu en topt telle que θ′1(topt) = 0.

On est donc ramené à résoudre l’équation du second degré

α1β1γt
2 + ((α1 + β1)γ − nα1β1)t+ (γ − (n− 1)α1 − β1) = 0

les racines de cette équation sont du type

t = −1
2α1β1γ

[
α1γ + β1γ − nα1β1 ±

√
[(γ(α1 − β1)− nα1β1)2 + 4α1β1γ(α1 − β1)]

]
On prend la seule des deux racines qui appartient à [0, t̂1[.

3.5.2 Une deuxième majorante θ2

La fonction θ2 est donnée par

θ2(t) = −‖λ‖(1 + ‖λ‖)t− ln(1 + t‖λ‖)

définie sur [0, t̂2[ avec t̂2 = ‖λ‖−1.

Proposition 3.4.

Pour tout t ∈ [0, t̂2[ on a

a) θ2(0) = θ(0) = 0 et θ′2(0) = θ′(0) = −‖λ2‖ < 0.

b) θ′′2(0) = θ′′(0) = ‖λ2‖ > 0.

c) θ(t) ≤ θ2(t).
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Preuve :

a) A partir de la définition on à θ2(0) = θ(0) = 0, et

θ′2(t) = ‖λ‖
1− t‖λ‖ − ‖λ‖(1 + ‖λ‖)

ce qui donne θ′2(0) = −‖λ2‖ < 0, d’où θ′(0) = θ′2(0) < 0.

D’autre part

θ′′2(t) = ‖λ‖2

(1− t‖λ‖)2 > 0

d’où θ′′2(0) = θ′′(0) = ‖λ2‖ > 0.

b) On considère la fonction :

h(t) = θ2(t)− θ(t) = (−‖λ‖ −
n∑
i=1

λi)t− ln(1− t‖λ‖) +
n∑
i=1

ln(1 + tλi)

On a par définition h(0) = 0 et pour étudier le signe de la fonction h on distingue deux

cas :

1) S’il existe i tel que ‖λ‖ = −λi, alors h(t) = 0 pour tout t ∈ [0, t̂2[.

2) Dans le cas contraire, on sait que −‖λ‖ < λi ≤ ‖λ‖. En outre

h′(t) = t
n∑
i=1

λ2
i [(1− t‖λ‖)−1 − (1 + tλi)−1]

Puisque 1 − t‖λ‖ < 1 + tλi, pour tout i, alors h′(t) > 0 pour tout t ∈ [0, t̂2[, d’où

la fonction h(t) est strictement croissante et comme h(0) = 0, alors h(t) ≥ 0 pour

tout t ∈ [0, t̂2[, ce qui donne

θ ≤ θ2(t) pour tout t ∈ [0, t̂2[ �

Théorème 3.7.

La fonction θ2 est strictement convexe. Elle atteint son minimum sur [0, t̂2[ au point

ṫ = (1 + ‖λ‖)−1 et on a

θ2(ṫ) = ln(1 + ‖λ‖)− ‖λ‖
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Preuve :

On note que l’on a

θ′2(t) = ‖λ‖
1− t‖λ‖ − ‖λ‖(1 + ‖λ‖)

θ′′2(t) = ‖λ‖2

(1− t‖λ‖)2 > 0

D’où θ2 est strictement convexe et alors, θ2 atteint son minimum sur [0, t̂2[ au point ṫ si

et seulement si θ′2(ṫ) = 0, ce qui donne ṫ = (1 + ‖λ‖)−1 et

θ2(ṫ) = ln(1 + ‖λ‖)− ‖λ‖ �

3.5.3 La troisième fonction majorante θ3

En outre, L’introduction Les fonctions de type

θ3(t) = γ3t− δ3 ln(1 + β3t), t ∈ [0, t̂3[

permettent d’avoir une comparaison entre θ1, θ2, θ3, on admet que :

β3 = β1 = λ̄− σλ
√
n− 1

et

‖λ‖2 = δ3β
2
3 = δ3β3 − γ3, t̂3 = sup[t : 1 + tβ3 > 0]

Les fonctions θ3 ainsi définies sont convexes.

Proposition 3.5.

Les fonctions θi, i = 1, 2, 3 sont strictement convexes sur [0, t̂i[, θi(t) −→ +∞ lorsque

t −→ t̂i, et on a

θ(t) ≤ θ1(t) ≤ θ3(t) ≤ θ2(t) ≤ +∞ pour tout t > 0
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Preuve :

L’inégalité θ(t) ≤ θ1(t) est une conséquence directe du théorème (3.8).

Soit ν(t) = θ3 − θ1, comme β1 = β3et α1 ≥ β1 alors on a pour t > 0

ν ′′(t) = δ3β
2
3 − β2

1
(1 + β1t)2 −

(n− 1)α2
1

(1 + α1t)2 = (n− 1)α2
1

(1 + β1t)2 −
(n− 1)α2

1
(1 + α1t)2 ≥ 0

Puisque ν(0) = ν ′(0) = 0, on déduit que ν(t) ≥ 0 pour t > 0.

Puis, on pose µ(t) = θ2 − θ3. Alors, µ(0) = µ′(0) = 0 et

µ′′(t) = ‖λ‖2[ 1
(1 + β2t)2 −

1
(1 + β3t)2 ] ≥ 0

avec β2 = −‖λ‖.

D’où µ(t) ≥ 0 pour tout t > 0.

On déduit que θi, i = 1, 2, 3 atteint son minimum en un point unique t̄i, qui est la racine

de

θ′i(ti) = 0

On a

t̄i = δi
γi
− 1
βi

et θi(t̄i) = ‖λ‖
2

βi
+ ‖λ‖

2

β2
i

ln(1− βi)

En particulier

ṫ = 1
1 + ‖λ‖ et θ2(ṫ) = −‖λ‖+ ln(1 + ‖λ‖)

Les trois racines t̄1, t̄2 et t̄3 sont calculés explicitement.

Il est clair que

θ(t̄2) ≤ θ2(t̄2), θ(t̄3) ≤ θ3(t̄3) ≤ θ3(t̄2) ≤ θ2(t̄2)

et

θ(t̄1) ≤ θ1(t̄1) ≤ θ1(t̄3) ≤ θ3(t̄3) ≤ θ2(t̄2) �
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3.5.4 Algorithme :

- Initialisation k = 0, ε : précision donnée, y0 vecteur donné, r = 0, 001.

- Début itération

- Tant que ‖∇fr(yk)‖ > ε faire

- dk = −(∇2fr(yk))−1∇fr(yk)

- Hk =
m∑
i=1

dkiAi

- Ek = L−1
k Hk(L−1

k )t

- calculer la trace de Ek et (Ek)2

- Déterminer le pas de déplacement tk dans la direction de dk

- yk+1 = yk + tkdk

- Fin tant que.

- Fin itération.

La détermination du pas de déplacement tk se fait en effectuant :

- Stratégie Ls : une recherche linéaire de type Goldstein-Price sur [0, t̃[.

- Stratégie Si, i = 1, 2, 3 : prendre le t̂i qui minimise la majorante θi, i = 1, 2, 3.

3.6 Tests Numériques

Example 3.1.

md = min
y

[bty :
m∑
i=1

yiAi − C ∈ K, y ∈ Rm] (SDP )

avec m = 2, n = 3 et

C =


−1 1 −1

1 −2 2

−1 2 −2

 , A1 =


1 −1 1

−1 0 0

1 0 0

 , A2 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , b =

 1

0

 .
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Example 3.2.

md = min
y

[bty :
m∑
i=1

yiAi − C ∈ K, y ∈ Rm] (SDP )

avec m = 3, n = 4 et

C =



0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1


, A1 =



1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


, A2 =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


,

A3 =



0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1


, b =



1

1

0

3


.

Example cube

md = min
y

[bty :
m∑
i=1

yiAi − C ∈ K, y ∈ Rm] (SDP )

Dans cet exemple on prend n = 2m,C = I, bk = 2, k = 1, 2, . . . ,m, les matrices des

contraintes sont données par :

Ak[i, j] =



1 si i = j = k ou i = j = k +m

λ2 si i = j = k + 1 ou i = j = k +m+ 1

−λ si i = k, j = k + 1 ou i = k +m, j = k +m+ 1

−λ si i = k + 1, j = k ou i = k +m+ 1, j = k +m

0 ailleurs

Avec k +m+ 1 ≤ n.

Pour λ = 0, la solution optimale est : yi = 1, pour tout i = 1, . . . ,m.

La programmation de cet algorithme a été effectuée sur une station Pentium III au LIMOS

(Laboratoire d’informatique, de modélisation et d’optimisation des systèmes ), Université

de Blaise Pascal, Clermont Ferrand.
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Les tests numériques sont résumés dans les tableaux suivants où on donne la valeur de

bty(r), le nombre des itérations, la valeur optimale et le temps d’exécution pour

r = 0.3, r = 0.01, en appliquant les méthodes

R.L : Recherche linéaire

M1 : désigne la méthode utilisant la première majorante

M2 : désigne la méthode utilisant la deuxième majorante.

Il est rappelé que l’on a

md ≤ bty(r) ≤ md + nr

1) r = 0.3

Exemples bty(r) md md + nr Nb Itér Temps

RL M1 M2 RL M1 M2 RL M1 M2

Ex 1 0.4 0.4 0.4 0 0.9 55 6 6 6ct 0ct 0ct

Ex 2 div -8.38 -8.38 -9 -7.8 div 20 17 div 6ct 5ct

2) r = 0.01

Exemples bty(r) md md + nr Nb Itér Temps

RL M1 M2 RL M1 M2 RL M1 M2

Ex 1 div 0.01 0.01 0 0.03 div 8 7 div 0ct 0ct

Ex 2 div -8.99 -8.99 -9 -8.96 div 79 81 div 22ct 17ct

Example cube

1) r = 0.3

(m,n) bty(r) md md + nr Nb Itér Temps

RL M1 M2 RL M1 M2 RL M1 M2

(9,18) 23.4 23.4 div 18 23.4 3 8 div 2s 2s div

(50,100) 130 130 div 100 130 3 12 div 7mn 27mn div

(60,120) 156 156 156 120 156 3 12 3 18mn 1h25mn 9mn
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2) r = 0.01

(m,n) bty(r) md md + nr Nb Itér Temps

RL M1 M2 RL M1 M2 RL M1 M2

(9,18) div 18.18 18.18 18 18.18 div 21 3 div 7s 2s

(50,100) div 101 101 100 101 div 45 3 div 1h51mn 3mn

(60,120) div 121.2 121.2 120 121.2 div 49 3 div 5h18mn 9mn

Dans les tableaux le signe div indique que la méthode n’a pas permis d’obtenir la solu-

tion.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Dans notre étude, nous avons abordé des questions ouvertes concernant la program-

mation semi-définie (SDP ) linéaire.

Les réponses que nous avons apporté sont d’une valeur algorithmique et numérique

très intéressante et ouvrent plusieurs perspectives.

L’approche barrière logarithmique pour (SDP ), est un véritable exploit, sur l’aspect

théorique et algorithmique. L’aspect numérique pourra être poussé à un niveau de per-

formance très appréciable pour la pratique.

La technique de fonctions majorantes pour déterminer le pas du déplacement suivant

la direction de descente, est une alternative très fiable qui devra se confirmer comme

la technique de choix aussi bien pour (SDP ) que pour d’autres classes de problèmes

d’optimisation.
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ANNEXE

On suppose connus la moyenne x̄ et l’écart type σ d’une série statistique {x1, x2, . . . , xn}

de n nombres réels et on cherche certaines informations sur les xi à partir de ces données.

On rappelle que

x̄ = 1
n

n∑
i=1

xi et σ2 = 1
n

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = 1
n

n∑
i=1

x2
i − x̄2

Le premier résultat concerne le maximum et le minimum des xi. Il est donné par H.Wolkowicz

et G.P.H.Styan dans [ 5 ], voir aussi J.-P.Crouzeix et Alberto Seeger dans [ 6 ] pour des

résultats complémentaires.

Proposition 3.6.

x̄− (n− 1) 1
2σ ≤ min

i
xi ≤ x̄− (n− 1)−1

2 σ

x̄− (n− 1)
−1
2 σ ≤ max

i
xi ≤ x̄− (n− 1) 1

2σ

Nous allons montrer un second résultat, dans le cas où les xi sont strictements positifs. Il

concerne leur produit.

Théorème 3.8.

Supposons que les xi sont strictements positifs, alors

A ≤
n∑
i=1

ln(xi) ≤ B

avec

A = (n− 1) ln(x̄+ σ√
n− 1

) + ln(x̄− σ
√
n− 1)
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et

B = ln(x̄+ σ
√
n− 1) + (n− 1) ln(x̄− σ√

n− 1
)

Preuve :

a) Posons s1 =
n∑
i=1

xi = nx̄ et s2 =
n∑
i=1

x2
i = n(σ2 + x̄2). Si tous les xi sont égaux alors

σ = 0 et xi = x̄ pour tout i : le résultat est trivialement vrai. On supposera donc que

les xi ne sont pas tous égaux entre eux et donc σ > 0.

En fait on a nécessairement s2
2 < s2

1 car sinon tous les xi seraient nuls sauf un, or on a

supposé que les xi étaient strictement positifs.

b) Puisque on s’intéresse au problème de minimiser un produit de termes positifs xi dont

on connaît la somme s1 et la somme des carrés s2, on est donc ramené à considérer les

deux problèmes suivants

A = min
[
f(x) =

n∑
i=1

ln(xi) :
n∑
i=1

xi = s1 et
n∑
i=1

x2
i = s2

2

]

B = max
[
f(x) =

n∑
i=1

ln(xi) :
n∑
i=1

xi = s1 et
n∑
i=1

x2
i = s2

2

]
En appliquant les conditions d’optimalité du premier ordre, on voit que si x est solution

d’un de ces problèmes, il existe α et β tels que pour tout i on a

x2
i − αxi + β = 0

L’équation du second degré

ω2 − αω + β = 0

admet deux racines ω et ω′. Les xi se partagent en p pour lesquels xi = ω et (n − p)

pour lesquels xi = ω′.

Puisque les xi ne sont pas tous égaux, on a nécessairement 1 ≤ p ≤ n− 1.

On a donc s1 = pω + (n− p)ω′ et s2
2 = pω2 + (n− p)(ω′)2. On en déduit

s2
2 = pω2 + (s1 − pω)2

n− p

On obtient alors l’équation

ω2 − 2ωx̄+ x̄2 − n− p
p

σ2 = 0
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dont les racines sont

ω1 = x̄+ σ

√
n− p
p

et ω2 = x̄− σ
√
n− p
p

Les ω′ correspondants sont

ω′1 = x̄− σ
√

p

n− p
et ω′2 = x̄+ σ

√
p

n− p

On a alors,

A = min
p

[min[h(p), k(p)]] et B = max
p

[max[h(p), k(p)]]

avec

h(p) = p ln
[
x̄+ σ

√
n− p
p

]
+ (n− p) ln

[
x̄− σ

√
p

n− p

]

k(p) = p ln
[
x̄− σ

√
n− p
p

]
+ (n− p) ln

[
x̄+ σ

√
p

n− p

]
On remarque que l’on a pour p = 1, . . . , n− 1

k(p) = k(n− p)

d’où par symétrie

A = min
p

[h(p)] et B = max
p

[h(p)]

Dans cette partie de la preuve, nous allons montrer que la fonction h est décroissante

sur l’intervalle [1, n− 1]. On aura donc

A = h(n− 1) et B = h(1)

Pour simplifier les calculs, on fait le changement de variable z =
√

p
n−p , et on considère

la fonction h̃(z) = h(p), on a

h̃(z) = nz2

z2 + 1 ln[x̄+ σz−1] + n

(z2 + 1) ln[x̄− σz]

et

h̃′(z) = 2nz
(z2 + 1)2

[
ln(x̄+ σz−1)− ln(x̄− σz)

]
− nσ

(z2 + 1)2

[ 1
x̄+ σz−1 + 1

x̄− σz

]
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Puisque la fonction x −→ x−1 est convexe sur ]0,+∞[, on a l’inégalité

x̄+σ
z∫

x̄−σz

x−1dx ≤ 1
2
[
(x̄+ σ

z
)− (x̄− σz)

][ 1
x̄+ σz−1 + 1

x̄− σz

]

Reportons dans l’expression de h̃′(z) ,on voit que h̃′(z) ≤ 0. Par conséquent h̃ est

décroissante sur l’intervalle [(n − 1)−1
2 ,
√
n− 1], puis h est décroissante sur [1, n − 1].

D’où

A ≤
n∑
i=1

ln(xi) ≤ B �
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Résumé :

On traite dans ce mémoire l’analyse convexe, quelque rappels d’optimisation, la pro-

grammation linéaire et la dualité, les problèmes de programmation semi-définie et en

particulier les méthodes barrières logarithmiques sur le plan théorique et algorithmique.

L’introduction de la nouvelle approche des fonctions majorantes a contribué efficacement

à la réduction du coût calculatoire de l’algorithme comparativement aux méthodes de

recherche linéaire classique.

Mots clés : Programmation Linéaire, Programmation Semi-Définie, Recherche Linéaire,

Méthode Barrière Logarithmique, Fonctions barrières.
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