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INTRODUCTION GENERALE

Le sujet traité dans ce mémoire concerne le probleme de programmation dit d’opti-
misation sous contraintes semi-définie, encore appelé probleme SDP. Cette appellation est
une conséquence de la terminologie anglaise SemiDefinite Programming. Ce probleme est
une extension naturelle de la programmation linéaire dans le sens ot les variables sont des
matrices symétriques semi-définies positives au lieu d’étre des vecteurs. Ce qui explique
d’ailleurs le transport du savoir faire de la programmation linéaire a la programmation
semi-définie. L’étude de ce probléme a commencé dés le début des années 60 en tant que
probleme mathématique non linéaire, il existe alors tres peu de résultats publiés et ils
sont principalement d’ordre théorique.

Depuis les années 90, grace notamment aux travaux fondateurs de ALIZADEH, NE-
MIROVSKI, NESTEROV [4] entre autres, les méthodes de points intérieurs ont pu étre
étendues a la résolution de problemes SDP tout en gardant la plupart des bonnes pro-
priétés qui avaient été observées pour les programmes linéaires. En fait, de nombreux
résultats sur les programmes linéaires, notamment en termes de dualité et d’optimalité,
ont été étendus aux problemes SDP.

Il a résulté de tout cela un grand nombre de domaines dans lesquels les problemes
SDP ont trouvé des applications. On cite : Optimisation combinatoire, Optimisation non
linéaire, Théorie des graphes, commande robuste, etc,...

Actuellement, le probleme (SDP) constitue I'un des sujets de recherche le plus convoité
dans le domaine de 'optimisation numérique. Le but étant de développer une méthodolo-

gie adéquate. A ce propos, il est impératif de traiter des questions ouvertes, déja étudiées

iii



% INTRODUCTION GENERALE

au niveau de la programmation linéaire : Initialisation, pas de déplacement, cotit excessif
de l'itération, qui sont ici plus complexes en raison de la structure complexe du probleme.

proposons dans ce mémoire une approche barriere logarithmique dans laquelle, on
introduit une procédure originale pour le calcul du pas de déplacement basée sur les fonc-
tions majorants : On obtient une approximation explicite entrainant une décroissance
signifiante de I'objectif, de plus elle est économique et robuste, contrairement aux mé-
thodes classiques de recherche linéaire.

Présentation du mémoire :

Ce mémoire est réparti en trois chapitres, le premier chapitre présente un rappel des
notions fondamentales : [’analyse convexe, quelques rappels d’optimisation, et la program-
mation linéaire. Le deuxieme chapitre, nous présentons des notions de la programmation
semi définie positive. Enfin, nous terminons le troisiéme chapitre par I'introduction des
fonctions majorantes qui constituent l'originalité de notre étude, ce chapitre est étayé
par des expérimentations numériques. Notre travail ouvre des perspectives pour d’autres

classes de problémes avec autres types de méthodes.
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CHAPITRE 1

AMELIORATION DES ALGORITHMES
PROJECTIFS POUR LA
PROGRAMMATION LINEAIRE

Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons brievement quelques notions fondamentales sur
I’analyse convexe, rappel d’optimisation et quelques notions en programmation

linéaire.



% CHAPITRE 1. AMELIORATION DES ALGORITHMES PROJECTIFS POUR LA
PROGRAMMATION LINEAIRE

1.1 Préliminaires

1.1.1 Analyse convexe

Définition 1.1.

Un ensemble K C R" est dit conveze si :
Ve,ye K,VAe 0,1, \x+(1—- Ny e K

Autrement dit, un ensemble convexe contient toujours le segment de droite joignant deux
points quelconques x,y € K.
Sachant que :
[zyl={Az+(1-ANyeK/ 0<A<1}

Définition 1.2.
Un ensemble K C R™ est dit affine si :

Ve,ye KYAeR A+ (1—-Nye K

Remarque 1.1.

Tout ensemble affine est convexe. La réciproque est fausse.

Définition 1.3.
On dit qu’une fonction f: K C R" — R, définie sur un ensemble convexe K, est conveze

st elle vérifie :
Va,y € K,VA € [0,1], f(Az + (1= A)y) < Af(z) + (1= A)f(y)
On dit qu’une fonction f est strictement convexe sur un ensemble convere K :

Ve,y € Ko #y, YA €]0, 1], f(Az + (1 — Ny) < Af(z) + (1 = N) f(y)

«2)



% CHAPITRE 1. AMELIORATION DES ALGORITHMES PROJECTIFS POUR LA
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Définition 1.4.
La fonction f est dit affine si :

VAER, fhx+ (1= Ny) = M(z)+ (1 =N f()

Définition 1.5.

Un ensemble K est un polyedre si :
K={reR":pr<aq;i=1,...,m}

Ou p; est un vecteur non nul de R™ et a; est un scalaire pourt=1,...,m.

1.1.2 Rappels d’optimisation

Un probleme d’optimisation est présenté par la forme suivante :

(PC) min ) (1.1)

rzeC

1.1.2.1 Optimisation sans contraintes

Un probléeme d’optimisation sans contrainte est présenté par la forme suivante :

min f(z)

r € R"

» Résultat d’existence-unicité

Théoreme 1.1. Existence
Si f une fonction propre, continue et coercive sur R™ Alors admet au moins une

solution.

Théoréme 1.2. Unicité

Soit f strictement conveze. Alors la solution optimale de si elle existe, est unique.

«3)



% CHAPITRE 1. AMELIORATION DES ALGORITHMES PROJECTIFS POUR LA
PROGRAMMATION LINEAIRE

» Condition d’optimalité
Soit f: R™ — R est une fonction deux fois différentiable.

Théoreme 1.3. Conditions nécessaires d’optimalité

Soit x* € R™ un minimum local du probléme .

1. Condition nécessaire de premiére ordre si : f est différentiable en x* alors :
Vf(x*)=0

2. Condition mnécessaire de second ordre si : f est deux fois différentiable au

point x*, alors :
)

2 *
v f(m ) B 0z;0y;

est une matrice semi-définie positive.
V2f(x*) > 0 <= 2'V?f(2*)x > 0,Vz € R"
Théoreme 1.4. Conditions suffisantes d’optimalité
Soit f: R* — R, f € C?. On suppose que :
1. Vf(z*) =0.
2. V2f(x*) est une matrice semi-définie positive, i.e Yo € R™ zt V2 f(x*) x > 0.
Alors x* est un point minimum local.

Proposition 1.1. Condition nécessaire et suffisantes cas convexe
Soit f une fonction convexe de classe C?, définie sur R™ et x* un point de R™. Alors, x*

est un minimum local (global) de f si et seulement si V f(z*) =0 et V2 f(z*) > 0.

1.1.2.2 Optimisation avec contrainte

Un probléeme d’optimisation avec contrainte est présenté par la forme suivante :

(pey{ M) 13)
rze(C

Ou C est ’'ensemble des contraintes.
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% CHAPITRE 1. AMELIORATION DES ALGORITHMES PROJECTIFS POUR LA
PROGRAMMATION LINEAIRE

» Résultat d’existence-unicité

Théoréme 1.5. Existence
Soit f: C' C R" — R une fonction continue sur un ensemble C, et si C' fermé non vide.

On suppose que :
1. C' est borné.
2. C et non borné et lim f(x) =400 (on dit alors que f est coercive).

l|#]| =00

alors f posséde au moins un point minimum sur C.

Théoreme 1.6. Unicité
Soit f une fonction strictement convexe sur C, et C' convexre. Le minimum de [ sur C,

s’il existe, est unique.

» Condition d’optimalité
> Condition d’optimalité du premiére ordre
Considérons le probléme :
C={xeR"g(x)=0,i=1,....p, hj(x)<0,j=1,...,¢}
e Tel que les contraintes g;(x) = 0 sont appelées "contraintes d’égalité” et les contraintes

h;(z) < 0 sont appelées "contraintes d’inégalité”.
e Un point z de C est une solution réalisable (ou admissible) de (1.3).
Théoreme 1.7. Condition nécessaire du premiére ordre

Si f est une fonction différentiable et si C' est un convexe fermé, alors toute solution x*

de vérifiant les conditions nécessaire d’optimalité de premier ordre :
f(z) = f(z*) > Vf(a*)(x — %), Vo € C (1.4)

Théoreme 1.8. Condition NS du premiére ordre dans le cas convexe
Soit f une fonction convexe différentiable, et C' convexe fermé de R", soit x* un point de
C. La condition est nécessaire et suffisante pour x* est une solution de .z un

point minimum de f sur C.

«5)



% CHAPITRE 1. AMELIORATION DES ALGORITHMES PROJECTIFS POUR LA
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» Condition de qualification

Nous présentons trois conditions de qualification ou de régularité.

% (CQ1) C est un polyédre convexe :

C’est le cas lorsque les fonctions g; et h; sont affines.

* (CQ2) condition de Slater :

La condition de qualification des contraintes de Slater est comme suit :
1) Les fonctions g; sont convexes et les fonctions h; sont affines.
2) 1l existe & tel que g;(2) = 0 et h;(£) < 0; Vi, j.

* (CQ3) condition de Mangasarian-Fromowitz :

Définition 1.6. (Régularité)

On dit que le point x* est régulier pour les contraintes g et h si :

o 1" est réalisable g(x*) =0, h(z*) <0.

o Et si les vecteurs Vg;(x*), Vhj(x*),1 < i < p,j € I(z*) , sont linéairement indé-
pendants.
o [l existe d # 0 € R™ tel que (Vg;(z*),d) =0 pouri=1,...,p et (Vh;(z*),d) <0

pour Vj € I(z*).

On assoie le probleme suivent :

min f(x)
gi(x)=0,i=1,...,p
hi(z) <0,5=1,....q

/’Lj207j:177q

La fonction L : R" x [0, 00[PxR? — R définie par :
p q
L(z, A ) = f(x) + D Nigi(x) + D pihy(a)
i=1 j=1

est appelée le 7 LAGRANGIEN 7.
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% CHAPITRE 1. AMELIORATION DES ALGORITHMES PROJECTIFS POUR LA
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» Théoreme de KKT

Le théoreme suivant de Karush-Kuhn-Tuker-Lagrange donne une condition né-

cessaire d’optimalité :

Théoréme 1.9.
Supposons que les fonctions f, gi, hj sont C' dans un voisinage de x* € C et que les

contraintes vérifient une condition de qualification. Si f est un minimum local en x* sur

C alors V\* € RP et du* € RY tel que :

p q
Vo L(x*, N pu*) = Vf(x*) + '21 XiVgi(z*) + '21 wiVhi(z*) =0
i= j=
VaL(z*, \*, 1) = gi(z*) =0
V., L(x*, X, 1*) = hi(z*) <0

>0, VL, N, pw*) = pihi(z*) =0

Les quantités \; et p; sont appelées multiplicateur de Karush-Kuhn-Tuker.

Lorsque le probléeme est convexe ( f et g; convexes et h; affines ) on a la condition

suffisante d’optimalité.

Théoréme 1.10.

Supposons que les fonctions f, g; sont C1 dans un voisinage de v* € C, convexes et que

les fonctions h; sont affines. Si IN* € RP et pu* € RY tel que :

p q
Vf(x*)+ Zl ANiVgi(x*) + Zl wiVhi(z*) =0
= j=
gi(x*) =0
J

alors f est un minimum local en x* sur C.

«7)
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1.2 Programmation linéaire

La programmation linéaire constitue la pierre angulaire de toute la recherche opé-
rationnelle. Il faut bien stir éviter de forcer tout modele a étre linéaire. Par contre, un
tres grand nombre de modeles constituent des extensions de programmes linéaires. Elle
peut se définir comme une technique mathématique permettant de résoudre des problemes
de gestion et particulierement ceux ou le gestionnaire doit déterminer, face a différentes
possibilités, I'utilisation optimale des ressources de I’entreprise pour atteindre un objectif

spécifique comme la maximisation des bénéfices ou la minimisation des cofits.

1.2.1 Formulation d’un programmation linéaire

Un programme linéaire (PL) peut étre écrit sous 'une des deux formulation suivantes :

a) Forme canonique :

minclz = 2
Ax > b (1.5)

x>0

ol A est une matrice (m x n), ¢ € R" et x un vecteur inconnu dans R" et b € R™.
De nombreux modeles d’application se rameénent de maniére naturelle a cette forme

qui se prété mieux a I’analyse théorique.

b) Forme standard :

minclz = 2
x>0

C’est la forme a laquelle on se rameéne le plus souvent a cause de sa convenance pour

I’analyse théorique et le traitement numérique.
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Tell que pour les deux formes de PL est :
e h € R™, est le second membre, avec b; > 0,Vi =1, ..., m.

n
o c'x =Y ¢z , est la fonction objectif .
j=1

1.2.1.1 Exemple

Un menuisier désire fabriquer des tables et des chaises et des tabourets. Il dispose de
50 unités de bois et 90 heures de travail. La fabrication d'une table nécessite 10 unités de
bois et 15 heures de travail. Celle d’une chaise, 5 unités de bois et 10 heures de travail.
Cependant la fabrication d’un tabouret 1 unité de bois et 2 heures de travail. Une table
vendue procure au menuisier un profit de 1000 DA ; une chaise, un profit 400 DA. La
vente d'un tabouret procure au menuisier un bénéfice de 250 DA. Combien de tables, de

chaises et de tabourets doit-il alors fabriquer pour maximiser son profit ?

Formulation mathématique de 1’exemple

Pour set exemple, on identifie trois variables X, X5 et X3.
X1 : nombre de tables
X5 : nombre de chaises
X3 : nombre de tabourets
Il y a une contrainte rattachée au bois et une autre au temps de travail, d’ou les

inégalités :

10X + 5X5 4+ X3 < 50
15X, + 10X, + 2X3 <90

Les variables sont non négatives :
X1207 XQZO et XgZO
La fonction objective F est & maximiser et s’écrit :

max [’ = 1000X; + 400X, + 250X

«9)
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Comme la fonction objective s’exprime par une équation linéaire et les contraintes s’ex-
priment par des inéquations linéaires par rapport aux variables de décision, ce probleme

est aussi un modele de PL.
max ' = 1000X; 4+ 400X, + 250X3

Sous les contraintes :

10X; + 5X5 + X3 < 50
15X7 + 10X + 2X3 <90
Xle, X220 et XgZO

Dans cet exemple, on a trois variables de décision (n = 3) et deux contraintes (m = 2).

1.3 Dualité en Programmation Linéaire

La dualité est un notion essentielle en programmation mathématique en particulier en
programmation linéaire. A un probleme de PL appelons le primal. 'opération de dualité
associe un autre probléeme de PL son dual qui ne sera défini qu’a ’aide des seules données

du probleme primal. La dualité présente un double internet :

e d’autre part, le probleme dual a une interprétation économique importante : il constitue

une autre vision du probleme initial, le primal.

e d’autre part, des propriétés mathématiques simples est fortes , lient les deux problemes

primal et dual.

1.3.1 Définition du probleme dual

La dualité associé a tout probleme linéaire un autre probleme linéaire qui est appelé
probleme dual du probléme initial : par opposition le probléme initial est appelé probleme

primal.

«10)»



% CHAPITRE 1. AMELIORATION DES ALGORITHMES PROJECTIFS POUR LA
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Soit le programme linéaire écrit sous forme standard :

min ¢tz
(P)S Az =1b
x>0

On appelle dual (P), le programme linéaire :

max b'y
(D){ Aly<c
y € R™

qui est équivalent au probleme suivant :

max by
Aly+s=c
s>0

yeR™

ou s désigne une variable d’écart. Les ensembles des solutions réalisables de (PL) et (D)

seront notés respectivement Fp et Fp. Ainsi, on a :
Fp={z eR", Az =b,x > 0}

FD:{(y’s)6RmXRm,At?/+S=c,sZO}

e Si l'un des problemes (PL) ou (D) possede une solution optimale fini, il en est de

méme pour 'autre et leurs valeurs optimales sont égale.

e Si l'un des problemes (PL) ou (D) est non borné, alors le domaine réalisable de

l'autre est vide.

11
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1.3.2 Exemple

Soit le programme linéaire primal :

min(2z;, — 3x2)
T, — 29 <1

(P)q 2z +32, >4

T+ x93 =3

x120,x2€]R

Le dual de ce programme s’écrire :

max(y; + 4ya + 3y3)
Y1+ 2ys +ys < 2

—y1+3Y2 +ys = —3

1 <0,y 20,3 € R

Remarque 1.2.

1. Le dual du dual est le primal.

2. 1l est utile d’écrire directement le dual d’un programme linéaire mais sous forme
standard ( le transformer en forme canonique). Cette définition de dualité s’étend
donc a travers ces transformations a tout programme linéaire primal écrit ou non

sous forme canonique.

Théoréme 1.11. (Dualité faible)

Si x et y sont respectivement des solutions réalisables pour (P) et (D) alors
x>ty

Théoréme 1.12. (Dualité forte)

Si x* et y* sont respectivement des solutions réalisables pour (P) et (D) telles que

alors z* et y* sont des solutions optimales pour leurs problémes respectifs (P) et (D).

«12)
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Théoréme 1.13. (Théoréme de dualité )

e Sil'un des problémes (P) et (D) admet une solution optimale, il en est de méme pour

l'autre et leur valeurs optimales correspondantes sont égales.

o Sil'un des deux problémes d une valeur optimale non bornée, l’autre n’a pas de solution

optimale.

1.4 Résolution d’un programme linéaire

La solution d’un programme linéaire est toujours atteinte en un sommet (point ex-
trémal) de la région admissible, c-a-d : un point réalisable satisfaisant exactement (m)

contraintes linéairement indépendantes.

1.4.1 L’aidée générale sur La méthode du simplexe

Cette méthode est une procédure qui examine les points extrémaux (réalisables) d'une
fagon convenable, le passage d’un sommet & un autre entraine souvent une diminution de
I’'objectif si le probleme est un probleme de minimisation.

La résolution d’un programme linéaire par cette méthode est traditionnellement divisée

en deux phases :

- Etapel : Est I’étape d’initialisation, elle consiste a chercher un premier sommet réa-
lisable, et peut étre posée (de plusieurs maniéres) sous forme d’un programme linéaire

possédant une solution initiale triviale.

- Etape2 : Construit une suite de sommets adjacents réalisables diminuant la valeur de
I’objectif d’une itération a l'autre. Le nombre de sommets étant fini, la convergence de
la méthode du simplexe vers 'optimum est garantie en un nombre fini d’opérations a
condition que le probléme ne soit pas dégénéré (i.e : aucune composante de la solution

réalisable de base n’est pas nulle).
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1.4.2 Meéthodes de points intérieurs

Les méthode de points intérieurs comme leur nom l'indique éviteront soigneusement
la frontiere de I’ensemble admissible et ne souffriront donc pas de I’aspect combinatoire
inhérent a la méthode du simplexe. Khachiyan (1979) fut le premier a proposer un al-
gorithme dit polynomial, c¢’est-a-dire dont le nombre d’itérations grandit d’'une maniere
polynomiale avec la taille du probleme. Malheureusement, cet algorithme s’est avéré inef-
ficace en pratique, il a fallu donc attendre les travaux de Karmarkar (1984) pour susciter
un engouement pour les méthodes de points intérieurs. Actuellement, 'importance de ces
méthodes a dépassé le cadre de I'optimisation linéaire et elles sont beaucoup plus utili-
sées dans le cadre de I'optimisation convexe, grace notamment aux travaux de Nestrov et
Nemirovesky (1994). Actuellement, les méthodes de points intérieurs sont devenues com-
pétitives a la méthode du simplexe surtout pour les problemes de grande taille (> 1000
variables ou contraintes).

Il y a, principalement, quatre grandes catégories des méthodes de points intérieurs :

Les méthodes affines.

Les méthodes projectives.

Les méthodes de réduction du potentielle.

Les méthodes de trajectoire centrale.

1.4.2.1 Meéthode projective version Ye-Lustig

Malgré sa complexité exponentielle, ’algorithme du Simplexe est resté longtemps
I’algorithme de référence pour la programmation linéaire. La méthode est demeurée sans
compétiteurs sérieux jusqu’en 1984 ou un nouvel algorithme polynomial, I’algorithme des
méthodes projectives a été proposé par Narendra Karmarkar aux laboratoires de AT et
T Bell aux Etas Unis. Mais la mise en place et les transformations nécessaires pour ré-
soudre un probleme standard de programmation linéaire par la méthode de Karmarkar
sont demeurées secretes jusqu’en 1985. Cet algorithme a été essentiellement différent de
la méthode du simplexe par le fait que, dans cette derniere, on se déplace en suivant la

frontiere du domaine réalisable, alors que pour la méthode de Karmarkar, on progresse
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tout en restant strictement a l'intérieur du domaine réalisable, d’ou la connotation "inté-
rieur", et ¢’était grace a lui qu'une recherche intense dans les méthodes du points intérieurs
s’est déclenchée et a donné comme résultat une grande variété d’algorithmes de ce type.
L’algorithme de Karmarkar avait un grand intérét théorique puisqu’il est polynomial , en
effet, il exige un o(n®L) opérations arithmétiques, d’oll une complexité totale de o(n*L)
opérations. Karmarkar a méme été capable de la réduire & o(n®>L) en utilisant un pro-
cessus de mise a jour partiel.

Ces méthodes projectives n'ont pas été présentées seulement par Karmarkar mais
aussi par Todd et Burell, Anstreicher, Gay et Ye et Kojima. Ces chercheurs ont suggéré
des modifications de l'algorithme original de Karmarkar afin d’aboutir a un algorithme
tres efficace et plus utile dans la pratique. Ces méthodes ont été mise en ouvre hors des
laboratoires Bell par Adler et al, Gill et al, Monma et Morton et Mcshane et al, ces dif-
férentes mise en ouvre ont donné de bons résultats prouvant leur supériorité par rapport
aux autres méthodes (simplexe, ellipsoide ...).

Dans cette partie on étudie 'approche de Ye-Lustig.
L’approche de Ye-Lustig.

Soit le programme linéaire sous forme standard :

min clx = z*
PL Az =10

x>0

ou:c, rdeR", Ae R™*"
avec I’hypothese suivante :
H1) La matrice des contraintes A est de plein rang (rg(A) = m < n).
Dans cette méthode, a chaque itération k, on utilise une transformation projective

qui ramene la région admissible polyédrique {Az = b,z > 0} a un simplexe

n+1
Sn+1:{ JIER1+1, Sa, =1 }
=1
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Cette transformation est définie par :

Le probleme (PL) devient alors :

min(Dyc, —2*)ty
Pt Aky = O
n+1
yGSnH:{ y e Ry >0, 4 =1 }
i=1

Ol Ay, = [ADy, — b € ROHD>Xm D — diag(x*), matrice diagonale.
Comme le calcul d’une solution optimale d’un programme linéaire, sur une sphere est
évident, on introduit a chaque itération la plus grande sphere inscrite dans le simplexe

S

On obtient le sous probleme de P, suivant :

min(Dye, —z*)ty
Ps Aky =0

H Y —€nt H2§ r? <1

1
Ou r = ————, est le rayon de la sphere.
n(n+1)
En+1 o 1 1 \t +1 N
s (gs -+ ng)” € R™T est le centre de la sphere.

Comme la valeur de z* est généralement inconnue, Ye-Lustig approxime z* chaque itéra-

tion par des bornes supérieures z* = ctz¥ > 2*.
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Le probleme P; est remplacé par :

min(Dyc, —c'a*)?

Py Ay =0

Y

Hy - en+1||2 <r?<l1

En utilisant les conditions d’optimalités de KKT relatives au probleme (Py), la solution

optimale est donnée par :

€n+1
L= — aFrd”

Y n+1
ou o est le pas de déplacement, 0 < ¥ < 1.
k
kb — TEk pk est la projection du vecteur cofit (Dyc, —ctz¥)t sur le noyau de la matrice
p

Ap.
Pk = ([ — AZ(AkAZ)ilAk)(DkC, —cta:k)t

La vitesse de convergence de cette méthode dépend du calcul de la projection p*, et aussi
du pas de déplacement.
Calcul de la projection

Nous avans

Pk = ([ — AZ(AkAZ)_lAk)(DkC, —thL‘k)t

Posons

uy, = (ARA}) ' Ap(Dye, —c'z®)!

donc

P* = (Dyc, —c'a®) — ALy,

le calcul de p* dépend ainsi de la maniére par laquelle, on résout le systéme linéaire :
ApAtuy, = Ap(Dye, —c'aF)!

dont la matrice Ay AL est symétrique définie positive.
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H2)
Initialisation

20> 0,k = 0.

]|
et
1. Construire Dy = diag(z*), Ay = [ADy, —b], By = [Ag, e!]”.

Tan que > ¢ faire

2. Calcul de la projection py
Py = [I — BL(ByB!) ™' B)(Dyc, —c'a")!

3. Normaliser la projection py

k 1
dk = —pk ST = e
" et D)
4. Calculer I'itéré suivant
E €n+1 k ik k ,
y¥ = —— — a”rd”, a” le pas de déplacement
n+1
5. Revenir au probléme original par 7}, *
k
g = T () = Dkg [n]
ynJrl
k=k+1

Fin tant que
Fin algorithme.
Calcul d’une solution initiale strictement réalisable

Un point strictement réalisable de (PL) est une solution du probleme :

Ax =0
(PF)
x>0

En utilisant la technique de la variable artificielle, le probleme (PF) est équivalent au

probleme d’optimisation suivant :

min A
(P\)y Az +Xg=b
x>0,A>0
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tel que : ¢ =b— Aa et a € R}

(Py) est équivalent au programme linéaire :

(PL) Az =10

ot 7 = (x,\)",é=(0,0,0,...,1)t e R A =[A,b— Aa] € R™*(+D),
Etant donné que (a , 1) est une solution strictement réalisable de (PL) pour tout
a > 0. Alors le calcul de la solution optimale de (PL) est donné par la phase 2 de
I’algorithme de Ye-Lustig. L’algorithme correspondant se présente comme suit :
Algorithme d’initialisation
Initialisation

P =a, N =17= @\ etk=0

1) Si|[J[Az® —b|| <& Stop; 2" est une solution approximative de (PF).

Sinon aller a I'étape (2)

2) Si A¥ < Stop; z* est une solution approximative de (PF).
Sinon aller a I'étape (3)
1

V@ +1)(n+2)
Calculer py = [I — BL(ByBL) ' By|(Dyé, &'3")!

tel que By = [BDy, —b] et ¢ = (0,0,0,...,1)t € R**!

€n - _
calculer y*+! = - :22 — akTH];ZH’ka = (y,’iié) "Dyt n + 1]

3) Poser Dy = diag(i*), B = [A,b— Aa] et r =

4) Faire k = k + 1 et retourner a l'étape (2).
Fin
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CHAPITRE 2

METHODE PROJECTIVE DE POINT
INTERIEUR POUR LA
PROGRAMMATION SDP

Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions de produit scalaire , les normes,
et effectuons quelques propriétés des matrices symétriques. En fin nous étudions la

programmation semi-définie positive.

2.1 Préliminaires matriciels

Notation : Soit
- M,(R) = M,, I'ensemble des matrices carrées de taille n a coefficients dans R.

- Sp(R) = S, 'ensemble des matrices symétriques réelles de taille n c-a-d : les matrices

A € M, vérifiant A = A°.
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2.1.1 Produit scalaire, norme

Si A, B € M, le produit scalaire de A et B, noté A e B est définit par :

3
™2

AeB = <A,B> = T‘I'(AtB) = ambzy =BeA

I
—

1

i

J

m
Ou la trace Tr(A) = > a;; est la somme des éléments diagonaux de A.
ij=1
On la propriété importante suivante :

VA, B € M,(R), Tr(AB) = Tr(BA)
A ce produit scalaire, on associé une norme dit de Frobenius :
[Allr = [[Al = VAe A

On utilisera également la norme spectrale :

HAH2 =V )‘maa:(AtA)

Pour une matrice symétrique A, on obtient facilement les résultats suivants :

|Al|r = maz|X\;(A)| (rayon spectral de A)
Al = (35 a2)i = (5 aap
1,j= i=

2.1.2 Matrices (Semi définies positives)
Définition 2.1.
Soit A € S, (R)

1. A est dite semi-définie positive, et l'on notera A € ST(R) ou A >0 si
Ve € R, 2t Az > 0.

2. A est dite définie positive, et l'on notera A € STT(R) ou A >0 si
Vo € R*\ {0}, z' Az > 0.
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Lemme 2.1.

On considére des matrices symétriques A; € Sy, (R). Alors la matrice diagonale par blocs

A, 0 ... 0
|0 Ay
0
0 ... 0 Ay

est définie positive (resp semi-définie positive) si et seulement si chacune des A;

est positive.

Notation :
1. STR)y=Sr={AeS,/A*=0}
2. STT(R)y=St*t={AeS,/A=0}
Proposition 2.1.
Soit B € M,, inversible, alors :
Ae Sh< B'AB € S,
et
Ae Stt < B'AB e S,

Théoréme 2.1.

Soit A € S,(R). Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. Ae SHR) (resp. A€ ST (R)).
2. Amin(A) >0 (resp. Amin(A) > 0).
3. 3P € M, (R), A= P'P (resp. 3P € M,(R),rg(P) =n tel que A= P'P).

Théoréme 2.2 (Complément de Schur).
Soient A € ST(R),C € Sy(R) et B € My, ,(R). On a alors les équivalences suivantes :

4 B .
>0 C—-BA"B>0
Bt C
et ) )
A B
>0 C—-—B'A'B>0
Bt C
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2.1.3 Les cOne

2.1.3.1 Le cOne convexe

Définition 2.2.

Un ensemble S,, = R’} est un cone si :
T,y €S, =VA>0: ANz +y) €S,
Un cone est dit pointé si S, N (—S,) = {0,}.

Proposition 2.2.

1. S un cone fermé pointé dans S, si S;- N (=S;) ={0,} (0, une matrice nulle).
2. S+ nest pas un cone car 0, ¢ S;.

3. St est Uintérieur de S;F (c’est Uintérieur relatif ).

On rappelle que S,, C R™, S, # 0, Uintérieur relatif de S, est :
ri(Sn) = {aff(Sn)/3e > 0,(x +eB)Naff(S,) C Sn}

et tel que :

aff(Sy) :{xeR"/x:zn:)\ixi,xi eSn,zn:)\i: 1}

i=1 i=1

B est la boule unité euclidienne de R" :
B ={r e R"/[lz|| <1}
et si
aff(S,) =R" = ri(S,) = int(S,)/int(S,) ={z € S,/Fe > 0,2 +eB C S, }

et S,, un convexe de R™.

4. La structure du cone de S induit un ordre partiel sur S, dit : “ Ordre de Lowner” :

A-B & A—-BeSI(R)
A=B & A-BeST(R)

(>, = : relation d’ordre partiel).
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Proposition 2.3.
Soient A, B € S;t. Alors :

1. A+ B> B.

2. A3BA3 > 0.
(si A€ S, =3 MeSI/A=M? de plus M commute avec A et vérifie
rg(A) =rg(M) = M = Az ),

3. Tr(AB) < Tr(A) Tr(B).

4. Les valeurs propres de la matrice AB sont positives.

Lemme 2.2.

1. Soient A, B € S;t. Alors Ae B > 0.

De plus, on a l’équivalence suivante : Ae B=0<< AB = 0.

2. Soient A,B € S;\. Alors :
/\mzn(A))\mam(B) S )\mzn(A) Tr(B) S A L4 B S )\maw(A> T;’“<B) S n)\max(A))\max(B>

2.1.3.2 Cobne des matrices symétriques positives

Définition 2.3.

Espace vectoriel des matrices symétriques :
S, ={Ae R /A= A"}
Cone des matrices symétriques positives de dimension n :
St={A€S,/A=0}
Ici = ordre de Lowne, ou des formes quadratiques associées :
A< B+ 2'Ax < 2'Bzx,Vr € R"
Le cone S;7 est convexe et fermé et on a (Amin plus petite valeur propre) :
A>0< Muin(A) >0
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2.1.3.3 Cone de Lorentz

Définition 2.4.
Ensemble de R™ défini par :

Sn:{xeR",an\/x%—i-...—i-x%_l}

En dimension 3 : forme d’un “cornet de glace”.
Sin =2, on peut identifier Sy au cone de Lorentz de dimension 3, utilisant les matrices

de Pauli

1 0 1 0 01
+y1 +y2 ) $7y1,y2€R
01 0 —1 10

Amin(A) > 0 & 2 > \/y? + 43,

Le cone des matrices SDP 2 x 2, Sy, coincide avec le cone de Lorentz.

I
8

constatant que

2.1.3.4 Cone de récession

Soit C' un convexe non vide de R™ et a € C', on pose
Cola) ={d e R"/a+ \d € C,V\ > 0}
Alors Cy(a) est un coéne convexe non vide. En général, C(a) dépend de a.

Définition 2.5. On appelle cone de récession (ou asymptote) de C l’ensemble

Coo = () Coola)

aeC

Un élément d € Cy est appelée direction de récession.

2.1.3.5 Le coOne polaire

Définition 2.6.

Le cone polaire S} d’un cone S, est l’ensemble :

Sy ={y /Vx € S,,zey >0}
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Lemme 2.3.

(5 (R))" = 57 (R).

Ce lemme est équivalent au théoreme de la trace de Fejer, que nous donnons en
corollaire :
Corollaire :

Ae SHR) < VBeSH(R),Ae B> 0.

2.1.4 Formulation du probléme

Les programmes semi définis généralisent la programmation linéaire au cone des ma-

trices semi définies positives. Un programme semi défini (SDP) s’écrit :

min C.X = Tr(C'X)
(SDP){ A, X =bii=1,....m (2.1)
X € S (R)

ou : C,Al € Mn, b= (bl,bg,...,bm)t e R™,

La programmation semi-définie est un cas particulier de la programmation conique, et une
généralité de la programmation linéaire, ici on manipule des matrices au lieu des vecteurs.
Effectivement on peut ramener un probleme de programmation linéaire en un probleme

de programmation semi-définie. Pour ce fait, soit le programme linéaire suivant :

min 'z
(PL) Ax =10
r>0,zeR
posons
cq 0 0 z; O 0
C = 0 ¢ 0o |, X= 0 x4 0
0 O Ch, 0 O T
ap; O 0
A; = 0 ap - 0 , bi =
0O O Ain
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on a donc :
c =<C,X> =TrCX)
z>0 —x; >0 Vi=X>0
d’ou
min ctx min C. X
(PL) & Ar=b0 =1 A X=b,i=1,....m < (SDP)
r>0,zeR X =0

De plus 'ensemble des contraintes vérifiant X > 0 est infini contrairement a la program-

mation linéaire ou il est fini (z > 0).

Exemple

La programmation linéaire est un cas particulier de la programmation semi définie :

min xq + 329 min xq + 329
(PL) 201 —xo =1 < (SDP) 211 — 19 — 1 0 0
51‘1 + 7132 = —6 0 5ZL'1 + 71)32 +6

2.2 Dualité en programmation semi-définie

La dualité en SDP est tres similaire a la dualité classique en programmation linéaire
a quelques différences prés.

Soit le probleme SDP linéaire primal sous la forme standard :
(SDP) my, = min {(C’,X),(Ai,X>:bi,z‘zl,...,m,XGSj{
Pour obtenir le probleme dual de SDP, on considere la fonction Lagrangienne :

q(y) = min [(C,X> + i(bi — (A, X))yi,y € Rm]

!L’ES»,T i=1
d’on

maxq(y) = max min [((C — g;yiAi), X) + éby]

yeR™ yE]RmmeS;
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donc
Inaxq(y):: yeR™ ;=1 i=1
yeR™ .
—00 ailleurs

D’ou par convention le dual du probleme SDP est un probleme SDP défini par :

max by max by
mqg = C - zil:l yZAZ S S:Lr <~ C— 5_1:1 yZAz =9 (DSDP)
y € R™ yeR™ SeSf

Définition 2.7.
Une solution réalisable de DSDP est le couple (y,S) € R™ x S tel que :

i=1
De méme le couple (y,S) est dit strictement réalisable pour DSDP si

C — ZyZAZ € S:Jr
i=1

On note F(F') l'ensemble des solutions réalisables pour DSDP ( resp. l’ensemble des so-

lutions strictement réalisables pour DSDP).

Définition 2.8.

La valeur optimale de DSDP est définie par :

d*—md—sup{bty :C—ZyiAieS;, yE]Rm}

i=1
avec

(y*,5") € Fetby* =d*

et
ST=0C- Z%‘Ai
i=1

Proposition 2.4. "Dualité faible"
Soit X €Y et (y,S) € F alors :

CeX —by=XeS>0
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Définition 2.9.
La différence C @ X — by > 0 est appelée écart de dualité.
Nous allons étudier quelles conditions donnent lieu a une dualité forte, c’est-a-dire a un

écart de dualité de solutions optimales nul (p* — d* = 0).

Théoreme 2.3. "Dualité fore"

m
Supposons qu’il existe y € R™ tel que Y y;A; = 0. Alors p* = d*.
i=1

Remarque 2.1.

1. X o S est appelé ’écart ou Saut de dualité.

2. Certains résultats de la programmation linéaire ne sont pas valables en SDP.

Example 2.1.

E = S5 l'espace des matrice symétriques 3 X 3, m = 2

m, = min [(J.X, X e S5, (A X) =b, ¢:1,...,m] (SDP)
ou .
010 100 01 0
C=3 00|, A=[000],4=310 0
000 000 00 -1

Ty T2 O
X = T12 Too 0 et b= (0, —1)t
0 0 33

Ce probleme s’écrit aussi sous la forme suivante :

0 T12 0
mp =min (r12, X = | 115 9 0 >0 (SDP)

0 0 1 + xlz
L’ensemble des solutions réalisables correspond a l’ensemble
Y = {($12,$22)R2 X9 =0, Tgg > 0}
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En outre I’ensemble des solutions optimales est

0 T12 0
X' = Ti2 T2 0 , T2 >0

0 0 1+.’L’12

1l s’ensuit que

m, =0
Ecrivons le probléme dual
2
mg = max by - C =D yAi e Sy (DSDP)
yer? i=1
qui correspond a la forme
—U 1_2y2 0
mg=max |—y: | = 0 S (DSDP)
ycR2 2
0 0 Y2

I’ensemble des solutions réalisables correspond a l’ensemble

(y1,92) ER? 1y <0, yo =1
{

En outre I’ensemble des solutions optimales est

Y = {(yla 1>7y1 S 0}
1l s’ensuit que
mg=—1#0=m,

Les problémes (SDP) et (DSDP) sont tous deux réalisables, X* et Y* sont tous deux non
vides mais

—00 < Mmg < My < +00

Ainsi la rélisabilité des deux probléemes ne suffit pas pour avoir les mémes valeurs opti-

males.

Pour conserver le résultat de la dualité forte en SDP, une condition plus forte est

indispensable, il s’agit de la stricte rélisabilite comme le montre le théoréme suivant :
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Théoréme 2.4.

1. Si le probléme (SDP) primal est strictement réalisable, c-d-d :
dX e S:+(R) : <AZ,X> = bz,l = 1,...,m

alors

mqg=my

2. Si en outre my est fini, alors l'ensemble des solutions optimales du probleme dual

(DSDP) est compact non vide. Si le probleme (DSDP) est strictement réalisable,

c-a-d :
dy € R™ : C—ZyzAz c S:—i_
i=1
alors
mqg = my

3. Si en outre my est fini, alors ’ensemble des solutions optimales du probléeme primal

(SDP) est compact non vide.

Définition 2.10.

Une matrice X € S, est dite réalisable (resp. strictement réalisable) pour SDP si :
<A1,X>:b“Z:1,,m et XGS;F

<AZ,X> :bZ,Z: 1,...,m et X € S:—i_

On note Y ( resp Y ) Uensemble des solutions réalisables ( resp l'ensemble des solutions

strictement réalisables ) pour SDP :

Définition 2.11.

La valeur optimale (primal) de SDP est définie par :
p*=inf {(C,X) /(A, X) =b;, i=1,...,m, € S}}

X eYet(C,X)=p"
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2.3 Exemple de probleme SDP

2.3.1 Probleme de programmation non linéaire

Soit le programme non linéaire suivante :

min(z3 + )
3T > 1

120,20 >0

Ce probléeme s’écrit sous forme d’un probleme semi-défini (SDP) comme suit :

min[(C, X) : X € K, (A1, X) = b

=}

3 x3
avec C' =1,X = LA =
T3 T2

7b1:1

O NI

(NI

2.3.2 Probleme de programmation min-max des valeurs propres

Ce probleme a été étudié vers les années 1950 en Algebre linéaire comme suit :

Chercher une valeur optimale

A" = min A\ (C + A(y)) (2.2)

JERD
OuC e M,
Aopérateur : R — M,
Y —  Aly) = il Ayi, Ai € My,
En fait, trouver la plus grande valeur propre d’'une matrice symétrique A correspond au
probleme suivant :

mgx[xtAx x| = 1]

Ou z € R™ — {0} est un vecteur propre de la matrice A.
Soit encore en considérant sur les matrices symétriques le produit scalaire :
(A, B) = Tr(AB)
mgx[(A,a:xt) (1, zaty = 1] (2.3)
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Ou encore, X étant symétrique :
m)z(xx[(A,X) (I, X)=1, X > 1de range 1] (2.4)
Si on considere le probleme semi-défini linéaire suivant :
m)?x[(A,X> (L X)=1 X »=1]

Ce probleme admet des solutions optimales car I’ensemble des solutions réalisables est
compact. La fonction objective étant linéaire et 1’ensemble des solutions réalisables étant
convexe, I'optimum est atteint au moins en un point extrémal, donc en un X matrice de
rang 1. X est aussi solution optimale du probleme . Bien sur, toute solution optimale

de (2.3)) est solution optimale de ([2.4)).
Le probleme ([2.2)) s’écrit sous forme d’un probleme SDP comme suit :

min A
N = ;IelIiRI;ll)\max(C + A(y)) & M >C+ Ay)
yeR"?

min A
S A -C—Aly) >0
yeR"

Le dual de ce probleme est un probléeme SDP formulé par :

max (C, X)
AYX)=0
x>0

Tr(X) = 1
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2.4 Résolution de SDP

Nous avons déja dit que I'ensemble S est un cone non-polyédrique, et la notion de
sommet n’est plus valable pour les problemes SDP ce qui favorise d’avantage I'extension
des méthodes de points intérieurs en programmation linéaire pour SDP.

Plusieurs travaux ont été réalisés depuis les années 90 et le grand nombre d’articles
parus dans des revues internationales en témoigne, tout particulierement les travaux de
Shapiro, Fletcher-Craven (1996) qui s’intéressent aux conditions d’optimalité du probleme
SDP, les travaux de Ramana et Wolkowic (1997) qui ont étudié la dualité forte pour ces
problemes. Du point de vue algorithmique, on rencontre les méthodes de points intérieurs
qui sont relativement nouvelles et qui s’apparentent a la méthode projective de Karmarkar
pour la programmation linéaire. Ces derniéres années, plusieurs chercheurs ont proposé
des méthodes pour résoudre les problemes SDP qui sont généralement des extensions des
méthodes de points intérieurs pour la programmation linéaire. En effet, en 1994 Farid
ALIZADEH est le 1° chercheur qui a fait une étude profonde pour SDP et a proposé
un algorithme primal-dual de points intérieurs du type projectif appelé “Algorithme de
réduction du potentiel”. Depuis, plusieurs algorithmes sont proposés dans la littérature,

on cite par exemple :
1. F. Alizadeh (1995) propose une méthode projective primale-duale.
2. Vanderbeghe et Boyd (1996) ont proposé un algorithme primal-dual.
3. Monteiro (1997) propose une méthode de type trajectoire centrale.

4. Todd et All (1998) ont proposé des variantes newtoniennes pour résoudre le probleme

de complémentarité linéaire.
5. J. Jiet All (1999) ont étudié la convergence de la méthode de predicteur-correcteur.
6. M. et autres (2002) ont étudié la convergence de la méthode de trajectoire centrale.

7. Dj. Benterki, J.P. Crouzeix et B. Merikhi (2004) ont proposé une étude théorique

et numérique de certains algorithmes projectifs de Alizadeh.

Toutes ces méthodes de différents types a savoir les méthodes de trajectoire centrale réali-

sable et non-réalisable, primale, duale et primale-duale ont un probléme majeur commun
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celui de l'initialisation. En 2007 Dj. Benterki, J.P. Crouzeix et B. Merikhi ont proposé une
méthode de point intérieur réalisable pour résoudre SDP. L’avantage principal de cette

méthode est le calcul d’une solution réalisable initiale pour SDP.

2.4.1 Fonction barriéres

Ou f:R" - R, g: R*" — R"™ et X est un ensemble fermé. L’ensemble des points
admissibles est

F={reR"\z e X, g(x) <0} (2.5)

Dans ce cadre-ci, nous appellerons I’ensemble des points intérieures I’ensemble S définie
par :

S={reR"\z € X, g(x) <0} (2.6)

Notre qu’il s’agit d’un abus de langage et que, si S est non vide, les points ne sont intérieurs

que lorsque 'on se restreint a ’ensemble X. Nous supposerons que
e S0

e tout point admissible peut étre approché arbitrairement par un point intérieur, c’est-

a-dire que, pour tout x € F et pour tout € > 0, il existe x € S tel que
|7 —z|| <e

si X est un ensemble convexe et g une fonction convexe, cette hypothese est toujours

vérifiée.

Lemme 2.4.

Soit X C R™ un ensemble conveze fermé .
Soit g : R" — R™ une fonction conveze, soient F défini par et S défini par (@)

Pour tout x € F et pour tout € > 0 il existe x € S tel que :
[T — x| <e

les méthodes de points intérieurs utilisant des fonctions dites fonctions barrieres afin

d’obliger les algorithmes a rester dans S.
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Définition 2.12. " Fonction barriére”

Soit X C R™ un ensemble conveze fermé .

Soit g : R™ — R™ une fonction convexe, soit F défini par, la fonction B : S — R est
une fonction barriere si elle est continue et si :

lim B(z) =400
XeS,d(x)—0

Example 2.2. " Fonction barriére”

Les fonctions barrieres les plus utilisées sont la fonction logarithmique.
B(z) = =) In(—gi(x))

i=1

et la fonction inverse

Br)= > —

=19 (x)

Considérons I’ensemble des contraintes définies par 1 < x < 3 sont définies par :
g:R — R? avec gi() =1 —x et go(x) = z — 3, la fonction barriere logarithmique pour
ces contraintes s’écrit :

—In(x —1) —In(3 — )

Définition 2.13. (Fonction barriére de type primal et de type dual pour PL)

Le programme linéaire (PL) sous forme standard suivant :

mzvin ctx
Az = b (P)

x>0
et son dual

max bly
Aly<c (D)
yeR"”

tels que A € R™™ une matrice donnée et b € R™ et c € R".
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Une des idées derriere cette méthode est [’observation qu’une des difficultés de la pro-
grammation linéaire provient des inéquations x > 0. En effet les variables non astreintes,
une fois dans la base, n’en sortent jamais et de plus des qu’un cout réduit est non nul
dans la fonction objectif, elle peut entrer dans la base. Pour cette raison on va convertir
le PL en un probléme avec seulement des équations, en utilisant une fonction barriere qui
va empécher une variable d’atteindre la frontiere x; = 0. On y parvient en a joutant les
termes Inz; a la fonction objectif. Ces termes vont faire augmenter cette fonction vers
+o00 quand x; va tendre vers 0. Nous introduisons la fonction barriére suivante :

n
B(x) = —uzlln(—gi(w))
P
est appelé fonction barriere logarithmique et p désigne le paramétre de pénalité.

Donc le probleme barriere ayant comme origine le primal est le suivant :

min clx n
@ min c'z — p Y In(—g;(x))
Az =b — * =1 (Pu)
w>0
x>0

Pour tout i > 0 le probléme (P,) admet une solution optimale ().

Le probleme barriere ayant comme origine le dual est le suivant :

max b’y n
v max b’y — pu 37 In(—g;(z))
Aty S c _— Yy =1 (Dﬂ)
w>0

yeR"
Example 2.3.
Considérons le probleme :

n&in T

x>0

La fonction barriére est dans ce cas :

B(z,p) =z —plnx
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Example 2.4.
Soit le probleme suivante :
mggin T
T+ a0 +x3=1
21 20,29 20,23 >0

La fonction barriére est dans ce cas :

B(z,pu) =29 —plnx; — plnzy — plnag
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CHAPITRE 3

RESOLUTION D’UN PROCRAMME
SEMI-DEFINI PAR UNE APPROCHE
BARRIERE LOGARITHMIQUE

Introduction

n propose dans ce chapitre une approche barriere pour résoudre SDP. La méthode
O est basée sur une fonction de pénalisation logarithmique donnant lieu a un algo-
rithme de type Newton dont 'efficacité est mise en valeur a travers des expérimentations
numériques encourageantes. On s’intéresse dans ce chapitre au probleme suivant :

m
md:irylf[bty :;yiAi—CGK,yERm] (D)
i—
Ou K désigne le cone des matrices n x n symétriques semi-définies positives et les matrices
C A,i=1,..., m, sont des matrices symétriques données.

Le probléeme (D) est le dual du probléme suivant :

mp:m)?x[(C’,X> X eK, (A, X)=0b,YVi=1,..., m] (P)
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ou (C, X) = Trace(CX) . On remarque que (., .) définit un produit scalaire sur L’ensemble

des matrices n x n symétriques et la norme associée

1

11X]]] = (X, X)? = ZX2 2

Un des avantages du probleme (D) par rapport au probléeme (P) est que l'argument de
la fonction que 'on minimise est un vecteur, alors qu'’il est une matrice pour (P).

Dans toute la suite, on utilisera les notations suivantes :

i=1 i=1
F={XeK:(A,X)=bVi=1,...,m}, F={XeF:Xcint(K)}
On rappelle que int(K) est 'ensemble des matrices n X n symétriques définies positives.
Y et Y sont les ensembles des solutions réalisables et strictement réalisables du probleme

(D) tandis que F et F' ceux du probleme (P). Tous ces ensembles sont convexes.

m

La contrainte ) y;A; — C' € K sera traitée en considérant la famille de problemes péna-
i=1

lisés :

m(r) = inf[f,(y) : y € R"] (D)
avec r > 0 parametre de pénalisation et f,. : R™ —] — 0o, +00| définie par :

by +nrinr — rln[det(gj yAi—C) SiyeY
frly) = =1

+00 Sinon

Pour étudier le probleme D, les hypotheses suivantes sont nécessaires :
-H1) Le systéme d’équations (A;, X) =b;; 1 =1,...,m est de rang m.
-H2) les ensembles Y et F sont non vides.

On sait alors que :
-a) —00 < My = mg < +00.

-b) les ensembles de solutions optimales de (P) et (D) sont des convexes compacts non

vides.
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-¢) si X est solution optimale de (P), alors § est solution optimale de (D) si et seulement
s

i=1

-d) si ¢ est solution optimale de (D), alors X est solution optimale de (P) si et seulement
si

i=1

Sous les hypotheses H1) et H2), la résolution du probleme (D) permet d’obtenir la

résolution du probleme (P).

3.1 Etude du probléme perturbé (D,) associé au pro-

bléme semi-défini (D)

3.1.1 Calcul du gradient et du Hessien de la fonction barriere
logarithmique f,

La fonction f, fait intervenir du déterminant. Pour calculer son gradient nous utili-

serons le résultat suivant dont nous rappelons la démonstration.

Proposition 3.1.

Soit B une matrice symétrique définie positive et H une matrice symétrique alors
det(B+ H) = (1+ (B~', H)) det(B) + |||H|||e(H)

ot e(H) — 0 si |||H||| — 0

Preuve :

Etant donné que B est symétrique définie positive, il existe une matrice triangulaire
inférieure inversible L tel que B = LL! | on a alors

det(B + H) — det(B)

dt(B) =det(I + L "H(L™HY (3.1)
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On pose K = L™ 'H(L™1)!

14 ki k12 kig --- Kin
k 1+ koo kog - ko
det[l + K] =det | 2 ?
L knl kn2 kn3 SRR + knn ]

On a |||K||]| — O et |||H||| — 0.

En utilisant 'expression du déterminant :
det(B) = > e(0)ai, .. . . .. a;,
O'GSn

ou €(o) représente la signature de la permutation o = (i, i, .. .,4,) et S, ensemble des
permutations de (1,2, ...,n). En négligeant les termes de degré 2 en k;; , on obtient

det(f + K) ~ [J(1 + ki) ~ 1+ ki = 1+ trace(K)
i=1 i=1
Remplacons dans (3.1]) nous obtenons le résultat. d
Les notations suivantes sont utilisées dans ’expression du gradient et du Hessien :

Pour y € Y, on introduit une matrice B(y) symétrique définie positive de taille m, et une

matrice L(y) triangulaire inférieure telles que :

Bly) =3 widi — C

i=1

cette matrice est symétrique définie positive pour tout y € Y.

B(y) = iyiAz- —C = L(y)L'(y)

Et pour 4,5 =1,2,...,m, on définie
Ai(y) = [L(y)| AL
bi(y) = trace(fli(y)) = trace(A;B(y))
Nij(y) = trace(B~' (y) A;B™ ' (y) A;) = trace(A;(y) A;(y))

Avec b(y) est un vecteur de R™ et A(y) est une matrice symétrique de taille m.
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Théoreme 3.1.
La fonction f, est deux fois continument différentiable sur Y.

Plus précisément, pour tout y € Y ona:
a) Vfi(y) =b—rby).
b) V2fi(y) =rA(y).

¢) La matrice V*f,(y) est définie positive.

Preuve :

a) Notons par (eq,es,...,e,) la base canonique de R™,i € {1,...,m} et z; € Rz # 0

alors

frly + zie)) = [+ (y) = b — i[ln det(B(y + zie;)) — Indet(B(y))]

= b~ ~ [ det(L(y)[I + % A]L(y)) ~ Indet(B(y))]
— b gln det(I + 2 A, (y))

= b — r In[1 + zitrace(fli(y)) + zie(2;)]
<

ou la fonction ¢ est telle que e(z) — 0 lorsque z — 0.
Passant a la limite lorsque z; — 0, et en négligeant les termes de degré 2 en z, on en

déduit pour tout ¢ =1,...,m.
V@) = b = (B (y), Ai)

b) De méme maniére qu’en a),on considere pour tout 4,5 € {1,...,m}

bi(y + Zj?') —bi(y) = j[trace(Ai (B~ (y + zje;) — B~ (y)])]

Mais

B y+ze;) —B '(y) = [B(y)+2zA4;]" —B ()
= [By)I + 2B (y)A4)] ' = B (y)
= [(I+2B ' (y)A4;) 1= 1]B (y)
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En négligeant les termes du second ordre en z;, nous obtenons

bi(y + zje;) — bi(y)
Zj

~ trace(A; B~ (y)A; B~ (y))
Passant a la limite lorsque z; — 0. En outre 1'égalité
trace(A; B~ (y)A;B~(y)) = trace(Ai(y) A;(y))

est immédiate.

c¢) Soit d # 0. puis on pose M = f d;A;(y). En raison de I'hypothese (H1), on a M # 0,

=1
D’autre part

(V2 f.(y)d,d) = rtrace() didjfli(y)flj(y)) = rtrace(M?) > 0
]
Ainsi la matrice V2f,(y) est définie positive. Il s’ensuit que la fonction f, est stricte-

ment convexe sur Y. O

Puisque f, est strictement convexe (D,) possede au moins une solution optimale.

3.2 Le probleme D, posséde une solution unique

Puisque la fonction f, prend la valeur 400 sur la frontiere du domaine réalisable et
différentiable a I'intérieur, alors elle est semi-continue inférieurement.
Pour prouver que D, possede une solution unique, il suffit de prouver que le cone de

récession est réduit a l'origine, avant ¢a on a le résultat suivant :

Proposition 3.2.

i=1
Preuve :

Admettons que d # 0, b'd < 0 et C' = % y;A; € K. Alors d’une part (H1) implique
i=1
que C' # 0. D’autre part d’apres (H2) il existe X, telle que X € F'| et

0<(C,X)="di(A;, X) =b'd

i=1

D’ou la proposition est prouvée. U
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Théoréme 3.2. d=0 et (f)o <0

Preuve :

D’apres (H2), il existe y € Y. La fonction de récession (fr)oo de f — 1 est définie par

(fi)oold) = lim [e(r) = L1 = 1)y

t—+o00 t

Soit B = B(y) = Z y; A; — C, puisque B est une matrice symétrique définie positive,

alors il existe une matrlce non singuliére triangulaire inférieure telle que B = LL!, pour

d € R™ on pose H(d) = Y d;A;. Alors pour tout ¢ telle que la matrice B + tH(d) est
i=1

définie positive on a :
£(t) = b'd—rt Indet(B +tH(d))] — [Indet(B)]
= bd —rt HIndet(I +tE(d))]
Avec E(d) = L™'H(d)(L™1)!, on en déduit que
(o) = bid — rt~*Indet(I + tE(d)) Sil+tE(d) e K
+00 Sinon
La condition [f.]oc < 0 est aussi équivalente a dite que H(d) est semi-défini positive et

par suite E(d) est aussi définie positive et
1
btd<rhm lndet([+tE —rllmZ—ln +tAi(d)) =0

ou les \;(d) désignant les valeurs propres de E(d).On a

n

det( + tE(d)) = [[(1 + thi(d))

i=1
Passant a la limite lorsque t tend vers +o00, on a

" n( 1+t)\ ()

. -1 o o
tlggo rt~ det(I + tE(d hm TZ =0

on obtient par la suite que [f]«(d) < 0 implique (b, d) < 0 et Z d; A; semi définie positive.
i=1
La proposition(1.2) nous dit alors que d = 0. Ainsi f, est inf-compacte.

Théoréme 3.3.

Pour tout r > 0, (D,) admet une solution optimale unique appartenant d Y. On la notera

Yr = y(r)'
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3.3 Comportement de la solution optimale y(r) du
probléme (D,) lorsque r tend vers 0

Dans ce qui suit, on s’intéresse au comportement de la valeur optimal m(r) et la
solution optimale y(r) du probléme (D,.), pour cela on considére la fonction

h:R™ xR —] — 00, +oo[ défini par :

bly —In det[f) yi Ay —tC] Si f) A, —tC € (K)
. ) =

+00 Sinon
I1 est facile de vérifier que la fonction h est semi-continue inférieurement sur R™ x R. On
définit ensuite la fonction
rh(r~ty,r=%) Si r>0
Py, t,r) = hoo(y,t)  Si r=0
+00 Si r<0
On sait, Rockafellar([7]), que ¢ est semi-continue inférieurement convexe sur R” x R x R.

On prend ensuite f : R™ x R —| — 00, +00] définie par :

f(yar) = Cb(y; L, T’)
f est alors convexe et semi-continue inférieurement par construction

fr(y) Si r>0
flyr) =19 by Si  r=0,yey (3.2)
+oo  aulleurs
On définit la fonction m : [0, c0] —] — 0o, +00] par m(r) = inf,[f(y,r) : y € R™]. Cette
fonction est convexe. En outre on a
inf,[f.(y):y€Y] Si >0
m(r)=1q inf,bly:ye€Y] Si r=0
+00 St r<0
Pour 7 > 0, on retrouve le probleme (D,.) et pour r = 0, le probleme (D). Il est claire que

pour 7 > 0 on a
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et
0=Vf(y(r) =Vyflylr),r) =b—rbly,)

On s’intéresse maintenant a la différentiabilité des fonctions m(r) et y(r) sur |0, 4+o00].

Théoréme 3.4.

Les fonctions m et y sont continument différentiables sur 10, 4+o00[. On a pour r > 0

TA(yr)y/(r) - b(yr) =0
m'(r) =n+nln(r) — In(det(B(y,)))
En autre
mq =m(0) < bly(r) < m(0) + nr (3.3)
Preuve :

Soit 7 > 0, puisque y(7) € Y est solution optimal de (D;) alors

Vyf(y(r),r) =0

La fonction f est deux fois continument différentiable sur ?X}O, +0o0], et la matrice
sz f(y(r),r) est définie positive. En appliquant le théoreme des fonctions implicites a
I'équation 0 = T'(y,r) = V, f(y,r) au point (y(7), ) , on déduit qu’au voisinage de 7 la

fonction y est continument différentiable et on a

V2, f e, )y (y) — b(y) = 0

Donc
y'(r) ==V, fly(r),r)] = (b — (B~ (y(r)), A))

On a m(r) = f(y(r),r) et y est différentiable d’ou
m'(r) = f(y(r),r)y'(r) + f(y(r),7)

m

= n(ln(r)+1)— ln[det(z yi(r)A; — C)]

=1
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Puisque la fonction m est convexe
m(0) = m(r) + (0 — r)m/(r)
Pour laquelle, on obtient
+00 > mg = m(0) > bly(r) —nr > —oco
D’autre part 4, € Y. Donc bty(r) > m(0) = my. Finalement on obtient
mq < bly(r) < mg+nr O

Désignons par Sp ’ensemble des solutions optimales de (D), on sait que cet ensemble

est un convexe compact non vide. La distance du point y a Sp est définit par :
dly, Sp) = nfl ly = =] = = € Sy
Le résultat suivant concerne le comportement de y, et m(r) lorsque 7 tend vers 0.

Théoréme 3.5.

Lorsque r — 0, d(y, Sp) — 0 et m(r) tend vers mg.

Preuve :

Considérons la multiplication S définit sur R par
S(ry=yeY by <md+nr

Son graphe est fermé, S(r) =0 sir <0, 0 # S(0) = Sp C S(r), y, € S(r) et S(r) est
un ensemble convexe fermé. Le cone de récession de S(r),r > 0, coincide avec le cone de
récession de S(0), qui est un compact non vide et S(r) est donc aussi un compact non
vide. On en déduit que la multiplication S est semi-continue supérieurement(USC) sur
0, +o0], et puisque y, € S(r), alors d(y,, S(0)) — 0 lorsque 7 — 0.

Montrons que m(r) — mg = m(0), puisque m est une fonction convexe, il suffit de prouver
qu’elle est semi-continue inférieurement en 0. On procede par contradiction, alors il existe

A < myg et une suite {ry} de nombres positifs convergeant vers 0 telle que m(ry) > A.
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Soit y,, = y(rx). Alors il existe y € Sy est une sous suite {y,, } convergeant vers y. Puisque
la fonction f est semi continue inférieurement sur R”™ xR et f(y,0) = mg > A, on a pour

[ suffisamment grand

A> m<rkl) - f(ykwrkl) > A

D’ou la contradiction. O

3.4 Direction de Newton et recherche linéaire

La présence de la fonction barriere logarithmique dans la fonction objectif, rameéne
le probleme (D) a un probleme sans contrainte (D,), qu’on peut le résoudre par une
méthode de descente classique de Newton. Comme f, prend la valeur 400 sur la frontiere
alors les itérés y sont a l'intérieur du domaine réalisable V. Ainsi la méthode proposée est
une méthode de points intérieurs.

Admettons que notre itéré y € Y. Alors pour direction de descente d, on choisit la direction

de Newton qui est solution du systeme

V2 (y)ld = =V fi(y) (3.4)

En utilisant le théoreme (3.1]), le systéme linéaire est équivalent au systéme
1
Aly)d =bly) — b (3.5)

B(y), b(y) et A(y) sont définies en (3.1.1))

La matrice A(y) étant symétrique, définie positive, la méthode de Choleskin est
appropriée pour la résolution du systeme linéaire (3.5]).
Pour la suite, on admet que V f(y) # 0 (si non 'optimum est atteint). Il s’ensuit que d # 0.
La direction de descente d ayant été calculé, notre prochaine étape consiste a choisir ¢
donnant une décroissance significative a f, tout en conservant la définie positivité de la

matrice B(y* + td).
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Pou faire, on considere la fonction

d'V?fo(y)d = —d'V f(y) = d'b(y) — rd'b
Pour simplifier les notations, on prend
B=DB(y) = iyiAi —Cet H= idiA,-
i=1 i=1
B étant symétrique définie positive, alors il existe un matrice triangulaire inférieure L
(décomposition de Choleski) telle que B = LL".

Par suite, on pose

E=L"'H(L™")

Puisque d # 0, L’hypotheése (H1) implique que H # 0 et par suite F # 0. En prenant

compte de cette notation, pour tout t > 0, telle que I + tFE est définie positive, on a
0(t) = t[Tr(E) — Tr(E?)] — Indet( + tE) (3.6)

Désignons par \; les valeurs propres de la matrice symétrique E, que nous ne cherchons

pas explicitement, nous obtenons

0(t) = Y-\ — X2~ In(1+ )], £ € (0,7

avec

t=suplt: 1+t\ >0Vi] =suplt:y+tdeY] (3.7)

observons que t = 400 si E est semi positive et 0 < t < oo sinon. Il est claire que 6 est

convexe sur [0,%], 6(t) = 0 et
0<> A =0"(0)=—0'(0)
i=1
en plus 6(t) — +oo lorsque t — . Il s’ensuit, qu'il existe un point unique t,,; telle que

0 (tope) = 0, 6 atteint son minimum en ce point.
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Malheureusement, d’une part, il n’existe pas de formules explicites pour le calcul de #,,
d’autre part la résolution de I'équation &' (t,,;) = 0 par des méthodes itératives nécessite
a chaque itération le calcul de 6 et ' qui est coteaux du point de vu calcul, du fait que
'expression de € en contient le déterminant qui n’est pas facile & calculer et
nécessite la connaissance de la valeur des \; de fagon exacte. Ces difficultés nous a poussé a

chercher d’autres alternatives. A partir de la donnée de la matrice F, il est facile d’obtenir
m m m m
Te(E) =) ei=> N et Te(E*)=> e, => X
i=1 i=1 ij=1 i=1
Dans la section 6, on tire profit de ces données pour proposer des bornes inférieures pour
t et des majorantes pour la fonction #. Avant ca, on introduit quelques inégalités utiles

donnant information sur un ensemble de nombres réels positifs qu’on connait sa moyenne

et son écart type.

3.5 Quelques inégalités utiles

On suppose connus la moyenne T et ’écart type o, d’une série statistique z1, zo, ..., x,
de n nombres réels et, on cherche certaines informations sur les x; a partir de ces données.

On rappelle que

Le résultat suivant est du a H.Wolkowicz et G.P.H.Styan dans , voir aussi J.-P.Crouzeix

et Alberto Seeger dans @ pour des résultats complémentaires.

Proposition 3.3.
) _ o
T—ozvVn—1<mnz; <x— a
1

vn—1
<maxz; <T+o,vn—1

Og
vn—1

En particulier, dans le cas ou tout les x; sont positifs en on réduit que

T+

nln(z — o,vn —1) <> In(z;) < nln(z + o,vn — 1)
i=1
ot par convention, In(t) = oo sit < 0.
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Théoréme 3.6.

On admet que x; > 0 pour tout i =1,...,n. Alors

nln(z —o,v/n—1) <A <) In(z;) < B <nln(z)
i=1

avec

A=(n—1)In( — %) +1n(z — opv/n — 1)
et

B=(E+o,v/n—1)+(n—1)In(z — \/%)
on posera

>N et 02:l2)\?_5\2
i =1

n .-

Nous obtenons
n

0(t) = t(nX — ||\|?) — > In(1+t\)
i=1
Pour I’étude de la fonction a on distingue deux cas :

Premier cas :

A > 0.

pour tout 4,6 est définie sur U'intervalle [0, 00| et admet un minimum unique sur [0, col.
Deuxiéme cas :

min \; <0

0 est alors définie sur I'intervalle [0, 7]
avec
t = —[min ;]
puisque 0(t) tend vers +oo lorsque ¢ tend vers ¢,  admet un minimum unique sur [0, .
Rappelons que nous ne voulons pas calculer les \; de facon explicite, ce qui fait que nous

ne déterminons pas ce t.

Nous allons proposer deux stratégies :

- La premiere stratégie consiste a chercher une minoration ¢ de ¢ et faire ensuite une

recherche linéaire de type Goldstein-Price sur I'intervalle [0, #].
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a)

b)

fi = =[]\ — (n — 1)20]™L. Cette valeur est obtenue a partir de la proposition (3.6)

donnée en annexe.

Dans le cas \; < 0, on a pour tout ¢, —X\; < =N < [|A]| alors [|A]7! < (= Apin)

On prend donc comme deuxiéme minoration £, = ||| 7L

Et comme on a |[A||7! = [(Zn: A2)2]7t = [(Tr(E?))2]7Y, le calcul de f; est aussi
i=1

facilement obtenu a partir la matrice E.

On sait qu'une matrice symétrique dont les éléments diagonaux sont positifs et qui
est a diagonale strictement dominante est définie positive.
Une premiere minoration est obtenue en prenant
ty=max[t: 1+tE; >0et |1+tE; [>Y | Ejj|] =min|(s;) ™" : s; > 0]
i#i '
avec

Si = Z | Ei; | —Ei;
i#j

Le calcul de t est facilement calculé & partir de la matrice E.

En fait on pourra choisir

t = max[ty, Ly, f3]

- L’autre consiste & trouver une majorante de 6 sur l'intervalle [0, ¢] que I’on sait minimiser

et prendre la valeur ¢ pour laquelle le minimum est facilement obtenu, et prendre comme

pas de déplacement cette valeur.

Etude théorique de la fonction 6

Puisque la fonction

0() = L1fuly +td) — )]

et que la fonction f, est inf-compacte et strictement convexe,  est aussi infcompacte est

strictement convexe sur son domaine de définition, € atteint son minimum en un point

unique, en outre on a

n

0'(t) =nx—|IAP=> A lors 0'(0) = —||\|]?

Z1HtN
9"(t) = Xn: N d’ott §7(0) = |||
= (T 4tn)? B
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Posons 7 = nA — || A||?, alors

0 =~t—> In(l+1t\)

=1
3.5.1 Premiere majorante 6,
Pour z; = 1+ t\;, on a alors

1 n
72 =1+tA et o2 =

3
3

Supposons que les z; sont strictement positif, en appliquant le théoréeme (3.8)) en annexe

on obtient
=Y In(14+t\) < —(n—1)In(1 4+ aqt) — In(1 + Bit)
i=1
avec
041:/\—1—\/% et 61:5\—0\/71—1

Les logarithmes sont bien définis des lorsque t < f, avec

; % St 61<0

+o00  sinon

—_

On en déduit la majoration suivante pour tout ¢ € [0,
0 <6,(t)=~t—(n—1)In(1+ ayt) — In(1 + p1t)

Rappelons que l'on a

y=nA—[| AP

On a alors les relations suivantes

—y+ (= Do+ fr = (n = 1)oi + B} = ZV
D’ou
v =(n—1)(a —af) + (B = 57)
D’autre part pour tout ¢ € [0, 7]

(”_Dal_ B
1+t 1+ pit

0i(t) = -
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et
(n —1aj B

00 = Tt T 0t )

On sait alors que

0'(0) = 61(0) = —n(A\* + 0%) = — i X

0"(0) = 0/(0) = n(\* +o?) = fj M = Tr(E?)

0, est strictement convexe sur |0,00[ et #;(0) < 0. Si t tend vers oo, alors puisque 6;
majore 6 qui est inf-compacte, f; admet un minimum sur [0,#,]. Si f; < oo, alors 6, ()
tend vers oo si ¢ tend vers £;. Donc 6; admet un minimum unique sur [0, fl[. Ce minimum
est obtenu en t,, telle que 0 (t,,:) = 0.

On est donc ramené a résoudre ’équation du second degré

a1 it + ((aa + B1)y — nar i)t + (v — (n = 1)ay — 1) =0

les racines de cette équation sont du type

+—
201 1y

On prend la seule des deux racines qui appartient a [0, #;].

{041’7 + b1y —noa fr £ \/[(7(041 — A1) = naipr)? + darfry(ar — ﬁl)ﬂ

3.5.2 Une deuxieme majorante 6,
La fonction 05 est donnée par
Oa(t) = —[IAN(T + [|A[DE = In(T + £[[A]])
définie sur [0, I[ avec £y = ||A|| 7"

Proposition 3.4.

Pour tout t € [0,15] on a

a) 62(0) =0(0) =0 et 65(0) = 6'(0) = —||\?]| < 0.
b) 65(0) = 0"(0) = [|A*]| > 0.

¢) 0(t) < Oa(t).

55)



% CHAPITRE 3. RESOLUTION D’UN PROGRAMME SEMI-DEFINI PAR UNE
APPROCHE BARRIERE LOGARITHMIQUE

Preuve :

a)

A partir de la définition on a 65(0) = 6(0) = 0, et

I
=20 (1
O4(t) = =gy~ 1ML+ D

ce qui donne 65(0) = —||\?|] < 0, d’ott §'(0) = 65(0) < 0.

D’autre part
1AL

%0 = Ty

>0
d’ou 05(0) = 0"(0) = H)\QH > 0.

On considere la fonction :

B(t) = a() — 6(8) = (— A = 3" At In(L— (IA]) + 3 In(1 + t)

i=1 i=1
On a par définition h(0) = 0 et pour étudier le signe de la fonction h on distingue deux

cas :
1) Sl existe 7 tel que ||A|| = —\;, alors h(t) = 0 pour tout t € [0, ,].

2) Dans le cas contraire, on sait que —||A|| < A; < ||A]]. En outre
() =ty N1 =t = (1 +ex) 7]
i=1

Puisque 1 — t[|A|| < 14 t);, pour tout i, alors h'(t) > 0 pour tout t € [0, %[, d’on
la fonction h(t) est strictement croissante et comme h(0) = 0, alors h(t) > 0 pour

tout t € [0, %[, ce qui donne

0 < 0y(t) pour tout t € [0,fy] O

Théoréme 3.7.

La fonction 0y est strictement conveze. Elle atteint son minimum sur [0, 5] au point

t=0+ |7t et ona

O2(f) = In(1 + [[A]]) = Al
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Preuve :

On note que 'on a

oI
A4(e) = =g~ 1AL+ A

/\2
DE

%0 =T

D’oil 6, est strictement convexe et alors, f, atteint son minimum sur [0, #,[ au point £ si

et seulement si 05(f) = 0, ce qui donne = (1 + [|A||)~* et

O2(f) = In(1 + [[A]]) — [IA] m

3.5.3 La troisieme fonction majorante 05
En outre, L’introduction Les fonctions de type
O3(t) = st — S3In(1 + Bt), t € [0, %3]
permettent d’avoir une comparaison entre 1, 65, 63, on admet que :
Bs=B=A—owWn—1

et
A = 0385 = 0385 — 3, t3 =sup[t: 1+t > 0]

Les fonctions 65 ainsi définies sont convexes.

Proposition 3.5.
Les fonctions 0;,i = 1,2,3 sont strictement convewes sur [0,%;[, 0;(t) — +oo lorsque

t—)t}, et on a

0(t) < 0:1(t) < O5(t) < bs(t) < +o0  pour tout t >0
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Preuve :

L’inégalité 0(t) < 6,(t) est une conséquence directe du théoreme (3.8)).

Soit v(t) = 03 — 01, comme 31 = fzet ag > [y alors on a pour t > 0

C&BE-F (m-Dad  (n—la? (n—1)a3

YOS U T Wty T @A e

Puisque v(0) = ¢/(0) = 0, on déduit que v(t) > 0 pour ¢ > 0.
Puis, on pose u(t) = 0y — 03. Alors, u(0) = 1/(0) =0 et

1 1
>0

K0 = NPl e~ s ) 2

avec [y = —|[|Al].
D’ou p(t) > 0 pour tout ¢ > 0.
On déduit que 6;,7 = 1,2, 3 atteint son minimum en un point unique ¢;, qui est la racine

de

0. (t;) =0
On a , ,
fetod aewozﬁy+@gmu—m
En particulier
t= T et Oy(t) = — ||\l +In(1+ ||A]])

Les trois racines 1, ty et t3 sont calculés explicitement.

Il est clair que

et
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3.5.4 Algorithme :

- Initialisation £ = 0, € : précision donnée, 1y, vecteur donné, » = 0, 001.
- Début itération
- Tant que ||V f.(y*)|| > € faire
- dF == (V2 (") V()
CHy, = S_Z*l db A,
B = LAY

calculer la trace de E* et (E¥)?

Déterminer le pas de déplacement t* dans la direction de d*
Lyl = gk g gk
- Fin tant que.
- Fin itération.
La détermination du pas de déplacement t* se fait en effectuant :
- Stratégie Ls : une recherche linéaire de type Goldstein-Price sur [0, #.

- Stratégie S;, i = 1,2,3 : prendre le ; qui minimise la majorante 6;,i = 1,2, 3.

3.6 Tests Numériques
Example 3.1.
My = myin[bty Y yA;—C e K,yeR" (SDP)

=1

avec m=2n =3 et

-1 1 -1 1 -1 1 100
1
C=11 =2 2 |,A=| -1 0 0|, AA=]010],b=
0
-1 2 =2 1 0 0 00 1
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Example 3.2.

mg = rrgn[bty Yy A —C e K,yeR" (SDP)

i=1

avec m=3,n=4 et

000 O 1 000 1000
000 O 0000 0100
C: 7A1 = 7A2 = )
000 O 0000 0000
000 —1 0000 0000
0000 1
0100 1
Ag - ,b:
00 00 0
0001 3
Example cube
Mg = myin[bty Y yidi—C e K,y eR"| (SDP)
i=1
Dans cet exemple on prend n = 2m,C = I,by = 2,k = 1,2,...,m, les matrices des
contraintes sont données par :
1 51 =] = ou t=j=k+m

A2 st 1=j=k+1 ou 1=73=k+m+1
Apli,jl= ¢ =X si i=kj=k+1 ou i=k+m,j=k+m+1
A st it=k+1,7=k ou i=k+m+1,5=k+m

0 ailleurs

Aveck+m+1<n.

Pour A = 0, la solution optimale est : y; = 1, pour tout ¢ = 1,...,m.

La programmation de cet algorithme a été effectuée sur une station Pentium IIT au LIMOS
(Laboratoire d’informatique, de modélisation et d’optimisation des systémes ), Université

de Blaise Pascal, Clermont Ferrand.
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Les tests numériques sont résumés dans les tableaux suivants ot on donne la valeur de
b'y(r), le nombre des itérations, la valeur optimale et le temps d’exécution pour

r =0.3,r = 0.01, en appliquant les méthodes

R.L : Recherche linéaire

M1 : désigne la méthode utilisant la premieére majorante

M2 : désigne la méthode utilisant la deuxiéme majorante.

Il est rappelé que 'on a

1) r=0.3

Exemples bly(r) mq | mg+nr Nb Itér Temps

RL | M1 M2 RL | M1 | M2 | RL | M1 | M2
Ex 1 04| 04 0.4 0 0.9 55 | 6 6 | 6| 0% | 0¢
Ex 2 div | -8.38 | -8.38 | -9 -7.8 div | 20 | 17 | div | 6 | 5

2) r=0.01

Exemples bly(r) mq | Mg+ nr Nb Itér Temps
RL | M1 M2 RL | M1 | M2 | RL | M1 | M2

Ex 1 div | 0.01 | 0.01 | O 0.03 div | 8 7 | div| 0 | 0%
Ex 2 div | -8.99 | -8.99 | -9 -8.96 div | 79 | 81 |div | 22¢ | 17¢

Example cube

1) r=20.3
(m,n) bly(r) mq | mq+nr Nb Itér Temps
RL | M1 | M2 RL | M1 | M2 | RL M1 M2
(9,18) | 234|234 |div| 18| 234 | 3 | 8 |div| 20 | 2 |div

(50,100) | 130 | 130 | div | 100 130 3 | 12 | div | 7™ 27| div

(60,120) | 156 | 156 | 156 | 120 156 3 |12 | 3 | 18mn | 1ho5mn | gmn
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2) r=0.01

(m,n) bly(r) mq | Mg+ nr Nb Ttér Temps

RL | M1 M2 RL | M1 | M2 | RL M1 M2

(9,18) | div | 18.18 | 18.18 | 18 18.18 | div | 21 3 | div 7° 2°

(50,100) | div | 101 101 | 100 101 div | 45 | 3 | div | 1"51mn | 3m»

(60,120) | div | 121.2 | 121.2 | 120 121.2 | div | 49 | 3 | div | 5h18™n | gmn

Dans les tableaux le signe div indique que la méthode n’a pas permis d’obtenir la solu-

tion.
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CONCLUSION GENERALE

Dans notre étude, nous avons abordé des questions ouvertes concernant la program-
mation semi-définie (SDP ) linéaire.

Les réponses que nous avons apporté sont d’une valeur algorithmique et numérique
trés intéressante et ouvrent plusieurs perspectives.

L’approche barriere logarithmique pour (SDP ), est un véritable exploit, sur 'aspect
théorique et algorithmique. L’aspect numérique pourra étre poussé a un niveau de per-
formance tres appréciable pour la pratique.

La technique de fonctions majorantes pour déterminer le pas du déplacement suivant
la direction de descente, est une alternative tres fiable qui devra se confirmer comme
la technique de choix aussi bien pour (SDP ) que pour d’autres classes de problémes

d’optimisation.
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ANNEXE

On suppose connus la moyenne Z et 1’écart type o d’une série statistique {x1, s, ..., z,}
de n nombres réels et on cherche certaines informations sur les x; a partir de ces données.

On rappelle que

Le premier résultat concerne le maximum et le minimum des ;. Il est donné par H.Wolkowicz

Z et o= Z —:c 711

S\H

et G.P.H.Styan dans [[5]], voir aussi J.-P.Crouzeix et Alberto Seeger dans [[6]| pour des

résultats complémentaires.

Proposition 3.6.

f—(n—l)%agmaxxiSa?—(n—l)%a
K

Nous allons montrer un second résultat, dans le cas ou les x; sont strictements positifs. Il

concerne leur produit.

Théoréme 3.8.

Supposons que les x; sont strictements positifs, alors

A<

-

In(z;) < B

=1

avec

A=(n—-1)In(z+ )+ 1In(z —ovn—1)

%‘q
—_
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et

o

B=In(z+ovn—1)+(n—1)In(z —

)

n—1

Preuve :

a)

Posons s; = i T; = nT et 59 = En: r? = n(o? + z?). Si tous les x; sont égaux alors
i=1 i=1

o =0 et x; = & pour tout ¢ : le résultat est trivialement vrai. On supposera donc que

les x; ne sont pas tous égaux entre eux et donc o > 0.

En fait on a nécessairement s3 < s? car sinon tous les x; seraient nuls sauf un, or on a

supposé que les x; étaient strictement positifs.

Puisque on s’intéresse au probléeme de minimiser un produit de termes positifs x; dont
on connait la somme s; et la somme des carrés so, on est donc ramené a considérer les

deux problemes suivants

A = min [f(m) => " In(z;): Y @ =s81 et Y a7= sg}
i=1 i=1 i=1

n n n
B:max[f(x):zm(xi):inzsl et Zw?:sg]
i=1 i=1 i=1
En appliquant les conditions d’optimalité du premier ordre, on voit que si x est solution

d’un de ces problemes, il existe a et [ tels que pour tout i on a
2} —ar;+ B =0

L’équation du second degré

w—aw+B=0

admet deux racines w et w’. Les z; se partagent en p pour lesquels x; = w et (n — p)
pour lesquels z; = w'.

Puisque les z; ne sont pas tous égaux, on a nécessairement 1 < p <n — 1.

On a donc s; = pw + (n — p)w'’ et s3 = pw? + (n — p)(w’)?. On en déduit

(51— pw)?

53 = pw? + —

On obtient alors I’équation
o2 =0

_ _ n —
w?— 2w + 72— —*£
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dont les racines sont

wi=x+o0 A 4 et wy=x—0 n=p
p p
Les W' correspondants sont
Wwi=T—o0 LA Wy =T+ 0 b
n—p n—p
On a alors,
A= min[min[h(p), k(p)] et B =max[max[h(p), k(p)]
avec
h(p):pln{x—i-a n_p}—k(n—p)ln{x—a p ]
p n—p
k(p):pln[m—aun_p}—f—(n—p)ln{x—i—a P }
p n—p
On remarque que 'ona pour p=1,...,n—1

k(p) = k(n —p)

d’ou par symétrie
A=minfh(p)] et B =max[h(p)]
Dans cette partie de la preuve, nous allons montrer que la fonction A est décroissante
sur l'intervalle [1,n — 1]. On aura donc
A=h(n—1) et B=h(1)
Pour simplifier les calculs, on fait le changement de variable z = | /n%p, et on considere
la fonction h(z) = h(p), on a

n

— _1 _
(z)222+11n[x+02 ]—l—mln[x—az]
et
~ 2nz no 1 1
! = 1 = —1 _1 -~ . |:
(2) (2 +1)2 [ n(F+oz7) —In@ UZ)} (22+ 121z + 027! * T—oz
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Puisque la fonction x — 7! est convexe sur |0, +00o[, on a 'inégalité

i+e
- 1 o 1 1
—1 _ _
dr < = =) — (7 —
/ . m_2[(x+z) (z UZ)] 9‘6+0Z‘1+f—02

Reportons dans I'expression de h/(z) ,on voit que /(z) < 0. Par conséquent h est
décroissante sur Dintervalle [(n — 1)2 ,v/n — 1], puis h est décroissante sur [1,n — 1].

D’ou

A< Zln(a:i) <B O
i=1
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Résumé :

On traite dans ce mémoire 'analyse convexe, quelque rappels d’optimisation, la pro-
grammation linéaire et la dualité, les problémes de programmation semi-définie et en
particulier les méthodes barrieres logarithmiques sur le plan théorique et algorithmique.
L’introduction de la nouvelle approche des fonctions majorantes a contribué efficacement
a la réduction du cofit calculatoire de I'algorithme comparativement aux méthodes de
recherche linéaire classique.

Mots clés : Programmation Linéaire, Programmation Semi-Définie, Recherche Linéaire,

Méthode Barriere Logarithmique, Fonctions barrieres.
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