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INTRODUCTION

Le but de la régression est de déterminer la maniere dont ’espérance d’une variable
expliquée réelle Y dépend d’une variable explicative X scalaire, vectorielle ou méme fonc-
tionnelle (ce qui veut dire qu’elle prend ses valeurs dans un espace de dimension infinie).

Nous cherchons le lien entre X et Y modélisé par la fonction r vérifiant
Y =r(X)+e,

ou € est l'erreur supposée centrée et indépendante de X, ce qui permet de montrer que
r(X) = E(Y/X). Le probléeme consiste donc a déterminer (ou plutét a estimer) pour
chaque réalisation z de la variable X, la valeur de la fonction r(x).

Pour caractériser cette fonction, une premiere approche consiste a utiliser un modele de
régression paramétrique. On suppose que cette fonction peut s’écrire comme une fonction

explicite des valeurs de X. Cette derniere peut étre linéaire, par exemple
r(z) = a+ P,

et on cherche alors a déterminer les meilleures valeurs des parametres « et  compte tenu
d’un critere, par exemple celui des moindres carrés. Nous nous ramenons alors a l’esti-
mation d’un nombre fini de parametres. Dans certains cas nous pouvons disposer pour
cette estimation d'un échantillon (X;,Y;),i = 1,...,n de couples indépendants et ayant

chacun la méme loi que (X,Y). Souvent, 'utilisation d’'un modele paramétrique n’est pas
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s INTRODUCTION

justifiée ; il est alors possible de se suffire de la seule donnée de I’échantillon pour réaliser
une estimation. Ce sera a 1’aide d’'un modele non paramétrique. Dans ce cas on ne dispose
d’aucune forme paramétrique pour r mais seulement d’hypotheses générales de régularité
comme la dérivabilité. Etudier le lien entre deux variables a généralement pour but de
prédire I'une d’entre elles (variable réponse) étant donné une valeur de 'autre (variable
explicative).

Une des facons les plus utilisées pour résoudre un probleme de prévision est la régression
qui est basée sur 'espérance conditionnelle.

Parmis les paradigmes disponibles d’estimation non-paramétrique de la régression c’est
I'estimateur a noyau de Nadaraya-Watson (1964) que nous 'étudions au premier cha-
pitre. Ce probleme a suscité un grand intérét et a conduit a la proposition de plusieurs
estimateurs sur la base de I'observation d’un échantillon du couple (X,Y’). En analyse
de survie, il est connu que 'observation de Y n’est pas toujours possible. Y peut étre le
temps de survie a une maladie . Certains sujets, sous étude, peuvent disparaitre de I’étude
fortuitement ( accident) ou d’'une maniére planiée (fin de I’étude). Y est alors censuré a
droite : on ne connait pas sa valeur exacte, on sait seulement quelle dépasse 1’observation
recueillie.

Carbonez (1992) et Carbonez, Gyor et van der Meulen (1995) ont introduit un estimateur
a partitions consistant pour Y bornée et censurée a droite que nous I’étudions au troixeme
chapitre. Améliorant ce travail, Kohler, Mathé et Pintér (2002) ont simplié la preuve du
résultat précédent et ont méme étendu le travail en proposant dautres estimateurs non
paramétriques . Cependant dautres types de censure existent. Pour certaines valeurs de
Y | on peut seulement savoir quelles sont inférieures aux observations. Cest la censure a
gauche. Cela peut étre le cas lorsqu’on sintéresse a 1’age auquel des personnes ont com-
mencé a accomplir une tache. Certains individus peuvent seulement se rappeller quils ont
commencé cette tache avant un certain age sans savoir exactement lequel.

Afin d’estimer la fonction de régression le présent mémoire est subdivisé en trois chapitres.
Dans le premier chapitre nous introduisons quelques rappels sur les différents modes de
convergences et nous évoquons, dans ce méme chapitre, ’estimation non paramétrique

pour des des données completes des trois fonctions : la fonction de répartition, la fonction
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s INTRODUCTION

densité et la fonction de régression.

Le deuxieéme chapitre décrit les notions de base de I’analyse de survie. Et nous définissons
les différents types de censure, et nous terminons ce chapitre par introduire ’estimateur
de Kaplein -Meier de la fonction de survie que nous 'utilisons au dernier chapitre.

Dans le troisieme chapitre nous présenterons l’estimation de la fonction de régression
pour ds données censurées (a droite et a gauche), puis nous étudions quelques propriétés

asymptotiques de ces estimateurs .
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Notations et abréviations

alb

aVb

E(Y\X = z)

FI

inf(a, b).

max(a, b).

L’espérance de X

La variance

L’espace des fonctions de carrées intégrable
Continue a droite .

Moyenne quadratique .

Presque sure.

Indépendantes et identiquement distribuées .
Variable aléatoire réel .

L’espérance conditionnelle de Y sachant X.

La drivé de F.
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CHAPITRE 1

ESTIMATION DE LA FONCTION DE
RECGRESSION POUR DES DONNEES
COMPLETES

Le but de ce chapitre est d’introduire des estimateurs non paramétriques des fonctions
de répartition, de densité et de régression, basés sur des données completes, et de donner
quelques unes de leurs propriétés. Ces dernieres s’énoncent par un ou plusieurs des modes

de convergence, que nous rappelons ci dessous.

1.1 Rappels sur les modes de convergence

Il existe de nombreuses notions de convergence de variables aléatoires. Elle sont essen-
tielles pour les applications. Elles servent surtout a montrer que les phénomenes aléatoires
présentent certaines régularités, a partir desquelles on peut identifier certaines de leurs
propriétés. Dans toute cette section, on suppose que les suites de variables aléatoires

réelles (X,,) sont supposées construites sur un espace de probabilité (€2, A, P).



% CHAPITRE 1. ESTIMATION DE LA FONCTION DE REGRESSION POUR DES
DONNEES COMPLETES

La convergence en loi (ou en distribution)

On dit que (X,) converge en loi vers X si la suite des fonctions de répartition des

(X,,) converge vers la fonction de répartition de X en tout point de continuité de F.

lim F,(z) = F(z)

n—o0

On note X, Lx.
Bien que cette convergence est la plus faible, elle est trés utilisée en pratique car elle

permet d’approximer la fonction de répartition de X,, par celle de X.

La convergence en probabilité

On dit que (X,,) converge en probabilité (en mesure) vers X si :
Vo > O,Ji_}rgo(P\Xn —X|>6)=0
P
on note X,, — X.

La convergence en moyenne quadratique

Si (X,) € L? et X € L? on dit que (X,) convergence en moyenne quadratique vers
X si:
E|X, - X? :/]Xn — X*dP — 0, quandn — oo

on note X,, —% X elle correspond & la convergence dans L?

La convergence presque siire (ou la convergence forte)

On dit que la suite (X,,) converge vers X presque stirement s'il existe un ensemble P

négligeable N C 2 tel que :

Vw e Q/N = lim X,(w) = X(w)

n—oo
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% CHAPITRE 1. ESTIMATION DE LA FONCTION DE REGRESSION POUR DES
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On note X, 25 x , elle correspond a la convergence P presque partout.
Et on a aussi

X, 25 X e P(lim X, = X) =1

La convergence presque stire est utilisée dans la loi forte des grands nombres, donné

par the théoreme ci-dessous.

Thoéréme 1.1. (La loi forte des grands nombres)

Soit (X,,n € N) une suite de variables aléatoires i.i.d (indépendantes et identiquement
distribuées) définie sur un espace de probabilité (Q2, A, P) et tel que :

E|X;| < o0, pour n € N posons S, = X1+ ...+ X, alors

S”éw) PS5 BIX].

La convergence presque complete

On dit que (X, ),en converge presque completement vers la v.a.r X si

V6 >0, Y P(|X, —X|>§) < oc.

neN

PC
on note X,, — X

La relation entre les différents modes de convergence

Les différents modes de convergence rappelés ci-dessus sont liés dans le sens ou certains

entrains d’autres, et en résumé on a :
P. P. P L : P
X xox, Bx=ax, Hx=x, Lxex, M x=x, 5 X
Notons que la convergence P.Co entraine a la fois la convergence P.S et la convergence en

probabilité.

«3)
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1.2 L’estimation non paramétrique pour des données
completes

La théorie de 'estimation joue un role principale en statistique. Cette théorie est
divisée en deux volets principaux, a savoir I’estimation paramétrique et I’estimation non-
paramétrique. Cette derniere consiste, généralement, a estimer a partir des observations,
une fonction inconnue, élément d’'une certaine classe fonctionnelle. Une procédure non-
paramétrique est défnie indépendamment de la loi de I’échantillon d’observation. En fait,
on parle de méthode d’estimation non-paramétrique lorsque celle-ci ne se ramene pas a
Iestimation d’'un paramétre appartenant a un espace de dimension finie. Plus généra-
lement un modele de statistique semi paramétrique comporte a la fois une composante
paramétrique et une autre non paramétrique (exemple : le modéle de Cox).

Un des problemes centraux en statistique est celui de I’estimation de caractéristiques
fonctionnelles associées a la loi des observations, comme par exemple, la fonction de
répartition, la densité ou la fonction de régression. Dans le modéle de régression non-
paramétrique, on suppose l'existence d’une fonction r(x) qui exprime la valeur moyenne
de la variable réponse Y en fonction de la variable d’entrée X.

Par ailleurs des donées sont dites completes si elles correspondent a de véritables

réalisations de la variable d’intérét .

Exemples d’estimation paramétrique et non paramétrique :

1. On observe une suite Y = (y1,¥s, - . ., ¥, ) de variables i.i.d gaussiennes. Estimer leur
moyenne.
2. On observe une suite Y = (y1, 42, . . ., Y,) de variables i.i.d uniformes sur [0, a], a est

inconnu. Estimer leur moyenne.

3. On observe une suite Y = (y1, s, . .., y,) de variables i.i.d. Estimer leur densité.

«4)



% CHAPITRE 1. ESTIMATION DE LA FONCTION DE REGRESSION POUR DES
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-Les problémes d’estimation 1 et 2 sont paramétriques.
-Le probleme d’estimation 3 est non paramétrique car il s’agit d’estimer un vecteur

de dimension infinie et dont la loi est inconnue.

les propriétés d’un estimateur :

On suppose que O,(x) est un estimateur du parametre ©(x), On dit que 6,,(z) :

1. est sans biais si :

2. est asymptotiquement sans biais si :

VeeR,  lim E(O,(z)) = O(x)

n—oo

3. est consistant si :
Vo € R, O,(z) 25 O(z) | quand n — 0o

Ceci implique que : lim Var(©,(z)) =0et lim F(O,(x)) = 6(x).

n—oo
4. est fortement consistant si :
P.S
Vo € R, O,(r) — O(x)
5. est fortement et uniformément consistant si :

sup|O,(z) — O(z)] £3 0, quand n — 00
zeR

1.2.1 Estimation de la fonction de répartition

La fonction de répartition caractérise completement la loi d’une variable aléatoire

X et permet, par exemple, de calculer la probabilité que X appartienne a un intervalle.

«5)
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Son estimation est fondamentale en statistique. Soient donc X;, < X5, < --- < X,
la statistique d’ordre n associée a X1, X», ..., X, une suite de variables aléatoires réelles
indépendantes et identiquement distribuées, de méme loi que X, de fonction de répartition
inconnue F. Une estimation naturelle de F se fait par la fonction de répartition empirique

donnée par

st < Ty
St Thy < T < Tpgin k=1,....n—1

51 X 2 Ty

ou I(.) désigne la fonction indicatrice.
La loi forte des grands nombres nous montre que F,(z) est un estimateur fortement

consistant c’est a dire :

Vz € R, F,(x) L5 F(z), quandn — oo

De plus, la convergence presque siire est uniforme en z € R, d’apres le résultat suivant.

Thoéréme 1.2. (Glivenko-Cantelli) :

P| lim sup|F,(z) — F(z)|=0]| =1

n—o0 z€ER

Preuve

Voir Renyi, chapitre 07, p. 378.

De plus le théoréme central limite permet d’obtenir la normalité asymptotique de cet

estimateur.
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% CHAPITRE 1. ESTIMATION DE LA FONCTION DE REGRESSION POUR DES
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1.2.2 Estimation de la fonction de densité

Soit X une variable aléatoire continue de loi absolument continue, par apport a la

mesure de Lebesgue, et soit f la densité de probabilité de X.

F(z+h) — F(z — h)

o) = -

pour h > 0, assez petit

Rosemblatt (1956) a donné un estimateur de f, en remplagant F' par son estimateur
F,. D’ou

Fo(z+h) — Fa(z — h)
2h

fo(z) ~
ou F,, est la fonction de répartition empirique. Cet estimateur peut encore s’écrire :

" [{r—h <xz+h
Julz) = 2. = 27;Lx+ }

= — H-1< <1
2n ;{ - h = }
= — ) K
nhz ol =)

avec

Kou) = ;[{—1 <u<l)

Dans le méme article, Rosemblatt a mesuré la qualité de cet estimateur, en calculant son

biai et sa variance, donnés respectivement par :

Ef@) = f@) = 5 B(E(r+h) ~ Falz = ) - f(2)
1
= (P )~ P =)~ f(2)
et par :
Varlfu(@)] = ——[F(z + h)(1 — F(z + b)) + Flz — hy)(1 — F(z — hy))]

«7)
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1
4nh,,?

2F(inf(z — hy,), (x + hy))) + 2F(x + hy) F(z — hy)]

Nous remarquons que si h,, — 0 et nh,, — 0 quand n — 0o, on a :

lim E[f,(z)] = f(z)

n—00

et
Jim Varlf,(@)] = 0

alors f,(z) est un estimateur consistant.

Ainsi une généralisation de cet estimateur a été introduite par Parzen (1962) en posant

)

ou (h,) est une suite de réels strictement positifs, tendant vers zéro quand n — co

1

& X
YK

n j—1 ( n
(appelée fenétre) et K : R — R est une fonction intégrable, telle que [ K(u)du = 1
appelée noyau.

Exemple de noyaux K les plus utilisés dans I’estimation de la densité :

N K (u) = 1I(Jul < 1) : noyau rectangulaire,
(

MK (u) = (1 —|u|)I(Ju| <1): noyau triangulaire,

MK (u) = 2(1 —u?)I(Ju] < 1) : noyau d’Epachnikov ou parabolique,
MK (u) = 15(1 —u?)?I(Jul < 1) : noyau quadratique,

MK (u) = %exp(—uz/Q) : noyau gaussien,

MK (u) = S=eap(— lu|/v/2) sin(|u|/+/2 4+ 7/2) : noyau de Silverman.

L’estimateur de Parzen-Rosenblatt a connu un tres grand succes parmi les estimateurs
non paramétriques, ceci est di a sa simplicité et sa convergence vers la densité f pour tous
les modes ( presque siire, en probabilité, en moyenne quadratique et presque compléte) et

il nous laisse aussi le choix sur le noyau K.

«3)
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1.2.2.1 Propriétés de 'estimateur de Parzen-Rosenblatt

Pour étudier la convergence de cet estimateur on utilise le théoreme de Bochner (1955)

|3], rappelé ci dessous :

Thoéréme 1.3. (Bochner) {3
Soit K : (R, B(R)) — (R, B(R)) ((B(R) étant la tribu borélienne de R) une application

bornée et intégrable telle que :
|2|K(z) — 0, quand |z| = oo

Par ailleurs,soit g : (R, B(R)) — (R, B(R)) une application intégrable.

posons gn(x) = 7= ~ e K(55)9(x — 2)dz, 0u 0 < h, — 0 quand n — o0
+o0o

Si g est continue alors lim g,(r) = g(a:)/ K(z)dz.

Si g est uniformément continue alors la convergence de g, est uniforme.

Preuve :

Soit € > 0, on a :

9u) —gt0) [ K| = [ [ K )g(e - 2de = [ gla)K ()
n—l—oo " <j&-ooo
- |/ hay)dy = [ g@)K(y)dy

g étant continue,il vient
Ve> 0,30 >0/|z — 2| <6 = |g(x) — g(2)] <e.

Donc :

/\ v = hay) — g(2)) K (y)]dy
< o = hoy) = g @KWy + [ Lo = huy) = o(a) | K (w)ldy

yly\<h
e f s Ko+ [ gt - Ky + L O [ s KWy

Par l’absolue continuité de l 1ntegrale et le fait que h,, — 0, quand n— oo :

«9)
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dng € N/Vn > nyg : fy:|y‘2%|K(y)\dy < e

De plus, sur {fy:‘wz%}, ona [y > 1. d'ou

/y:ywlg(x — hay)|| K (y)|dy < / . |y|]}"!g(w — hny) || K (y)|dy

o vilylz -

1
< 5 sup ly|| K (y)] /\g(z)|dz — 0 par I'hypothese puisque h,, — 0.

lyl> 72

1.2.2.2 La consistance de ’estimateur

L’estimateur a noyau de la densité dépend de deux parametres : la fenétre h et le noyau
K. Ce dernier établit I'aspect du voisinage de x et h contrdle la taille de ce voisinage,
donc h est le parametre prédominant pour avoir de bonnes propriétés asymptotiques,
néanmoins le noyau K ne doit pas étre négligé, comme le montre le travail de Parzen
(1962) [16] cité ci-dessous sur la consistance de cet estimateur.
Cette derniere est obtenue, en se basant sur I’étude asymptotique du biais, de la variance

et de la décomposition suivante :

E[fu(x) = E(fu(x)) + E(fu(x)) — f(2)]?
= Var(fo(z)) + [Efu(z) — f(2)]?
= Varlf,(x)] + [Biais{f,(x)}]?

Elfa(x) = f())*

Dans la suite, nous supposons que le noyau K est une densité de probabilité vérifiant

les conditions suivantes.

: K est bornée

)
K.2) : lim|z|K(z) = 0, quand |x| — oo,
): Ve eR: K(—z) = K(z),

)

: [2?K(z)dz < oo.

1) Etude du biais :

Proposition 1.1. Sous les hypothéses (K.1) — (K.2) et comme K est une fonction inté-

grable, telle que [ K(u)du =1, et si f est continue h,, — 0, quand n — 0 et nh, — oo

10
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alors f,(x) est asymptotiquement sans biais de f(zx).
VreR  Jim Elf )] = )

Preuve

En posant x —t = z, on arrive a :

Blh@)] = [ K ()= iz

Comme K et f vérifient les conditions du théoreme de Bochner, et nh_}rgo h,=0,

On a alors

lim hn/ﬂj\)K(mh;t)f(t)dt:f(x)/RK(z)dz
don

lim E[f(z)] = f(z)

n—o0

Remarque 1. Nous constatons que le biais de [’estimateur converge vers zéro quand la

fenétre tend vers zéro, de plus vu son expression, on constate qu’il ne dépend pas du

nombre des variables, il dépend surtout du noyau K.

2) Etude de la variance de f,(z)

Proposition 1.2. Sous les conditions (K.1) — (K.2) et comme K est une fonction in-

tégrable, telle que [ K(u)du = 1, et si f est continue en tout point x € R et nh, —

oo, et h, — 0 alors :

Jim Varlfu(@)] = 0

11
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En effet

I
1S
-

8
=

|

&S
=
2
=

Var(fn(z)]

A
=
=

8
S~— S—
=

A
@:
=
/N
&

|
=

IA
=
>
(V)
—
3
VRS
S
Sl
3
~ S
kﬁ
=
QL
~

< nlh%/K2<th>f(x—z)dz

Remarquons que k est une fonction bornée et intégrable, telle que [ K(u)du = 1 impliquent

que le noyau est de carré intégrable et les hypothéses sur h,, K et f assurent que :

L Yy

nh,

Alors, par application, encore une fois, du théoréme de Bochner, on obtient

lim Var[f,(x)] =0, quand nh, — oo

n— oo

Ces deux propositions impliquent la convergence en moyenne quadratique et donc a for-

tiori, la consistance de [’estimateur.

Thoéréme 1.4. Si fx est continue, h, — 0, quand n — oo. nh, — oo et si la densité
K vérifie les condition Ky — Ky, alors f,(x) est un estimateur convergeant en moyenne

quadratique vers f(x).

Preuve : Résulte des deux propositions précédentes.

1.2.2.3 Consistance forte

Dans le méme article, Parzen a établi la normalité asymptotique, ainsi que la conver-
gence uniforme en probabilité.
Son travail est un outil important et a été largement développé par plusieurs chercheurs

(Devroye et Gyorfi(1985), Silverman(1986), I zenman(1991), Scott(1992)).
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Pour une étude plus détaillée, voir par exemple ( Prakasa-Rao (1983))15]

En (1976) Nadaraya a énoncé le théoreme suivant sur la consistance forte de 1’ estimateur.

Thoéréme 1.5. Si K est a variation bornée (K = Ky — Ky ou Ky /7 et Ky ) et si

pour tout VY0 > 0,2, exp(—nbh?) < oo, alors
sup|fn(z) — f(z)] EiEN 0, quand n — oo,

ssi f est uniformément continue.

Preuve : se reférer ¢ Prakasa-Rao(1983) [15].

Remarque 2. 1) Cette méthode d’estimation (d noyau)se généralise au cas de RP. Ainsi,

si X1, ..., X, sont n vecteurs aléatoires i.i.d. de RP, de méme densité fx inconnue, alors

Xi — X
ho,

valable si K et g sont définies sur R et si on pose g,(x) = hip S/ K(i)g(x—z)dz, et permet

on peut 'estimer par f,(x) = ﬁ > K( ), x € RP le théoréme de Bochner reste
de déduire la consistance de f,(x), sous des conditions adéquates sur fx, hy,, et K.

2) 1l existe bien d’autres méthodes d’estimation de la densité, a savoir :

la méthode de projection et celle des delta suites, une des plus récentes et des plus générales
(elle englobe les précédentes) étant la méthode des ondelettes (cf Doukhan and Léon (1990),
Kerkyacharian and Picard (1992)et Walter(1992)), mais 'estimation par la méthode des
noyauz reste tres utilisée.

4) 1l est connu que le choix du noyau n'influe pas beaucoup sur l’estimateur d noyau, mais
ce dernier est trés sensible au choix de la fenétre.

1l existe donc des méthodes qui aident a un choiz plus ou moins optimum, parmi lesquelles

la méthode du plug-in ou la méthode du pouce.

1.2.3 Estimation de la fonction de régression

Soient (X1,Y7),(Xs,Y2),...,(X,,Y,) des couples de variables aléatoires indépen-
dantes et de méme loi que (X,Y).

Dans le modele de régression non paramétrique on suppose l'existence d’une fonction "r

qui exprime la valeur moyenne de la variable a expliquer Y en fonction de la variable

13
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explicative X, c’est a dire :

Y=r(X)+e

ol € est une variable centrée et indépendante de X.
Le couple de variables aléatoires (X,Y) est a valeurs dans R? et admet une densité jointe

f(z,y) sur R? et une densité marginale fx(.) > 0, donnée par :

fx@) = [ f y)dy

La variable Y est supposée intégrable, c’est a dire E(|Y|) < oc.
On peut alors définir 'espérance conditionnelle ou la fonction de régression 7(x) de Y en

X =x par:

r(z) = EY\X =x) = /]R Y fy\x=(y)dy = A mdy

La fonction r(z) réalise la meilleure approximation de Y sachant X = z, au sens des
moindres carrés.

En effet, on cherche une fonction f telle que f(X) soit la plus proche possible de Y, dans
le sens qu’on veut trouver une fonction f* qui minimise I'erreur moyenne quadratique

E|f(z) = Y|? i.e f* doit vérifier

E|f*(a) = YI* = min E|f(a) - VI*

Et on a

Elf(z) =Y|* = Elf(z) —r(@)+r(z) =Y
= Blf(z) —r(@)] + Elr(z) = Y[* + 2B|(f(2) — r(2))(r(z) = V)|
= Blf(z) —r(@)]* + Elr(z) = Y]

14
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Car

E|(f(z) —r(2)(r(z) = Y)| = E(E(f(z) —r(2)(r(z) = Y)\X)

= E(f(z) —r(@)E((r(z) - Y)\X))
Et comme
E((r(2) = Y)\X) = r(z) — B(Y\X) =0
On obtient
E|(f(z) = r(z))(r(z) = Y)[ =0

Donc

Elf(x) = Y[ = Elr(z) = Y[ + /Rd\f(%) —r(@)[d(u(x))

La fonction r(x) minimise 'erreur moyenne quadratique, En effet :

B|f(@) = Y[* = Bir(a) = Y*+ [ |f(@) = () d(u(x))

ou u est la loi de X.

Le terme [pa|f(z) — r(z)]*d(p(x)) est appelé l'erreur quadratique moyenne. Pour que
E|f(z) — Y|? soit minimum il faut que Uerreur égale a zéro, c-a-d il faut que f(z) = r(z),
ce qui démontre que la fonction de régression minimise ’erreur quadratique moyenne.

Comme r est généralement inconnue, nous nous intéressons a son estimation.

1.2.3.1 L’estimateur a noyau de la fonction de régression

'estimation de la fonction r(x) que nous considérons est I’estimteur a noyau indroduit
par Nadaraya — Watson [7| en 1964.
Une des multiples fagons de construire I'estimateur de Nadaraya-Watson que nous abor-
dons est d’utiliser les estimateurs de f(x,y) et de fx(x).

Soient J(z,y) une densité de probabilité sur R?

15



% CHAPITRE 1. ESTIMATION DE LA FONCTION DE REGRESSION POUR DES
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Posons K(z) = [ J(z,y)dy.

si h, — 0, quand n — oo alors un estimateur de f(x,y) est donné par

falwy) = nh?z ( o yhny>

n i=1 "

Et de méme, on trouve I'estimateur de la densité marginale donné par la formule suivante

hie) = 3K ()

n =1

un estimateur naturel de r(x) est alors donné par :

rn(x) _ yfn(x7y)d

R fo(x)
1 n J{(J»‘—Xi) (y=Y3)

Yonz 2ui=1 o h }
= n L = dy.

En posant z = % = dy = h,dz, il vient

n z—X; - X;

(@) hnzizlm( h ) i= 1YzK( h )
ro(x) = n + 2
n Tz — X; z — X;
n oK ! n oK ¢

=1 ( hn ) =1 ( hn )

ou

= /RyJ(w,y)dy

peut étre considéré comme, un estimateur de r(z). Pour un choix de

J(z,y) = K(x)L(y)

/ yL(y)dy =

avec

alors m(z) = 0.

16D
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D’ou 'expression de 'estimateur de la fonction de régression :

i1 YiK( ) X
hun . @n(it,hn) SZ n K(x ’L) % 0
n K L= XZ - fn(@hn)? =1 hn
Tn(x) — =1 ( hn )
0 stnon
1 & z— X;
By (i, hy) = Vi ()
@) = ; I

ou W, ;(z) sont des poids dépendant de x et de (X7,...,X,,). La valeur de W,,; dépend

du type d’estimateur considéré, nous citons ci-dessous des exemples connus.
Estimateur des plus proches voisins

Soit k,, un parametre de I’estimation, on pose

W) = % S X; est parmi le voisin le plus proche de k, de x dans {X1, ..., X,},
0 sinon

Pour plus des détails (voir Devroye et all. 1994) [1]
Estimateur a partitions

On utilise une partition 7, = {4, : j} de R? et on pose

B I, ,(X5)
Waile) = 2 >kt L, (Xk) fa.,@)

J

17
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Pour plus des détails (voir Devroye et Gyorfi, 1983[11]).

e Signalons que d’autres types d’estimateurs existent, parmi les quels nous citons 1’esti-
mateur des moindres carrés, ou plus généralement les estimateurs spline lissage (cf, par
exemple Kohler and Krzyzak (2001)[14]).

e La construction de l'estimateur a noyau de Nadaraya-Watson dépend de deux para-
metres, le parametre de lissage h dont le choix est crucial pour obtenir de bonnes proprié-
tés asymptotiques (citées ci-dessous) et le noyau K dont on ne peut pas négliger le role

pour la réduction du biais.

1.2.3.2 Les propriétés de ’estimateur de la fonction de régression :

D’une maniere analogue aux propriétés asymptotiques de 'estimateur de Parzen Ro-
senblatt, nous étudions dans cette partie la convergence en moyenne quadratique.
La consistance

En vu de la décomposition suivante :
E(ry(x) —r(z)* = Var(r,(x)) + (Br,(z) — r(x))2.

L’étude asymptotique du biais et de la variance de |’ estimateur de Nadaraya-Watson

détermine les conditions suffisantes a la consistance de cet estimateur.

Thoéréme 1.6. Soit K un noyau vérifiant les hypothéses Ki — Ky, si E(y*) < oo, fx(x)
est strictement positive, v, f et m(x) = [py*f(x,y)dy sont continues au point x et si

hp, — 0 et nh, — +00 (quand n — o0), alors r,(x) est un estimateur consistant de
r(z).

Preuve :
puisque f,(z) est un estimateur consistant de fx(z), il suffit donc de montrer que

- X;
B, () = Ly ViK(*

) est un estimateur consistant de
n

P(z) = /Ryﬂw, y)dy

1) Etude asymptotique du biais

18
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Nous avons

Par le théoréeme de Bochner.

2) Etude de la variance

On a
Var(®,(x)) = Var( X )
n'fl

1 X-
- th%;Var(YK( " Y)

- X

- h2 (YK hn )

< n1h2E(Y2K2 )

u
= nh%/y2K2(hn)f(u7y)dUdy

_ mlln (}jn /m(u)KQ(:Bh_nu)du>

Ceci implique que
b, (x) = P(2)

D’ou

1
— lim —m(

q)n(ﬁ) P (P(x)
ful2) " F(@)

Résultat de Devroye et Krzyzak(1989)

ro(x) =

«19)»

)/RKQ(t)dt—H)

n—00 nh

=r(x).
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Soit X un vecteur aléatoire & valeurs dans R? et Y une variable aléatoire réelle de carré
intégrable (EY? < oo). L’objet de 'analyse de régression est d’estimer Y, aprés 1’obser-
vation de X.

Sur la base d'un échantillon (X1,Y7),...,(X,,Y,) de la loi de (X,Y"), on veut construire
un estimateur r,(z) de r telle que [g|r,(z) — r(x)[*d(u(x)) soit petite. Pour cela nous

avons besoin que le noyau soit régulier, notion rappelée ci dessous.

Définition 1.1. On dit que le noyau positif K est régulier s’il existe une boule S,, de
rayon 1 et de centre lorigine, et une constante positive b, telles que K(x) > blg () et

[ sup K(y)dx < cc.
yEx+Sy

Enoncé du résultat

Thoéréme 1.7. Soit K est un noyau régulier et soit r,(x) l’estimation d noyau de la
fonction de régression r(x). Alors les propositions suivantes sont équivalentes
(A) Pour chaque loi de (X,Y) avec |Y| < M < co. et pour toute € > 0, il existe deux

constantes ¢ et ng tels que pour tout n > ny.
Pl [ (@) = r(@)u(d(2)) > ] < e
R4
. (B) Pour toute loi de (X,Y) avec |Y| < M < o0,
Llra(@) = r@lu(d(@) -0 (n— o) pes

(C) Pour toute loi de (X,Y) avec |Y]| < M < occ.

/d[rn(x) —r(x)|u(d(x)) =0 (n— o0) en probabilité.

R

(D) lim, o0 hy, =0, lim,, 00 nhd = 00,

Pour plus des détails, voir I'article de (Luc Devroye, Laszlo Gyorfi, Adam Krzyzak et
Gabor Lugosi,(1994) [9]).
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CHAPITRE 2

INTRODUCTION A L’ANALYSE DES
DUREES DE SURVIE

L’inférence statistique se base sur l'observation d'un échantillon constitué par des
vraies observations de la variable d’'intérét (données complétes). Mais dans la pratique, il
n’est pas toujours possible de recueillir un tel échantillon. Certains observations ne sont
pas nécessairement des vraies réalisations des variables d’intérét et c¢’est la ou on introduit
I’analyse de survie.

Le terme de durée de survie désigne le temps écoulé jusqu’a la survenue d'un éve-
nement précis. L’événement étudié (appelé "déces") est le passage irréversible entre deux
états (nommé "vivant' et "déces"). L’événement terminal n’est pas forcement la mort :
il peut s’agir de I'apparition d’une maladie (par exemple, le temps avant une rechute),
d’une guérison (temps entre la diagnostic et la guérison), la panne d’une machine (durée
de fonctionnement d’une machine).On dit quune variable de censure C' a empéché 1'ob-
servation de la vraie valeur d’intérét et ne nous fournit alors qu'une information partielle
sur elle.

L’analyse des données (durées) de survie est ’étude du délai de la survenue de cet

éveénement.
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2.1 Définitions

Quelques définitions sont couramment utilisées dans les études de survie.
e Evénement d’intérét : événement auquel on s’intéresse au cours de Pétude — Déces
déces lié a un complication, rechute, disparition de symptomes. On utilisera L.« analyse de
survie » des qu’il y aura une notion de durée jusqu’a la survenue de I’événement d’intérét
(qu’on nommera « déces »).
e Date d’origine : elle correspond a l'origine de la durée étudiée. Elle peut étre la date
de naissance, le début d’une exposition a un facteur de risque, la date d’une opération
chirurgicale, la date de début d’une maladie ou la date d’entrée dans I’étude. Chaque
individu peut donc avoir une date d’origine différente (pas important car c’est la durée
qui nous intéresse).
e Date des dernieres nouvelles : c¢’est la date la plus récente ou des informations sur
un sujet ont été recueillies.
e Date de point : c’est la date au-dela de laquelle on arrétera 1’étude et on ne tiendra
plus compte des informations sur les sujets.
e Temps de recul : Délai entre la date d’origine et la date de point.
e Durée de survie : Délai entre la date d’origine et la date de survenue ou la date des

dernieres nouvelles.

2.2 Distributions de la durée de survie

En analyse de survie on s’intéresse a une variable positive (car on s’intéresse au temps
que met un événement pour se produire).
Et avant d’introduire la notion de mesure de hasard, nous allons d’abord étudier deux
cas particulierement intéressants dans la pratique : le cas absolument continue, le cas

discret :
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2.2.1 Cas absolument continue

Soit T une variable aléatoire (v.a) positive ou nulle, et absolument continue représente
la durée de survie, alors sa loi de probabilité peut étre définie par I'une des fonctions
équivalentes (au sens que chacune peut étre obtenue a partir de I'une des autres fonctions)

suivantes :

1. Fonction de répartition F

La fonction de répartition F'(t), pour ¢ fixé, mesure la probabilité de mourir avant

I'instant ¢, ¢’est-a-dire :

ou f est la densité de la v.a T

La fonction de répartition est croissante.

2. Fonction de survie S

La fonction de survie est, pour t fixé, la probabilité de survivre au dela de ¢ c’est-

a-dire :

S(t) = P(un individu survive au-dela du temps )

= P(T >1).

A partir de la définition de la fonction de répartition F(t) de T

S(t) = 1— P( un individu décédé entre 0 et t)

— 1-F(1)

Ici S(t) est une fonction décroissante, continue a droite avec :

limS(t) = 1
st =0
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3.

Densité de probabilité f

C’est la fonction f(t) > 0 telle que pour tout ¢ > 0.

nﬂzAU@mu

Si la fonction de répartition ' admet une dérivée au point ¢ alors

Pt<T<t+h) =F(t)=-5(t).

f(t) = lim

h—0 h

Pour ¢ fixé, la densité de probabilité représente la probabilité de mourir dans un petit

intervalle de temps apres l'instant .

. Risque instantané \ (ou taux de hasard)

Le risque instantané, pour t fixé caractérise la probabilité de mourir dans un petit
intervalle de temps apres t, conditionnellement au fait d’avoir survécu jusqu’au temps

t (c’est-a-dire le risque de mort instantané pour ceux qui ont survécu) :

 PA<ST<t+M\T>1)  f(t) ,
A(t) = lim ; =g = ~wS®)’

La fonction "taux de hasard" est une des fonctions les plus intéressantes car elle donne
une version probabiliste du futur d’un sujet n’ayant pas encore connu l’évenement

d’intérét et elle est appelée aussi la fonction de mortalité.

Preuve :

On a

Y Pi<T<t+h\T>t) . 1PU<T<i+h) — i L B
= h ~ WS R S(t) = W0 S(t) B
F'(t)

—= = A\(t)

Si f est continue, alors A\ est aussi continue, et il est possible de définir la fonction de

hasard cumulé.

«24)



% CHAPITRE 2. INTRODUCTION A L’ANALYSE DES DUREES DE SURVIE

5. Fonction de hasard cumulé A

La fonction de hasard cumulé est I'intégrale du risque instantané A :

A= | "Aw)du = —In(S(#)).

On peut déduire de cette équation une expression de la fonction de survie en fonction

du taux de hasard cumulé (ou du risque instantané) :

S(t) = exp(—A(t)) = e:cp( — /Ot A(u)du)

On en déduit que

f(t) = A(t)exp( - /Ot A(u)du)

Proposition 2.1. : Si f est continue sur R’ et si A= {t > 0/S(t) # 0} alors les propo-

sittons suivantes sont équivalentes.

a) Vt € A, \(t)
b) Vt € A \(t) = ( nS(t))
c) Vte A, S(t

| |
r—“—«
A
~
S~—
—

(t)
d) Yt € A, f(t) = A(t)exp{=A(t)}

Preuve :
a) < b) car
At) = %
)
S0
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b) < c) car
At) = (—InS() = /Ot)\(s)ds
= —InS(s)l
= —InS(¢).
c) = d)car
S(t) = exp{-A(t)} = S'(t)
— s
= —At)exp{—-A(t)}
d) = ¢) car
f(s) = AMs)exp{=A(s)} = 1-5(t)
= F(t)= [ fls)ds
= [ Meean{-A()} = —ern{-AGs)l
= —exp{—A(t) + 1}.
Exemple :

1) loi exponentielle :

Soit T" une v.a de loi exponentielle de parametre «, alors sa densité est

f(t) = cexp{—at}ljg (t)

- Calculons sa fonction de survie, et son taux de hasard.

On a: S(t) = [ aexp{—as}ljgo(s)ds = exp{—at} et donc A(t) = % = .
Nous remarquons que ce taux de hasard est constant (la loi exponentielle est alors dite
sans mémoire), en fait nous pouvons montrer que la loi exponentielle est la seule loi, a

densité, qui soit sans mémoire.
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2)Loi de Weibull :
Soit 7" une v.a de loi de Weibull de parametre (o, 3), a(> 0) est le parametre d’échelle et

B(> 0) est le parametre de formeSa densité est f(t) = 2(L) Lexp{— (L)} 4oo((t)-

_t
- Calculons sa fonction de survie, et son taux de hasard.
On a: S(t) = 7 2(2)F Lewp{—(2) Mo o((s)ds = —exp{—u?}]
f(t) _
MO = g3 = 28

S(t) T ala
v" Nous en déduisons que A croit, si § > 1.

v' Décroit si f < 1

= exp{—(3)’} et

ol+Q

v" Reste constante si § =1 (on retrouve la loi exponentielle).

2.2.1.1 Quelques quantités associes a loi de la survie

Moyenne et variance de la durée de survie
Le temps moyen de survie F(T) et la variance de la durée de survie V(7T') sont définis par

les quantités suivantes :
B(T) = [ TSswdt L V(T) =2 / T US()dt — (E(T))?.
0 0

Ainsi on peut déduire ’espérance et la variance a partir de n’importe laquelle des fonctions
F, S, f, A, A (mais pas l'inverse).
Quantiles de la durée de survie

- La fonction quantile de la durée de survie est définie par :

qlp) = if(t:F(t)>p), 0<p<Ll

= inf(¢: S(t) <1-p).
Lorsque la fonction de répartition F' est strictement croissante et continue alors

qlp) = F'(p), O<p<lLl
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Le quantile ¢(p) est le temps ot une proportion p de la population a disparu.

2.2.2 Cas discret

Soit T" une variable aléatoire discréte prenant les valeurs ordonnées, par ordre crois-
sant, 1,...,ZTpn ...

* Sa fonction de survie est donnée par :

St)=P(T>t)= Y P(T=ux,)

j:a:j>t
* Son taux de hasard est :
P(T = ;) S(x;)
Mzx;)=P(T =z \T > x;) = J 1 I
('TJ) ( J\ - ]) S(xj—l) S('rj—l)

11 vient :

Exemple :

Soit T une v.a. prenant les valeurs 0,5 et 8 avec probabilité % pour chacune.

1 si <0 1/3 st x=0
2/3 si 0<x<5h 1/2 st r=>5
Alors : S(z) = et Mz) =
1/3 si b<az<8 1 st r =28
0 st z2>8 0 ailleurs

2.2.3 Cas général

Mesure de hasard
Si T est une v.a.r. de fonction de répartition quelconque F', la notion de taux de hasard

se généralise en la notion de mesure de hasard dA définie par :

_ dF(s)
B=1"F6D
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ou F(s—) est la limite de F' & gauche de s et dF est la loi de probabilité de T
Nous pouvons remarquer que :

* Si dF(s) = f(s)ds alors dA(s) = A(s)ds = L&

2.3 Données incomplétes (censurées)

Comme nous avons mentionné plus tét, en analyse de survie, les données recueillies
sont la plupart du temps incompletes : la censure est un mécanisme inhérent des données
de survie. Dans la suite la variable durée de survie T" est définie comme le délai écoulé
entre la date d’origine T et la date de survenue de 1’événement.

La censure est le phénomene le plus couramment rencontré lors du recueil de données
de survie. Pour l'individu 7, considérons
- Son temps de survie X;,

- Son temps de censure Cj,

- La durée réellement observée T;.

Définition 2.1. : La durée T est dite censurée si :
e e patient est toujours vivant d la fin de l’étude (exclus-vivants).
e [e patient est perdu de vue : il a quitté [’étude avant qu’on ait pu observer l’événement

d’intéret.

Censure a droite :

Il y a censure a droite lorsque nous observons la censure C' (et non pas la durée de
vie d’'intérét 1) et que nous savons que 7' > C.

les observations sont des répliques du couples (X, ), ou

X =inf(T,C)
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1 st T<C
0 si T>C

5:

ou d vaut 1 quand I'observation est compléte (elle correspond & une donnée de la variable
d’intérét) et vaut 0 si la donnée est censurée.

Ce modele adapté au cas ou 1’événement d’intérét est le temps de survie a une maladie et
ou la date de fin de I’étude est préalablement fixé; les patients vivants a la fin de I’étude

fournissent des données censurées a droite.

Censure a gauche :

Une durée de survie est dite censurée a gauche si I'individu a déja connu ’évenement
d’intérét avant I’entrée dans I’étude. Formellement, la durée de survie pour un individu

est définie par le couple (X, ), ou

X = max(7T,C)
et
5 1 st T>C
0 s2 T <C

Avec la durée de vie et le temps de censure C supposés indépendants.

Si 6 = 1, le sujet subit 'évenement et est observé. Si 6 = 0, le sujet est dit censuré a
gauche : au lieu d’observer T', on observe une valeur C' avec pour seule information le fait
que T soit inférieur a C.

Ce modele est par exemple adapté au cas ou l'on s’intéresse a ’age auquel un individu
commence a accomplir une tache.

Tout ce qu’on sait chez I'individu censuré est que le véritable age est inférieure a la valeur
observée (I’age au moment de 1’étude par exemple).

- On ne peut pas toujours savoir le moment exact du déclenchement de la maladie pour
certaines personnes, on sait seulement que leur age est inférieur a leur age au moment de

I’étude. Ces données sont censurées a gauche.
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Censure par intervalles :

Il y a censure par intervalle lorsque la censure a droite et la censure a gauche sont
conjuguées.
Dans ce cas l'information apportée par 'expérience se traduit par 'appartenance de la
durée de vie a un intervalle de temps (C; < T < Cy).
Ce modele est adapté au cas de suivis périodique de patients et généralise aussi bien le
modele de censure a droite que celui de censure a gauche.
Exemple :

T durée entre I'infection par le VIH et le déces par le sida.

Censure mixte :

Il y a censure mixte lorsque deux phénomenes de censure (I'un a gauche et l'autre
a droite) peuvent empécher 1'observation du phénomeéne d’intéréts ans qu’on puisse né-
cessairement déterminer un intervalle auquel il appartient. Dans le modele il décrit dans
l'article de Patilea et Rolin (2006), au lieu d’observer un échantillon de la variable d’intérét

T, on observe un échantillon du couple (Z, A) avec Z = min(max(7', L), R) et

0 st L<KT<R
A=1¢1 si R<max(T,L)
2 st T<L<R

ou L et R sont des variables de censure et A est 'indicateur de censure.

Censure de type I :

L’expérimentateur fixe une date (non aléatoire) de fin d’expérience. La durée de
participation maximale est alors fixée (non aléatoire) et vaut, pour chaque observation,
la différence entre la date de fin d’expérience, et la date d’entrée du patient dans I’étude.
Le nombre d’événements observés est, quant a lui, aléatoire. Ce modele est souvent utilisé

dans les études épidémiologiques.
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Censure de type 11 :

L’expérimentateur fixe a priori le nombre d’événements a observer. La date de fin
Lexnéri . o i , N ,
expérience devient alors aléatoire, le nombre d’événements étant, quant a lui, non aléa-

toire. Ce modele est souvent utilisé dans les études de fiabilité.

Censure aléatoire :

C’est typiquement ce modele qui est utilisé pour les essais thérapeutique. Dans ce
type d’expérience, la date d’inclusion du patient dans I’étude est fixée, mais la date de fin
d’observation est inconnue (celle-ci correspond, par exemple, a la durée d’hospitalisation
du patient). Ici, le nombre d’événements observés et la durée totale de 'expérience sont

aléatoires.

2.4 L’estimateur de Kaplan-Meier de la fonction de
survie

Nous nous intéressons a l’estimation de la fonction de survie S de la v.a.r T' censurée
a droite. C’est a dire que nous observons n variables indépendantes
(X; =T ANCy,6; = 1r,<c,) de méme loi que le couple (X =T A C,6 = 1r<¢), ou C est
une variable de censure et § est I'indicateur de censure.
Cet estimateur est aussi appelé P-L (Produit-Limite) car il s’obtient comme la limite d'un
produit.
Il est fondé sur la remarque suivante : Si ¢’ < ¢, la probabilité de survivre au-dela de

I'instant ¢ est égale au produit suivant :

S(t) = P(T >t)
= P(T>t\T >t)S({)
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Si I'on renouvelle 'opération en choisissant une date t” antérieure a ¢’ on aura de méme

Sit) = P(T>t)
= P(T>t\T >t")S{t")

et ainsi de suite. Donc, la méthode d’estimation se base sur la relation suivante.

St) =] P(T > t;\T > t;_1)S(t,)
j=1
Oﬁt0<t1 <ty <y
Soit donc X1y, X(9), ..., X(n) la statistique d’ordre associ¢e X, Xs,..., X,
Nous avons :

7 7

P(T > Xuyy) = [[ P(T > t)\T > t; 1) = ﬁpj =10 -4g)

J=1 J=1

ol

* p; est la probabilité qu'un individu survive pendant I'intervalle de temps

I; =] X(j), X(j+1)] sachant qu’était vivant au début de cet intervalle.

* g; est la probabilité de mourir durant l'intervalle I; sachant que I'individu était vivant

au début de cet intervalle. Alors I'estimateur naturel de g; est donnée par

 M(Xy) nombre de morts a l'instant X

= R(X(j)) ~ nombre de sujets a risque juste avant l'instant X;

ou
M(X5) = dilx=xi) e R(Xy) = lix>x;)
=1 =1

I'estimateur de Kaplan-Meier est donné par :

s = I (1= R,

{X()<t}

Remarque 3. :
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Supposons qu’il n’y ait pas d’ex-equo. Soit d;y lindicateur de censure associce a X ;)
Si6; =0, c’est qu’il y a eu une censure en X(j) et donc M(X(;)) = 0. si 6¢j) = 1, c’est
qu’il y a euw un mort en X ;) et donc M(X(;)) = 1. dans ce dernier cas R(X;)) =n—j+1,

on obtient alors :
1

)6(j)_
n—j+1

{=(5)<t}
Exemple 1 :
On ne considere pour 'instant que des données completes, c-a-d, non censurées relatives

a des temps de réalisation d’un éveénement mesurés en jours et observé sur 10 individus :

6,19, 32,42, 42,43, 94, 105, 105, 120

t | M(X;) | R(X;) | 1- % Sn(t:) | Fu(t:) =1 — Sa(t;)
0 0 10 1 1 0
6 1 10 | 1-1/10=0.90 | 0.90 0.10
19 1 9 1-1/9=0.889 | 0.80 0.20
32 1 8 1-1/8=0.875 0.70 0.30
42 2 7 1-2/7=0.7143 | 0.50 0.50
43 1 5 1-1/5=0.80 0.40 0.60
94 1 4 1-1/4=0.75 0.30 0.70
105 2 3 1-2/3=0.330 0.10 0.90
120 1 1 1-1=0 0 1
Exemple 2 :

On introduit des données censurées. Dans ce cas la fonction de survie n’est estimée que
pour les temps observés mais il faut naturellement ajuster le nombre d’individus a risque.
La regle est que pour une durée donnée t; on ne comptabilise dans les individus risqués
que ceux qui ont une date d’évenement égale ou supérieure a t; ou une durée de censure
supérieure a t; (au passage on notera qu’une convention est que si, pour un individu
quelconque, les survenues de I’événement et de la censure sont concomitantes alors on

le considéere comme non censuré. En d’autres termes, on impose que la réalisation de
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I’évenement précede la censure).

Dans la liste ci-dessous relatives a 19 durées mesurées en jours, les données censurées sont
signalées par I'exposant * :

6,19, 32,42,42,43*, 94, 126*,169*, 207, 211*, 227*, 253, 255*, 270*, 310*, 316*, 335",

346*.

On obtient alors :

ti | M(X;) | R(X;) | 1— % So(t:) | Fult:) =1 — Su(t;)
0 0 19 1 1 0
6 1 19 0.947 | 0.947 0.053
19 1 18 0.944 | 0.895 0.105
32 1 17 0.941 0.842 0.158
42 2 16 0.875 | 0.737 0.263
94 1 13 0.923 | 0.680 0.320
207 | 1 10 0.90 | 0.612 0.388
253 | 1 7 0.957 | 0.525 0.475

Remarque 4. : [ existe des durées supérieures a 253 jours mais elles sont toutes censu-
rées.

En conséquence dans ce deuxieme exemple, et contrairement au précédent, la valeur esti-
mée de la fonction de survie correspondant au temps d’événement mazimal observé (soit
253 jours) ne s’annule pas. Précédemment nous avions S,(120) = 0 du fait que la durée
mazimale était non censurée. En d’autres termes, le fait que l’estimateur de la fonction de
survie s’annule ne signifie pas que tous les individus ont connu [’événement étudié mais
seulement que la durée mazximale ne correspond pas a une censure. Kt a titre d’exemple,on

reprend les chiffres de ce second exemple en remplacant 346* par 346.
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CHAPITRE 3

ESTIMATION DE LA FONCTION DE
RECGRESSION POUR DES DONNEES
CENSUREES

Introduction

Les estimateurs non paramétriques (a noyau) de la régression ont été introduits si-
multanément par Nadaraya (1964)[4] et Watson (1964)7].

Ce probleme a suscité un grand intérét et a conduit a la proposition de plusieurs
estimateurs sur la base de I'observation d’un échantillon du couple (X,Y). En analyse
de survie, il est connu que 1'observation de Y n’est pas toujours possible. Y peut étre le
temps de survie a une maladie. Certains sujets, sous étude, peuvent disparaitre de I’étude
fortuitement ( accident) ou d’une maniére planifiée ( fin de I’étude). Y est alors censuré a
droite. on ne connait pas sa valeur exacte, on sait seulement qu’elle dépasse 1’observation
recueillie. Dans ce contexte de censure a droite Beran (1981) a proposé une classe
d’estimateurs de la fonction de survie conditionnelle permettant d’en déduire des esti-

mateurs non paramétriques de la fonction de régression difficilement calculables. Ensuite
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Carbonez (1992)[1] et Carbonez, G et Van Der Meulen (1995)[2] ont introduit un esti-
mateur & partitions consistant pour Y bornée et censurée a droite. Améliorant ce travail,
Kohler, Math¢ et Pintér (2002)[12] ont simplifié la preuve du résultat précédent et ont
méme étendu le travail en proposant d’autres estimateurs non paramétriques (a noyau,
plus proches voisins, moindres carrés et spline de lissage). Cependant d’autres types de
censure existent.

Pour certaines valeurs de Y, on peut seulement savoir qu’elles sont inférieures aux
observations. C’est la censure a gauche. Cela peut étre le cas lorsque s’intéresse a l'age
auquel des personnes ont commencé a accomplir une tache. Certains individus peuvent
seulement se rappeler qu’ils ont commencé cette tache avant un certain age sans savoir
exactement lequel. Nous détaillons dans ce chapitre, I'étude de 1’éstimateur a noyau de
Kohler et autres (2002), introduit dans le cadre de la censure & droite. IL se caractérise
par sa forme tres simple a calculer et il a suscité de nombreux travaux parmi lesquels
Ould-said et Cai (2005)[6] et Kohler et al (2006) . Puis nous étendons le travail précédent

a un modele de censure a gauche.

3.1 Censure a droite

Dans plusieurs études, il n’est pas possible d’observer un échantillon de (X,Y"). Ainsi
si la variable Y est le temps de survie d'un patient, a une maladie, ce patient peut décéder
d’une autre cause pendant I’étude ou étre toujours vivant a la fin de celle-ci.

Dans ce cas Y n’est pas observé mais ’observation est le minimum entre Y et une variable
de censure C.

Plus précisément soit Y une variable d’intérét positive et bornée et C' une variable aléatoire
de censure positive.

Nous observons ’échantillon (X3, Z1,61), ..., (X, Zn, 0n) o0 Z; = Y; AC; et

0; = Iyv,<cyy (0; est l'indicateur de censure).

Nous nous proposons d’estimer r(z) = E(Y\X = z), 'estimateur donné au premier

chapitre ne peut plus étre utilisés puisque Y n’est pas toujours observé.
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3.1.1 Principe de 'estimation

Pour toute variable aléatoire V', on note
Ty =sup{t: F(t) <1},

Iy = inf{t : F(t) # 0}.

ou F' est la fonction de répartition de V.
e L’idée, introduite par (Carbonez et all (1995)[2]), et reprise par (Kohler, Mathé et Pintér
(2002)[12]) comme suit :

Soient S(t) = P(Y >t) et H(t) = P(C > t) les fonctions de survie respectives de Y

et C'. On suppose que

(H11) Cet (X,Y) sont indépendants et H est continue
(Hy) -
(Hl.g) Ty < oo et H(Ty) > 0.

Remarquons que la condition H(7y) > 0 implique Ty < T¢.

La fonction de régression r(z) doit étre estimée a partir des données censurées, qui
est un i.i.d. séquence de variables aléatoires : {(X1, Z1,01), ..., (Xn, Zn, 0n) }-

Et on remplace Y par une estimation de sa moyenne, car la fonction de régression
est une espérance conditionnelle, son estimation devrait correspondre a une estimation de
I’espérance. Considérons d’abord le cas ou il n’y a pas de covariables.

Si les Y; sont i.i.d, alors I'estimateur de I'espérance de Y est la moyenne arithmétique

Soit h une fonction de R x R — R. On se propose d’estimer la moyenne E{h(X,Y)}
sur la base de I’échantillon des données censurées a droite.

e Un "estimateur' sans biais de E{h(X,Y)} est donné par :
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- En utilisant I'indépendance entre (X,Y") et C' avec les propriétés de l'espérance condi-

tionnelle, il vient

&S
—
S|
NE
g
=
o
N
——

|
&S]

{]{Y1<Cl}h X17 )/1) }

_ E(hfjhyl f{ylgcl}vx,m)

= E(h leyi)

Le probleme est que H est inconnu. On l'estime par l'estimateur de Kaplan Meier

(1958)[5], donné par :

1[0 si e < T

e n—1t+1
Hn(t) =
H bt > Tw .
S%TK,n75<TK,n n(S)’ st = TKn
ou Tk, = max{Zy,...,Z,} et les paires d¢)),% =1,...,n sont les n paires observées

(Z(
(Z;, 6;) ordonnées en Z;),i.e.Zny < Zoy < -+ < Zny = T .
Remarquons que H,, a été légerement modifié afin de ne jamais s’annuler.

Cela suggere d’estimer r(x) par :

7An x) = § 4! n,i\L : 1
avec la fonction pOidS L[/n,l déﬁnie comme Suit,

K (=X
Woi(a) (52)

L x— X,
K L)

n
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Nous utilisons les notations suivantes. Pour tout ¢ /0 <t < 0o et z € R, on définit :

t, st x>t
Toy(x) =1 =, si 0<xz<t,
0, st z<0.

Pour f:R? — R définissons Tjo,f : RY — R par (Tjo4f)(z) = Tjoq(f(2)).
Du fait que 0 <Y < Ty < oo p.s,on a0 <r(z) <Ty , on estime donc r(x) plutdt par :

TK,ny St 'fn(:c) > TK,n;

(3.2)

3.1.2 Propriétés de I’estimateur

Le résultat suivant est montré dans Gill et Johansen [1§].

Lemme 3.1. : On a

sup |H,(t) — H(t)| = 0 n — oo p.s
t<Ty

Remarquons que Kohler et Mathé ont utilisé le résultat de (Stute et Wang (1993[20]))

qui exige la continuité de H pour avoir le résultat précédent.
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Lemme 3.2. : Sous l’hypothése (His), On a :

Rd|rn(x) —r(2)]*u(dz) =0 (n — o) p.s

si et seulement si
() = r(@)Pa(dz) = 0 (n— o0) pas
R
Preuve :

(@) —r(@)]* = |r(z) = ra(@) + ra@) — r(2)]®

< 2fri(@) — ra(@) + 2ra@) - ()P

[ @) = r@)Pude) <2 [ @) = ra@)Palda) +2 [ [ra(@) = r(2)Pu(de).
On a :

Rd\rn(a:) —r(z)Pu(dz) = 0 (n — o) p.s

Donc il suffit démontrer que :
d|r:;(x) —1(2)Pu(dz) = 0 (n — o) p.s
R

Ona: Tk, <Ty ps.

@) = @] = Toiale) = Tome,ia(@)]
< Ty —Tkpn.
(@) = r(@)Pulde) < [ (T = Tic)*p(da)
Rd R4
= (Ty — Tkn)?,

Ou Tk, — Ty (n — o0) p.s W

Thoéréme 3.1. : (Kohler, Mathé et Pintér (2002) [19))
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Sous U'hypothése (Hy) et si K est un noyau régulier, nlgg() hy, = O,r}Lngo nhd = oo alors

Uestimateur r,(x) défini par (3.1) et vérifie :

Rd|rn(x) —r(x)]?u(dz) =0 (n — 00) p.s

Preuve :

D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer que :

[r¥(x) — r(z)Pu(dr) — 0 (n — o0) p.s

n

Posons :
- K(M) 0; Z;
To(z) = Tory) = ; ZH:K L X ) H(Z;)
rn(z) = (@) = Jrp(x) = 7u(z) + 7(x) = r(z)?

< rn(@) = ra(@)]* + 2[7u (@) — r(2)[*.

[ Jrat@) = r@)Pudr) <2 [ Iri(e) = 7u(@)Pade) +2 [ [Fa(@) = (@) Fu(da). (33)

Commengons par majorer le second terme de 'inégalité précédente.

(x_i(i)> A ,
o A )Pt

De plus
0<0nZ1\H(Z) <Ty\H(Ty) p.s.et
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0121 Iyi<opn1
E{mzn\xl} E{C\Xl}

H(Y1)

_ E<H}(;1/1)E(1{Y1<01}(X17Y1))\X1>

= EM\Xy) =r(Xy)
Donc d’apres le théoreme de (Devroye et Krzyzak (1989) [10]) on obtient :

| JPn(@) —r(@)Pp(de) - <

d K(—““X”) 0171
[, 1=
R =1 ZK

Jj=1 hn

—r(z)|*u(dr) = 0 (n — o0) p.s

Reste a majorer le premier terme de 'inégalité donnée a la formule (3.3)

< B[ Y e )
/R H;K(( han)>Hn(Zl) lzl;m( hnXJ))H(Zl)
n K((I;X’)) 1 1
< v [ Y w ey Iy < - |u(dix)
/]R =1 ZIK(( hnXJ)) Hn(ZZ) H<ZZ)
< 2! sup [H(t) — Hy(8)] — 0 (n = o0) pos.

= YH(TY)H(Ty) i<t

a cause de (H2) et du lemme [3.1]

le fait que Guessoum et Ould said (2009) 21| ont modifié légerement H,, en lui im-
posant de s’annuler a partir de I'observation la plus grande. Ils ont alors, d’une part établi
la convergence presque stire uniforme sur des compacts de I'estimateur ainsi obtenu, donné
des vitesses de convergence et prouvé d’autre part sa normalité asymptotique. Nous nous

devons aussi de faire remarquer que le résultat donné au théoreme précédent a été aussi
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prouvé dans Kohler, Mathé et Pintér (2002) pour des estimateurs a poids (plus proches
voisins et a partitions) dans un modele de censure a droite. Dans la suite de ce chapitre,
en nous inspirant de la démarche précédente, nous proposons un résultat similaire dans

un modele de censure a gauche.

3.2 Censure a gauche

Dans ce cas, ’événement d’intérét peut se produire avant le début de I’étude, au
temps C;. Si c’est le cas, on ne connalt pas le moment exact de I’événement.
Donc les observations peuvent étre représentées par le maximum entre Y et une variable
de censure C'.
Plus précisément soit Y une variable d’intérét positive et bornée et C' une variable aléatoire
de censure positive.
Nous observons l'échantillon D,, = {(X;, Z;,0;),t = 1,...,n}, ou Z; = Y; VC; et §; =
Iy,>c, (0; est I'indicatrice de censure).

Nous nous proposons d’estimer r(x) = E(Y\X = z).

Définition de ’estimateur

Soient F'(t) = P(Y <t)et G(t) = P(C <t) les fonctions de répartition respectives

de Y et C. On a besoin de '’hypothese (Hs) englobant les hypotheses suivantes

(Hy1) C et (X,Y) sont indépendants
(Ha) :
<H2.2> Ty V TC < o0 et G(Iy) > 0.

Ici la condition G(Iy) > 0 implique Io < Iy . Soit [ une fonction de R? x R — R. On se

propose d’estimer la moyenne E{I(X,Y)} a partir de I’échantillon
Dn = {(XZ, Zi, 51)72 = 1, c ,n}.

Sous I’hypothése d’indépendance, un "estimateur' sans biais de cette quantité est donné
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par :

En effet :

a1 ( Xl,Zl }

I
&

leaifl

I
&

{ l
-l Y1>Cl ‘<17)1

1{y1>cl}\<X1,Y1>>>
= E(I( X17Y1 )

- En pratique, GG est inconnue. On ne peut donc pas utiliser " I'estimateur’ tel quel, il est
alors naturel de remplacer G' par un estimateur, obtenu par adaptation au contexte de
censure a gauche de l'estimateur de Kaplan Meier et donné par :

=1
Gn(t) =
- 1 =011z,
H |:1 — 7Z:| [Z('L)>TL,1'1,]7 SZ t S TLJ.L,
i=1 ¢
ou Tp, = inf{Z,,...,Z,}. Remarquons que cet estimateur ne s’annule jamais. On peut

se reporter & Kebabi et Messaci (2009)[8] pour des détails sur cet estimateur, il y est en

particulier montré le résultat suivant.

Lemme 3.3. : On a

sup|G,(t) — G(t)] = 0 n — oo p.s

t>1y

Un estimateur possible de E(I(X,Y")) est alors donné par :

E{l(X,Y)}

3\*—‘
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Cela suggére d’estimer r(x) par :

(3.4)

Du fait que 0 <Y < Ty < o0 p.s, ona0 < r(x) < Ty , on l'estime donc plutot

par :

Z(n), S? fnyg(l’) >Z(n),

0, st Tpq(x)<O.

ot Z(n) = max(Zy,...,Z,). Par analogie avec (3.5)), posons
Ty V Tc, st fmg(l’) > Ty V Tc,

* N

T o(T) = Toryvre) (Prg(2)) = Pg(), si 0<fn,(z) <Ty Vg,

0, st Tpg(x) <O0.

3.2.1 Propriétés de I’estimateur

Lemme 3.4. : Sous l'hypothése (Ha2), on a

/Rd‘rn,g(x) —r(2))*u(dz) = 0 (n — o) p.s

si et seulement si

/Rd\ri;g(:c) —r(z)|*u(dx) = 0 (n — o0) p.s
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Preuve :

e (@) = @) = |1}y (2) = rug(x) + rng(r) — (@)
< 207 4(@) = Tag (@) + 2 g (2) — (@)

L Irig(@) = r@)Palda) <2 [ 15, (@) = 1oy (@) Fulde) +2 [ Irog(@) = (@) Pude).
On a :

/Rd\rn,g(x) —r(z)Pu(dz) = 0 (n — o) p.s

Donc il suffit de montrer que :

/Rd|r:;7g(l‘) - Tnyg(x)|2/l(da7) —0 (n— o0) p.s

76 (@) = Tag(@)] = [Tomyvro)fng(®) = Tio 2, ng)]

IA

Ty VTe— Z(n).

L@ = rag@Puldz) < [ (T v Te = Zi))pu(do)
(Ty VT — Zw)*.

et Zpy — Ty VT (n — 00) p.s. Alors :

Rd!r;g(x) — rn,g(x)|2u(d:c) — 0 (n — o0) p.s.
D’ou le résultat .

Thoéréeme 3.2. :
Sous Uhypothése (Hy) et si K est un noyau régulier, nh_}rgo h, = 077111_{20 nhi = oo alors

Uestimateur 1, 4(x) défini par (3.4) et vérifie :
/Rd|rn,g(x) — r(@)Pu(dz) = 0 (n — 00) p.s

Preuve :
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D’apres le lemme précédent, il suffit de montrer que :

/ |r;;g(x) —r(2)]*u(dz) = 0 (n — o0) p.s
Rd "V
Posons

5 K (M) 6:7;
Fn)g(‘fL‘) = ﬂO,Tvac} = =1 zn: K X ) G(ZZ)

J=1 i

[ Irig@=r@)Pada) <2 [ [ @) =00 Pu(dn)+2 [ Fugl@)=r(@)Palde). (3.6

Commencons par majorer le second terme de l’inégahte précédente.

) K (“” ) 6z
Remarquons que /Rd|rn’g(x) x)|*p(dr) </ |Z - X) GEZi) r(z)|2u(de)
i=1 ZK

De plus
0<0nZ1\G(Z) <Ty VIc\G(Ily) p.s.

et

iz ) = =

_ (IJX(/;/I)E([{YQCI}(XME))\XJ

= E(W\Xy) =r(Xy)

Donc d’apres le théoreme de (Devroye et Krzyzak (1989)[10]) on obtient :

K 6z
/Rd‘;zn:}( X) G(Z,)

Jj=1 hn

r(z)Pu(dr) — 0 (n — 00) p.s
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DONNEES CENSUREES

Reste a majorer le premier terme de U'inégalité donnée a la formule (3.7)

L (@) = Taglo) Ppd)
S R Y

< TV [ 3 Y B ()
/R i=1 ZK(( hnXl))Gn(Zl) i=1 ;K(( hnX]))G(ZI)
n (z—Xi)
Jj=1 hn

le lemme (3.3) et par le fait que G(Iy) > 0 et G, (Iy) > 0.
Remarquons que contrairement au cas de la censure a droite, nous n’avons pas utilisé

I’hypothese de la continuité de G.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions les estimateurs a noyau de la fonction de ré-
gression dans différents contextes, a savoir pour des données complétes ainsi que
pour des données censurées (& droite et a gauche). De plus nous étudions quelque
propriétés de ces estimateurs.

Mots-clés : Estimation non paramétrique, fonction de régression, estimateur a

nouyau, données censurées , convergence presque sure.
Jale
caallz ol L; slodl &y oy a1V Ay uas dulyy JV LS L 5 51 ol 3
VBl Ll s s Oned) Js 8L Sllansy WK1 olkaall 5 L e
Colpaadl sde jailas ae ea el
) AL bl Bl e Gl D gl il TRl L)
L as3l)

Abstract

In this memory, we study the kernel estimators of the regression function in
different contexts, namely for completed data and for censored data (right and left).
Furthermore we study some properties of these estimators.

Keywords : nonparametric estimation, regression function, kernel estimator, cen-

sored data, almost sure convergence.
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