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NOTATIONS

R : corps des nombres réels.

K=RouC

C : corps des nombres complexes.

Im(Z) : partie imaginaire du nombre complexe z.
Re(z) : partie réelle du nombre complexe z.

A : opérateur linéaire.

D(A) : domaine de définition de I'opérateur A.
A" : opérateur adjoint de I'opérateur A.

KerA : noyau de l'opérateur A.

ImA : image de 'opérateur A.

A, : approximation de Yosida de I'opérateur A.
H : espace de Hilbert.

& : transformée de Fourier de 67.

||| : norme définie sur H.

(1, v)| : la norme du produit scalaire.

u’ : dérivée de u par rapport a t.

FVP : probléeme de valeur finale.

IVP : probleme de valeur initiale.

BHCP : the backward heat conduction problem.
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INTRODUCTION

Problématique

Problémes inverses

Le probleme inverse consiste a déterminer des causes a partir de la connaissance des
effets, de structure interne a partir d’observations externes. Ce probléme est le contraire
d’un probleme direct qui détermine les effets, les causes étant connues [17].

la résolution du probleme inverse passe donc en général par une étape initiale de
modélisation du phénomene dite probleme direct qui décrit comment les parametres
du modele se traduisent en effets observables expérimentalement. Ensuite, a partir des
mesures obtenues sur le phénomene réel, la démarche va consister a approximer au
mieux les parametres qui permettent de rendre compte de ces mesures.
Ces problemes sont des problemes difficiles a résoudre car treés souvent mal posés au
sens de Hadamard.

I existe toutefois quelques techniques qui possedent un domaine d’applicabilité
étendu.
Parmi les domaines dans lesquels les problémes inverses jouent un roéle important nous
pouvons citer :

— L'imagerie médicale (échographie, scanners, rayons X, ...).

— L'ingénierie pétroliere (identification des perméabilités hydrauliques).

— La chimie (détermination des constantes de réaction).

— La mécanique quantique (détermination du potentiel).

— Le traitement d’image (restauration d’images floues)...etc
On peut citer quelques méthodes de régularisation de probleme inverse :

1



Introduction

— La méthode de bayésienne,
— La méthode de gradient conjugué,
— La méthode de Tikhonov,
— La méthode de quasi-Newton,
— La méthode de moindres carrés.....
ces méthodes nécessitent une étude approfondie de chaque domaine d’applicabilité.

Problémes bien et mal posés

La difficulté principale des problémes inverses est leur caractere généralement mal
posé (H.W. Engl et al.,[7] 1994).D’apres Jacques Hadamard (voir [11]) un probleme est
dit bien posé (correctement posé) si le probleme admet une solution (Existence), si elle
est unique (Unicité) et si elle est stable (Stabilité). Le probleme est dit mal posé si au
moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiée.

La non-existence et la non-unicité de la solution d"un probléme mal-posé sont sans
doute des difficultés sérieuses mais on peut les rétablir. Cependant le manque de
continuité est plus problématique, en particulier en vue d"une résolution approchée
ou numérique. C’est-a-dire il ne sera pas possible (indépendamment de la méthode
numérique) d’approcher d"une maniere satisfaisante la solution du probléme inverse
car les données disponibles seront bruitées donc proches, mais différentes des données
réelles.

Dans cet ouvrage, nous nous sommes penchées sur 1'étude détaillée de quelques
méthodes relatives aux problemes mal posés.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

cette partie est consacrée au rappel de quelques définitions et résultats d’ana-
lyse fonctionnelle et concernant la méthode de troncature et de Fourier. Ces rappels
concernent les espaces de Hilbert, les propriétés des opérateurs définis sur les espaces
de Hilbert ainsi que les semi-groupes, la transformé de Fourier et le théoréme spectral.
Pour plus de détails et pour les démonstrations des théoremes on propose de voir
[4],[25].

1.1 Les espaces de Hilbert

1.1.1 Définitions

Soit H un espace vectoriel sur K.

Définition 1.1 Un espace pré-hilbertien est la donnée d'un espace vectoriel H sur le corps KK
(des nombres complexes C ou réels R) et d'une application H x H — K, (x, y) — (x, y) est
appelée produit scalaire, vérifiant les propriétés suivantes :

1) (x,y) = (y, x) (le produit est Hermitien)

2) {(x+y,z) =(x,z) +(y,z) pour tout (x,y,z) € H3,
3) {ax,y) = alx,y), pour tout x,y € Het « € K

4) (x,x) > 0, pour tout x € H

5) (x,x)=0=>x=0.



Chapitre 1. Préliminaires

Remarque 1.1 * Une application qui vérifie les conditions (2) et (3) est appelée forme sesqui-
linéaire.

* Une application qui vérifie les conditions (1), (2) et (3) est appelée forme hermitienne.

* Side plus elle vérifie (4) est on dit que c’est une forme hermitienne positive.

* Si elle vérifie (1), (2), (3), (4) et (5) on dit que c’est une forme hermitienne positive et
non-dégénérée ou tout simplement un produit scalaire.

* L'application de H dans R, définie par ||x|| = V{x,x) est appelée la norme induite (du
produit scalaire).

On notera que (x,ay + bz) = a{x, y) + b{x, z), on dit que le produit scalaire est sur un espace
vectoriel complexe est linéaire par rapport a la premiére variable et anti-linéaire par rapport
a la seconde variable. Sur R, on a la symétrie {x,y) = (y,x), et (H, (A, A)) est appelé espace
pré-hilbertien réel.

Définition 1.2 On appelle un espace de Hilbert tout espace vectoriel muni d’un produit scalaire
et complet pour la norme associée.

1.1.2 Caractéristiques des espaces de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert.

Proposition 1.1 (Inégalité de Cauchy-Schwartz)
Tous les éléments u,v de H, vérifient :

2 2 2
|(u, 0)I" < Mully - 1ol

Définition 1.3 Les deux éléments u, v de H sont dits orthogonaux et notés u L v si (u,v) = 0.

On note I'orthogonal d"un sous-espace vectoriel F par :

Ft={ueH, (u,v) =0, Yv € F}

1.2 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert

Soient H et G deux espaces de Hilbert.

1.2.1 Opérateurs auto-adjoints
Définition 1.4 On dit que l'opérateur A € L(H) est auto-adjoint si et seulement si A* = A
c’est-a-dire

Yu,v € (Au,v) = (u, Av)

4



Chapitre 1. Préliminaires

Théoreme 1.1 .

1) VA,Be 6(H),Va,p € R: aA + BB € 6(H)

2) YA,B € 6(H), AB est un opérateur auto-adjoint<= AB = BA
3) Sil'opérateur A € 6(H), alors on a : ||A|| = sup|(Au, u)|

Jlull<1

Définition 1.5 Un opérateur A € 6(H) est dit positif et noté A > 0, si

(Au,u)>0, Yue H

1.3 L'opérateur A,

Définition 1.6 Soit A un opérateur positif, auto-adjoint et non-borné sur un espace de Hilbert
H. L'opérateur :
Ay = Al +aA)™

est appelé approximation de Yosida de I'opérateur A.

Théoréme 1.2 (Propriétés de I'opérateur A,)
1) L'opérateur A, est positif et auto-adjoint.

2) L'opérateur A, € L(H).

3) llAh < ||ARK||, Yo > 0, Yh € D(A).

4) Yh € D(A), EE%A“}Z = Ah.

5) VYhe H Vt>0, lin%Sah = 1in%e-anh = S(Hhh = e h.

1.4 Semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.4.1 Généralités

Définition 1.7 On appelle semi-groupe fortement continu a un parametre, une famille
{5(t)};59 d’opérateurs bornés sur X vérifiant les propriétés suivantes :

(i) S(0) =1
(i) S(s+1) = S(s)S(t), Vt>0, s>0
(iii) lim||S(t)u —u|| =0, Yu € E
N0



Chapitre 1. Préliminaires

On associe a tout semi-groupe son générateur —A défini par

S(Hu — u} )

t

-Au = lim{
N0

pour tout u tel que la limite (s1) existe dans la topologie de la norme de X, ce qui définit le
sous espace D(A), domaine de I'opérateur A. Les premieres propriétés des semi-groupes sont
rassemblées dans la proposition suivante :

Proposition 1.2 [[24], théoreme 13.35]

Soit {S(t)},5¢ un semi groupe d’opérateurs sur X, et —A son générateur. Alors :
(a) t — S(t) est une fonction fortement continue de [0, oo[ dans £ (X)

(b) 1l existe des constantes My > 1 et y4 € R telles que :
IS < Mae™! (52)

(c) A est un opérateur fermé et son domaine D(A) est dense dans X.
(d) Pour tout u € D(A), S(t)u est dérivable au sens de la norme de X et

%(s(t)u) = —AS(Hu = ~S(HAu (55)

(e) Si A € C et ReA > y,, alors —A est dans 'ensemble résolvant p(A), et la résolvante
R(A; A) = (A + A)~ de A a Uexpression suivante :

RAMA) =A+A) = f ) e~ MS(t)dt (s4)
0

L'intégrale (s4) est définie au sens fort sur tout intervalle borné [0, T], et converge en norme
d’opérateur lorsque T — oo. De plus par I'inégalité (s;) on a :

M
-1 < A
A+ 27 < g ()

En fonction des valeurs des constantes My et y 4, on distingue plusieurs classes de semi-groupes

- Siya <0, 0on dit que S(t) est un semi-groupe borné.

- Siya <0et My =1, on dit que S(t) est un semi-groupe contractant.
Théoréme 1.3 [théoréme algébrique-topologique]

Soit {S(2)},es) Un semi-groupe holomorphe sur un espace de Banach X. Alors pour tout
z € 5(w), S(z) est injectif, R(S(z)) est dense dans X, et tout sous-espace de X défini par

Zi(S) = {y €X, y= j:o F(7)S(t)xdt, x€ X et Fe€ Cg"(]t,oo[)}

6



Chapitre 1. Préliminaires

est dense dans X.

On note par {E;, A >y > 0} la résolution de 1'identité associée a ’opérateur A.
Soit S(t) = e = fy “e™dE, € Z(H), t > 0 le semi-groupe engendré par —A.On a
quelques propriétés de base de S(t) qui sont données par le théoréme suivant :

Théoreme 1.4 ([23], p.74)
Pour cette famille d’opérateurs on a :

~

IS <1, ¥t = 0;
. la fonction t — S(t), t > 0, est analytique;
. pour tout r > O et t > 0, 'opérateur S(t) € £ (H,D(A"));

. pour tout entierk > 0 et t > 0, [|SO@#)|| = JA*S@)|| < c(k)t™;

G x W

. pour tout x € D(A"), r > 0 on a S(t)A"x = A’S(t)x.

Théoreme 1.5 Pour t > 0, S(t) est auto-adjoint, injectif et a image dense

(S =5, RGS®)=H).

Preuve. Le cas t = 0 est trivial.
On suppose que t > 0. A étant auto-adjoint, donc
S(t)* — (e—tA)* — e—tA* — €_tA,
d’ot1 S(t)* = S(t). Soient ty > 0 et h € N(5(ty)). L'identité S(to)h = 0 implique

S(t)S(to)h = 0 = S(ty + t)h, pour tout ¢t > 0.

Or la fonction F(t) = S(ty + t)h est analytique, donc par prolongement analytique
S(t)h = 0 pour tout t > 0. De la représentation

RA,Ah=A+A)"h= f e Me ™ hdt = 0
0
découle h = 0 (car R(A, A) est bijective). D’ott N(S(tp) = {0}. Puisque t;, > 0 est arbitraire,

on a alors N(5(t)) = {0} pour tout t > 0.

D’apreés la relation

R(S(1) = N(S(t))" = {0}

H,

on conclut que R(S(t)) est dense dans H. m

7



Chapitre 1. Préliminaires

1.5 Transformée de Fourier

La transformation de Fourier est une extension, pour les fonctions non périodiques,
du développement en série des fonctions périodiques de Fourier. La transformation
de Fourier associe a une fonction intégrable, définie sur 1’ensemble des nombres réels
ou celui des nombres complexes, une fonction appelée transformée de Fourier dont
la variable indépendante peut s’interpréter en physique comme la fréquence ou la
pulsation.

La transformée de Fourier s’exprime comme <« somme infinie > des fonctions tri-
gonométriques de toutes fréquences. Une telle sommation se présente sous forme
d’intégrale.

Définition 1.8 Soit f € L'(R") On appelle transformée de Fourier de f la fonction f : R" —
C définie par :
fz ff(x)e—ZT(ixtdx
R

1.6 Théoreme spectral

Soit A : D(A) ¢ H — H un opérateur auto-adjoint, défini positif, non borné a
domaine dense sur l'espace de Hilbert H. Le théoreme spectral de Yosida [29] est :

Au ::f AE u, ue D(A)
0

D(A):={uecH: f A2 d||E ul*< oo},
0



CHAPITRE 2

METHODE DE REGULARISATION DE
QUASI-REVERSIBILITE

Soit H un espace de Hilbert complexe, ot1 la norme et le produit scalaire sont notés
respectivement par ||.|| et (., .).
On considere le probléeme de Cauchy rétrograde suivant :

W () +Au(t) =0, 0<t<T, w(l)=f, (FVP)
ou A : D(A) : H— H est un opérateur linéaire, non-borné, avec
DA)=H, A'=A, Fy>0, (Au,u) > |[ul>, Yu e D(A).

Le probléme consiste a déterminer u(t) pour 0 < t < T a partir de la condition finale
u(T) = f.1l est bien connu que ce type de problémes est mal posé au sens de Hadamard
[11], c’est-a-dire : méme si la solution existe et unique, elle ne dépend pas continiment
de f.

Puisque le semi groupe S(t) = e est irréversible, on souhaite trouver un opérateur
Sa(t), @ > 0 “proche” de S(t) dans un certain sens, de facon que le probleme (FV'P) soit
bien posé.

Parmi les stratégies d’approche de ce type de questions, on peut citer la méthode de
quasi-réversibilité proposée par Lions et Lattes [18]. L'idée principale de cette méthode
[13] consiste a remplacer I'opérateur A dans 1’équation (FVP) par A, = ga.(A).

Dans la méthode originale [18] Lattes et Lions proposent g,(A) = A — aA?, pour obtenir
un probléme bien-posé dans le sens inverse du temps, et dans la méthode de quasi-
réversibilité modifiée [9], Gajewski et Zaccharias Gajewski proposent g,(A) = A(I +
aA)™. On indique que lorsqu’on utilise cette méthode, on est confronté a certaines

9



Chapitre 2. Méthode de quasi-réversibilité

difficultés.
La premiere résulte du terme correcteur (aA?) (opérateur d’ordre deux) ce qui induit
une difficulté sérieuse pour I'implémentation numérique, et la seconde consiste dans
le fait que le coefficient d’erreur (e*) résultant d'une petite perturbation de la donnée f
est de I'ordre e+. La méthode de quasi-réversibilité se résume comme suit :
- R. Lattes et ].L. Lions ([18], 1967) [cadre hilbertien] proposent g,(A) = A — a A%
— H. Gajewski et K. Zaccharias( [9], 1972) [espace de Hilbert] proposent g,(A) =
A(l+ aA)™.
- L.V. Melnikova([19], 1975) [espace de Banach] propose g,(A) = A — aA>.
— A.V. Glushak([10], 2001) [espace de Banach] propose g,(A) = A + (-1)""am,
m 2.
— Y. Huang et Q. Zheng([14], 2004) [espace de Banach] proposent g,(A) = A — aA?,
p>1
- Y.Huanget Q. Zheng([15], 2005) [espace de Banach] proposent g,(A) = A(I+aA)™".

— N. Boussetila et F. Rebbani([3]) [espace de Hilbert] proposent

1
- -pTA
ga(A) In(a+¢e7%), p>1.

Remarque 2.1 Par un calcul direct moyennant le caractere auto-adjoint et la positivité de
V'opérateur A on montre l'injectivité de S(t) = e™'A. En effet, notons A, = A(l + aA)™!,
Sat) = e, G, = aA%(I + aA)™, By(t) = e et & > 0. Il est clair que A,, G;' € Z(H).
Soient to > 0 et h € N(S(ty)).

On a S(to)h = 0, ce qui implique S,(ty)S(to)h = Ba(to)h = 0 pour tout ty > 0. Par passage a la
limite quand o tend vers zéro, on obtient E{%Ba(fo)h = h = 0. Ce qui montre que N'(5(t0)) = {0}.
En conclusion, pour tout t > 0, S(t) est injectif et R(S(t)) est dense dans H.

Remarque 2.2 Sion remplace A par B = pA dans le théoréeme 1.5, on obtient alors N (S(pt)) =
{0} et R(S(pt)) =H,p>0,t>0.
On définit :

Co(A) = {¢ € H:|lgll5 = fm TN || Eopl* < +oo}, 0> 0.
y
De la définition de Cy(A) on a les inclusions topologiques suivantes :
Co,(A) € Co,(A), 0220,
On aura besoin aussi de ce lemme technique
Lemme 2.1 Pourx >0ett€[0,1],0na:
(1T+x)"=1<7x(1+x)°(1+1x)"

10



Chapitre 2. Méthode de quasi-réversibilité

2.1 Description de la méthode
*+ Soit v, la solution du probleme perturbé suivant :
U, +A0,(t) =0, 0<t<T, vo(T)=f, (FVP),

ou l'opérateur A est remplacé par A,.

++ On injecte la condition initiale :
va(o) = Qq

dans le probléeme
u,+Auu,(t) =0, 0<t<T, u,(0)=f, (VP),
+++ Enfin, on montre que :

O(f) = lua(T) = fIl — 0, a—0.

2.2 Analyse de A, et ses conséquences

On commence notre analyse par une étude qualitative de la perturbation A, et ses
conséquences. Pour 0 < a < a, =1—-¢77, p > 1, on définit

Ap = ga(A) = _piT In (ac + e_pTA)

= f:o —p%,ln(a + e‘pTA)dEA

Proposition 2.1 Ona:
1 1
1. A, € L(H) et |Al < —ln(—);
pT a
2. Ay =A, >0et A,A% = A%A,v, v € D(AY), 6>0;
3. Vo € D(A), lim |4, - Avl| = 0;

4. Yv € H, S,(t)o = e — S(t)v, a — 0.

Preuve.On a:
1. La propriété A, € .Z(H) découle directement des propriétés

de la fonction g,(A), A > y. En effet, le choix de a nous permet d’écrire :
a+ePV <1,

11
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ce qui implique que :
- __1 ~pTA
Jo = 9a(y) = —p—Tln(a+e P )20

D’autre part :

— . 1

Jo = AEIPOO%(A) = _ﬁ In(a) >0
On remarque que ¢,(A) > 0, ce qui montre que g, et sup g.(1) = g,. D’apres La

Azy

représentation spectrale de g,(A) et les propriétés de g,(A),
A >y on conclut que A, € Z(H).

2. La propriété (2) résulte directement du calcul fonctionnel et les propriétés de A.

3. Soitv € D(A),on a:

Notons :

ou M,(A) = —% In (04 + e‘F’“) A~1. De la définition de a, on remarque que M,(1) > 0,

pour tout A > y. De plus :

— 1 TA -1
M,(A) = 1—p—Tln(1+ae” JAT 20

Ce qui implique que M,(A) < 1, pour tout A > y. Par conséquent, 1'opérateur B, est
uniformément borné, i.e., ||B,|| <1, V0 <a <1 —e77T.
Soit v = e T4, h € H. On calcule

+00 2
I(Ba — D)o|? = f (%m(uaer’“)rl) e PTAd||E k2. (@)

En vertude "In(1 + x) < x,x > 0” la quantité (a,) peut étre dominée comme suit :

2
||(Ba—1>v||2s(;%) P — 0, a« —0,

ce qui montre que B,v — v dans H, quand @ — 0, Yo € R(S(pT)). Mais R(S(pT))
est dense dans H et B, est uniformément borné sur H. Ainsi, par le théoreme du
prolongement par continuité, on a :

YveH, B,v—v, a—0.

12
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En particulier pour v € D(A), on obtient :
Ayv = B,Av — Av, a — 0.

4. Puisque A, € Z(H), alors on peut définir :

—tA —-pTA F_tT " (_t)n n
Su(t)=¢ “=(a+e” ) =Z o A, teR
n=0 :

Il est clair que [|S,(M)|| < 1, > 0. D’ot S,(#), t > 0 est un semi-groupe de contraction
sur H.Ona:

d
Z25a(t) = ~Au(DS,(0)

et

t
d
alt) — S = - - a

Sa(t) = Sp(t) fo - (Sp(t = DSa(1)) dr
t

= [ (59t - D5a04; - 40) e

0
D'ou, Vt > 0,0 <, B <1—e7T, h € D(A), on obtient I’estimation :

ISa(t)l = Sp(D)hll < t|Agh — Ashl,

ce qui montre que {S,(t)h} est une suite de Cauchy dans H, uniformément par rapport
ate€[0,T] (voir (3) dans la proposition 2.1).
Comme S,(t) est une contraction et D(A) est dense H, alors la limite

Se(h — S(Hh, a — 0, t>0

se prolonge pour tout i1 € H et uniformément par rapport a t € [0, T]. Il est clair que
S(t) e Z(H) est un semi-groupe de contraction sur H.
Soith € D(A), t > 0, alors :

ISt = Sa(tyil = f | % (Salt = D)S(O) dr |

< fo 1Sa(t = T)(A — A)S(0)HdT

< fo (A - A)S(Dhllde

De l'inégalité :
A.S(D)l = [BoAS(D)RI < [IS(T)Ah|

vient
I(Ax — A)S(D)AI| < 2||S(7)Ah||

13
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Puisque ||S(t)Ah|| est continue comme fonction de ¢, une application du théoreme de
Lebesgue de la convergence dominée donne

t
lim [1S(5) — Sa(E)h] < f lim [I(A — A)S(0hldr = 0.
a— 0 a—

Ce qui implique que S,(t) — S(t) = S(t) sur D(A), quand @ —> 0. Grace a la densité
de D(A) dans H, on conclut que S,(t) — S(t) = S(t) sur H, quanda — 0. m

Remarque 2.3 Par un calcul direct et en utilisant le lemme 2.1, on peut montrer que :
Yhe H, S,(th— S(t)h, a — 0.

En effet, soit v = e AL h e H, on calcule :
+00 ot 2
1S.(H)v = S(t)v|]* = f ((oz + e"’“)’” - e‘”‘) e A |\ E h| .
y

En vertu du lemme 2.1 et a + e ™ < 1, la fonction

S~

M,(A) = (CK + e_pTAy_tT —e M = ptA ((1 + aepTA)n

_1)

peut étre majoré comme suit

-+

t o opTA —pT)\)PT
T e (a +e a o,
Ma(A) < < =o',

(1 + p—tTaceP”) P

Ce qui implique

+00 2
I1Sa(t)o — S(t)oll? = f M, (A e T d|[E bl < (%) > — 0, @ — 0.
Y

En vertu de la densité de R(S(pT)) et ||So(t)|| < 1, t > 0, on conclut que

VheH, S.Hh— SHh, a—0

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 2.1.

Remarque 2.4 Dans la proposition 2.1, on a justifié que la perturbation proposée donne une
bonne approximation de A. Ainsi, on peut espérer que cette perturbation produira un effet
régularisant significatif.

14
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2.3 Résultats de convergence

Il est important de caractériser la classe admissible pour laquelle le probleme (FVP)
admet une solution. La réponse a cette question est donnée par le lemme suivant :

Lemme 2.2 Le probleme (FV P) admet une solution unique, si et seulement si f € C1(A). Dans
ce cas, elle est donnée par

u(t) = eT4f, (2.1)

Preuve. Si f € Ci(A), i.e., fy T 2TAIE, f* est finie, alors on définit u(t) = eI=D4f =
e e f. On voit que u(t) donnée par cette expression vérifie 'équation (FVP). Mainte-
nant,si on suppose que u(t) = eI f est solution de I’équation (FVP), alors u(0) = ™ f €
H si et seulement si [[u(0)|| = e™4 f = f;m T ||E, f1I* est finie. m

Remarque 2.5 On donne une autre démonstration du lemme 2.2 en utilisant le théoréme
de Picard dans sa version continue. En utilisant le cadre théorique des semi-groupes et les
propriétés de S,(t), on montre le théoreme suivant

Théoréme 2.1 Pour tout f € H, la fonction

T—1)

D,(t) = T f = (ac + e"’TA)_(”_T f (2.2)

est I'unique solution du probleme (FVP), et elle dépend continfiment de f.

Pour montrer la dépendance continue de v, de f, on calcule :

—(T-t)

Oa t = e(T_t)Aa — + e—pTA pT
lloa () I o f (a ‘ ) 1l )
< (D) A< (2) 1Al = e@lifl.
A partir de (2.2) on construit :
0
Do = va(o) = (a + e—pTA) 4 f
Théoréeme 2.2 Le probleme (IVP), est bien posé, et sa solution est donnée par :
U(t) = S(t)pa = e (oz + e_”TA)_'_’ f. (2.4)

Théoreme 2.3 Pour tout f € H, ||u,(T) — fll = 0, quand a — 0.
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Preuve. On calcule
+00
luta(T) - FIP = f H AV AIELIP,
'}/

ou
((a + e‘p“)fl? — e‘”)
H,(A) =

(a + e‘P“)%
(e‘”(ae” +e PN — 1)

(a + e—P“)%

Si on pose x = ae’, 7 =1, alors on peut estimer la fonction H,(1) comme suit
p

o

H(\N) < ——
“) a + pe A

De (2.6), on déduit que

+00 2
llua(T) — fI Sf {ﬁ} dlEAfIP.
¥

Fixons ¢ > 0 et choisissons N tel que me dIEAfI* < %.D’ou

2
o) - P < [ e

2
+00 o )
fy {W} dllEAfII".

De (2.8) on tire

&

2
lua(T) = fIP < (5) MR + 5.
p 2
a\’ €
En prenant a tel que (E) e?™N|IfI1? < 5 /on acheéve la démonstration. m

* Sia <p?Ty et f € D(A), alors on a I'estimation suivante

pt
— 7, IA S]]

1+ (=L

la(T) = fll <

a

16
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En effet, de I'inégalité (2.7), on a
oo 2
luta(T) = IP < [ {m} VAIELfIP.
D’autre part

a a
S S (U N
{a/\ + /\pe—P”} - {a)\ + ype—l’”} Bald)

La fonction A,(A) est positive, A,(A) — 0 quand A — +oo et atteint son maximum en
a pT

A= =1/pTin( ). Donc Ay(A) < Ay(A) = ————

Py pTy

a

1+ In(—2L)

Théoreme 2.4 Si f € Cy(A),p 21,0 < 0 < 1, alors ||u,(T) — fl| tend vers zéro, avec I'ordre
de convergence ar.

Preuve. On calcule:

voo [Ha(D))
lua(T) = fI? = fv { oOTA } e dlEfIP (2.10)
< ﬁmcgm%”“waﬁw
n
ou a
Ga(A) = >0

(a + pe?Th) 0T

Une dérivation simple par rapport a A donne :

aTefT? (p(p — O PTA — 604))

((a + pe—pT)L)eHTA)Z

p(p - 0)
Oa
A > A" etlim) 0 Ga(A) = 0, alors A* est un point critique qui réalise le maximum de

G,. Ainsi, on a I'inégalité :

G,(A) =

Dou G (A) =0siA = A" = PiTln ) Puisque G/ (A) > 0si A < A", G,(A) < 0 si

Ga(A) = Gu(A') = c(p, O)a? (2.11)
p+o
1\ P00
ouc(p,0) = (I;) p—0)70r <1
En combinant (2.10) et (2.11), on obtient :
la(T) = Il < c(p, B)a? [ flo. (2.12)
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Notons que dans le cas 1 < p < 0, on a I'estimation suivante :

la(T) = fll < allfllo- (2.13)

Théoréme 2.5 Pour tout f € H, le probleme (FVP) admet une solution u si et seulement si la
suite @, = u,(0) converge dans H. Dans ce cas, on a u,(t) converge uniformément vers u(t)
quand o — 0.

Preuve. On suppose que lim,_,o ¢, = @o. Posons w(t) = S(t)¢,. On calcule :

lleo(£) = ua(B)ll I5(#)po = S(E)@all
IS(E) (@0 = @a)ll

llpo — @all.

IA I

Ce qui implique :

sup [lw(t) — ua (DIl < llpo — @all = 0,  quand a — 0

0<t<T
Puisque lim, o u,(T) = f etlim,_,o u,(T) = w(T), alors de 1'unicité de la limite, on déduit
w(T) = f. Ainsi, w(t) = S(t)@o résout le probleme (FVP) et vérifie la condition w(T) = f.
On suppose maintenant que le probleme (FVP) est résoluble, et soit u(t) sa solution.
D’apres le lemme 2.2 ona u(0) = S(-T)f € H,i.e. |lu(0)I* = || fIi} = f;oo ETA|E, fI? < oo.

Soient N > 0 et ¢ > 0 tels que f;w T |EL fII? < %

On calcule : o
44 0) = u(O)|2 = f E)IEfI? < oo,
Y
ou .
Pa(/\) — eT/\ _ (0( _ e—pT}\)T
[ |

En vertu du lemme 2.1 et par un calcul simple, on peut estimer la quantité F,(1) comme
suit :

ael™ TA TA
Fa(/\) < (m)e = KQ(A)E
D’ou e
114(0) — u(O)IF = f KW IEIE <1+ I,
y
ou

2

N
L = f K22 d|E, fIP < (%) PN 117,
Y

+00
I = f KT IESIP < <.
. 2

18



Chapitre 2. Méthode de quasi-réversibilité

2
. o & .
Si on choisit « telle que (E) e2PrDIN||£)2 < 57 on obtient :

112(0) = u(O)II” < e.

Ce qui montre que :
uy(0) = u(0), quand a — 0.

Théoreme 2.6 Si f € Ci.9(A),p =2 1,0 < 0 < 1, alors ||[u,(0) — u(0)|| tend vers zéro, avec
[°]
Uordre av.

Preuve. Par des calculs similaires a ceux utilisés pour établir les théorémes 2.4 et 2.5,
ona:

11a(0) —u(@)IF < [T KZ(A)e MO E, f?
f;“’ Gi(A)eZ(HQ)T)\d”EAf”Z

(GEVIfIE,

IANIA A

n
avec G, = sup Ay Ga(A) < c(p, Q)a% (voir I’estimation (11)).
A partir des théorémes 2.5-2.6, il s’en suit

Corollaire 2.1 Si f € Cy49(A), O > 0, alors sup,_,_rllua(t) — u(t)|| converge vers zéro, avec

0
Uordre ar.

On termine ce travail par la construction d’une famille d’opérateurs régularisante pour
le probleme (FVP).

Définition 2.1 [20] Une famille d’opérateurs {R,(t),a > 0,t € [0, T]} € -Z(H) est dite famille
d’opérateurs régularisante pour le probleme (FVP) si pour toute solution u(t), 0 <t < T du
probleme (FVP) avec la condition finale f, et pour tout 6 > 0, il existe un choix a(5) > 0, tel
que :

a®) -0, 6—-0 (%1)
IRae) () fo —u®ll —, 6—0 (%)
pour tout t € [0, T] dés que fs satisfait ||fs — fIl < 6. On définit Ry(t) = e (a + e"’m)i7

4 >0,a>0; il est clair que R,(t) € Z(H). Dans ce qui suit, on montre que R,(t) est une
famille d’opérateurs régularisante pour le probléeme (FVP).

Théoreme 2.7 On suppose que f € C1(A), alors (%>) a lieu.
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Preuve. On a:

Ho(t) = [Ra@)()fo — u@ll
< Ra@®(fs = Il + [Rao)(£) f — u@)ll (2.14)
= Ag(t) + Agp,
ou
1\
M =R - Pl < () 215
et
Ao(t) = lIRa@e) (B f — u(@®)Il- (2.16)

Choisissons & = V9, alors a(0) -0, 60—0,et
2p-1
A <67 -0, 6—0, (2.17)
En vertu du théoréme 2.5, on obtient :
Ao(t) = llua(t) —u(®)ll - 0, 6 -0, (2.18)
uniformément par rapport a t. En combinant (2.17) et (2.18) on obtient :

sup||Ra@e () fs — fll =0, 06— 0. (2.19)

0<t<T

Ce qui montre que R,(t) est une famille d’opérateurs régularisante pour le probleme
(FVP). Par des calculs similaires a ceux utilisés pour établir les résultats précédents, on
montre que :

Ao(b) < Cp, £, )7 | fll,, t>0, (2.20)
avec
—pT+t —pT+t ¢
Clp,t, T)=p7m (pT—t) 77 7T <1
[ |
Généralisation

Considérons les probléemes de Cauchy suivants :
u(t) + Au(t) =0, 0 <t <T, u(0) = f, (CP)
w(t)+ Au(t) =0, 0<t < T, w(T) = f, (CP),

20



Chapitre 2. Méthode de quasi-réversibilité

Ou A est un opérateur linéaire, non-borné, auto-adjoint et changeant de signe, avec
0 € p(A), c'est-a-dire : 6(A) C]— o0, 0[U]0, +oo[. On sait, d’apres la théorie des opérateurs
auto-adjoints, qu’on peut écrire :

h:deAh:f dEAh+f dE,h=h_+h,, he€ H,
R R_ R,

i.e., I'espace de Hilbert H se décompose en somme directe H = H_ ® H,, et

Azf/\dEA:f AdE/\-i-f AdE/\ =A_+A.,.
R R_ R4

Il est bien connu (par symétrie) que le probleme (CP); (resp. (CP),) est mal posé. Dans
le but de régulariser ces probléemes, on propose la famille d’opérateurs suivante :
R,(t) = eT94- (ae”TA- +(1- ac))_7

-1

e tA (a +(1- oz)(z‘F’T"‘+)7
Ry +Ri(t), 0<a<l p>1

+

On clbture cette analyse par le résultat suivant :

Lemme 2.3 Si f = f_ + f. € H, alors (CP); (resp. (CP),) admet une solution unique, si et
seulement si :

f e T EL P < +o0 (resp. | e M|E £l < +o0)
R

R+

Preuve. Si J}ia, e 2T d||E, f-|]> < +c0, alors on définit u(t) = e - f_ + 7'+ f,. On vérifie
aisément que u(t) résout (CP);. Inversement, soit u(t) la solution du probleme (CP);.
Alorsu(T)=h=h_+h, =e ™ f +e T+ f, € H. Ce qui implique que h_ = e ™-f_ € H,
ie,||h_|? = f]R_ e 2TA ||Ey f-|I* < +oo. Par le méme raisonnement, on montre la seconde
partie.

On définit u,(t) = R,(t)f. Par la méme méthodologie utilisée dans le cas ot A est défini
positif, on montre que :

uy(T) = f, quand a — 0, (2.21)

uy(0) = f, quand a — 1, (2.22)

et R,(t) est une famille d’opérateurs régularisante pour le probleme (CP); (resp. (CP),).
u
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CHAPITRE 3

METHODE DE REGULARISATION DE
FOURIER

Beaucoup d’auteurs ont utilisé la méthode régularisation de Fourier dans le BHCP.
Dans le présent chapitre on utilise cette régularisation pour les problémes mal-posés
suivants :

1. Le probleme de la chaleur rétrograde homogene.
2. Le probléme de la chaleur rétrograde non homogene.

En général la solution de ces problémes existe avec des conditions restrictives sur 1’état
final. On trouve la solution exacte et on recherche la solution approchée par la méthode
de régularisation de Fourier, et on donne une estimation de l'erreur, et sous certaines
conditions on obtient une estimation du type Holder.

3.1 Probleme de la chaleur rétrograde homogene sur l'in-
tervalle infini

Soit le probleme suivant :

{ut:uxx —co<x<oo, 0<t<T 3.1)

u(x, T) = pr(x) —oo <x < o0
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Chapitre 3. Méthode de Fourier

Il est facile de voir que la solution u de ce probleme est donnée par la transformation

de Fourier
1
u(x, t) = —— ¢ et TDpr(E)dE, 3.2

()= = [ (&) 62
ou @r désigne la transformée de Fourier de @7 .
Preuve. )

_ ou o“u

{ ty = b o] 5@ -55@n=0
u(xl T) - QDT(X) u(x’ T) - gOT(x)
- F (5 t))@ TS t)) © Y
F(utx, 1), = For@),,
Ona
Fux, t)e = L f e u(x, dx = S f ) e~ u(x, t)dx.
V2r Jr V271 J-oo
du 1 « _igxau B “ 0 _itx
= T(g(x, t))(é) = \/ﬁ f_we E(x, Hdx = \/—_f (e u(x, t))dx
d
= o7 (ulx, He
ou 0
= F(5;01), = 5,7 Wl Do (3.3)

Dans la transformation de Fourier on choisit :
suppu € R= IR >0, supp u c [-R,R]

.Donc

(24 h),, = \/_f Gt

En intégrant par parties on obtient :

R
\/2_71 f (x Hdx = vlz_n[[e_iéxu(x, t)]: — j: . —i&e " u(x, t)dx]

R
e~ u(x, t)]RR+i£ f e u(x, t)dx]
- R

1
=
Comme

UWR, 1) = u(=R, 1) =
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ou f 1 . fﬂ i
t 15 e "““u(x, t)dx
dx &, (‘5) V27 V2 J-r &8

:ﬁ?@%n@@zﬁ#éﬁj;f@wwwﬂ

- T(g—Z(x, t))

7’( -igx9 (x Hdx =

, )
© 157:(8_?(% t)><5>

:ﬁ(y

(6,1)) , = =EF (ulx, Hie (3.4)

©)

Soit le probléme :

{ 7 t))«s) A t))«s)
F(ux D), = Flore),,
De (3.3) et (3.4)on a:

{ (i( (u(x t)) + EZT(u(x t))(é)

Futx, T))@) = F(pr),,

{ atﬁ(ér t) + 521:‘[(5’ t) = 0
(&, T) = ¢r(&)

e
MO

mmaﬂ:fﬁém

(@& H) + &, H =0 —& = (InaE, ) = -&

Donc

(&, 1) = e<e(&)

{ (E, T) = e 57e()
et (E,T) = Pr(&)

c(&) = e TPr(&)

D’ot1 on obtient :

(&, T) = e T (&)
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ou 7i(&, t) est la transformation de Fourier de u(x, t) et 1(&,0) = eézT(ﬁT(é), ainsi :

u(x, t) = \/%f eiéxﬁ(é, Hdé = \/%f eiéxeéz(T—t)(f)T(g)dé

Alors u(x, t) = e xS TN pr(&)dE est la solution du probleme. m
@ —00 (P p

3.1.1 Régularisation de Fourier et estimation de I’erreur

Pour t = T on prend @r(x) la solution exacte et go‘;(x) la solution approchée de @r(x),
Il existe une constante 6 > 0 telle que :

lpr(x) = 3l < 6 (3.5)

On note : gy(x) = u(x, 0) et E une constante telle que :

llpo lls= (f | Po(&) P (1 + Ez)sdé) <EVs>0 (3.6)

[o¢]

On a ||u|l;2gry= Il ||;2r) 011 u(x, t) est donnée par (3.2) est une solution exacte, et

1 . e 2 N
Us,E max (x, t) = \/T f emxeé (T_t)(PT(E)XmaxdE (37)
TC J—00

est une solution approchée de la solution exacte 1 ot Emax €St une constante positive.
L'intervalle [—&max, Emax] compact est tel que use  (x,t) existe et est unique et stable,
Xmax est la fonction caractéristique de l'intervalle [Emax, Emax]-

Lemme 3.1
|| u('xl t) - ué,émax(xl t) ||S

ity ENTEE 111% 3
ECtof(ing) 7|1+ (% nE o+ inn %)ﬁ) (3.8)
o u(x,t) et us g (x,t) sont donnés par (3.2) et (3.7) ot
e = (1n((5) (10 5)")) @9

Preuve.On a:

lu(x, t) — us e, (%, ) 2wy =11 1(x, £) — se, (X, ) 2R

= €T DPr(&) — & TDPr(E)Xmax + €& TDP1(E) X max — €5 TIPHE) X ma |
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Chapitre 3. Méthode de Fourier

<N TDPr(E) = e TDPH(E) X max | + Il € TDP(E) X max — € TIPEE) X max
= (‘[II |e’52(T_t)(PT(5)|2dE)7 + (‘[| |652(T—t)((p6T(6) _ @T(E))ng)z
£>§max ésémax

2 op (L4 E) 3 2Tt ( A . 2 \3
) (f|é|>émax |e£ e (£)| 1+ Ez)sdé) + (f|g|sémax ad t)((P(%(E) - (PT(E))| dg)

Puisque :
Pr(&) = e ETA(E, 0) = e To(&)
et Po(&) = (&, 0)
PrO%n={ §1 705 e
Alors

1

(\[l(;|>£max '6 e (PO(E)| (1 + &2)s &l + . |€ ((PT(‘E) (PT(CS))| &

_ ~&% A 2(14‘52)5[1 )%+(f
(f|a|>émax H90(0) (1+&% ¢ €] <Emax

( -&2 t 2 . 1
- (ngm ( P (1+ gz)s)|(P0(5)| 1+ &) dg]

ax  |€[>Emax

(&) - qﬁT(a)Fde)z

+ (f ( sup eéz(T‘t)2)|(ﬁf(5) — @T(g)rdé]
[E1<Em

<Emax 1€1<Emax

2 |2 !
) (lgli‘ép (§e+ 51)s] ( f . o) 1+ 52>Sdg)

(lasgp T [Z16) —qﬁT(s)Fda)

_52 1
( a
|5|>5max |E1>E max

92(6) - @(é)Fds)

"S|<9max

+ sup T

|E1>Emax

9|<Ema

Puisque :

NI—=

)

{ncpoan:(f_"; :

et Il 9o |l=< E
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Donc :
et 2 ) t
< sup — ( f |[po(E)] (1 +& )Sdg)
[€1>Emax Iél [€1>Emax
1
2 S N 2 2
+ sup e T t)(f |(p§,(g) - (pT(g)| dé)
|§|S€max |<S|S£max
et 2(T-1) 5
< sup —= ll @o [l + sup e Il o1 — @7 |l
[€1>Emax Iél |€1<Emax
Comme :
lpoll<E
et || ¢r— @7 lI=ll or — 3 lI< 6
Alors :
et (Tt 5 & (Tt
sup —= |l @o Il + sup e || r — @4 I< sup —zE+ sup e "6
IE1>Emax |€| Il <Emax 1> Emax |€| €] <Emax

e_tgtznax

émax

E + 6eéfnax(T_t>

S
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E\T [ E\TE 1“(%) L B
=(3) (m5) " E | +Efot (in )
o o 1, (E E\z 0
fln(5)+1n(ln5)
Puisque :
E\T( E\T _ st sT —s(T—t)
(lné) (lné) Lot o o=t
(ICEN NI
et (5) o= (6) 0=0
Donc .
VP B\ In(5) g
(—) (ln —) E 0 e (ln —)
0 0 . E T
Tln(5)+ln(ln —)
E 5
1-4 ok i ln(g) 1-L ok E\ o
=E 16T (lng) E = + EToT (lng)
lln(—)+ln(ln—)zr
T7\% o
—(T-1t)s E
[ O 1 E ?
El‘T(ST(lnE) n) —| +1
0 InE +In(In &)=

Ainsi (3.8) est démontrée. m

3.1.2 Choix de &pax

Pour trouver une estimation de stabilité de type Holder, on choisit &, par la
formule (3.9), c’est a dire :

Emax = (ln((g)%(lng)%))% , ol lng >1;¥s >0

Preuve. D’apres le Lemme 3.1 0on a:

&2t

u(x,t) —us:_ (x,t)||I< su + sup £ T 05
|| t yGmax t ||< p SE p -
B imad €7 man

2
e_témux

| Emax |

<

E + eé%nax(T_t)(S — e_tgrznax(E + eTé%naxé)
ES

E 2
< P + 6€T5m‘”‘
Emax

. 422
puisque e omx < 1
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Donc

| u(x, ) — s, (%, 1) 1< + O o (3.10)

<&
et par Holder on a:

I u(x, £) — e (x, 1) ||< 2E-- 167 (3.11)

Par (3.10) et (3.11) on trouve que :

Donc

On pose M = deTémax

2 2 M M
_ Témax Témax —_— 2 —_ —_—
M = el — T = = — Tel, =In()

= o = %ln(%) — En = [m(%)%)% (3.12)

D)

2t 2t 2t
S S

)G) == )

tel que é>lné:>(
me g="E

Puisque :
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Chapitre 3. Méthode de Fourier
Donc: )
5\ (E\*
> - -
m=E(ng) (5)
Comme : N N
E >lnE =>(E)_ >(lnE)?
6 0 o) 0
Ona 2 2t 2 2t 2t 2
O\ (E\~ E ENs E\57
> — _ _ — = _
M—E(lnE) (6) —E(lné) (1“5) E(lné)
Puisque
t s E\"*2 _( _E\?
2(;+1)>O>—§:>(11’15) _(lng)
Doncona: B
s ] e ot
Alors :
— g > E(lng) 2 (3.13)
2)
6eT5max < E(%)T — M< E(Q)T
Puisque :
6 6 6 2s 6 -2s
—>In—= =] {In= >1
E~ nE:(E) (nE) =
Donc: t , )
ONT (07 o\~
< — — el
M_E(E) l(E) (IHE) ]
E\2(, EN(S\T[(6\*( o6\™
< — — - - —
mze(ng) (ng) (2) |(2) (ng) |
Exi[/ ENi/o\T(6\®( O\
< — — — - -
—M E(lné) (lné) (E) (E) (lnE)
—% [ E 2s 6 % 6 2s 6 -2s
< _ _ — — —
—mse(n) [ (2 0 (o2
Alors : t ,
E\TZ|(8\ (0)*
< _ — —
M E(lné) (E) (E) ]
E —% 6 -2s 6 2s
< — el -
—E(lné) l(E) (E) l
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Puisque :
t
T>O>—2S (éf)<(é—25)
et 2<1 E/TNE
E
Alors :
M<E|l E\* 2 E\-3
= (“5) :M:éeTémaXSE(lng)Z (3.14)

et M = delémax

En utilisant (3.13) et (3.14) on a

M = 5¢™ = E(In g)_i

par (312) ona = £ = (In (%) (In Eyin!

= Emax = (ln((E)%(ln g)_%))z pour lng > 1.(d0nc % > 1); Vs > 0.

Remarque 3.1 Il y a plusieurs solutions qui approchent la solution exacte mais pour trouver
la solution qui est trés proche il faut choisir Emax qui donne l'estimation de type Holder pour
laquelle on a la stabilité.

3.2 Probleme de la chaleur rétrograde non homogene

Soit le probleme suivant :

{ut:uxx+f(x,t) —co<x<oco, 0<t<T (3.15)
u(x, T) = QDT(X)
Il est facile de voir que la solution u de ce probleme est donnée par :
u(x, t) = L f ) (e T Npr(&) + f ' e fs)ds)de, (3.16)
\/2_7'( —00 -t

En effet
Preuve. En utilisant la transformation de Fourier on a :

F(L(x, 1) - 24, ) - f(x, t))@ =0
P ), = F(pr),,
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Donc : par (3.3) et (3.4) ona:

{ I, D) + E0(E, D) = flx, 1) (3.17)

et: 1S T)=@r(&)
On pose y(t) = 1(&, T), donc :
{ (g )+ E0E N = flrt) { y(®)+Eyb) = f)
et: A T)=¢r(é) et:  y(T)=¢r(&)

On recherche la solution de I"équation par la méthode de variation des constantes :

v () +Eyh) = £
On pose y(t) = W(t)V(t) Alors :

av

T vinl) + eweve = fo

Y () + Ey(t) = f() = (W)

L+ =0
{ Vol = o
av

= SV =0= V() =e*" (3.18)

et

V(t)‘;—vtv = f() = W) =C+ f et f(b)dt. (3.19)

Donc:

y(t) = e“th(C + f ) s f(s)ds).

t

avec la solution initiale :

T
y(T)=e*7(C+ f e f(s)ds) = pr(&) = C = e*TPr(é)

T

T
— y(t) = e T DPr(E) + f e f(s)ds

t

On aura

T
Y = 2(E 1) = A& 1) = e TIPr(E) + f e f(s)ds
t

00 T
u(&, t) = \/LZ_T( f e"‘f"(e‘sz(T‘t)qﬁT(E) + f 61 f(s)ds)dé.
—00 ¢
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3.2.1 Régularisation Fourier et estimation de l’erreur

Comme :

1 ( f e T s
u(x,t)=\/T_n f (e T Npr(&) + f e f(s)ds)dE, et u(x,t) = pr(x).
—00 t
ué,ximax(xr t) — L f‘” eiéx EX(T—t) AT(E) N fT eéz(s_t)f(s)Xmade)dE-
V27'( —00 t

T
Soit |l§—4°ll<p out G(&, t) = f e’ f(s)ds (3.20)

t

Lemme 3.2 Si on choisit Emax par la formule (3.9), et (3.20) et ||§ — §°|| < B alors :

ll(x, t) = use,,, (%, D)2

In§ ¢ B Eys
(%lng +ln(ln%)ﬁ) tl+ E<1n5)2}

(3.21)

Preuve.
”u(x/ t) — US,Emax (x/ t) ”: ||ﬁ(xl t) - ﬁé,émax (x/ t) ”LZ(IR)

T T
T Dpr(8) + f "D f(s)ds — e~ TDPS(E) Nmax — f =6 (5) X maxds
t t

<

T
(T Pr(E) — T Pr(E)Xmar) + ¢ f e55(f(5) = £15)ms 5)

T
TP EN s = TP+ [ ()i = S i
t

<( j; | ’e—ézt(eng(pT(,g)Jr f Teé2s]€(s)ds)|2d£)
El<Emax t

T 1

+( fl;lsémax| et t)( (&) = (pT(E))Jre_éZt f e‘gzs<fA (s) — f%(5)>d8‘2d5>2

t

1
2

eélgnax t
<
- s

max

E + 6eérznax(T_t) + 5
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Alorsona:

eégnaxt 52 (T t)
—E + detmax +B<
max max

1A(x, £) = G g0 (X, ) 12 (R)<

+ et 4 B

E A
—— + et 1 (3.22)

max

(1) = A5 g (X D) 2Ry <

De (3.9),0ona:

[l2Cx, £) = tho g0 (2, D)

S ONCO
(n((5) (n5)7))

1 E E\s
=FE £ % o +6(5)(ln5> +‘B
ln(g) ln(lng)

18X, £) = G g0 (X, ) L2 R) <

E(lng)_% (1 In 5 _S)%+1+E(ln5)%
3 2T

Sl

Ainsi (3.21) est démontrée. m

3.2.2 Choix de &ax

Pour trouver une estimation de stabilité du type Holder. On choisit :

0<B< E(lng) 2 (3.23)

Preuve. Par le lemme 3.2 et I'estimation de (3.22) et par l'estimation de Holder : (3.11).
Ona:

( SE + ‘3) + 6853‘“"‘T < 2E1_%6% = El_"_tré% + El—%é%

Alors h

SE +p < EFTST (3.24)
et

semaT < EI-T 5T (3.25)

34



Chapitre 3. Méthode de Fourier

1) Comme
O<ﬁ£E(ln—) ’,
On a t
per—g2(2) =(3) 222 (3) 2 (ng) - ()
E E~\E E/] TET\E) =\ E}] \»
= () = (m2) 2 ()"
E] — E) — 0
B )
E] — 0
Donc :
E2  (6)\T 1—f ot O\T 1-L ot
< - <[=] = TOT <ElZ] = TOT
ﬁ‘E(h‘é) _(E) ETTo :ﬁ_E(E) ETTo
Ftona:
— +B<EVTST = < E-tot —g < EV-ToT
Alors : )
egmaxT 2 eTln(%)_ST
On pose
E\™sT E %
M = ST — M > oTh(5) 7 = 6(5)
5\ (E\* 5\2 (E\* E\}(E\*
>El=|l=] > — 2] = Y (el
M_E(E)((S) —E(IHE) (5) E(lné) ((S)
E\}(E\*
> _ _
:M—E(lncs) (5)
E 2 E % E %+2 E 2(£+1)
> — — = — = —
:)M_E(lné) (lné) E(lné) E(lné)
2(L+1) -£
:MzE(lnE) ZE(lnE) 2
0 I}
On a
M>E(InE B w3
(n 5) = eltma§ > E(ln—)

2) Par (3.25)ona:

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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Donc

::th“hégEon—)z

Donc par (3.28) et (3.29) on a

S

2 E\2 1. (E{, E\:
Témax - — 2 = — — —_
e “max( E(lné) = &ax Tln(é(lné) )

E
pour ln5>1; V¥s >0

Ainsi le choix de &max est prouvé. m

Remarque 3.2 Ona

1) Pour trouver l'estimation de type Holder il faut choisir 5 tel que

s
2

0<ﬁ3E@n§)

sous les conditions du lemme 3.2.

2) Sis = 0alors d’apres I'estimation (3.21), on a :

p

= (e, 1) = ttp g (3 Dl S E |2+

Donc I'estimation d’erreur est bornée par 2E + p.

3) Soitt=0,0— 0" ets>0alors:

. E E E\?
0—0 =>5—>+oo=>lng—>+oo=>(ln5) —0
%
In £ .
= lim =Tz

"\ tn(2) +In (1 )"

36
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Efin ) s | — D
Lln (%) + ln(lng)n

lorsque 6 — 0* et s > 0.
Donc la solution est stable pourt = 0,6 — 0% et s > 0.
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CHAPITRE 4

METHODE DE TRONCATURE

En mathématiques, la troncature est un terme utilisé pour couper le développement
décimal d"'unnombre & un certain nombre de chiffres apres la virgule, ou le développement
limité d"une fonction a un certain ordre.

Exemple :

— La troncature a 'unité de 78, 637 est 78.

On définit aussi, si on veut plus de précision :

— La troncature au dixieéme : La troncature au dixiéme de 78,637 est 78, 6.

— La troncature au centiéme : La troncature au centieme de 78,637 est 78,63.

— La troncature au millieme de 1.362985 est 1.362
Certains auteurs ont utilisé la méthode de troncature.L’idée de cette méthode est de
limiter l'espace de probleme a un sous espace finie (Nam [22]), ou de remplacer la
somme infinie par une somme finie (Jana [16]). Dans cette section, on présente la
méthode de troncature spectrale de Jana 2016 [16].

4.1 Certaines conséquences du théoreme spectral

Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) ¢ H — H est un opérateur auto-adjoint,
défini positif, non borné a domaine dense. Pour © > 0, ¢ € H et f € L}([0, 7], H) on
considere le probleme de la résolution de la valeur finale, indiqué brievement par FVP,

w+Au = f(t) 0<t<rt 4.1)
u@) = ¢ (4.2)
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On rappelle que le théoreme spectral (cf. Yosida [29]) est :

Au ::f AdEu, u e D(A)
0

D(A):={ueH: f AZd||E )< oo},
0

et pour toute fonction continue ou continue par morceaux g : [0, o) — [0, o0),'opérateur
g(A) est définie par :

g(AY = f gdEw, u e D(g(A)),
0
ou

D) = tu € H: [ g diEP< o],

0

en particulier, on définit I'opérateur ¢! comme suit :
ey = f edEu, Yu € D(e)
0
D’ou .
D(e”)={ueH: f e d||Eyul*< oo},
0

On peut remarquer que :

S(t) =™ = f e™dE,, t>0,
0

la famille S(t) : T < 0 d’opérateurs linéaires bornés sur H est un semi groupe dérivable
fortement continu (ou Cp) avec [|S(f)]|[< 1 pour tous t > 0, —A est son générateur
infinitésimale (cf. [23]). Avec ces notations, les lemmes suivants peuvent étre prouvés.

Lemme 4.1 Pour ¢ > 0, on note les domaines des opérateurs e~ et ¢4 par R(e7'4) et
D(e**) successivement. alors :

R(e™™) € D(e"') € D(A") V¥n e N.

Lemme 4.2 Pourt > 0,
e et =1 sur D(e"),

e =1 sur H

tA

En particulier, pour ¢ > 0, I'opérateur ¢! est un opérateur fermé et S(t) = e est

injective avec son domaine D(e~*4)
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4.2 Représentation spectrale de la solution

On déduit I'expression suivante :

u(t) = fo Ooe(T‘t”dEAq)— ft ( fo Ooe(s‘t)AdEAf(s))ds, telo,t] (4.3)

On prouve Plus précisément le théoréme suivant :

Théoreme 4.1 On suppose que I'équation (4.1) a une solution u(.) et que ¢ = u(t) et f €
LY([0, t], H) satisfont aux conditions suivantes :

(1) ¢ € D(e™)
(2) f(s) € D(e) pour tout s € [0, T]et
(3) La fonction s — e £(s), s € [0, t] appartient a L}([0, 7], H)

ut) = f I AE D — f f eV E, f(s)ds.
0 t JO

Preuve. De f € L'([0, 7], H), a 'aide de résultats de la théorie des semi groupes, la
solution u(t) de la valeur initiale du probléme est donné par (cf. [23])

Alors :

u(t) = S(t)u(0) + fo S(t — s)f(s)ds. (4.4)

t

En utilisant la notation e~ pour S(#), (4.4) prend la forme :

u(t) = e Mu(0) + f t eI £(s)ds. (4.5)
0

En particulier,

¢ = u(t) = e u(0) + f ) e £(s)ds.

0

De ¢ € D(A), f(s) € D(e*!) pour toutes s € [0, 7] et la fonction s — ¢ f(s) appartient a
LY([0, 7], H), on a

o = u)+ | [ o]
0

= u(0) + f e f(s)ds.
0
Par conséquent,

u(0) = e — j: e f(s)ds
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On substitue la représentation ci-dessus de 1(0) a (4.5), il est possible d’obtenir :

t

u(t) = e_tA[eTAqb - f TeSA f (s)ds] + f e 4 £(s)ds

0 0

e t
= e(tDAg — f S DA f(s)ds + f "M f(s)ds
0 0

— e(T—t)A(P _ f (:’(S_t)Af(S)dS
t

u(t) = f e E, ¢ — f f eC~IE, f(s)ds.
0 ¢ Jo

Remarque 4.1 La condition suffisante sur f, afin de satisfaire a la condition (3) du théoréme
4.1, est :

Ainsi,

fooo M EA f(s)|* ds < o0, (4.6)
0o Jo

ou de fagon équivalente, la fonctions — ¢ f(s) appartient a L*([0, t], H), puisque, par 'inégalité
de Cauchy-Schwartz on a :

[ eassonas < va( [ eaesor a)”
i [ [ eaeisor )"

Les conditions en (4.6) et ¢ € D(e™) sont exactement les hypotheses de [27] pour obtenir
I'estimation d’erreur.

Définition 4.1 Si ¢ € H et f € LY([0, 7], H) satisfont les conditions (1)-(3) dans le
théoreme (4.1) qui est :

(1) ¢ € D(e™)
(2) f(s) € D(e*?) pour tout s € [0, T]et
(3) La fonction s — e £(s), s € [0, t] appartient a L}([0, 7], H) Puis la

fonction u : [0, 1] — H définis par :

u(t) = [) ) e IE, ¢ - f Iw eC™IE, f(s)ds. (4.7)

est appelée la solution moyenne de la FVP donnée par (4.1) et (4.2).
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Théoréme 4.2 On suppose que ¢ € H et f € LY([0, t], H) satisfont les conditions (1)-(3) de la
définition 4.1 soit u(.) la solution moyenne de la FV P donnée par (4.1) et (4.2). alors :

(i) u(t) € D(A") pour toust € (0,7), n € Net

(ii) u(.) est continu sur [0, t].

Preuve. On remarque que la solution moyenne u(.) de la FVP donnée par (4.1) et (4.2)
est:

u(t) = e Mep - f ) et f(s)ds (4.8)

elle peut étre modifié comme suit :

u(t) = e‘tA(eTA — f et f (s)ds)
t
de sorte que :
u(t) € R(e™),Vt € (0, 7)
Par conséquent, avec le Lemme 4.1, on obtient (i).

Maintenant, on prouve (ii). Pour x € H, la fonction t — e¢*x est continue sur [0, o)
(cf.Pazy [23]). Donc la fonction t — e{™94¢ = e~ (¢™ ) est continue sur [0, 7].11 suffisait
de démontrer que la fonction t — v(t) = — ft *elsmnA f(s)ds est continue sur [0, 7]. Soit
toe[0,7]ett €(0,7),alors:

v(t) — v(ty) = — f ' e~ f(s)ds + f ' 04 £(s)ds

fo

== [ et [ o f(s)ds) + e [ etsom)

to t to

_ (e—tA _ e—Ato)y _ e—tA( ff esAf(S)dS)

ouly=-— ft OT ¢! f(s)ds, Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz,

HetA( ftto eSAf(s)ds)H

IA

[ e fes|
(e £(s) I ds)* (1t — tol)®

IA

a partir de ce qui précede, on a :

lime_tA( f ’ e f (S)ds) =0

t—)to
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Chapitre 4. Méthode de troncature

également, par la continuité de t — ¢y

1im<e‘tA — e‘toA)y =0

t—ty

ou }intw(t) = v(tp). Donc, t — v(t) est continue sur [0, 7], et (ii) est prouvé. m
—1o

4.3 Régularisation et I’analyse d’erreur

4.3.1 Estimation d’erreur avec les données exactes

On suppose que ¢ € H et f € LY([0, ], H) satisfont les conditions (1)-(3) de la
définition 4.1 et u(.) est la solution moyenne de la FVP donnée par (4.1) et (4.2), c’est-a-

dire :
u(t) = f eTAE ¢ — f f e DAE, f(s)ds (4.9)
0 t JO

Comme on 1'a déja fait remarquer dans les conséquences de théoreme spectral, la
dépendance de u(.) sur ¢ et f n’est pas continue en raison du terme """ et ¢~ dans
la premiere et derniere intégrale dans (4.9). Par conséquent, a la suite de [27] pour les
données bruitées dans ¢, on consideére la solution régularisée pour > 0 comme

B T P
ug(p, f,t) = f e"YE ¢ — f f e E, f(s)ds (4.10)
0 t 0

Le théoreme suivant montre la dépendance continue de ug(¢, f,t) sur ¢ et f

Théoréme 4.3 Soient ¢1,¢2 € H et f1, f» € LY([0, t], H). puis

L up(@r, fi,8) = up(@a, fort) 1< € ( Iy = fall + IIfi = fll ), 0<t<t

Preuve. Pour t € [0, 7]

00 T ‘3
g1, for ) = gl for ) = f eINE (b1 — o) — f f SDGE, (fr = f)(s)ds
0 t JO

Donc

lug(pr, fr, 1) = uppa, fo, 1) lI<

T
+f
t

B
f e AE (1 — o)
0

ds (4.11)

B
f eSME (fi — f)(s)

0
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Chapitre 4. Méthode de troncature

A l'aide de I'inéquation e} < ™) pour 0 < A < B

2
B
Zf EMNDANEA (b — do)IIP
0

B
f " “VAE (1 — ¢2)

0

< D |1y — Pall?

Ainsi,

< & iy — ¢l (4.12)

B
f M IAE (1 — o)

0

De plus, on utilise I'inéquation identique (4.12) et I'inégalité
e < e™DB pour tout s € [t, 7], on obtient :

< e P(fi = H)6)

A partir de (4.11), en utilisant (4.12) et (4.13), on obtient :

ﬁ T
f e IMEN(fi = f2)(s)||ds < f e II(fi = f2)(6)lHs (4.13)
0 t

L up(@r, fi, £) = p(@a, fo t) 1< e (Nl = all + Ilfi = fall)

On rappelle que les conditions (1) - (3) dans la définition 4.1 impliquent
fﬂ%wmeSﬁ et jmj‘ﬁwaﬂﬂMmgy (4.14)
0 0o Jo

pour certains p > 0, 7 > 0. Maintenant, on prouve 1'un des principaux théoréemes de
cette section dans les conditions générales sur ¢ et f, a savoir

f )P dEGIP< p? et f ! fo (V)1 dE, f(s) ds < n (4.15)

0 0

pour certains p > 0, 1 > 0 (en fonction de h), ot /1 : (0, 0) — (0, 00) est une fonction
continue par morceaux croissante , ce qui peut conduire a de meilleures estimations
des erreurs possibles (4.14). m

Théoréme 4.4 On suppose que ¢ € H et f € L'([0, ], H) satisfont les conditions en (4.15).
Soit u(t) et ug(t) = ug(Q, f,t) qui sont en (4.9) et (4.10), respectivement. Alors :

—tB
(p+me 0<i<r

() — up(®)ll < K <t<

donc :
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(i) pour 0 <t <t
|lu(t) — ug(t)ll — 0 lorsque f — oo

(ii) Si %imh(/\) = oo, puis pour 0 <t < 7,

|lu(t) — ug(t)ll — 0 lorsque f — oo

Preuve. Soit t € [0, 7]. A partir de (4.9) et (4.10), on obtient :

u(t) — ug(t) = fﬁm e(T—f)AdEACP - ftT f;o e(s_t)AdE/\f(S)dS

[ ermae| + [
B t

—20t 2Pt
pour A >

EOE = THPE

f e(T_t)AdE)L(P
p

Donc

llu(t) — up(t) lI< ds

f eC~IE, f(s)
B

On utilise 'inégalité

2

= f B P

p

—2Bt 00
< f ()R I |2
0
o2t

2
m@er’

f eNdE\
p

2

<

Ainsi,
e Pt

Sp@

Aussi,

f eC I GE, f(s)
B

= [ e, o

p

o2t

- 2 27A 2
< GiE fO (R dlIEAf ()l

e Pt
SN

h(p)

r

foo e“IE, £(s)

p
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A partir de (4.16), en utilisant (4.17) et (4.18), on obtient :

e Pt
le(t) — up(t) I< (p + )52
O = u® 1= (o + My
On note que pour tout 3y > 0,
e_ﬁt e_ﬁot
Vﬁ > Bo,

- <
h(B) ~ h(Bo)

alorspour 0 <t <t
[u(t) — ug(t)ll = 0 lorsque p — oo.

Dans le cas ot1 h(f) — oo lorsque f — oo on obtient :
lu(t) — up(t) ||[—> 0 lorsque B — oo.

pour chaque t € [0, 7] m

Remarque 4.2 On remarque que si h : (0,00) — (0,00) est une fonction bornée dans le
théoreme 4.4, alors on ne peut pas déduire la convergence de ug(0) a u(0) lorsque f — c0. On
considere quelques cas particuliers de la fonction h dans le théoreme 4.4

(i) On suppose que h(A) = AP, A > 0 pour p > 0. Les conditions sur ¢ et f dans (4.15)

prennent les formes :

fAZPeMTdIIEAquIZS p* et fllf APedE, f(s)l ds < 1
0 0 Jo

On obtient :
lu(t) — up(t) [I< (p + mB e pourtout te[0,1]

En particulier,
1(0) = 15(0) lI< (p + B
(ii) On suppose que h(A) = €7, A > 0 pour g > 0. Les conditions sur ¢ et f en (4.15)
prennent les formes
[ eedeors g o [ 0] eende o<
0 0 Jo

Omn obtient :
llu(t) — ug(t) I< (p + n)e PP pour tout ¢ € [0, 7]

En particulier,
14(0) — u(0) [I< (p + m)e™
(iii) On suppose que h(A) =1, A > 0. Les conditions sur ¢ et f en (4.15)
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prennent les formes :

erMdIIEAquFS p* et f||f eMdEAf(s)ll ds < 7
0

0 0

On obtient :
llu(t) — ug(t) I< (p + n)e?  pour tout ¢ € (0, 1]

Dans ce cas, on ne peut pas déduire ug(0) — u(0) lorsque f — oo.

Corollaire 4.1 On suppose que :

f T f )RR [[Ef) | ds < 1
0 0

alors :

(p+nvr)e

u(t) — ug(t) ||< 0<t<r
() = 50 I =5
Preuve. Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :
T 00 5 T 00 2
( f U [h(7)]e**dE, f(s)( ds) <t f U [h(7)]e*dE, f(s)‘ ds
0 1IWo o IWo

<7 f T f TP |[Enfof s
0 Jo0
< .

Par conséquent, le résultat suit immédiatement du théoreme 4.4 m

Remarque 4.3 On suppose que h(A) est bien définie pour tout s € [0, 7]. Les hypotheses
de f dans le théoreme 4.4 et le corollaire 4.1

4.3.2 Estimation d’erreur dans les données bruitées

On suppose que les données ¢ et f sont bruitées. si on a ¢, et fs ala placede p et f
respectivement avec

o —pli<e et IIf - fill<d

Soit u(t) comme dans (4.9) et ug . 5(t) = ug(¢pe, fs, t) sont définis dans (4.10), qui est

B e
Uges(t) = f e"IE ¢, — f f e AE, f5(s)ds
0 t Jo

pour chaque > 0.
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Théoréme 4.5 on suppose que ¢ € H et f € L}([0, 7], H) satisfont les conditions de (4.15).

alors

1) = sl e+ e + G2D) 0 <<

Preuve. Soit 0 < t < 7 et ug(t) = upg(¢, f, t) est défini dans (4.10). En utilisant le théoréme
4.4,0na

lup(t) — g e st 1< (Nl = pet)l + 11 f = foll )
pour que
1(t) = g e 0O P 11 = Pe®)ll + ILf = foll J+ 1ut) — up(®)l
Comme ||, — plI< e et||f - fsll<
l11(8) = tg,e 5 (D11 (€ + 0)e ™t lu(t) — ug(t) | (4.19)
Maintenant (4.19), en utilisant le théoreme 4.4, qui implique

(P+’7)) 0

1) = o)1 (e + 0 + T

<t<T

Corollaire 4.2 Les résultats suivants découlent :
(i) On suppose que ¢ € H, f € LY([0, 7], H) satisfont les conditions

erMdIIEAquFS p* et f||f eMdEAf(s)ll ds < 7
0

0 0
pour chaque p > 0 et n > 0. Alors

lu(t) = ug,e s ()11 e_tﬁ((e +06)e” + p + 17), 0<t<rt
(it) On suppose que ¢ € H, f € L'([0, 7], H)
fo OOAZ’”eMlelEAqZ)IIZS p> et fo T|| fo m/\zeAsdEA fG)llds <
pour chaque p, p > 0et n > 0. Alors
llu(t) — ug oIS (e +0)e ™™ + (p+me 7P, 0<t<rt

(iii) On suppose que ¢ € H, f € L}([0, 7], H) satisfont les conditions
f MG E IS p* et fllf M DAE, f(s)ll ds < 7
0

0 0
pour chaque p,q > 0 et n > 0. Alors

1(8) = uges(B 1< (e + )™ + (p +m)e ¥, 0<t<t
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Preuve. Les résultats de (i), (ii) et (iii) découlent du théoréme 4.5 en prenant respecti-
vement h(A) =1, h(A) = AP et h(A) = ¢7*. =

Remarque 4.4 On suppose que h(f) — oo lorsque p — oo. Alors,il existe By > 0 telle que

%ﬁ) <1,VB > By donc

e (e + 0)e™ + %) <e((e+06)e® +p+n) VB> po

Dans ce cas, I'estimation donnée dans le théoréme 4.5 conduit a l'estimation dans le corollaire
4.2(i). Toute fois, I'estimation dans le corollaire 4.2(i) n’est pas utile pour t = 0.

Remarque 4.5 On considere le FVP homogene, c’est a dire f = 0.Dans ce casonan =0 et

u(t) = f e dE,p, te[0,1]
0
pour que
IR = [ EdiE
0
Dans le cas suivant, on a annulé 6 pour les expressions suivantes :

(i) On suppose que h = 1. La condition sur 6 en corollaire 4.2(i) peut étre remplacé par
u(0) < p et l'estimation des erreurs dans le théoreme 4.5 devient :

() = upe (Bl < eP(ee™ + p).

C’est I'estimation obtenue par Tuan ([26], dans le théoreéme 4.1) pour le probléme parabolique
homogene a valeur finale .

(ii) On suppose que h(A) = AP pour certains p > 0. La condition sur

¢ dans le théoreme 4.5 de méme que la condition en corollaire 4.2(ii), est

f i A2V EalIP < p?, (4.20)
0
'estimation des erreurs dans le théoreme 4.5 devient
llu(t) = ug ()| < €™ + pp e,
si on choisit = 21In(1), (0 < a < 1), alors
) = w5 () < %70+ 2 plin() 7, Vi € (0,1
C’est I'estimation obtenue par Tuan ([26], dans le théoreme 2.4(a)) pour le probleme parabo-
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liqgue homogene de valeur finale . Par hypothese on a :
f APA||Equ(b)|? < o0, Vte |0, 1] (4.21)
0

On montre ci-dessous que (4.20) et (4.21) sont équivalentes, de sorte que le résultat de ([26],
théoreme 2.4(a)) soit un cas particulier du théoreme 4.5. On utilise le théoréme spectrale de
l'opérateur A, on a :

u(t) = f e"E ¢ =
0
pour que

m
E‘uu(t) = X[O,p](A)u(t) = X[O,y](A)e(T_t)A(P = f e(T_t)/\dE/\(;D
0

L
IE,u(t)|P = f 2DAGE |
0

C’est pourquoi (cf. Yosida [29]),

[ iz = [ oo

Par conséquent,
fo yz}’dlll':"yu(t)||2 <oo VYte]0,t] sietseulement si fo AP A E u()|? < o0

C’est-a-dire, (4.20) et (4.21) sont équivalentes.
(iii) On suppose que h(A) = e pour q > 0, correspondant

au théoreme 4.5. On considere que

f 82/\(q+T)d”E/\(¢)”2 < pz (4.22)
0
I'estimation d’erreur dans le théoreme 4.5 devient :

() — ug ()] < eel™™F + pePE+D

Si on choisit f = - In(¢), puis

lu(t) = w5, (D] < &7 (e75 + p)

C’est I'estimation obtenue par Tuan ([26], dans le théoreme 2.4(b)) pour FVP homogeéne
prouvé en posant I'hypotheése suivante :

f eMd||Equ(t)|P < oo YVt e [0, 1] (4.23)
0
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comme en (ii) ci-dessus, on peut montré que (4.22) et (4.23) sont équivalentes, de sorte que le
théoreme 2.4(b) de Tuan [26] est un cas particulier du théoreme 4.5

4.3.3 Estimations d’erreurs sous les stratégies de choix des parametres

Les trois théoremes qui résultent de théoreme 4.5 par substitution directe :

Théoréme 4.6 On suppose que ¢ € H et f € L'([0, 7], H) satisfont les conditions en (4.15)
avec h = 1 et soit ¢y, = p + 1. En prenant ensuite

1 tch,p,q
= Z | ——
F=7 ”[(e o) (T — t)]’
Ona t .
_ E T T T 1—% t/t
lae(t) = ugep(t)ll < | t] [—T - t] 6 (e +0)7" pour 0<t<t (4.24)
En plus

et en prenant
Ch,on

1
p= ;ln((e+6))’

lha(t) = up (Bl < 26, 7 (¢ +0)* pour 0<t<t (4.25)

Théoréme 4.7 On suppose que ¢ € H et f € L'([0, 7], H) satisfont les conditions en (4.15)
avec h(A) = A¥, A > 0 Pour p > 0, et soit cy,, := p + 1. En prenant ensuite :

pi=—Ltn(—),

T—t e+ 0

pour 0 <y <1,

0 = 05 O] < (6 4 87 + e+ 8)F (2 V(=)

E+0 (4.26)
0<t<rt
En plus, si on choisit :
1 1
p= T ln(e + 6)
alors
1 -p
— X . t/t " -
() = g e o (Bl < (& +0)'7 (1 + € [m(6 - 5>] Jo<t<rt (4.27)
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Théoréme 4.8 On suppose que ¢ € H et f € LY([0, 7], H) satisfont les conditions en (4.15)
avec h(A) = e, t > 0 pour q > 0, et soit ¢y, := p + 1. En prenant ensuite

L 1 (t + q)ch,p,q
P=1 +qln[(e o) (T - t)]’
ona:
THqyTohE
lee(t) = w5 (B)]| < (:)(m) G +0) ™, 0SS T (4.28)
En plus

T+q

+ —t\my
() =2

Ch/p,q

et en prenant f = - In(24),

Hq

lu(t) — s, (1) < 2c1 S+ 8T 0<tsT (4.29)

Remarque 4.6 Explication du choix de f dans les théoremes 4.6, 4.7, 4.8
(i) Dans le théoreme 4.5 pour h =1, en

corollaire 4.2(i), on a obtenu l’estimation

llut) = uges(DOIl < (€ + 0)e ™ + ¢y e 0<t<T
01l Cppy = p + 1. On note que pour les constants €,6 > 0et 0 <t <7

e >0 et (e+06)e™ — 0o lorsque f— o
Alors, le choix de B serait en fonction de :

gB) = (e + ) P + ¢y, e, 0<t<rt

tchpq

m] Be,s la fonction g atteint sa valeur minimale qui

g(B) sera minimale. Pour B = % ln[

est donnée par :
t

9(6.5) = 7 i [—] Tt (e +0).
Ainsi, on obtient (4.24). Si on choisit f tel que

(e +0)e ™ =, e,

On a g(B) = 2cy,p,e”"F. On note que

Ch,p,m
e+0)e P =c,, e si ==
(€ +5) o B (6 )

Ainsi, on obtient l'estimation dans (4.25).
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Puisgue lim a® = 1, on remargue que :
0+
a—

i)

t—oLt

[ ==

et
t

t _t
max| H] [ ] =2

(ii) Dans le théoreme 4.5 pour h(A) = A? et pour p > 0, et au corollaire 4.2(ii), on a
obtenu l'estimation

() — g e ol < (€ +8)e™™ + ¢, e PP 0<t<T

avec cyp, = p + 1. On trouve B = B(¢, ) telle que (e, 6) — oo lorsque ¢ — 0 et 6 — 0. On
considere B sous la forme

p=E0in(—)

e+0
&(t) fonction positive . En remplagant B dans (¢ + 6)e™™F , on obtient

(e + 0)eTF = (& 4 o)1 (HEW,

11 est nécessaire que 0 < &(t) < 1/(t — t). On considere E(t) = y/(t —t) pour 0 < y < 1, qui
déduit :

-7 1
p= T—tln(e+6)
On obtient (4.26) et on choisis y telle que
_
1-y= T—t
(4.26) prend la forme
‘ 1- T — t\P 1 \17
lu(t) = g es (Ol < (e +6) {1 + ch,p,n(T) [In(—=)] '}
On note que
oyt Tt
1 y=o—; st y=——"

Du choix y = =t on déduit que

=L n(L5) = tin( )

£+ 0 T £+ 0

B conduit a (4.27).
(iii) Dans le théoréme 4.5, pour h(A) = e, YA € (0, o) pour

q > 0 en corollaire 4.2(i), on a obtenu I'estimation
— (T-H)p —(t+q)B
I3 = =1l =
[[(t) — ug e s5(DIl < (€ + O)e + Chpn€ 0<t<rt
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01l Cp,py = p + 1 01 choisit le parametre de régularisation B = (¢, 0) telle que la fonction
g9(B) = e (e + 8)eF + Cppe®) 0<t<7

Atteint son minimum, pour

1 1n[ (t+ q)ch,p,77

p= T+ (e+5)(¢—t)]=ﬁ*"5

La valeur minimale de g est

T+qy, T \ms 1-4 tg
9(Bes) = (’c — t)(:)t qch/p/nq(e +0)™ 0<t<r

On obtient I'estimation (4.28). Si on choisis B tel que (¢ + 0)e™ ¥ = ¢y, , ,, ¢’est-a-dire, si

B= L ln(ch'p'n)

CT4g \e+d

On obtient I'estimation (4.29). On remarque que
T+ — t\ Ty
NG (EU L
ost<t™NT — t/ M+ q

Cas général : soit /1 : (0, 0) — (0, 00) une fonction continue croissante satisfaisant (4.15).
Ona

h(B)e® — oo lorsque B — oo

L’estimation du théoreme 4.5 et les arguments dans Nair [21], on veut trouver = s
telle que

Chpn
—= = (e + )"
h(B)
c’est-a-dire
1 et o

h(B)eF B Choy

ou Chony =P +1N

Théoreme 4.9 On suppose que h : (0,00) — (0, 00) une fonction continue croissante et on
pose ¢ € H et f € LX([0, t], H) satisfont les conditions en (4.15). Pour 0 < & + 6 < ¢y, avec
Chog=p+n,L= %in%(l/h(ﬁ)) et soit B.5 > 0.Alors

e_tﬁ £,0

2Ch/p/nM 0<t< T,

llu(t) = 1p,5,e5(DI <
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En particulier,
lu(t) — ug_,es(t)l = 0 lorsque ¢ —0etd— 0, Yte(0,1].
Si h est une fonction non bornée, alors

lu(t) — ug_,es(t)l = 0 lorsque ¢ —0etd— 0, Ytel[0,1].

Corollaire 4.3 On suppose que ¢ € H et f € L'([0, t], H) satisfont les conditions en (4.15),

avec f = Pes = 11n (%)
_t ¢
14(t) — 1,0 5(B)]] < 2C21,p;7(€ +8)F 0<t<T,
Preuve. Se déduit du théoreme 4.9 en prenant 1(A) =1. m

Corollaire 4.4 On suppose que ¢ € H et f € L'([0, t], H) satisfont les conditions en (4.15),

_ _ 1 Chpn
avec f = By = o7 ln<€+(5 .

t+q

= tq
() — 55O < 26,77 (€ +6)™ 0<t<r,

Preuve. Se déduit du théoreme 4.9 en prenant h(A) = M A>0.m
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CONCLUSION

La méthode de quasi-réversibilité, on perturbe 1’opérateur de fagons différentes et
on obtient des estimations différentes.

La méthode de Fourier se base sur le choix [~&max, Emax] pour que l'estimation de
I'erreur soit de type Holder.

La méthode de troncature,
- Pour un opérateur auto-adjoint,définie positif, non borné a domaine dense, le
théoreme de spectral de Yosida permet d’écrire :

u(t) = fom e IME, p - ‘[T(‘fome(s_thEAf(s))ds, t €0, 1]

Pour la méthode de troncature la solution régularisée pour g > 0 est donnée par

B T
ug(¢p, f, 1) = f INIE ¢ - f f eCE, f(s)ds
0 t 0

Sous les stratégies de choix du parametre 3, on obtient des estimations relatives au
parameétre de f.

La méthode de troncature spectrale est le plus récent. Donc elle donne des meilleurs
résultats par rapport aux deux autres méthodes (c-a-d : par rapport a la méthode de
Fourier et celle de quasi-réversibilité).
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Le présent mémoire est consacré a I’étude de certaines méthodes de
régularisation des Problémes inverses et mal poses celle de Fourier, gradient
conjugué et de troncature spectrale.

Les résultats de convergence et les estimations des erreurs ont été obtenus.

Mots clés : probléeme inverse, probléeme mal posé, régularisation, gradient
conjugué, Fourier, troncature spectrale.

This work is devoted to the study of certain different methods of regularization,

Fourier, conjugate gradient and truncated spectral for an inverses and ill posed
problems.
The results of convergence and the error estimates are obtained.

Key words: inverse problem, ill posed problem, regularization, conjugate
gradient, Fourier, truncated spectral.
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