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INTRODUCTION GENERALE

Soit I'équation différentielle 3 () = 32(x), alors ¢/ (x) = +/|y(z)], c’est & dire

(o) & {Vivtal ~luGol

Soit F(y(z)) = {wy(m —¢|y<x>|} done y(x) € Fy(a)  (Pe).
(Pr) est dite inclusion différentielle pour une équation différentielle v/ (x) = f(y(z)).
Donc une inclusion différentielle est une généralisation d’une équation différentielle.

L’approche la plus simple pour résoudre une inclusion différentielle consiste a réduire
le probleme a un probléme correspondant pour une équation différentielle ordinaire. Ceci
revient a rechercher une fonction continue f(t) € F(t) et on obtient toute solution de
y'(t) = f(y(t)) et aussi solution de y'(t) € F(y(t)).

Donc I'une des connexions entre ’analyse multivoque et univoque est donnée par la
notion de sélection.

Le premier objectif de ce mémoire est de présenter les théoremes d’existence de sé-
lection continue pour les multi-applications.

Il y’a plusieurs exemples qui montrent que les multi-applications continues ne doivent
pas avoir en général des sélections continues pour cela nous commengons avec un théoreme
de base d’existence de sélection continue pour les multi-applications s.c.i ensuite s.c.s et

enfin localement sélectionables a valeurs convexes, ainsi que les théoremes d’existence de
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sélection continue non nécessairement a valeurs convexes, et les théoremes d’existence de
sélection pour les multi-applications a valeurs décomposables dans les deux cas s.c.i et
S.C.S.

La notion de décomposabilité est dans un sens similaire a la convexité, mais il existe
aussi des différences majeures, cependant plusieurs cas, la condition de décomposabilité
est un bon remplacant de la convexité. Dans ce présent mémoire, on s’intéresse a 1’étude
les Théoremes de sélection continue qui existent dans la littérature, qui sont des profonds
résultats d’analyse fonctionnelle.

Notre travail est partagé en trois chapitres.

Dans le premier, on donne toutes les définitions et les notions de base ayant été
utilisées tout au long de ce travail.

Le deuxieme chapitre vise a comprendre le concept de multifonctions et leurs proprié-
tés, la continuité et la mesurabilité.

Le troisieme est la section la plus importante dans ce mémoire, car le but de ce
travail est de donner un apercu sur les théorémes d’existence de sélection continue pour
les multi-applications.

Nous commencons par les théoremes d’existence de sélection continue pour les multi-
applications a valeurs convexes. Le théoreme de "Michael" pour les multi-applications
s.c.i, le théoreme d’approximation de "Cellina" et le théoreme de "Browder" pour les
multi-applications s.c.s et enfin les théoremes de sélection pour les muli-applications lo-
calement selectionables.

Ensuite on donne des théoremes de sélection pour les multi-applications continues a
valeurs non convexes.

En fin, les théoremes d’existence de sélection continue pour les multi-applications a

valeurs décomposables.
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Notations générales

Tout au long de ce travail, nous utilisons les notations suivantes

R =] — 00, +00| l'ensemble des nombres réels.
R =RU{-00,+00}.
A€ le complémentaire de A.
I’adhérence de A.
lintérieur de A.
(A) la frontiere de A.
co(A) L’enveloppe convexe de A.
(

A) L’enveloppe convexe fermée de A.

S
Q

B(X) Tribu Borélienne.

X’ Dual topologique de X.

X" Bidual de X.

(.,.) produit de dualité entre Xet X'

d (X, X') topologie faible sur X.

d (X', X) topologie faible* sur X’.

—, —* la convergence faible, faible*.

—  la convergence forte.

L? Densemble des fonctions P*™° intégrable.
L> T'ensemble des fonctions essentiellement bornées.
Il.ll, Norme de L”.

By la boule unité fermée de X.

dom(f) le domaine de f.

Im(f) l'image de f.

gph(f) le graphe de f.

epi(f) Dépigraphe de f.

p.p presque partout.

d(xz,A) la distance entre le point x et A.

«5)
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V(Aje)={x e X /d(z,A) <e},AC X.
F|z la restriction de F' sur Z.
{I1,};c; une partition de I'unité.

P(X) lensemble de tous les sous-ensembles de X.
Po(X) = {A € P(X), A est un convexe} est un ensemble des sous-ensembles convexes

de X.

Peop(X) ={A € P(X), A est un compact} est un ensemble des sous-ensembles compacts
de X.

Pua(X)={A € P(X), A est un fermé} est un ensemble des sous-ensembles fermés de X.
Paee(X) = {A € P(X), A est un décomposable} est un ensemble des sous-ensembles
décomposables de X.

Percv(X) = P N Pey(X) est un ensemble des sous-ensembles fermés et convexes de X.
Petdec(X) = Po N Paec(X) est un ensemble des sous-ensembles fermés et décomposables

de X.
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CHAPITRE 1

NOTATIONS ET RESULTATS
PRELIMINAIRES

Pour élaborer notre travail, il est indispensable d’introduire tous les outils et notions
de base nécessaires. En effet, ce chapitre comprend les notations et les concepts de base
liés a notre étude, on proposera aussi des rappels d’analyse fonctionnelle et des rappels

sur la topologie faible et faible* et en fin les espaces L”.

1.1 quelques rappels d’analyse fonctionnelle

1.1.1 Espace vectoriel

Définition 1.1.1. Un espace vectoriel sur le corps K(K =R ou K = C) est un ensemble
X # 0 dont les éléments sont appelés des vecteurs et dons lequel sont définies deux opé-
rations (+) et (.) satisfaisant aux propriétés algébriques usuelles suivantes
Va, o, 2" € X,V,a, €K

er+a =2 +zx

er+ (2 +2")=(v+2)+ 2"

ol -x=1x



% CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

ca-(f-x)=(af) x

ea-(z+2)=a-x+a-2

e (a+f) z=a-x+0 x

» 5i X est un espace vectoriel, AC X, BC X, ze€ X etAeK
les assertions suivantes seront utilisée

vV Atz = {a—l—x,ae A}

vV A—x= {a—x,aeA}

Vv A+B= {a+b,aeA,be B}

VA-A={\-aacA}

e Un ensemble F' C X est appelé un sous-espace vectoriel de X si F' lui méme (muni
des mémes opérations) est un espace vectoriel.

» On vérifie facilement que F' est un sous-espace vectoriel de X si et seulement si
F#Qetax+pPyeF, Vz,yec FVa,feK

e Un espace vectoriel X est de dimension n (dimX = n), si X admet une base
{ml,xg, e xn} ceci signifie facilement que pour tout x € X

il existe ay, a, ..., a, € K uniques tels que
T = Q1T + Qg + ... + apnxy,.

» Sidim X = n pour un certain n € N, (n < 00), X est dit de dimension finie.

1.1.2 Espace Topologique

Définition 1.1.2. On appelle espace topologique un couple (X, T) ouX est un ensemble
et T est une famille de parties de X, appelées ouverts, vérifiant les
Propriétés suivantes
e (), X sont des ouverts.
e toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.
C’est a dire

V(T)iztn €T, NTi T,

«3)



% CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

e toute réunion (quelconque) d’ouverts est un ouvert.
C’est a dire

V(T)itm €T, UT €T,

Exemple 1.1.1.

1) L’ensemble Ty = P (X) formé par l'ensemble des parties de X définit une topologie
appelée la topologie discrete. Un espace muni de la topologie discrete est appelé un

espace discret.
2) L’ensemble T, = {0, X} définit une topologie appelée la topologie grossiére.

3) Dans R, l'ensemble des parties constituées d’unions d’intervalles ouverts et de l’en-

semble vide définit une topologie appelée la topologie usuelle de R.

Définition 1.1.3. On appelle complémentaire de A dans X et on note A lorsque’il n’y

a pas d’ambiguité ’ensemble {:z: €eX, z¢ A}.

Définition 1.1.4. Soit (X,T) un espace topologique et x € X. On dit qu’'une partie V

de X est un voisinage de x si elle contient un ouvert qui contient x, c’est a dire
V woisinage dex < 30U € T, x € U C V.

Exemple 1.1.2. Par exemple, dans R muni de la topologie usuelle et

reR, |x—2,0+ 2} est un voisinage de x.

Proposition 1.1.1. Les familles V (x) voisinage de x, v € X wvérifient les propriétés
suivantes

e Pour tout x € X,V (x) # () et pour toute V€V (z) onaz €V.

e Toute partie de X qui contient un élément de V () appartient a V (z).

e L’intersection de deuz éléments de V (x) est élément de V (x).

e Pour tout v € X et tout V € V(x), il existe W € V (z) tel que pour tout y € W,
on aitV €V (y).

«9)



% CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Définition 1.1.5. Soient (X, T) un espace topologique et A un sous-ensemble de X.
e On dit que A est un ensemble ouvert si et seulement s’il est voisinage de chacun de
ses points.

e On dit que A est un ensemble fermé de X, si son complémentaire est un ouvert.

Définition 1.1.6. Soient (X, T) un espace topologique et B une famille d’ouverts.
On dit que B est une base d’ouverts de (X,T) si tout ouvert non vide de X est réunion
d’ouverts appartenant a B.

En général, il n’y a pas unicité de la base d’ouverts.

Définition 1.1.7. Soient (X,7T) un espace topologique et x € X. On appelle base de
voisinages de x toute famille B(x) de voisinages de x telle que pour tout voisinage V de

x, il existe W € B(x) tel que W C V.

Notez que si B(x) est une base de voisinages de x alors on a
V(z) = {V C X, il existe W € B (z) avec W C V}.

Exemple 1.1.3. 5i R est muni de la topologie usuelle et x € R, ’ensemble des intervalles
de la forme }x — %, T+ H constitue une base de voisinages du point x formée d’ensembles

ouverts.

Définition 1.1.8.
e On dit que x est un point d’accumulation de A si tout voisinage de x dans X
contient un point de A distinct de x lui méme.

e On dit qu’un point a € A est un point isolé dans A s’il existe un voisinage V de a

dans X tel que VN A = a.

Définition 1.1.9.
e On dit que = est adhérent a A lorsque tout voisinage de x rencontre A.
o [ ’ensemble des points adhérents a A s’appelle 'adhérence de A et se note A, est le

plus petit fermé qui contient A.

Corollaire 1.1.1. Une partie A de X est fermé si et seulment si A = A.

«10)»



% CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Définition 1.1.10.
e On dit que x est intérieur a A si A est un voisinage de x.
e [’ensemble des points intérieurs a A s’appelle lintérieur de A et se note A, est le

plus grand ouvert inclue dans A.

Définition 1.1.11.
e On dit que x est un point frontiére de A six € A et x € Ac.
o L’ensemble des points frontiére de A s’appelle la frontiére de A et se note F.(A).

o

Proposition 1.1.2. Ona F,(A) = A — A.

Définition 1.1.12. On dit que X est dénombrable s’il est en bijection avec N. C’est a
dire, si on peut énumérer ses points en une suite (), oy (ce qui implique notamment que
Ty F# Ty sin # m) c’est le cas de N lui-méme ou de N*, de Z, de Q, ou encore des entiers

pairs, ou de toute suite strictement croissante d’entiers.
Définition 1.1.13. On dit qu’une partie A est dense dans X si A = X.

Définition 1.1.14. On dit qu’un espace topologique est séparable s’il admet une partie

dénombrable et dense.

Définition 1.1.15. On dit qu’un point | de X est limite de la suite (x,)n>0 Si pour tout

votsinage V de l dans X, il existe N € N tel que pour tout n > N on ait, v, € V.

Définition 1.1.16. Soit (X, T) un espace topologique. On dit que X est séparé, si quelque
sotent deux éléments distincts x,y € X, il existe V,, voisinage de x et V, voisinage de y

tels que V, NV, = 0.

Définition 1.1.17. On appelle espace de Hausdorff tout espace vectoriel topologique sé-

paré.

Proposition 1.1.3. Soit X un espace topologique séparé. Soit (z,)nen une suite d’élé-
ments de X. Si la suite (x,)nen admet une limite [, cette limite est unique. On dit alors

que la suite (x,)nen converge vers | quand n tend vers +o0o, et on note : linl x=1.
n—-—+0oo

11



% CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Définition 1.1.18. Soient (X,Ty), (Y, T2) deux espaces topologiques et f : X —Y

e On dit que f est continue au point xq € X si et seulement si
VW € V(f(20)),3V € V(wo) / f(V) CW & VW €V(f(w0)), [~ (W) € V(wo).

e On dit que f est séquentiellement continue au point xo € X si et seulement si, pour
toute suite (x,,), de point de X convergeant vers xq, la suite (f(x,))n converge vers f(xo).
Dans un espace métrique la continuité est équivalent a la continuité séquentielle.

e On dit que f est continue sur X si elle est continue en chaque point de X .

Définition 1.1.19. Soient (X, d) et (T,d') des espaces métriques, et soit f: X — T une
application.

f est dite lipschitzienne de constante (ou :de rapport) A s’il existe A réel > 0 tel que :
VaeX,Vye X d(f(z),[(y) < Ad(z,y).

Définition 1.1.20. Soient X un ensemble quelconque et A une partie de X .
Un recouvrement de A est une famille (B;);e; des parties de X vérifiant A C iLeJIBi.
e Si I est fini, on dit recouvrement fini.
e Si I est dénombrable, on dit recouvrement dénombrable.

e 5i A= X et comme ‘LeJIBi C X, on a l'égalité X = ‘LeJIBZ"

Définition 1.1.21. Soient (X, T) un espace topologique, {U; }icr, {V;}jes deuzx recouvre-
ments de X.
o On dit que {U, }icr est une raffinement de {V;},ecs, siVi e 1,35 € J tel que U; C V.
e On dit que {U,;}ier est localement fini, siVx € X, AV € V(x) tel que
UnNV D Viel et fini.

Définition 1.1.22. Un sous ensemble A de X est dit

e Compact si de tout recouvrement ouvert de A on peut extraire un sous recouvrement

finie.
e Séquentielement compact si toute suite de point de A admet une sous suite qui

converge vers un point de A.

«12)



% CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

e Relativement compact si son adhérence est compact.
e Relativement séquentiellement compact si tout suite de A admet une sous suite qui

converge vers un point de X.

Définition 1.1.23. On dit que un espace topologique X est paracompacte s’il est séparé

et que, pour toul recouvrement owvert (U;),.; de X, il existe un recouvrement ouvert
localement fini (V;) ., de X plus fin que (U;)

1€l

Définition 1.1.24. Soit X un espace topologique. une partition de ['unité est une famille

(IL;)ier d’applications continues de X — [0, 1] telle que
icl
Définition 1.1.25. Soit X un K-espace vectoriel, K = R ou C. Une norme sur X est
une application ||.|| : X — Ry vérifiant pour x ety dans X et A dans K :
1) |z =0=2=0
2) [[Az[| = [Alll]]
3) x4yl < ||z|| + |ly|| (I'inégalité triangulaire)

Définition 1.1.26. Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé un espace vectoriel

norme.

Exemple 1.1.4.

1) L’application x — |z| est une norme sur R.
2) L’application z — |z| est une norme sur C.

3) Dans R™, on définit les trois normes suivantes : si x = (1, Tg, ..., T,) est dans R"

|zl = |za] + oos + |2

o=

ol = (Y1)



% CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Définition 1.1.27. Une distance sur un ensemble X est une application d définie sur

X x X a wvaleurs dans [0, +o0[ vérifiant, pour tous x,y et z dans X
1) dz,y) =0 z=y
2) d(z,y) = d(y,z)

5) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y)
Définition 1.1.28. Un espace métrique est un ensemble muni d’une distance.
Exemple 1.1.5. Sur R, la distance usuelle est définie par d(x,y) = |z — y|.

Définition 1.1.29. Soit (X,d) un espace métrique. On dit qu’une suite (x,) d’éléments
de X est une suite de Cauchy si

pour tout € > 0, il existe ng € N tel que m,n > ng = d(x,, x,) < €.

Définition 1.1.30. On appelle espace préhilbertien réel le couple constitué par un espace
vectoriel réel X et par un produit scalaire (./.) sur X. On le notera (X, (./.)).
Les espaces de dimension finie sont, c’est de beaucoup préférable, appelés espaces eucli-

diens.

Définition 1.1.31.

e Un espace métrique (X, d) est dit complet si toute suite de Cauchy de X converge
dans X.

e Un espace vectoriel normé complet est appelé un espace de Banach.

e Un espace préhilbertien complet est appelé un espace de Hilbert.

Définition 1.1.32. Un espace vectoriel topologique X est dit localement convexre si Ox

admet un systéeme de voisinage convexes.

Définition 1.1.33. Soient X un espace de Banach, X' son dual topologique. On note par

X" le bidual de X, i.e. lespace des fonctions linéaires continues définies sur X'.

1.1.3 Ensembles convexes

Définition 1.1.34. Soit X un espace vectoriel, z,y € X.

14
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v On appelle segment fermé ou simplement segment d’extrémités x,y qu’on note
[x,y} l’ensemble

Do+ (1-Ny 0<a<1}
V' Le segment ouvert est l’ensemble {)\x +(1-Ny, 0<A< 1} noté |z, yl.

Définition 1.1.35. Une partie A d’un espace vectoriel X est dite conveze si

toutes les fois que deux points x,y appartienne a A, le segment [x,y] est contenu dans A,

c’est a dire
Ve,ye A,VAeE[0,1], x+ (1 - )Ny e A
On pose
= {(Al,...,)\n) eR"/\; > O,Z)\i < 1} (n € N)
i=1
et
n+1
= {()\1, "-7)\n7)\n+l) < Rn+1/>\i Z O, Z)\l = 1} (n € N)
i=1

et remarquons (A, ..., A\n) € Ty 80 (A1, .o; A, Ang1) € T, et que

()\1,... s ZA) ET st (A1y .oy An) € T

On dit que A est convexes si et seulement si

Propriétés 1.1.1. soit X un espace vectoriel.

1) Les parties convezes de l’espace vectoriel R sont des intervalles.

2) Tout sous espace vectoriel de X est conveze.

3) Soit A une partie convexe de X, /Ol et A sont des parties convezes de X .

4) Une intersection des parties convexes de X est conveze.

15



% CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Définition 1.1.36. Soit A un sous-ensemble d’un espace vectoriel X.

e On appelle enveloppe convezxe de A que l'on note co (A) lintersection de tous les sous
ensembles convexes de X contenant A.

e co(A) est le plus petit conveze de X qui contient A.

e On appelle enveloppe fermé de A, que l'on note ¢o(A) lintersection de tous les sous-

ensembles convexes fermés de X contenant A.

Théoréme 1.1.1. Soit X un espace vectoriel et A C X, alors

k+1

co(A) = {Z N [k €0,1,.c.(Aee X ig1) € Ty, @1y ey Tpy1 € A} :

=1
1.1.4 Les fonctions convexes

Définition 1.1.37. Soit f : I — R tel que I un intervalle de R.
v’ On dit que f est convexe si :Vx,y € 1, VY e|0,1]

fQz+ (1 =XNy) <Af(z) + (1 =) f ().

v’ On dit que f est strictement convexe si : ¥V x,y € I, YA € [0,1]

fQz 4+ (1= Ny) <Af(z) + (1 =X2f(y).

v’ On dit que f est concave si —f est conveze.

Définition 1.1.38. Soient X un espace topologique, f : X — [—o0, +00].
v' On appelle domaine effectif de f qu’on note par dom (f) l'ensemble défini par

dom (f) = {x € X/f(x) < +oo}.

Définition 1.1.39. Soit f : I — R.
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Y
L X4

v On appelle graphe de f qu’on note par gph (f) l'ensemble défini par

gph (f) = {(z,r) € I xR/f (x) = r}.

v On dit que [ est conveze si et seulement si son épigraphe

epi(f) = { (z,7) €I xR /f (x) <7}
est un ensemble convezxe.

Corollaire 1.1.2. Soit f une fonction continue et dérivable sur]a,b[ tel que f' est crois-

sante, alors f est conveze.

Proposition 1.1.4.
v’ Soit f une fonction convexe sur lintervalle [a,b] alors f est convexe sur |a,b.
V' Si f est convexe sur un intervalle I, elle est Lipschitzienne sur tout segment inclus

dans lintérieur de 1.

1.1.5 Les fonctions semi-continues
Soient (X, d) un espace métrique et f: X — R.

Définition 1.1.40. f est semicontinue inférieurement (s.c.i) au poin a € X si et seule-
ment si, pour tout h € R tel que h < f(a), il existe un voisinage V, de a

tel que h < f(x), pour tout z € V.

f est semicontinue inférieurement sur X si et seulement si elle est semicontinue inférieu-

rement en tout point de X.

Définition 1.1.41. f est semi-continue supérieurement (s.c.s) au point a € X si et seule-
ment si, pour tout h € R tel que h > f(a), il existe un voisinage V, de a

tel que h > f(x), pour tout x € V.

f est semi-continue supérieurement sur X si et seulement si elle est semi-continue supé-

rieurement en tout point de X.
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Définition 1.1.42. f est continue au point a si et seulement si f est s.c.i et s.c.s

au point a € X.

Remarque 1.1.1. 57 f est a valeurs réelles alors

i) [ est semi continue inférieure au point a si et seulement si
Ve>0,3V,eV(a), Ve eV, = f(z)— fla) > —e.

i1) [ est semi continue supérieure au point a si et seulement si
Ve>0,3V,eV(a), Ve eV,= f(x)— f(a) <e.

iii) [ est continue au point a si et seulement si
Ve>0,3V,eV(a), Ve eV, =|f(z)— fla)| <e.

Définition 1.1.43. Soient (X,T) un espace topologique, f : X — R et soit a € X.
Alors

limsup f(z) = inf {supf(x)}

rT—a weV(a) \zew

liminf f(x) = sup {inff(x)}.

r—>a wGV(a) rew

Proposition 1.1.5. Soient (X,d) un espace métrique et f : X — R. Alors
fest s.c.i au point a & “;m_%lf flz) > f(a)

fest s.c.s au point a < limsup f(z) < f(a).

T—ra

Proposition 1.1.6. Soient (X,d) un espace métrique et f : X — R. Alors

fest s.c.i < epi(f) est fermé.
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1.1.6 Quelques notions de mesurabilité

Définition 1.1.44. Soit X un ensemble quelconque, une tribut (ou o algébre) sur X est
une famille 2 de parties de X telle que

1) XeXx

2) Ae¥ = AcX

3) A, €e¥,VneN= nLEJNAn ex.

Le couple (X, X)) est appelé espace mesurable et les éléments de o sont appelés ensembles

mesurables.

Définition 1.1.45. Soit (X,Y) un espace mesurable, alors la fonction p: ¥ — R est

une mesure sur X si

1) (@) =0
2) ,u(nLEJNAn) = En: w(Ay,) pour toute famille dénombrable d’éléments de ¥ deuz a deux
disjoints.
v’ Le triplet (X, %, p) est appelé espace mesuré.
v Sipu(A) >0 pourtout A € X, on dit que p est une mesure positive ou que l’espace
(X, 3, ) est positif.
v Sipu(A) < +oo pour tout A € 33, on dit que p est une mesure finie ou que l’espace
(X, X, p) est fini.
o Si X est un espace topologique, la mesure pu : B(X) — R est appelée mesure

Borélienne.

Définition 1.1.46. Soit (X, 3, u) un espace mesuré positif et soit Z un sous ensemble de

X, on dit que Z est p-négligeable s’il existe A € ¥ tel que Z C A et u(A) = 0.

Définition 1.1.47. Soient (X, X, u) un espace mesuré, T un ensemble et
frg: X —=T.

On dit que f = g p-presque partout (et on note u-p.p ), si l'ensemble
{z € X/ f(z) # g(x)} est négligeable. C’est a dire

JAeX, u(A)=0 A f(x)=g(x), Ve e X\A.
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Définition 1.1.48. Soient X un espace topologique séparé et p une mesure Borélienne,
alors p est dit réquliere si pour tout A € B(X) et pour tout ¢ > 0 il existe un ouvert U et
un fermé 'V de X tels que VC ACU et w(U/V) <e.

Une mesure Borélienne finie et réguliere est appelés mesure de Radon.

Définition 1.1.49. La tribu p-complétée de X notée X, est la tribu engendrée par ¥ et

les ensembles p-négligeables, i.e
X, = {A UZ/AE€X et Zensemble i —négligeable}.

La tribu X est dit complete si ¥ = X, c’est-a-dire, si tout les ensemble p-négligeable

appartient a 3.

Définition 1.1.50. Soit (X,3) un espace mesurable. On dit que f est u-intégrable, si

/|f|du<+oo.

X

Théoréme 1.1.2. (Mesure de Lebesgue sur R")

Il existe une unique mesure positif sur (R™, B(R™)) notée m telle que pour tout intervalle
Il,IQ, ,In deR,m(Il X _[2 X ... X In) = Hlong([z),
i=1

avec long(I;) est la longueur de 'intervalle I;.

» La mesure m est appelée la mesure de Lebesgue.

Définition 1.1.51. On dit que lespace (X, 3, i) est un espace mesuré complet avec une

mesure o-finie si p est positive et o-finie et ¥ est completé.

Définition 1.1.52. Soient (X, X, 1) un espace mesuré complet o-finie, alors l’ensemble
A € X peut étre un atome paraport a p si et seulement si p(A) > 0 et VA, C A mesurable
ona pu(A) =0V u(Ar) = u(A).

e i est dite non- atomique si X ne contient pas des atomes.

o Lespace (X,X, 1) est dit un espace mesuré non-atomique, si ji est une mesure

positive et non-atomique.
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o L’espace (X, %, u) est dit un espace mesuré complet o-finie non atomique.

1.2 Rappels sur la topologie faible et faible*

1.2.1 Topologie faible

Définition 1.2.1. Soit X un espace de Banach et X' son dual topologique, i.e.
X' = {f : X — R, flinéaire contz’nue} =L(X,R) = L(X).

f: X — R
r = (fx)

(On note l'image de x par f, (f,z) au lieu de f(x)) avec

[fllx = sup [{f, )]

r€Bx

tel que, Bx est la boule unité fermée de X .

Soit f € X', et considérons la fonction

(,OfiX — R

v = pp(r) = (f2).

Lorsque f décrit X' nous obtenons une famille d’applications (pyf)rex: définies sur X a
valeurs dans R.
On appelle topologie faible sur X qu’on note o(X, X') la topologie la moins fine sur X

rendant continues toutes les applications (y)rex:. Cette topologie est sépare.

Proposition 1.2.1. Soit o € X, alors si on considére tous les ensembles de la forme
V= {:c € X,|(fi,x —x)| <e, Vie [}

ou I est fini, f; € X' et € > 0. Ces ensembles constituent une base de voisinage de x

pour la topologie o (X, X').

«21)



% CHAPITRE 1. NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES

Notation 1.2.1. x, — z veut dire (z,), converge faiblement ou o(X, X') vers x

T, — x veut dire (x,), converge fortement vers x, i.e. ||z, — x| — 0.
Proposition 1.2.2. Soit (z,),, une suite de points de X. Alors

1) x, =z <= (f,x,) — (f,x), ¥V fe X"

2) r, =T =2, 1T

3) Six, — x, alors |z, est bornée et ||x| < lzqmgf“xn][

4) Six, — x et sif, = f fortement dans X', alors (fn,x,) — (f,x).

Proposition 1.2.3. Lorsque X est de dimension finie, la topologie forte de X et la
topologie faible o(X, X') coincident.

Théoréme 1.2.1. (Théoréme de Krein-Smailian)
Soit X un espace de Banach et A C X. Si A est faiblement compact, alors co(A) l’est

ausst.

Corollaire 1.2.1. Si X est localement conveze alors X' sépare les points de X .

1.2.2 Topologie faible*

Définition 1.2.2. Soit X un espace de Banach, X' son dual topologique, muni de la

norme ||f|| = sup |{f,x)|), et soit X" le dual de X' (bidual de X ) muni de la norme
x€Bx (0,1)
<l =sup  [(C, )]
feBX/(O,].)

Nous avons une injection canonique J : X — X" entre X et X", définie comme suite

pour tout x € X fixé l'application

J.: X — R
[ o) = (o f) = ([, )

est une forme linéaire continue sur X', c’est a dire, c’est un élément de X" ,i.e. J, € X",

et
J: X = X"

v L) = ()
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et nous avons

<J$7f>X”,X’ = <fax>X’,X7 vV € Xa Vf S X/'

Il est claire que J est linéaire continue (de plus c’est une isométrie). En effet
linéarité

pour tout f € X'

fix+ )
frx) +(f,2)
Jo ) + (o, )
o+ oy f)

<J$+w/7 f) =

{
{
{
{

= Jx+2)=Jx)+ J(a)

et
<Jaa:7f> = <f,Oé£IZ'>
= Oz(f,ZB>
= oy, f)
= (als, f)
= J(azx)=al(z).
Continuité

1T (@)l = [Tl x
= sup  |(Ju, f)]

fGEX/ (0,1)

= swp [{f,2)] = [|lz]lx.
f€Bx/(0,1)
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Donc J est une isométrie.

(Jor /) =T, ),V f €X'
(f,z) = (f,2"),VfeX
(fie—a')y=0
r=a,VfeX

r ¢ 02

J est injective et donc J est une bijection entre X et J(X) C X", c’est a dire, on peut
toujours identifier X a un sous ensemble de X" (J bijection isométrique entre X et J(X)).
V' Sur l'espace X' on connait déja deux topologies, la topologie forte induite par la
norme de X' (|| f|l = sup [(f,x)|) et la topologie faible o(X', X") (la topologie la moins
fine rendant les appl;?cecif)z{ézg) (pc)cexr continues, avec pour tout ¢ € X,
ec: X' = R
[ o) = (¢ xrx

On définit une troisiéme topologie sur X' comme suit

pour chaque x € X, on considere [’application

v, : X' - R
f = \Ilm(f):<‘ljwvf>:<f>x>X'7X

W, est une forme linéaire coninue. Quand x parcourt X on obtient une famille de ’appli-
cation (V,)zex définies sur X' d valeurs dans R.

La topologie la moins fine sur X' rendant ces applications continues est appelée topologie
faible* et notée o(X', X).

Proposition 1.2.4. Soit (f,), une suite de points de X'. Nous avons

1) fo =" f((fn) convergeo (X', X) vers f) <= (fn,x) — (f,z), pour tout x € X.

2) fo= f=fa—>"

3) fu = F ((fn) converge a(X', X")) = fu =" f.
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4) Si fu =" [, alors (|| full) est bornée et || f|| < lim inf [| f].

5) fn—" f et x, — x fortement, alors (f,,x,) — (f,x)dansR.
Remarque 1.2.1. La topologie faible* o(X', X) est séparé.

Proposition 1.2.5. Si X est de dimension finie, les topologies forte Tx:, faible o( X', X")
et faible* o(X', X) coincident sur X'.

Théoréme 1.2.2. (Banach-Aloaglu-Bourbaki)
Soit X un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de X' est compact pour la

topologie faible* (X', X).

Théoréme 1.2.3. (Aloaglu)
Soit X un espace de Banach séparable et soit B C X', si B est borné pour la norme de

X' et fermé pour la topologie o(X', X). Alors B est compact pour cette topologie.

1.3 Les espaces L’(1 <p < ~0)

Soient X = RY et m la mesure de Lebesgue sur X. Considérons l'espace vectoriel
L1(X,m) des fonctions a valeurs dans R définies m-presque partout et m-intégrables
(f mesurable et [|f|dm < c0).
X

Si f € LY(X,m), nous poserons

1l = [1f1am
X

nous avons

o afl = )f(IOéf|dm = lafllflli, Va e R,V f € LI(X,m)

lf +gli = [If +glam
X

[1f1dm+ [ lgldm
X X
£+ llglh, ¥ .9 € £1(X, m)

IN

IN
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mais ||.]l; n’est pas une norme sur £' (X, m) car I'égalité

|fli =0« f(xr) =0, m.pp

et non pas a f(z) =0, Vax € X et donc a f = 0.

Par contre, si on considere sur £ (X, m), la relation d’équivalence R définie par :
fRg< f=gm.ppsur X
Soit fla classe d’équivalence de f. Considérons alors
L'(X,m)={f/feL(X,m)}

et définissons sur cet espace application f — | 1 li = || fll1, alors cette application est

une norme sur L'(X,m). En effet,

[l =0 < [fll=0
& f=0, m.pp

o f=0.
Par conséquent, (L1 (X,m), ||||1) est un espace vectoriel normé. On pose alors
L' (X,m)={f: X - R/ f mesurable et | f|, = /|f|dm < 00}
X
Définition 1.3.1. Si 1 < p < oo, on définit

L’ (X)={f: X — R/ f mesurable et / |f ()P dm(x) < oo}

LA

On munit cet espace de la norme | f||, = (}f( |f ()P dm>
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Si p = 00, on définit
L (X)={f: X = R/ f mesurable et , I¢ > 0 tel que |f ()| < ¢, p.p sur X}.
On munit cet espace de la norme
| fll.o =inf{c >0, |[f(z)| <e¢, pp sur X}.
Théoréme 1.3.1. Si X est de mesure finie (m (X) < 00), alors
L*c..cL

c’est a dire

L C L' Vp>q.
Théoréme 1.3.2. LP(Q)) est un espace séparable pour 1 < p < oo et £ un ouvert de R™.
Remarque 1.3.1. L™(Q) n'est pas séparable.

Définition 1.3.2. On dit que p,q € [1,400| sont des exposants conjugues

1

. 1 . 1
St = = =1 (avec la convention — = .

—+00

Proposition 1.3.1. (Inégalité de Holder)
Soient p,q des exposants conjugues et f € LP(Q) et g € L(Q)) sont des fonctions mesu-
rables alors, fg € L'(Q) et || fgl, < 1£11, lgll,-

» Sip,q = 2 alors Uinégalité précédent s’écrit || fgll, < || fllollgll, est aussi appelée

inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 1.3.2. (Inégalité de Holder généralisée)
Soient p,q,r € [1,+0o0] tels que % +% =1Let f e IPQ), g € LUQ) sont des fonctions

T

mesurables alors, fg € L"(Q) et | fgll, < £, llgll,-

Théoréme 1.3.3. (Théoréme de la représentation de Riez)

Soit 1 <p < oo etpe (LP(X)). Alors il existe une unique fonction
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Y
L X4

ue LI(X) (% + % =1) telle que
o, f) = [ufdm, ¥ f € I(X),
X
De plus,
[ullzs = [lell zry-

Remarque 1.3.2. Ce théoréme est tres important, il exprime que toute forme linéaire
continue sur L (1 < p < 00), i.e., tout élément de (L')" se représente d’une facon unique
par un élément de L?

Voe (L), Jue L) p=Tu

(T est un opérateur linéaire continu )
c’ést a dire,

ViEL, g f) = (Tu,f) = [ufdm.
X

On fera donc Uidentification (L*) = L, 1 < p < o0.

Nous avons aussi (L')' = L™, c’est a dire

Ve (LY, Jue L%/ (o, f) :/ufdm, vV fe L
X

et

lellzry = llullz=,

Papplication T : p — u est une isométrie surjective qui permet d’identifier (Ll)’ et L™ et
donc (L") = L* par contre L' G (L)'

Théoréme 1.3.4. (Théoréme de densité)

Soit 1 < p < oo et soit 2 un ouvert de R™. L’ensemble des fonctions constantes par
morceauz (dans R on les appelle fonctions en escalier) et l’ensemble C°(S2) (des fonctions

C™(Q) a support compact) sont denses dans LP, c’est a dire, pour tout f € LP(X2), il existe
(fu)n C CX(2) (ou f,, constante par morceauz) telles que lim | fn — fllz» = 0.
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CHAPITRE 2

LES MULTI-APPLICATIONS

ce chapitre, nous rappelons des notions de base, quelques résultats fondamentaux
sur les les multi-applications des théorémes principaux. pour plus d’information et de

conaissance sur les multi-applications voir [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12].

2.1 Définitions et préliminaires

Définition 2.1.1. Soient T, X deux ensembles non vides.
On appelle multi-application (fonction multivoque ou multi-fonction) définie sur T d valeur
dans X, tout application F définie sur T a valeurs dans P(X) (ensemble des parties de
X ), et on note

F:T—-PX)ouF:T=X.

Done, Yt €T, F(t) est un sous ensemble de X.

Définition 2.1.2. Soit F: T = X.
e On appelle domaine (effectif) de la multi-application F qu’on note dom (F'), l'en-

semble défini par

dom(F) = {t € T/ F(t) # 0}.
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e On appelle image de F qu’on note Im(F), l’ensemble défini par
Im(F)={x e X/3teT: zecF)}

Si A C I, on appelle image de A par F' qu’on note F(A), l’ensemble défini par

ce qui revient da écrire
F(A)={zeX/3tcA:zecF)}

Ainsi

e On appelle graphe de F' qu’on note gph(F), le sous ensemble de T x X définie par
gph(F) = { (t,z) € T x X/ z € F(t)}.

Proposition 2.1.1.

e Trés souvent nous sommes amenés a considérer la multi-application inverse

F~1: X = T définie par
te Fl(z) ez F(t) & (t,r) € gph(F) .

Nous avons alors (F~')™' = F.

1) dom(F~') = Im(F).

2) Im(F~') = dom(F).
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Preuve.
1)
Soit x € Im(F) & 3JteT /xeF(t)
& JteT/te Fl(z)
& FHa)#£0
& x € dom(F).
Donc dom(F~') = Im(F).
2)
Soit t € dom(F) & F(t) #0
& dJrxe X /xeF(t)
& JrzeX/te Fli(x)
& telIm(FH.
Donc dom(F) = Im(F™1).
Exemple 2.1.1.
F:[0,1] = [0,1]
1
b F(f) = 0,1] sit# 3
0,1/2] si t=3

gph(F) = {(t,x) €0,1)?: z € F(t)}

= (b 311D < o) (1

Corollaire 2.1.1. Soit F : T = X, pour tout V C X.
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On définit l'image réciproque large de V' par la multi-application F' par

FUV)={teT:Fit)nV #0}.

Preuve.
F:T=X.
to € FH (V) & Fag€V,tg € F ' (x0)
& dxg € V,xg € Fty)
s Ft)NV #£0
& toe{teT:Fit)NV #0}.

Doit F-Y(V) = {t € T: F(t)nV # 0}.

Corollaire 2.1.2. Soient F: T =X etV C X.

On définit l"image réciproque étroite de V' par la multi-application F' par
F(V)y={teT:F(t)cV}
Et on a

DT\F(V) = FHX\V) (2.1)
2)T\F (V) = FI(X\V) (2.2)

Preuve.

1)

Soit t € T\F*(V) tg F (V)
F(t) gV
F)N(X\V) #£0

te F7HX\V).

¢ T 90
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Dou T\F '(V)=F1(X\V).

2)

Soit t € FLH(X\V) & F(t)CX\V
s FO)NV =0
& tg FYV),

Dou F{H(X\V)=T\F (V).

Définition 2.1.3. Soient F : T = X et G : T = X deux multi-application, alors on
définit ['union
FuG:T = X
t — (FUG)()=F({t)UG(t)

lintersection
(FNG): T = X

t = (FNG)(t)=Ft)NG(t)

le produit cartésien

(FxG):T = XxX
t = (FxGQ)(t)=F()xG(t).

SiF:T=X etG:X =2y, on définit la composition

GoF:T = Y
t — (GoF)(t)=GF(t)= U G(x).

TEF(t)

Lemme 2.1.1. Soient F: T = X, G: T = X et H:T =3Y trois multi-applications, et

soient V., W C X et U C Y. Alors nous avons les propriétés suivantes
1) (FUG)H(V) = F (V) nGTH(V).
2) (FUG)™Y(V)=FY(V)uG (V).

3) (FNG)LH (V) 2 Fo (V)N GLH(V).

33D



% CHAPITRE 2. LES MULTI-APPLICATIONS

4) (FNG)H(V) S FH(V)NnGH(V).
G (W).
H(W).

5) (Fx Q)N V xW)=F*(V)n

1

(

( ( )

6) (FxG)"{(V xW)=F'(V)nG"

7) (HoG);'(U) = G5 (H; ' (U)).
( ) )

8) (HoG) " (U) =G\ (H\(U)).

Preuve.

1)

Soit t € (FUG)T (V)

Donc (FUG)'(V)=F {(V)nG;H(V).

Soit t € (FUG) 1(V)

Donc (FUG) (V)= F Y(V)uGg (V).

34)

rti1117

(FUG)(t)CV
(F(HUGE) SV
(F(t)CV A G(t) C V)
te FLN (V) AteGLNV)

111170

te FZ'(V)NGIH(V).

(FUG) )NV #£1D
(F)UGH) NV #£0
(FONV)U(GHNV)#D
FO)NV DV GH)NV #0
te FFY(V) viteGY(V)
te F'(V)uGa HV).
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3)

Soit t € F'(V)NGNV) <= te FI' (V) AteGIH(V)
— FOCVAGHCV
= FHNGHCV
= (FNGQ)HCV
= te(FNG);YV).
D'ou FZ'(V)NGZH (V) C(FNG)IHV).

Soit t € (FNG) (V) (FNG)(H)NV #0
(FONG)NV #£0
FEONV)IN(GHNV) £0
FO)NV#O AN Gt)NV #£0

te FY(V) Ate GHV)

el el

te FFHV)NGHV).
D'ou F-HV)NGH(V) D (FNG) (V).

Soit t € (F x G)"(V x W) (F xG)(t) € (V x W)
(F(t) x G(1)) € (V xW)
Fit)CV ANG@Et)CW

te FLH(V) A te GLHW)

11111

te FZ'(V)NGIH(W).

Alors (F x G);H(V x W) = F_X(V)NGH(W).
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6)

(FxG)t)N(VxW)#0D

(F(t) x GA)N(V x W) #0
(FO)NV) x (GE)NW) £
FOONVADANGHNW #D

Soit t€ (FxG)™{(V xW)

[

te FY(V)nGHW).

Alors (F x G)"™ NV x W) = F"YV)nG~H{(W).

7)
Soit te€ (HoG);'(U) < (HoG)(t)CU
— H(G{)CU
— G(t) S H'(U)
— teG(HI'(U)).
Donc (Ho G)'(U) =G (H{'(U)).
8)

Soit t € (H o G) H(U) (HoGYt)NU #£ 0
H(G)NU#0
G)NH Y U)#0

te G HNU)).

1111

Donc (Ho G) Y U) =G 1 (H(U)).
|

Définition 2.1.4. Soient F : T = X, G : T = X deux multi-applications et o : T — R.
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On définit

F+G:T = X
t - (F+GQ)t)=Ft)+G{t)={z+y:x€Ft),ye Gt}

o : T = X
t — (aF)(t)=at).Ft) ={at).x:z e F(t)}.

Nous avons
dom(F 4+ G) = dom(F) Ndom(G) et dom(aF) = dom(F).

Définition 2.1.5. Soit F': T' = X une multi-application. On appelle sélection de F toute
application [ : T — X vérifiant f (1) € F (t) Vt € T.

2.2 La continuité des multi-applications

2.2.1 Définitions

Définition 2.2.1. Soit A C X, la distance d’un point x € X a A est donnée par

d(xz,A) = infd(z,a).

a€A
v Soient A, B deux sous ensembles de X . On appelle écart entre A et B et on le note

e(A, B), la quantité définie par

e(A, B) = sup d(z, B) = sup(inf d(z,y))

z€EA rcA YEB

avec la convention sup® = 0 et inf ) = co.
v On appelle distance de Hausdorff entre A et B et on la note h(A, B) ou H(A, B),

la quantité définie par

h(A, B) = max <e(A, B),e(B,A)).
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Propriétés 2.2.1. Soient A, B et C' des sous-ensembles de X alors
1) e(A,0) =00 si A#0.

2) e(d,B) =0.

3) e(A,B)=0« A C B.

4) h(A,B)=0< A=B.

5) e(A,C) <e(A, B)+e(B,C).

6) h(A,C) < h(A, B) + h(B,C).

Preuve.

1) Si A#£Q
e(A,0) = sup d(z,0) = sup inf d(z,y) = oc.

z€A z€A YED

2) e(0, B) = supd(z, B) = 0.

€l
3) ¢(A,B) =0« supd(z,B)=0<d(z,B)=0,Vze A reB, Vre As ACB.
z€A
4) (A,B) =0 & e(A,B) =0ete(B,A) =0 ACBetBCA& AC Bet
BCcAs A=B.

5) Nous avons,Vx € A, Vye B,Vze€ C

d(w.2) <d(e,y) +d(9.2) > inf d(w.2) < d(e,y) + inf dly, 2
d(z,C) < d(z,y) +d(y, C)
d(x,C) < inf d(z,y) + d(y, C)
yeB
d(z,C) < d(z, B) + sup d(y, C)
yeB
sup d(z,C) < supd(z, B) +e(B,C)

€A €A

e(A,C) <e(A,B)+e(B,C).

R S

6) Comme h(A,C) = max (e(A,C’),e(C’, A)), alors

h(A,C) = e(A,C) < e(A, B) + ¢(B,C) < h(A, B) + h(B, C)

38)



% CHAPITRE 2. LES MULTI-APPLICATIONS

ou bien
h(A,C) = e(C, A) < e(C, B) + e(B, A) < h(C, B) + h(B, A) = h(A, B) + h(B, C)
d'ou
h(A,C) < h(A, B) + h(B, C).
|

Corollaire 2.2.1. Soient (X, d) un espace métrique et Py (X) l'ensemble de tous les sous

ensembles fermés de X . Alors (Py(X),h) est un espace métrique.

Preuve.

VA, B, C € ’PCZ(X)
1) h(A,B)=0& A=B& A=B.
2) h(A, B) = h(B, A).

3) h(A,C) < h(A, B) + h(B, C).

Proposition 2.2.1. Soit (X, d) un espace métrique et soient A, B € Py(X). Alors
h(A,B)=inf{e >0: ACV(B,¢) et BCV(A,¢e)},

avec
V(M,e) ={zx e X :d(x,M) <e},VM C X.
Preuve.

Nous avons

ACV(Bye) Vo e A, x e V(B,e) Vo e A dz,B) <e<esupd(z,B) <ec &
€A

e(A,B) <e.
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De la méme maniere, B C V(A,¢) < e(B,A) <e.

D’ou

inf{e¢>0:ACV(Be) et BCV(Ae)} = infl{e>0:e(A,B)<cete(B A)<c}
= inf{e>0:h(4 B) <c}=h(4,B)

Propriétés 2.2.2. Soient (X,d) un espace métrique complet et P.,(X) la famille de
tous les sous ensembles compacts de X. Alors (Pa(X),h) est complet et (P,(X),h) est
complet.

Si (X, d) est un espace séparable alors (Pey(X), h) est séparable.

Définition 2.2.2. Soit (A, )nen une suite de sous ensembles de (X, d).

On appelle limite supérieure de la suite (A, )n, le sous ensemble de X défini par

lim sup A,, = {:C € X : lim inf d(z, A,) = 0}.

n—o0

Et on appelle limite inférieure de la suite (Ay)n, le sous ensemble de X défini par

lim inf A, = {I € X :lim supd(z, A,) = 0}.

n—o0

On dit que A est limite de la suite (A,) si

A =lim sup A, = lim inf A, = lim A,.

n—00 n—00 n—00

Proposition 2.2.2. Soit (A,), une suite de sous ensemble d’un espace métrique (X,d).

Alors, linLinf A, est U'ensemble des limites des suites (z,), tel que x,, € A, et lim sup A,
n (o] n—oo

est l’ensemble des points d’accumulation des suites (x,) tel que x, € A,, c’est a dire,

Uensemble des limites des sous suites (x,,) tel que x, € Ap.
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Théoréme 2.2.1. Soit (A,), une suite de sous ensemble de (X,d). Alors

lim supA, = ﬂ UAm .

n—00 n>0 m>n

lim infA,, = U ﬂ A, .

oo n>0 m>n
2.2.2 La semi-continuité des multi-applications

Définition 2.2.3. Soient T et X deuz espaces topologiques et F' : T = X une multi-
application. On dit que F est semicontinue supérieurement (s.c.s) au point to € T, si
pour tout ouvert U de X contenant F(to) (F(to) C U), il existe un voisinage € de tq tel
que F(2) C U, c’est a dire F(z) C U, ¥ z € Q.

On dit que F' est semicontinue supérieurement sur T si elle est semicontinue supérieure-

ment en tout pointt € T'.

Définition 2.2.4. On dit que F' est semicontinue inférieurement (s.c.i) au point tg € T,
si pour tout ouvert U de X vérifiant F(to) NU # 0, il existe un voisinage ) de to tel que
F)NU#0,Vze€Q(i.e., F7YU) est un voisinage dety).

On dit que F' est semi-continue inférieurement sur T si elle est semi-continue inférieure-

ment en tout pointt € T.

Définition 2.2.5. On dit que F est continue au point to € T si et seulement si elle est

s.c.s et s.c.i. au point ty, et F' continue si et seulement si elle est s.c.s et s.c.i.

Corollaire 2.2.2. Soit F : T' = X. La semi-continuité supérieure de F est équivalente a
chacune des conditions suivantes

i) F-Y(U) est un owvert de T pour tout ouvert U de X .

i) F~Y(V) est un fermé de T pour tout fermé V de X.

i) F~Y(M) C F~Y(M) pour tout ensemble M de X.

Corollaire 2.2.3. La semi-continuité inférieure de F' est équivalente a chacune des condi-

tions suivantes

i) F~Y(U) est un ouwvert de T pour tout ouvert U de X .
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i) F71 (V) est un fermé de T pour tout fermé V de X.

iii) Fy' (M) C FoY(M) pour tout ensemble M de X.

Preuve.

o Fs.ci=1i).
Soit U un ouvert de X, montrons que F~'(U) est un ouvert de 7.
Pour cela, il suffit de montrer que F'~1(U) est un voisinage de tous ses points.
Soit t € F7Y(U) & F(t)NU # 0. U étant un ouvert de X et F est s.c.i au point ¢,
alors il existe © un voisinage de ¢, tel que Q C F~1(U), ce ci implique que F~*(U) est un
voisinage de ¢, donc F~'(U) est un ouvert de 7.
o i) = ii).
Soit V un fermé de X. Montrons que F;*(V) est un fermé de 7.

En utilisant la relation (2.1), nous avons

V est un fermé de X < X\V est un ouvert de X
= F1(X\V)est un ouvert de T’
= T\F;'(V)est un ouvert de T’

& F (V) est un fermé de T.

o ii) = iii).
Soit M C X, nous avons F.'(M) C F;%(
En effet, V¢ € F;'(M)

g

).

F(t)yC M CM & te F.N(M).

M est un fermé de X, alors F;'(M) est un fermé de T contenant F';'(M) d’ou

e iii) = F's.c.i.
Soit to € T et soit U un ouvert de X tel que F'(to) NU # 0.

Montrons que F~!(U) est un voisinage de tg.
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Nous avons

T\F~\(U) = F;'(X\U) = F; |(X\D),

et donc, T\F~}(U) est un fermé de T, i.e., F~!(U) est un ouvert de T, c’est & dire, F~(U)

est un voisinage de ty.

Exemple 2.2.1. Soit

F:R = R
[—1,1] i t#0
{0} st t=0.

t — F(t)=

Montrer que F' est s.c.i sur R et qu’elle n’est pas s.c.s au point 0.

Preuve.

Soit V un fermé de R. Montrons que F;*(V) est un fermé de R.

F(V)={teR: Fit) cV}.

e Si V' est un fermé de R ne contenant pas [—1, 1] et contenant 0, alors
F' (V)= {0}, qui est un fermé de R.
e Si I est un fermé de R contenant [—1, 1], alors
FZ'(V) =R, qui est un fermé de R.
e Si V' est un fermé de R ne contenant pas [—1, 1] et 0, alors
FZY (V) =0, qui est un fermé de R.

D’ou la semi-continuité inférieure de F'.
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Montrons maintenant que F' n’est pas s.c.s au point 0.

En effet , 3U =] — %, %[ ouvert de R tel que F(0) C U, par contre
Ve>0, F(|—e,+e))= U F(x)=[-1,+1] ¢ U.
z€]—¢,+e|

Donc F' n’est pas s.c.s au point 0.
|

Théoréeme 2.2.2. Soient T, X deux espaces métriques, F : T' = X une multi-application.
F' est semi-continue inférieure au point ty si et seulement si pour toute suite (t,) de points
de T, telle que t,, — to et pour tout zo € F(ty), il existe une suite (x,) telle que x,, € F(t,)
et x,, — xg.

Preuve.

=/

Soit (t,) C T, tell que t, — ty <

VYV eV(ty), I3ng>0,VneN, n>ny=t, eV

Soit g € F(ty) et soit U € V(xy).
Nous avons F(tg) NU # () , comme F est s.c.i,

AQ e V(ty)/ Ft)NU #0, Vit e Q.

QeV(ty)=3InoeN,VneN, n>ng, t, € Q= F(t,) NU # 0, Vn > ny.

Soit alors z,, € F(t,) NU (n > ng), on conclut que

VU € V(xg), Ang € N, VneN, n>ngy, z, € U= x, — x.

Par conséquent, 3 (x,) C X tel que z,, € F(t,) et x, — xo.
</
Supposons le contraire, c’est a dire F' n’est pas s.c.i au point 2.

F n’est pas s.c.i au point £y <
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AU ouvert de X tel que F(tog) NU #D et VQ e V(ty), 3z€ Q F(z)NU =)
1
< dneN, 3t, € B(to, ﬁ)’ F(t,)NnU = 0.

On obtient alors la suite (t,) avec t,, — to.
Par contre, il n’existe pas de suite (x,) , telle que =, € F(t,) et x, — x¢ € F(ty) NU, car
sinon on aura

VW € V(xg), Ing e N, VneN, n>ng=x, €W

En particulier pour U = W, donc z,, € U. Contradiction avec F(t,) N U = . D’ou le

résultat.
[ |

Théoreme 2.2.3. Soit F' : T = X une multi-application semi continue supérieure a

valeurs fermées. Alors le graphe de F' est fermé.

Preuve.

gph(F) ={(t,z) e T x X/ z € F(t)}.

Soit (t,,x,) une suite de gph(F') qui converge vers (¢, z).

Montrons que (t,z) € gph(F).

F's.cs = F s.c.s au point t =

VU ouvert de X tel que F(t) C U, 3Q € V(t) tel que F(z) C U, Vz € Q.
D’autre part, Q € V(t) et t, — t =

dngeN, VneN n>ny=1t,€ Q= F(t,) CU, Vn >n.

Nous avons alors pour tout voisinage ouvert U de F'(t)

dng e N, VneN, n>ng= F(t,) CU.
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Or,

x, € F(t,) x, €U, ¥Yn>ng
V U voisinage de F(t), 3ng e N, VneN n>ny=1z, €U
Ve>0,3dnoe N, VneN, n>ng=dz,, F(t) <e

Ve>0,dno e N,VneN, n>ny=x, € F(t) = F(t).

¢

Comme z,, — x et F(t) est fermé, alors x € F(t) et donc (¢,z) € gph(F).

Par conséquent le graphe de F' est fermé.
|

Théoreme 2.2.4. Soient F :' T = X, G : T = X deur multi-applications telles que,
VteT, F(t)NG(t) # 0. On suppose que

i) F est s.c.s. au pointty € T.
it) F(tg) est compact.

iii) Le graphe de G est fermé.

Alors, la multi-application F NG est semi-continue supérieure au point tg.

Corollaire 2.2.4. Soit F': T = X une multi-application a valeurs non vide, avec X un

espace compacte. St le graphe de F' est fermé alors F' est s.c.s.

Preuve.

Appliquant le théoreme précédent aux multi-applications F' et G tel que

G:T = X
t — G(t)=X.

Nous avons

VteT, GO)NF#)=XNF{t)=F(t)#0.

Pour tout tg €T
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1) G(tp) = X est compact.
2) G est s.c.s au point ty (car G est constante).
3) gph(F) est fermé.

Alors F'= G N F est s.c.s au point tg et donc F est s.c.s sur 7.

Lemme 2.2.1. Soient (T,d), (X,d') deuzx espaces métriques et F1,Fy : T = X deux
multi-applications. Si Fy est s.c.i sur T et Fy est a graphe ouvert, telles que

Fi(t)NFy(t) £ 0, Vt €T alors Fy N Fy est s.c.i sur T.

Théoréeme 2.2.5. Soient T, X deux espaces métriques, F' : T = X une multi-application

semi continue supérieure a valeurs compactes, alors

lim sup F(t') = F(t).

t'—t

Corollaire 2.2.5. La composition de deux multi-application (s.c.i)(res s.c.s) est s.c.i (res

s.c.s).
Proposition 2.2.3. Soient T, X deux espaces topologiques et Fy, Fy : T = X deux
multi-applications. Alors

a) si Fy et Fy sont s.c.i au point to € T, alors t — Fy(t) U Fy(t) est s.c.i au point to (ce

résultat n'a pas lieu pour l'intersection,).
b) si Fy et Fy sont s.c.s au point to, alors t — Fy(t) U Fy(t) est s.c.s au point .
c) supposons que X est métrisable. si Fy, Fy sont d valeurs fermées et s.c.s au point t,

alors t — Fy(t) N Fy(t) est s.c.s au point ty.

Définition 2.2.6. Soient (T,d), (X,d') deux espaces métriques et soit F': T = X une
multi-application.

e On dit que F est H-s.c.s au point tg € T si et seulement si,
Ve >0,30>0/F(Bl(to,0) CV(F(t),e) = {x € X :d(z,F(t)) <e}.
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e On dit que F' est H-s.c.s sur T si et seulement si elle est H-s.c.s en tout point de

T.

Définition 2.2.7. Soient (T, d), (X,d') deuz espaces métriques et F': T = X une multi-
application.

e On dit que F est H-s.c.i au point to € T si et seulement si

Ve>0,36>0/F(ty) C[V(F(t),e)]°, Vt € Blty,9).

e On dit que F est H-s.c.i sur T si et seulement si elle est H-s.c.i en tout point de

T.

Corollaire 2.2.6. si I est s.c.s au point ty alors F' est H-s.c.s au point to (I"implication

inverse est fausse).

Preuve.

Soit € > 0 et soit U = [V (F(ty), €)]° ={z € X, d(z, F(ty)) < €}.

Nous avons, F(ty) C U, or F est s.c.s au point tg = 3 Q) voisinage de tg
tel que F(t) CU, Vt e Q.

QeV(ty) =35>0, B(ty,d) C Q

= F(B(tg,0)) C F(Q) Cc U = [V(F(to),e)]° C V(F(to),e) .

D’ou, Ve >0, 30 >0, F(B(to,0)) C V(F(to),e).

Par conséquent, F est H-s.c.s au point .

Corollaire 2.2.7. Si F est H-s.c.i au point ty alors F est s.c.i au point tg.

Preuve.

Supposons que F est H-s.c.i au point tg et qu’elle n’est pas s.c.i en ce point. Donc nous

avons l'existence d’un ouvert U de X vérifiant
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Flto)) NU#D et VV €V(ty), I eV /F)NU =0 <
VneN*, 3¢, € B(to,;)/F(tn)ﬂU:Q).
D’une autre part, par la H-s.c.i de F' au point ty nous avons
Ve>0,3dny e N, VneN, n>nyg= Fl(ty) C [V(F(tn),e)]°

alors

F(to)NU C [V(F(tn),e)]°, Yn>ng.

Soit # € F(tg) NU = z € [V(F(t,),e)]° = d'(z, F(t,)) < &

| =

11%{ )d'(m,mn) <e=Vk>0,3x, € F(t,,)tel que d'(z,x;) <
Tn€F (tn

Pour k assez grand, on obtient 2, € U, contradiction avec F'(t,) NU = (). Par conséquent,

F H-s.ci= Fs.ca.

Corollaire 2.2.8.
V' S1 F(ty) est compact alors F' est H-s.c.i au point to < F est s.c.i au point t;.

V' Si F(ty) est compact alors F' est H-s.c.s au point to < F est s.c.i au point tg.

2.3 La mesurabilité des multi-applications

2.3.1 Application mesurable

Définition 2.3.1. Soit (T, %) un espace mesurable et soient X un espace métrique, B(X)
la tribu Borélienne sur X et f: T — X.
o On dit que f est (3, B (X)) mesurable si et seulement si¥VA € B(X), f71(A) € Z.
e On dit que f est Y.-étagée (resp. dénombrablement X-étagée ) si f est Y-mesurable

et f(T) est fini (resp. f(T) est dénombrable).
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Ceci revient a dire qu’il existe une Y-partition finie (resp. dénombrable ) (Tj)

de T,

j€J

telle que f soit constante sur chaque T},
f=> ajxr,, avecT;={x €T / f(z)=a;}.
jeJ
e On dit que f est Bochner Y¥-mesurable si f est X-mesurable et f(T') est un sous

ensemble séparable de X.

Remarque 2.3.1. 57 X est un espace métrique séparable, alors

f est Bochner ¥-mesurable < f est X-mesurable.

Corollaire 2.3.1. Les caractérisations sutvantes sont équivalentes
a) f est Bochner 3-mesurable.

b) il existe une suite d’applications (f,), X-étagée convergeant simplement sur T wvers f,
(i.e. VteT, nl1_>ngofn (t)=f(t)).
c) il existe une suite d’applications (f,), dénombrablement 3-étagée convergeant unifor-
mément vers f (i.e. lim sup | fu () = f ()| =0).
teT
Corollaire 2.3.2. Soit f : T — X et soit (f,), une suite d’applications X-mesurables

définies sur T d valeurs dans X telle que pour chaque t € T, ,}l_,lgofn(t) = f(t) alors f est

Y-mesurable.

Théoréme 2.3.1. Soient (T, %) un espace mesurable, (X, d) un espace métrique séparable

et f: T — X. Pour chaque x € X, considérons la fonction

g T — R
t — dz, f(t)).

Alors, f est X-mesurable <= g, est X-mesurable pour chaque v € X.

Définition 2.3.2. Soit (T, 3, ) un espace mesuré positif. On considére la tribu u-complétée
de ¥
Yu=[SUN]={AUNAE€ST et NeN}
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avec

N={NeT/3IBeX etp(B) =0}

N est l’ensemble des parties p-négligeables de T .
On dit que f : T — X est Bochner X,,-mesurable si f est X,-mesurable et il existe N € N
tel que f(T \ N) est séparable.

Théoréme 2.3.2. (Théoréme de Lusin)
Soient T un espace métrique compact et (T, %, 1) un espace mesuré de Radon avec p > 0.
Alors, pour toute fonction ¢ : T — R p-mesurable et pour tout € > 0 il existe un compact

T. C T tel que p(T\T%.) < € et @|r. est continue (i.e., la restriction de @ a T, est continue).

Lemme 2.3.1. Soient T' un espace métrique compact, (T, %, i) un espace mesuré positif
de Radon. Soit Z un espace métrique séparable et h : T x Z — R une fonction mesurable

par rapport a t et lipschitzienne par rapport a z, i.e.,

da >0,

h(t,z)—h(t2)

<ady(z,72), Vz, 2 € Z.

Alors, Ye > 0, il existe un compact T. C T tel que u(T\T.) < € et la restriction de h a

T. x Z est continue.

Corollaire 2.3.3. (Théoréme de Scorza Dragoni pour les fonctions)

Soient T un espace compact, (T, %, 1) un espace mesuré de Radon avec p > 0. Soit X un
espace métrique séparable complet et soit h : T x X — R une fonction de Carathéodory.
Alors pour tout € > 0 il existe un compact T. C T tel que u(T\T.) < ¢ et la restriction

de h a T, x X est continue.

2.3.2 Applications implicites mesurables

Proposition 2.3.1. Soient (T,%, 1) un espace mesuré avec X une tribu p-compléte.
Soient X, Y deux espaces métriques complets séparables, F : T =Y et G : T = X
deux multi-applications X-mesurables a valeurs fermées et soit f :'T x X — 'Y une appli-

cation Carathéodory.
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Supposons que pour tout t € dom(F) N dom(G), nous avons
G(t) N (f(t, ) (F(1) #0.
Alors, il existe une application u : dom(F) Ndom(G) — X telle que
u(t) € G(t) et f(t,u(t)) € F(t),Vt € dom(F)Ndom(G) .

Proposition 2.3.2. Soient (T, %, 1) un espace mesuré positif avec ju une mesure o-finie.
Soit (fj)jej une famille quelconque de fonctions YX-mesurable définies sur T a valeurs

dans R. Alors, il existe une fonction X-mesurable f : T — R telle que
i) Pour chaque j € J, f; < f p-p.p.

i) Pour toute autre fonction g : T — R vérifiant i), on a f < g u-p.p.
De plus, la fonction f est unique a p-équivalence, et il existe un ensemble dénombrable

Jo C J tel que

f(t) = sg)fj(t) [=D-D-

La fonction f est appelée la borne supérieure essentielle de la famille (f;)jcs. On note
f(t) = (esssupf;)(t).
jed
Nous avons le méme résultat pour la borne inférieure essentielle.

Exemple 2.3.1. Soit T = [0, 1] muni de la tribu et la mesure de Lebesgue, et soit

J =10,1]. Considérons pour chaque j € J la fonction

1 sit=y
t o= fi(t) =x;(t) =
0 sinon.

Alors pour j € J, nous avons f; =0 p.p et donc ess supf; = 0.
jed
Alors que supf;(t) = 1.
jeJ

(52)



% CHAPITRE 2. LES MULTI-APPLICATIONS

2.3.3 Multi-applications mesurables

Définition 2.3.3. Soient (T, %) un espace mesurable, X un espace métrique.
Soit F':' T = X une multi-application. On dit que F' est X-mesurable si pour tout ouvert
Vde X, F71(V) € X, avec

F(V)={teT/Fi)nV £0}.

1l est intéressant d’avoir une caractérisation scalaire de la mesurabilité des multi-applications,
3] \ . s . ey s ) . . . \ .

c’est a dire peut on caractériser la mesurabilité d’une multi-application a partir de la me-

surabilité de certaines fonctions a valeurs dans R. On s’intéresse essentiellement d deux

types de fonctions, la fonction distance et la fonction support.

Proposition 2.3.3. Soient (T,%) un espace mesurable, X un espace métrique séparable
et soit I : T = X une multi-application. Alors les assertions suivantes sont équivalent

1) F est ¥-mesurable.

i) pour chaque x € X, la fonction

g T — R
t — d(z,F(t))

est Y-mesurable.

Exemple 2.3.2.
1. Toute multi-application constante est X-mesurable.
2. Toute multi-application ¥.-étagée (resp. dénombrablement ¥-étagée) est Y.-mesurable.

3. Si A est un sous ensemble non vide d’un espace de Banach séparable et si f :' T — X

est une application X-mesurable, alors la multi-application

F:T = X
t — Fit)=f(t)+A

est Y-mesurable.
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4. Si A est un sous ensemble non vide d’un espace de Banach séparable X

et si a: T — R est une fonction X-mesurable alors la multi-application

F:7T = X
t — F(t)=at).A

est Y-mesurable.

5. Si F : T = X est X-mesurable, alors la multi-application

G:T = X
t — G{t)=F(@)

est Y-mesurable.

Proposition 2.3.4. (Bornes supérieure et inférieure de Valadier pour les multi-
applications)

Soient (T, %, 1) un espace mesuré avec ¥ une tribu p-compléte et p une mesure o-finie
et soit X un espace métrique séparable. Soit (F;)jc; une famille de multi-applications
mesurables a valeurs fermées définies sur T a valeurs dans X . Alors, il existe une multi-

application F : T = X Y-mesurable a valeurs fermées telle que
i) Pour chaque j € J, Fj(t) C F(t) p-p.p.
i) Pour toute multi-application G : T = X Y-mesurable d valeurs fermées vérifiant la
condition i) on a F(t) C G(t) u-p.p.
De plus, il existe un ensemble dénombrable Jy C J tel que
F(t)= U Fj(t) p-p.p.
Jj€Jdo
Corollaire 2.3.4. Soient (T,%, 1) un espace mesuré avec L une tribu p-compléte et
1 une mesure o-finie et soit X un espace métrique séparable. Alors, pour toute multi-
application F' : T = X X-mesurable a valeurs fermées, il existe une p-p.p plus grande

multi-application Fy : T = X X-mesurable a valeurs fermées et a images contenues p-p.p

dans celles de F' au sens suivant
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1) Fy(t) C F(t) p-p.p surT.

2) pour toute autre multi-application F:T = X Y-mesurable d valeurs fermées vérifiant
]?(t) C F(t) p-p.p sur T, nous avons ;’(t) C Fy(t) p-p.p sur T. En particulier pour
toute sélection X-mesurable f de F' nous avons, f(t) € Fy(t) p-p.p sur T.

Théoréme 2.3.3. Théoréme de Scorza Dragoni (Version multivoque)

Soient T' un espace métrique compact, (T, %, 1) un espace mesuré de Radon tel que p > 0,

X un espace métrique séparable complet et Y un espace métrique compact.

Soit F: T x X =Y une multi-application de Carathéodory a valeurs fermées non vides,

i.e.,

i) Pour chaque t € T, gph(F(t,.)) est fermé dans X xY (F(t,.) est s.c.s).
i) Pour chaque x € X, F(.,x) est mesurable (admet une sélection mesurable).

Alors, il existe une multi-application Fy : T'x X =Y telle que

1) gph(Fy) € ¥ @ B(X) ® B(Y).

2) Il existe une ensemble p-négligeable N indépendant de (t,x) vérifiant Fy(t,z) # (0 et
Fo(t,z) C F(t,z),Vt e T\N etVz e X.

3) Pour toutes applications mesurables v : T — X et v :T — Y vérifiant
v(t) € F(t,u(t)) p-p.p., nous avons v(t) € Fo(t,u(t)) u-p.p.

4) Pour tout € > 0, il existe un compact T, C T tel que u(T\T.) < ¢ et tel que le graphe

de la restriction de Fy a T. x X soit fermé (i.e., Fo\1.xx est semi continue supérieure).

Définition 2.3.4. (Multi-applications a graphes mesurables).
Soient (T, %) un espace mesurable, Y et X deuz espaces métriques.

Soit f: T xY — X. On dit que [ est une application de Carathéodory si

fy:T — X
to—= fy(t) = f(t,y)

est X -mesurable pour chaque y € Y fixé et

Y — X
y = fily) = f(t,y)
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est continue sur'Y pour chaque t € T fizé.

On dit aussi que f est séparément mesurable séparément continue.

Proposition 2.3.5. Soient (T,%) un espace mesurable, Y un espace métrique séparable
et X un espace métrique. Soit f : T xY — X wune application de Carathéodory, alors f
est (X @ B(Y), B(X))-mesurable.

Proposition 2.3.6. Soient X un espace métrique séparable, F : T = X une multi-
application a valeurs fermées. Alors, si F' est Y-mesurable le graphe de F appartient a
Y ® B(X)

gph(F) = {(t,x) eTxX/xe F(t)}

Définition 2.3.5. Soit G C T'x X . On appelle projection de G sur T ’ensemble Projr(G)

définie par
Projr(G) = {t eT:3zxeX, (to) € G}.

Théoréme 2.3.4. (Projection d’ensembles mesurables)
Soient (T, %, 1) un espace mesuré, X un espace métrique. Alors, pour tout G € ¥ ® B(X)
nous avons

Projr(G) € E,,.
X, est la tribu complétée de X par rapport a la mesure fi.

Théoréme 2.3.5. Soient (T,%, 1) un espace mesuré avec jn o-finie. On suppose que la
tribu X3 est p-complete. Soit F': T == X une multi-application a valeurs fermées. Alors

les assertions suivantes sont équivalentes

i) F est X-mesurable.

i) gph(F) € ¥ @ B(X).
ii) F~1(B) € X, pour tout borélien B de X .
iv) F~YC) € 3, pour tout fermé C de X.

Remarque 2.3.2. Quand ¥ est p-compléte, l'implication ii) —> i) est vraie méme si

F nest pas a valeurs fermées.
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Proposition 2.3.7. Soit (F});es une famille dénombrable de multi-applications définies

sur T a valeurs dans X et soit F,G :T = X deuzx multi-applications telles que

Alors,

1) Si les multi-applications F; sont de graphes mesurables, F' et G sont aussi de graphes

mesurables.

2) Si ¥ est compleéte et si les Fy sont X-mesurables d valeurs fermées alors F est

Y -mesurable.
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CHAPITRE 3

THEOREMES DE SELECTION
CONTINUE

Dans ce chapitre, nous allons considérer les théoremes de base de sélection continue
pour les multi-applications a valeurs convexes et a valeurs non convexes aussi a valeurs
décomposables.

On commence par le théoreme de Micheal pour les multi-applications s.c.i et le théoreme
de Browder pour les multiapplications s.c.s et un théoréme pour les multi-applications
localement sélectionable et en fin la version décomposable, nous ont amené a présenter

quelques résultats de ce chapitre avec des démonstrations bien détaillées.

3.1 Théoreme d’existence de sélection continue pour
les multi-applications s.c.i a valeurs convexes

Lemme 3.1.1. Soient (T,d) un espace métrique, X un espace de Banach et
F: T — P.(X) une multi-application semi-continue inférieurement (s.c.i) sur T

Alors, pour chaque € > 0, il existe une fonction continue f. : T — X telle que pour tout

teT, ona f.(t) € V(F(t),¢).
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Démonstration.

Puisque F' est s.c.i sur 7', nous associons a chaque t € T et a chaque z; € F(t) un
voisinage ouvert U; de t tel que F(t') N B(xy,e) # 0, V' € Up. On prend {U;}ier un
recouvrement ouvert de T', et comme T' est paracompacte alors, il existe une raffinement
ouverte localement finie {U/}ier de {U, }ier. Soit {II; }er une partition d'unité continue
associe a {U; }ier. On définit f.(z) = Y I (2)zy,V 2z € U/. Alors f. est continue car est
une somme localement finie des foncti(iiz continues.

VzeU CUyona,z € V(F(2),¢). Et silly(z) > 0 et puisque F(t) est convexe Vit € T.
Alors, f.(2) € V(F(2),¢),V z € U]

Donc, f.(z) € V(F(2),e)Vz e T.

Théoréme 3.1.1. ( Théoréme de sélection de Michael)
Soient (T, d) un espace métrique compact, X un espace de Banach et
F : T — Puye(X) une multi-application semi-continue inférieurement sur T. Alors, il

existe f 1T — X une sélection continue de F'.

Démonstration.

Nous définissons une suite des fonctions continues u; : T'— X, i = 1,2, ... qui vérifie les

assertions suivantes :

a) VteT, d(u(t),F(t) < 5, Vie N

b) VteT, |lu(t) — us(t)] < 5z, Vi=2,3, ...

Premiére cas

lorsque 7 = 1, on utilise le lemme (3.1.1) avec € = 3.

Deuxiéme cas

lorsque 7 = n + 1, supposons que nous avons définis les fonctions wuq, us, ..., u, telles que
a) et b) sont vérifies et nous construirons la fonction w,1.

Maintenant nous considérons la multi-application F},,; donnée par :

Foa(t) = F(t)N Bluy(t), ), Vt € T.

'
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D’aprés a) on obtient F, () # 0, Vt € T.

D’autre part, F,,1(t) est convexe, V¢t € T. D’apres le lemme (2.2.1) ona, F,,; est s.c.i
sur T

Et d’apres le lemme (3.1.1), il existe une fonction u, 1 : T — X continue sur T telle que :
d(Uni1(t), Frs1(t)) < 557, V't € T. Donc,

d(tns1(t), F(t) < 5o, VEET.

En méme temps on a, uyy1 € V(Foi1(t), 5e7), VE € T.

Do, Vit € T, ||[ups1(t) — un(t)]] < 5o

Alors, on a (u;);en est une suite de Cauchy converge uniformément vers une fonction
continue u : T — X et d’aprés a) et puisque F(t) est fermé, V¢ € T, on obtient,

u(t) € F(t), Vt € T. Donc, u est une sélection continue de F.

Corollaire 3.1.1. Soient (T,d) un espace métrique, X un espace de Banach et

F: T — Pyep(X) une multi-application semi-continue inférieurement sur T .

i) Soient Z C T un sous-ensemble non vide et ¢ : Z — X une sélection continue de
F|z (F|z est la restriction de F sur Z ).
Alors, ¢ admet une extension d’une sélection continue de F.
En particulier, Vxo € F(ty),Vty € T, il existe une sélection continue ¢ de F' telle
que @(ty) = xo.

i) Soit G : T — P(X) une multi-application a graphe ouvert.
SiFt)NG(t) #0,VteT, alors F NG admet une sélection continue.

3.2 Théoréemes d’existence de sélection continue pour
les multi-applications s.c.s a valeurs convexes

Théoréme 3.2.1. (Théoréme de sélection approximation de Cellina)
Soient (T, d) un espace métrique, (X, ||.||) un espace de Banach et
F: T — P.(X) une multi-application semi-continue supérieurement sur T. Alors, pour

chaque € > 0, il existe une fonction f.: T — X localement Lipschitzienne telle que :
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a) f.(T) € co(F(T)).

b) gph(f:) C V(gph(F),e).

Démonstration.

Soient € > 0 fixé, t € T, puisque F' est s.c.s au point ¢, donc elle est H-s.c.s au point t,
c’est a dire,

3§(t) >0/ F(B(t,d(t))) C V(F(t),e).

= 3§(t) >0,Vze€ B(t,d(t) /] F(z) CV(F(t),e).

= 30(t) < '(t),Yz € B(t,0(t) C B(t,d(t))/ F(z) CV(F(t),e).

On peut choisit §(t) < ie tel que V z € B(t,0(t)) C B(t, 3¢) / F(2) C V(F(t),2).

Soit {B(t, %)}tg un recouvrement ouvert de 7', puisque 7' est un espace paracompact
alors, il existe une raffinement ouverte localement finie {U; }i¢;.

Soit {II;(.) }ies une partition de I'unité localement Lipschitzienne de 7" subordonné.

Pour ¢ € I, on pose t; € U; et on définit f. par :

fo(t) = S (t)yi, Yt € TetVy, € F(t;).

i€l
On a f. est bien définie et localement lipschitzienne et comme F'(t) est convexe, on a
fe(t) € F(t),VYteT.
Donc, f.(t) € co(F(t)).
Soit t € T fixé, 3 1(t) C I fini tel que I;(¢) > 0,Vi € I(t).
Soit ¢; tel que U; C B(t;, 16(t;)).
Soit j € I(t;) tel que 0; = irgllz(i;c)é(ti). Alors,
t; € B(tj, 10;) C B(t;,30;) et U; C B(t;, 16;) C B(t;,6;).
D’autre part, Vj € I(t), on a y; € F(U;) C F(B(t;,6;)) C V(F(t;), 3¢). Puisque F est a

valeurs convexes alors, V(F(t;), 3¢) est convexe. Donc,
f(t) e V(F(t)),3¢),VteT.
Alors, Jy; € F(t;) tel que [|f-(¢) — ;]| < 3e.

d(ti, t;) < 30; < 3¢,
D’autre part, (tisti) < 20 <4
d(

t,ti) < iéj < %(5] < ig .

61



% CHAPITRE 3. THEOREMES DE SELECTION CONTINUE

Dou, d(t,t;) < d(t,t;) + d(t;, t;) < 1e + 1e = Le.

Aors, dl(t, £.(8)), (15, 5)] < d(t, ) + 1£.(8) — gl < Lo + de — e,
Donc, (t, f-(t)) € V(gph(F),e),¥Yt € T.

C’est a dire, gph(f:) C V(gph(F),e).

Théoréme 3.2.2. (Théoréme de sélection de Browder)
Soient T, X deux espaces vectoriels topologiques de Hausdorff et K un sous ensemble
compact de T. Soit F : K — P.,(X) une multi-application telle que F~(x) est un ouvert

de T,V x e X. Alors, il existe une sélection continue f de F.

Démonstration.

Puisque K est un compact on a, {F~1(z)},ex est un recouvrement ouvert de K, alors il

existe un sous recouvrement ouvert fini de K noté par {F~!(z;)},_1=-

Soit {Hi}i:Ln
f de K vers X par :

une partition d’unité continue correspondant a ce recouvrement. On définit

Alors, f est continue car est une somme finie des fonctions continues. D’autre part, Vi € T

on a, x; € F(t), et pour II;(¢) > 0, et comme F' est convexe on a,
n
> ILi(t)z; € F(t).

=1

D'ow, f(t) € F(t), Vt e T.

C’est a dire, f est une sélection continue de F.
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3.3 Théoremes d’existence de sélection continue pour
les multi-applications localement selectionables a
valeurs convexes

Définition 3.3.1. Soient T, X deux espaces topologiques de Hausdorff et
F: T — P(X) une multi-application. Alors F' est dite localement sélectionable en ty € T,
st pour chaque xo € F(ty), il existe un voisinage ouvert V de ty et une fonction continue
f:V = X telle que f(ty) = xo et f(t) € F(t),VteV.

v F' est dite localement sélectionable sur T si et seulement si elle est localement

sélectionable en tout point ty deT.

Lemme 3.3.1. Soient T, X deux espaces topologiques de Hausdorff
et F: T — P(X) une multi-application telle que F~(x) est un ouvert de T,V z € X.
Alors, F est localements selectionabl sur T'.

En particulier, si le graphe de F' est un ouvert, alors F' est localement selectionable.

Démonstration.

Soit tg € T et xy € F(to).

Puisque F~!(zg) est un ouvert de T', on peut prend V = F~(x() un voisinage ouvert de
to et on définit f: V — X par f(t) = xo,VE € V.

On a f est continue sur V et f(t) € F(t),Vte V.

Donc, F' est localement sélectionable.

Lemme 3.3.2. Soient T, X deux espaces topologiques de Hausdorff
et F,G: T — P(X) deuz multi-applications telles que F(t) N G(t) #D,Vt € T. Si F est
localement sélectionable et le graphe de G est un ouvert, alors la multi-application F NG

est localement sélectionable.

€63)



% CHAPITRE 3. THEOREMES DE SELECTION CONTINUE

Démonstration.

En sait que F' est localement sélectionable au point tyg € T, alors il existe un voisinage
ouvert V de ty et une fonction continue f : V' — X définie par

f(to) = zoet f(t) € F(t),Vt € V. De plus, gph(G) est un ouvert, donc il existe un
voisinage V; de ty et un voisinage V' de xq tels que V; x V' C gph(G).

D’autre part, f est continue, alors il existe un voisinage ouvert Vo C V de ty tel que
ft) e V', Vte.

Alors, V xg € F\(ty), il existe un voisinage ouvert U de tg donné par U = Vi NV, et
ft) e F(t),Yte U (f(t)=xz0€ F(t)NG(t), Vt € U).

Donc, F'N G est localement sélectionable.

Proposition 3.3.1. Soient T, X deux espaces topologiques de Hausdorff
et F: T — P(X) une multi-application. Si F' est localement sélectionable sur T', alors F'

est semicontinue supérieurement (s.c.s) sur T.

Démonstration.

On sait que F' est s.c.s sur T si et seulement si elle est s.c.s en tout point de 7.

Soit ty € T, comme F' est localement sélectionable en ty, alors, V xy € X, il existe un
voisinage ouvert U; de ty et une fonction f : Uy — X continue telle que f(ty) = xq et
f(t) € F(t),Vt e U.

Soit V' un voisinage ouvert de xq tel que F(tg) C V.

D’aprés la continuité de f, il existe un voisinage ouvert U, de t, tel que

f(t) e V,VteU,.

Il suffit de prend U; = U,, on obtient f(t) € V, ¥Vt € U;.

Donc, pour chaque V' un voisinage ouvert de xg € F(tg) tel que F'(ty) C V, il existe un
voisinage ouvert U de ty tel que F(t) C V, Vt € Uj.

D’ou, F est s.c.s au point ty. Donc, F est s.c.s sur 7.

Théoréme 3.3.1. (Aubin-Cellina)

Soient T' un espace paracompact, X un espace vectoriel topologique de Hausdorff et
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F: T — P.(X) une multi-application localement sélectionable.

Alors, F' admet une sélection continue.

Démonstration.

Nous associons a chaque y € T un élément x € F(t).

Soit to € T, puisque F' est localement sélectionable alors, V zq € F(ty), il existe un
voisinage ouvert V' de ty et une fonction f, : V' — X continue telle que f,(to) = o et
fy(t) € F(t),VteV.

On prend {V(y) /y € T} un recouvrement ouvert de 7.

De plus, T" est un espace paracompact, alors il existe une raffinement ouverte localement
finie de T, noté {V'(y) /vy € T}. Soit {Il,},er une partition d’'unité continue associe a
{V(y) /yeT}.

On note par I(t) 'ensemble fini non vide des points y € T ayant la propriété que

II,(t) > 0,Vt € T. On définit la fonction f de T" vers X par

f)= 3 TL,(0f,0).¥t €T

y€eI(t)

Alors, f est une fonction continue car est une somme finie des fonctions continues. Et
puisque Vt € T\Vy € I(t), f,(t) € F(t) et F(t) est convexe, donc
f(t)ye F(t),vteT.

D’ot, f est une sélection continue de F.

3.4 Théoréeme d’existence de sélection continue pour
les multi-applications continues a valeurs non né-
cessairement convexes

Théoréme 3.4.1. (Théoréme de sélection de Strother)

Soit F': [0,1] — P([0,1]), une multi-application continue. Alors, F' admet une sélection
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continue.

Démonstration.

Soit f :[0,1] — [0, 1] une fonction définie par f(t) = inf{zx /z € F(t)}.

On doit montrer que f est une sélection continue de F'.

Soient to € [0,1], 7 € R% et V5, un intervalle ouvert de longueur 2r et de centre f(to).
Dong, V. est un intervalle ouvert de longueur r qui contient f(to).

Comme F' est continue sur [0, 1], on utilise la s.c.i de F' au point ty alors, il existe un
voisinage ouvert Uy de tq tel que F(t)NV,. £ 0, Vt € Uy.

Par conséquent, inf{z /z € F(t)} > f(to) —r,Vt € Us.

D’autre part, on considere, V = {x /2 < r + f(to)} un ouvert qui contient F(ty), et on
utilise la s.c.s de F' au point £y, on obtient 'existence d’un voisinage ouvert U, de g tel
que F(t) C V,Vt € U,. Alors, Vt € U, on a,

f(t) =inf{zx /x e F(t)} < f(to) + .

Soit U = U; NUs,. Donc, Vt € U on obtient |f(t) — f(to)] < 7.

De plus,

VieU |[fit)] = [f(t)— f(to) + f(to)]
|f(t) — f(to)| + | f(to)]

< r4r=2r

IN

Par conséquent, f(t) € Va,,Vt € U.
Done, f(t) € F(t),Vt € [0,1].

D’ou, f est une sélection continue de F'.
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3.5 Théorémes d’existence de sélection continue pour
les multi-applications a valeurs décomposables

Définition 3.5.1. Soient (X, %, 1) un espace mesuré complet o-finie non atomique et E
un espace de Banach. Soit L' (X, E) un espace de Banach de tous les fonctions mesurables
u: X — E Bochner p-intégrable.

On dit que l'ensemble K C L'(X, E) est décomposable, si

Vuve K, VAc Y : uXy +vXx\4 € K.

X4 - la fonction caractéristique de A.

Remarque 3.5.1. Cette notion est de fagcon ou d’autre similaire a la convexité, mais
il existe aussi une grande différence. Cependant, dans plusieurs cas avec la condition de
décomposabilité est un bon produit de remplacement pour la convexité. Le but de cette
section est de présent quelques résultats dans le domaine des multi-applications avec la
converité remplacer par la décomposabilité.

Un ensemble décomposable a été considéré pour la premiére fois dans le domaine des
multi-applications par Antosiewiez et Cellina en liaison avec le probléme de [’existence
d’une sélection continue pour une multi-application continue a valeurs non nécessairement
CONVETES.

1l y ’a plusieurs résultats dans les multi-applications dans le cas la condition de
convexité peut étre remplacé par la décomposabilité.

Somme de ces théorémes sera considéré dans ce qui suit.
Le premier théoreme est la version "décomposable” de théoreme du sélection de M-

chael pour les multi-application s.c.i. a valeurs convezes.
Lemme 3.5.1. Soit (g,)nen € L'(X, E) avec go = 1. Alors, 35 : Rt x [0,1] — ¥ telle
que V' 1,711,720 E RT et VA, A\, A2 €10,1] on a :

a) S(1,A1) C S(1,\a), sid < Ag.

b) p(S(mi,\) A S(12, X)) < |A — Xo| + 2|11 — 2.

c) | gndp=X\g,du,¥n<r.
S(1,A) S

(S(Tl, )\1) A S(Tg,)\g) == (S(Tl, )\1)\5(7’2,)\2)) U (S(TQ,)\Q)\S(Tl, )\1)))
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Lemme 3.5.2. Soient T un espace métrique séparable, E un espace de Banach séparable
et F':T — Pcl,dec(Ll(X, E)) une multi-application s.c.i. sur T'. Alors pour chaque € > 0,
il existe une fonction f. : T — L'(X, E) et une fonction continue g. : T — L'(X, E) tel
que la multi-application
F.(t)={ue F(t) /|| u(x) — fo(t)(2)|| < |lg-(t)(x)| p,p} a valeurs non vides
et [|g-(t)|| <e, VteT.

Maintenant on donne la version décomposable de théoreme du sélection continue de

Michael.

Théoréme 3.5.1. (Pryszkowski, Bressan-Colombo)
Soient (T, d) un espace métrique séparable, E un espace de Banach séparable et
F:T7T— Pcl,deC(Ll(X, E)) une multi-application s.c.i sur T. Alors, F' admet une sélection

continue.

Démonstration.

En utilise le lemme (3.5.2), par induction on généralise deux suites des fonctions continues
fo:T — (LYX,E))etg,: T — (L*(X, E)) et une suite des multi-applications
F,: T — Py(L' (X, E)) tel que
Dllgn@) <27
i) [ £n (@) (@) = far @) < Nlgn() (@) + gnr () (@)]] P,p-
et pour chaque n > 2 on a
i) (1) = {u € F(t) / [lu(z) = fu®)(@)] < llga(t)(x)] p.p} # 0, VE € T.
En effet,
Puisque (f,)nen est une suite de Cauchy dans (L'(X, E)), alors f,(t) converges vers f(t)
avec f est une fonction continue de T vers (L'(X, E)).
Aussi puisque d(f,,(t), F,,(t)) < 27", Vn > 1 et F a valeurs fermés alors f est une sélection

continue de F.
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Théoréme 3.5.2. (Bressan-Colombo) Soient (T,d) un espace métrique séparable et
F : T = Puo(L'(X,E)) une multi-application H-s.c.s. sur T. Si T ou L'(X,E) est

séparable alors, Ye > 0, il existe une fonction continue f.: T — L' (X, E) telle que
a) f-(T) € Paee(F(T)).

b) gph(f.) C V(gph(F),e).

Montrons maintenant un résultat auxiliaire, concernant I’existence de sélections
continues pour une multi-application localement sélectionable a valeurs décompo-

sables.

Lemme 3.5.3. Soient (T,d) un espace métrique séparable, (X,%, ) un espace mesuré
complet o-finie non atomique et E un espace de Banach.
Soit F : T — Paee( L' (X, E)) une multi-application localement sélectionable.

Alors, F admet une sélection continue.

Démonstration.

On associe a chaque y € T et z € F(y) un voisinage ouvert N(y) et une sélection locale-
ment continue f, : N(y) — L' (X, E) satisfait

fyy) = = £,(t) € F(#), Vi € N(y).

On note par {V,}, .y une raffinement ouverte dénombrable localement finie d'un re-
couvrement {N(y)/y € T'} et par {Il,}, . une partition de I'unité continues associe a
{N(y)/yeT}.

Alors, ¥n € N*, 3y, € T tel que V,, C N(y,) et 3 f,, : N(yn) — L'(X, E) une fonction
continue avec f, (yn) = z, et f,, (t) € F(t), Vt € N(yn).

Nous définissons A\g(t) = 0 et A\, (t) = X (), n € N*. Soit g, € L'(X,R;) une
fonction définie par g, ,(x) = ||zn(x) — z:(gg)H, Vm,n > 1.

Nous organisons ces fonctions dans une suite (g, )nen+. Considérons la fonction

7(t) = X IL,(t)I,(t). Par le lemme (3.5.1), il existe {X(7,An)},cn- une famille des
m,n>1

sous ensembles mesurables de X telle que
a) X(T7 )‘1) - X<7-7 )\2)7 Si? /\1 < >\2
b) M(X(Tl,)\l)AX(TQ,)\Q))S |)\1—)\2|+2|7'1—7'2|
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C) f gnd:u:)\f gndu7vn§77VAa)\la)\26[071]7VT7T177—220-
X(T7)‘")TLEN* X

Nous définissons f,,(t) = fy, (t) et Xu(t) = Xx () MO\ Xryr, 1y V10 E NT
On consédére une fonction f : 7 — L'(X, E), définie par

f@) =D f)X,(t), VteT.

n>1

Alors, f est continue car II,, sont des fonctions continues, donc les fonctions caractéris-
tiques de 'ensemble {X (7, \;)}, o sont continues, et puisque la somme est localement

finie. Et puisque F' est a valeurs décomposables on a, f est une sélection continue de F'.

Le résultat suivant est similaire au corollaire (3.1.1.ii))

Théoréme 3.5.3. Soient (T,d) un espace métrique séparable, E un espace de Banach
séparable, [ : T — Py aee( L' (X, E)) une multi-application s.c.i et

G : T — Pae( LN (X, E)) une multi-application a graphe ouvert.

SiFt)NG(t) #0, VYt €T, alors il existe une sélection continue de F'NG.

Démonstration.
Soit tg € T, x, € F(t,).

Nous définissons la multi-application Fj par :

{1’0}, sit = to,
F(t), sit # 1.

Fo(t) =

Comme F est s.c.isur T alors Fy : T — Pcl,dec(Ll(X, E)) est s.c.i. sur T

D’aprés le théoreme(3.5.1), il existe une sélection continue fy de Fy.

C’est a dire, fo(to) = zoet fo(t) € F(t),Vt € T,t # to. D’ou, F est localement sélectionable
en ty . Et comme G est a graphe ouvert, alors d’aprés le lemme (3.3.2) on a F' NG est

une multi-application localement sélectionable en ¢, et a valeurs décomposables.

«70)



% CHAPITRE 3. THEOREMES DE SELECTION CONTINUE

D’apres le lemme(3.5.3) on a, F'N G admet une sélection continue.

Théoréme 3.5.4. Soit E un espace de Banach tel que L' (X, E) est séparable.
Soit K un sous ensemble non vide, paracompact et décomposable de L'(X,E) et soit
F: K — Pie.(K) une multi-application telle que pour touty € K, F~'(y) est un ouvert.

Alors, F admet une sélection continue.

Démonstration.

Pour chaque y € K, F~(y) est un sous-ensemble ouvert de K. Puisque K est paracom-
pact alors le recouvrement ouvert {F~'(y)}, ., admet une raffinement ouverte localement
finie, K = ngij_l(yj) avec y; € K, J={1,2,..}.
Soit {Il;},., une partition de I'unité subordonné de {Fﬁl(yj)}jej :
En suite , Vj € J, Jy; € Ket f,, : {F‘l(yj)}yjeK — L*(X, E) une fonction continue avec
F ) = 212 £y (8) € PO, VL€ (F1(5)}, oy
On définissons Ao(t) = 0 et \;(t) = L ILi(t), i € J. Soit g;; € L'(X,R;) une fonction
définie par g;;(x) = ||zi(x) — z;(2)|l, ‘;Siz,j cJ.
Nous organisons ces fonctions dans une suite {g;},cy- -
Considérons une fonction 7(t) = A%Jﬂj(t)ni(t» Par le lemme(3.5.1), il existe {X (7, A\;) }, o
jii

une famille des sous-ensemble de X mesurable telle que
VAL, €[0,1), V7,7, >0o0na
a) X(1,\) C X(1,A2), siA < Ao
b) (X (71, M) A& X(72,X2)) < [Adr = Xof + 2|71 — T2
c) J gidu:)\Bf(gidu,VigT.

X(7,2i)senx
Nous définissons f;(t) = f,,(t) et X;(t) = XX(T(t))\j(t))\X(T(t),Aj_l(t))’ Vijed.

Considérons la fonctions f : K — K définie par f(t) = X f;(¢)&;(t), Vt € T, alors f
jEJ
est continue, puisque II; sont des fonctions continues, donc les fonctions caractéristiques

de I'ensemble {X (7, \;)},., sont continues et la somme est localement finie. Et comme F
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est a valeurs décomposables alors f est une sélection continue de F.
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CONCLUSION GENERALE

Ce mémoire a pour objectif d’étudier les théorémes de sélection continue. En premier
lieu, nous présentons quelques préliminaires d’analyse fonctionnelle, d’analyse multivoque
sur les multi-applications. En fin nous donnons quelque théorémes de sélection continue

pour les multi-applications a valeurs convexes et a valeurs décomposables.
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Résumé

Le but de ce mémoire est prouver quelques théoremes principaux de sélection continue
pour les multi-applications.

D’abord le concept des multi-applications et leurs propriétés que nous utilisons dans
les démonstrations du théoremes des sélections continues de multi-applications et les théo-
remes de base d’existence de sélection continue.

En effet, les méthodes de résolution d’une inclusion différentielle revient a chercher
une sélection continue de la multi-application de cette inclusion.

Nous espérons que cet ouvrage sera d'une grande aide aux chercheurs intéressés par

les inclusions différentielles et les multi-applications.
Abstract

The purpose of this thesis is to prove some main theorems of continuous selection
for the multi-applications.

First, the concept of the multi-application and their characteristics which we use in
the demonstrations of theorems of the continuous selections of multi-applications and the
basic theorems if the existence of continuous selections.

In fact, the methods of resolution of a differential inclusion mean looking for a conti-
nuous selection of multi-application of this inclusion. We hope that this work will help

the researchers who are interested in differential inclusions and the multi-applications.
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