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INTRODUCTION

Les fonctions symétriques se situent dans le domaine du combinatoire algébrique ou
la motivation principale est le calcule de certaines identités issues des mathématiques
discretes ou de la physique, a ’aide des objets combinatoires.

De nos jours, I’étude des fonctions symétriques se situe a la croisée de la combinatoire,
de la physique et de I'algebre.

Ce mémoire présenté une étude théorique et pratique sur les fonctions symétriques
organisée en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les notions générales, telles que les définitions
des séries formelles, ainsi que les relations de récurrences.

En fin on définit les séries génératrices utilisées pour obtenir des formules explicites
des suites définies par récurrence linéaire par exemple pour les suites des nombres de
Lucas, de Pell- Lucas, Jacobsthal et Jacobsthal-lucas.

Dans le deuxieme chapitre, nous introduisons les fonctions symétriques ainsi que leurs
propriéteés.

Dans le troisieme chapitre on introduit les fonctions de Schur S, puisqu’elles forment
au méme titre que les fonctions monomiales, homogenes et élémentaire, une base sur les
fonctions symétriques.

Dans le dernier chapitre nous présentons des nouveaux résultats obtenus sur les fonc-

tions génératrices des produits des nombres de Lucas et Pell-Lucas, et le produits de



R
9

nombres de Jacobsthal et Jacobsthal-Lucas.
Une liste de références, une conclusion et des mots clés sont donnés a la fin de ce

mémoire.
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CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions générales, nous commencons par définir
les séries formelles, Ensuite les Relations de Récurrence . Enfin nous introduisons la notion
des fonctions génératrices associées aux suites : (Lucas, Pell-Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal-

Lucas ).

1.1 Séries Formelles

1.1.1 Anneau des séries formelles

Définition 1. Un anneau est un ensemble A muni de deuz lois internes notées + et X,
et deux éléments notés 0 et 1, tels que :

(1) (A, +,.) est un groupe commutatif,

(2) la loi x est associative et 1 est neutre pour cette loi,

(3) la loi x est distributive a droite et gauche pour + : ¥(a,b,c) € A3 a x (b+c) =

axb+axcet(b+c)xa=bxa+cxa.

Définition 2. Un anneau est dit integre s’il est non nul et ne posséde pas de diviseurs de

2€r0 .



% CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

[e.e]
Définition 3. Les éléments de I'ensemble A[[X]] = {Z a;v’ a; € A
j=0
s’appellent les séries formelles (a une indéterminée)a coefficients dans A.

Pour j € N, 27 s’appelle le monome de degré j et a; est son coefficients.

[e.e]

Définition 4. Soient u(x Za] I et v(z Z bjxj deuz séries formelles.
§=0
On peut définir leur somme et leur produit comme suit :

o0

(utv)(z) => (a;+bj)x (1.1)

Jj=0

= io (zj: ak.bj_k) l’j. (12)

Cette seconde loi définit le produit de convolution (ou produit de Cauchy) de deuz

séries formelles (selon l'usage, ce produit sera également noté u.v ou wuv).

1.1.2 Autres opérations sur les séries formelles

a)Multiplication par un scalaire : v = Z kajxj est le produit de

=0
0 .
u = Z a;x’ par le scalaire k.
=0
b)Dérivation : v = > (j + 1)ajy12’ est le résultat de la dérivation de u = > a;z’ par
- =

rapport a x.

On utilise aussi la notation dérivation, On a immédiatement :
/ ! /
(u+v) =u +v.

Et pour tout scalaire k :

(ku) =kau.

«4)



% CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

On a encore la formule habituelle :
(wv) =u v +uv.

On a pour tout entier n > 1 :

(u") =nu"tu.

c)Division : Soient v et v deux séries formelles telles que v # 0, v divise wu si et

seulement s’il existe une série formelle w telle que :

1.1.3 Séries inversibles

oo o
Définition 5. On dit que la série b;x? est Uinverse de la série a;x?
J ¥ )

j=0 7=0

(i aj:cj) (ibj:vj) = 1. (1.3)

e}

Proposition 1.1.1. || Une série formelle u(x) = Z ajxj est inversible si et seulement
j=0
st ag # 0.

St :

Démonstration. Soient u(z) => a;z’ et v(x) = bja’ deux séries formelles
=0 =0
telle que :
u(z)v(z) = 1.

Donc nécessairement :

J
agbg =1l et Vy € N*, Z akbj_k =0.
k=0

Alors le coefficient ay # 0 réciproquement, supposons que ag # 0, alors le systeme

«5)



% CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

triangulaire d’équations :

Clob() =1.

a1b0 + (lobl =0.

anbo + an,1b1 +---+ Gobn =0.

a une unique solution. O

1.1.4 Substitution d’une série formelle dans une autre

Définition 6. Soit v(z) =Y b’ telle que u(z) = a;a’".
=0 i=0
On appelle composée de u par v et on note u(v) (ou uwow) la série formelle

0 .
Z a;v°.
i=0

On dit que uowv est obtenue par substitution dev a x dans u.

Proposition 1.1.2. ﬂgﬂ Soit v une série sans terme constant.
L’application u — uov est un homomorphisme de A[[X]] dans lui-méme.

En d’autres termes, on a :

(u+w)ov=uov+wouwv. (1.4)
(uvw)owv = (uow).(wow). (1.5)
Et donc :
u"ov = (uowv)" (n>1). (1.6)
De plus
lov=1. (1.7)

6D



% CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.2 Fonctions Génératrices

1.2.1 Fonctions génératrices ordinaires

Soit (uy,)n>0 une suite de nombres, on associe a cette suite la série génératrice ordinaire

(SGO) suivante :
S(u)(x) = g(z) = Z%unx", (1.8)

La fonction définie par cette série est appelée fonction génératrice ordinaire associée

a (Up)n>o0-

Proposition 1.2.1. Pour toute entier n >0, On a :

(I+2)"=> Tk
=0\ k
1 n
1—z:7§]2

Si lon écrit le développement en série entier a l'origine de (1 —2)~"™, On obtient pour

2| <1,

(12" =1+ i_o: (—n)(—n — 1)];!.(—71 —k+1) (=)t

1.2.2 Fonctions génératrices associées a la suite Fibonacci

Considérons la suite de Fibonacci définie par[1g] :

Fn:Fn—1+Fn—2anZ2-

Posons :

S(F)() = g(x) = f; Fa,

«7)



% CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

gx) = Fo+ Fiz+ Z (Fr1 + Frg)a™

n=2
= 04+z+zx <Z EF,x" — F()) + 22 Z F, oz 2
n=0 n=2
= x+zg(z) + 2°g(x).
Donc :
T
= 1.

1.2.3 Fonctions génératrices associées a la suite Lucas
Considérons la suite de Lucas définie par :
Ly =2

Ll - 1
Ln = Ln—l + Ln—27n > 2.

Posons :
S(L)(z) = g(x) = Lya".
n=0
g(m) = Lo+ Liz+ Z (Ln—l + Ln—?) "
n=2
n=0 n=2
= 2—z+axg(z) +2%g(x).
Donc :

(1.10)

«3)



% CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.2.4 Fonctions génératrices associées a la suite Pell-Lucas
Considérons la suite de Pell-Lucas définie par [1§] :
Qo =2

Q1=2
Qn = 2C)n—l + Qn—?a n > 2.

Posons :
S(Q)(x) = g(z) =Y Qua"
n=0
9@) = Qo+ Qi+ 3 (Qur+Qua)a”
n=2
= 242z+7 (i Qnx" — Q(]) + 22 i Qp_ox™ 2
n=0 n=2
= 2—2x+2xg(z) + 2°g(z).
Donc :

2 —2x

= 1.11
1 -2z — 22 ( )

g(z)

1.2.5 Fonctions génératrices associées a la suite Jacobsthal

Considérons la suite de Jacobsthal définie par 18] :

Jo=10
J=1
Jn = Jnfl + 2Jn727n > 2.

Posons :

S(J)(x) =g(x) = iO:OJna:”.

«9)
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g(l‘) = JO + Jll' -+ Z (Jn,1 -+ 2Jn,2) "

n=2
= x4z (Z Jpx" — J0> + 222 Z Y i
n=0 n=2
= z+ag(x) + 22%g(x).
Donc :
x
= 1.12

1.2.6 Fonctions génératrices associées a la suite Jacobsthal-Lucas
Considérons la suite de Jacobsthal-Lucas définie par 18] :
Jo=2

=1
jn - jn—l + 2jn—2>n 2 2.

Posons :
S x) = glx) = ju".
n=0
g(x) = Jo+ x4+ Y (o1 + Jn2)z"
n=2
= 24+x+x (Z G — j0> + 22 fpaa™
n=0 n=2
= 2—1x+xg(x) + 22%g(x).
Donc :

(1.13)

«10)»



% CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

1.3 Relations de Récurrence

1.3.1 Relation de récurrence linéaire homogéne

Définition 7. Une relation de récurrence est dite linéaire homogéne d’ordre k a coeffi-

cients constants, si elle est de la forme :
Uy, + dlun_l + dgun_g + -+ dkun_k = 0. (114)

Ou dy,ds, -+ ,dy, € R, dy, #0.

Remarque 1.3.1. u,, = 0 est une solution de [’équation (1.14])), elle s’appelle solution

triviale .

Remarque 1.3.2. u, = 2™ est solution de l’équation (1.14)), avec u,, # 0, vérifie
"4 dix" T Fdpr" P " P =0 2 dia T F dpa P - dy = 0. (1.15)

Cette derniére équation est l’équation caractéristique de la relation de récurrence.

1.3.2 Polyndéme caractéristique
Définition 8. Soit u, + diu,_1 + dotty,_o + - - - + dpu,_, = 0, le polynome caractéristique
qui lui correspond est :

P(z) = 2" + dya" ' + doa®? + - 4 dy.. (1.16)

Remarque 1.3.3. L’équation caractéristique associée a la relation de récurrence est ob-
tenue en annulant le polynome caractéristique de cette derniere. Les racines du polynome

caractéristique sont appelées les racines caractéristiques.

Théoreme 1.3.1. Sotent dy,ds, -+ ,d; des nombres réels tels que dj est non nul.

Supposons que le polynome caractéristique P(x) admet k racines distinctes

11



% CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Ty, Xa, -, T, alors u, est une solution générale de la relation de récurrence si et seule-
ment st

U, = 1] + coTy + -+ - + Ty (1.17)
Avec c¢q,c9,- -+, ¢ des constantes réelles.

Exemple 1.3.1. Soit la récurrence de la suit de Pell :

P, —2Py 1 — Py o=0,n>2
POZO etP1:1

Son équation caractéristique est :

22 -2 —1=0,

qui a pour racines simples :

xlzl—\/ioux2:1+\/§

La solution générale est donnée par :

n n
Pn = 1T + Coy

Chercher ¢, co sur la base de la relation suivante :

61+CQZO Sin=20

c1xy+ecxrs =1 Sin=1

Par suite :

«12)



% CHAPITRE 1. NOTIONS PRELIMINAIRES

Alors :

Pn:;ﬂ[(ux/é)"—(l—\/i)”].

Théoreme 1.3.2. Sotent dy,ds, - -+ ,d; des nombres réels tels que dj est non nul.

Supposons que le polynome caractéristique P(x) admet r racines xy,2s,--- ,x, de mul-
tiplicité my, ma,--- ,m, telles que m; > 1,i € Tor et Y m; = k, alors wu, est une
i=0

solution générale de la relation de récurrence si et seulement si

Un = (Cil +Cpn+ -+ Ciminmi_l> Ty (1.18)
i=0

Avec ¢;; des constantes réelles Vi, j tels que 1 <i<r et 0<7<m,.

Exemple 1.3.2. Soit la relation de récurrence

U0:3,U1:—7

Up + 2Up—1 + Up—g = 0.

Son équation caractéristique est
2 4+2r+1=0,

qui a pour racine double :

La solution générale est donnée par :
Uy, = (—=1)"(c1 + ean),
chercher cq, co sur la base de la relation suivante :

01:3 St n=20

—ci—c=-7 Si n=1

13



< CHAPITRE 1.

NOTIONS PRELIMINAIRES

Par suite :

Alors :

14



CHAPITRE 2

FONCTIONS SYMETRIQUES

Dans ce chapitre nous intéressons aux éléments de base de la théorie des fonctions
symétriques, au premiere section nous rappellerons les notions des équations algébriques
de deuxieme degré, a la deuxieme section nous introduisons les fonctions symétriques élé-
mentaires, complets et sommes de puissances . Dans la troisiéme section nous rappellerons

quelques propriétés des fonctions symétriques .

2.1 Equations du deuxiéme degré

Considérons I’équation du deuxieéme degré [19] :
2% = ayx + as telle que (a1,as € C).
On a alors (formules de Viete) :

a1 = o = /\1 + )\2 et Ao = —Qlg = —)\1)\2.

15



% CHAPITRE 2. FONCTIONS SYMETRIQUES

(o1 A7 et Ay sont les deux racines de I’équation, réelles ou complexes, distinctes ou non).

Posons :

ay Qag

1 0

M —

Cette matrice est appelée : "matrice compagnon" du polynome :
P(z) = 2* — a1z — ay.

D’autre part, définissons la suite (u,) par la relation de récurrences :

Un+1 Up,
=M ,

Up Up—1

et par les valeurs initiales : ug =0 et u; =1

On a alors :
Un+1 ay Qg U,
U, 1 0 Up_1
Donc :
Dtps1 = a1 + aolly—q
Un+1 (V) 1
2) = M" = M"
Up, Up 0
Posons :
o un+1
n =
Up,
Upt2 @ Upg1 + AUy QQlpg1 | A2Uy Qo as
Gn+1 = = = + =t g,y Tt
un+1 un+1 un+1 unJrl n
u?’b

Si on réitere cette opération, on obtient :

a2 a2 a2
Qn+1:a1+7:a1+7a2:a1+ a3 = ..

an aq + aq + — a,
Gn—1 aq + 2

Gn—2

On voit apparaitre un développement en fraction continue.

De plus, si (g,) converge vers une limite [, on doit avoir, d’apres 1'égalité

16D



% CHAPITRE 2. FONCTIONS SYMETRIQUES

a2
Int1 = a1+ —
[ = ap + %
[
Donc :
l2 = Clll + as
Donc :

= )\1 ou )\2

Nous verrons plus loin, d’une part, les conditions de convergence et d’autre part
laquelle des deux racines est la limite effective de la suite . (On verra que c’est la racine
qui a le plus grand module.)

Passons a la diagonalisation de la matrice M, recherchons ses valeurs propres :

Ce déterminant s’annule pour A =X; ou g,

les valeurs propres de la matrice M sont donc les racines de 1’équation :

2 = a1T + ag

Recherchons les vecteurs propres :

a; as X X

10

<
<

donc :
a1r + asy = \ix

r=A\y
Ces deux équations équivalent & :

T =Ny

17



% CHAPITRE 2. FONCTIONS SYMETRIQUES

Donc les vecteurs propres de M sont proportionnels a :

M A2
1 1
Remarquons que :
A2 PVaR
Mo = M\o] = et M"u] = \iv = :
A AT
1 1
de méme :
)\2 )\ELJrl
Moy =XMvy=| 7 et M"U5 = \iuj =
A2 Y

Nous supposerons, pour le moment : A\; # Ay et méme plus précisément :

| AL > [ Az
On a donc :
1 A A A0 1 =\
(3)M: 1 2 1 2
M—A |1 g 0 A 1 N
1 MM A0 1 =\
(4)Mn _ 1 2 1 2
A=A\ 0 A 1 A\
APV NG
A1 — Ao A1 — Ao
AT — AT APl el
AN T2
A — Ay 2N =

Cette égalité est encore valable pour n < 0, a condition que M soit inversible,

18



% CHAPITRE 2. FONCTIONS SYMETRIQUES

ce qui suppose :
det M = —ay # 0, donc A F#0Oet Ay #0

Il est alors possible de définir u,, pour n < 0 grace a la relation de récurrence :

o Up+1 — A1Up
a2

Voyons les conséquences de 1’égalité (4) sur la convergence de la suite (g,) :

n+1 _ n+1 n
AY Ay Y /\2)\ — ]
Uni1 U1 A1 — g Al — A2 Uy
n — M _ ’
Unp Ug )\? _ )\721 oy 711—1 _ g—l Ug
A — Ao RN = N
donc :
)\711 — )\g /\711_1 — /\721_1 )\QU/O )\111,0
Un = TR T ! )\1 Ny 2 )\1 N

— " 1—)\2U0_ & U — A
! /\1—/\2 )\1 )\1_)\2

A2 Uop Uy,
+1
d .

— A1(a condition que :

>\ n
Sin — oo, ( 2) —>Odonc:un~)\7fﬁ onc : “

At
Uq # )\QUO).
~ A " up — Ao U — A
D S, = A0 — —
e meme : u 5 K)Q) N Ny ]

—uy + AU Un1 .
n 220 done :(—F — \y(a condition
AL — A Un

A
Sin — —o0, </\> — 0 donc : u, ~ Ay
2
que : u; # Ajug).
On voit donc que la convergence est indépendante du choix des valeurs initiales
Ul .
ug et uq, pourvu que le vecteur : ne soit pas un vecteur propre.
Uo
Par conséquent, a toute équation du second degré de la forme : 22 = a2 + as.

On peut associer une suite (u,)telle que u, 1 = aju, + ast, 1
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% CHAPITRE 2. FONCTIONS SYMETRIQUES

Le "ratio" ¢, converge, dans le cas général, vers la racine de I’équation qui a le plus grand
module (si n — +o00 ) ou vers celle qui a le plus petit module (si n — —o0).

Le cas des équations ayant deux racines de méme module doit étre examiné séparément.

Remarque 2.1.1. Dans le cas particulier de I’équation x* = x + 1, les racines \; et Ay

sont les nombres d’or ®q et ®o, et la suite (u,) est la suite de Fibonacci F(n) .

2.2 Fonctions symétriques

Définition 9. Une fonction f(x1,xs,...,x,) en n variables est symétrique si pour tout

permutations de l'ensemble d’indices {1,2,...,n} I"égalité suivante est vérifiée :
f(x1, 20, ., 20) = f(Zs1); Ts(2)s o) Tsm))- (2.1)
Considérons une équation de degré n :
(x = A)(x = Xo)(x — Ag)...(x — \,) =0, (2.2)

a n racines réelles ou complexes (A, Ag,.., \n), si nous développons le membre de

gauche, nous obtenons :
" — e "t ear"? — ez P egr"t —esa" P 4+ (=1, =0 (2.3)

Ou ey, €, ..., e, sont des polynomes homogenes et symétriques en Ay, Ag, ..., Ay
Pour étre plus rigoureuz, on pourra les noter e;(A1, Aa, ..., \y), ou eﬁ”) (si on veut

seulement préciser le nombre de racines), ou encore e;(f), f étant le polyndome :
(X = A)(X = Ag)ee (X = Ap)

Ces polynomes e; sont appelés : fonctions symétriques élémentaires des racines .
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% CHAPITRE 2. FONCTIONS SYMETRIQUES

2.2.1 Fonctions symétriques élémentaires

Définition 10. On appelle k-iéme fonction symétrique élémentaire la fonction définie
par :

e =ex(ddo, o ) = Y AR 0< k<, (24)

i1+io+...+in=k

avec 11,19, ..., =0 ou 1

Exemple 2.2.1. Pour une équation de degré 2(n = 2, les racines : Ay et Xg), on a :

60:1
€1 = )\1 +/\2
e = Mg

Pour une équation de degré 3(n = 3, les racines : A, Ay et A3), on a :

epg =1

e1 = A+ Ao+ A3

€2 = M2 + A3 + A3
€3 = A1 A3

Remarque 2.2.1. e}, s’annule pour m > n.

Proposition 2.2.1.

1)61(;”1) = )\n+1e,@1+e,(€") (2.5)

el = eV el 4 AT e Y (2.6)
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FONCTIONS SYMETRIQUES

Démonstration.

D6y + e

el = Nl 4 el
= )\nel(cn__ll) + An_lek_l + ek‘

-\,

= An+1( > AglAg2...A;n)+ S ARAR LA

i1+ia+...+in=Fk—1 i1+io+...+in=Fk
_ 11 ) 12 in )} 1 i1y 02 in )0
- S AL+ ST AR A\

i1+ig+...+in=k—1 i1+io+...+in=zk
_ i1 )12 3 1 i1\ 12 in\0
- 3 N2 AL Y AR A0
i1+io+...Fin+l=k—1+1=k i1+io+...4+1n+0=k
_ 11\ i Tn41 . o
= > APAZ AN iny1 =0oul
i1+i2+...+inr1=k
n+1

(n—1)
(n—2) (n—2)

(n (n—3

e hrel" Y+ A el e

(n—3 (n—i+1) k—1)

= )\nel(gniill) -+ )\n,le,gn:f) + )\n,26k71 ) + ...+ )\n,iekfl + ...+ )\ke,(cfl

]

Proposition 2.2.2. Les fonctions symétriques élémentaires peuvent également se définir

comme les coefficients du développement en série formelle :

Avec e (A1, Az, ...

E(z) = ki_o: erzt = ﬁ(l + \iz), (2.7)

i=1

An) s’annule pour k > n

Démonstration. On a :

e™ = er(A, Az, ooy An) = > AAXE Nim o avec el =0, sik>n

n

Par récurrence sur n montrons que :

n

Se" =T+ Ni2)
k=0

=1
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Pour n=2 ,on a:

[TA+XN2) = (T4 X2).(1+ \2)
= 1+ ()\1 + )\2)2 + )\1)\222

= eyt ez+ 6222

2
= Z ekzk.
k=0

Supposons que la propriété est vraie pour n :

Et montrons que la propriété est vraie pour n + 1 :

n+1 n+1

et = [+ N2)
k=0 i=1
n+1 n

[HA+Xz) = JIQ+X2)(1+ Aga2) = (Z enz ) (14 Apg12)

i=1 =1

n n

k k+1

= E €Lz +)\n+12 ezt
n+1

= Zekz +)\n+lzek 12"

n+1

= Zekz +)\n+lzek 12

= Zen) k+)\n+lzeknJEIZ

k>0 k>0

= > ( + /\n+1eknt1)> 2F

k>0

_ Z 6](fnJrl) Zk

k>0
n+1

= Z eka.
k=0
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2.2.2 Fonctions symétriques Completes

Définition 11. On définit également les fonctions symétriques completes des racines de

la fagon suivante :

MY = b, Agy s M) = S0 AN (2.8)
141+ +in=Fk

AVEC 11,19, ...,1p > 0

Exemple 2.2.2. Pour une équation de degré 2 (n = 2, les racines \; et \y),

on a :
ho=1

hl == )\1 +)\2
hg = >\% +)\1>\2+)\%
hs = A + A3 4+ Mg + A3\

Pour une équation de degré 3 (n = 3 ;les racines A1, Ay et \3), on a :

ho =1

hi =M+ X+ X3

ho = A2+ A2+ A2+ Mo+ Mg+ Aads

hy = A4 X3+ A3+ Mo 4+ AT + A3+ A3 + A3A 4+ A3ha + Ao

Proposition 2.2.3.

DAY = A Y (2.9)

AT = N AR B2 RS A A 4+ Y (2.10)
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Démonstration.
DAY 40l = A 3 PUDYIP LD Vi IR S DY it
i1+io+...Fint1=k—1 t1+ia+...+in=k
_ 1 \ 12 in inJrl 1 1 \ 12 in \0
— 3 PUDV PO e AN S UPY P UL
114124 Aipp1=k—1 142+ Fin=k
_ Y et Y g,
= ATAL A A
14+i2+...Fintint1+1=k i1+i2+...+in+0=k
- S T Y e,
A Ap n+
i1+i2+...+in+(in+1+l)=k i1+io+...+in+0=k

On a i,4; > 0 donc 4,1 + 1 > 0 supposons 4, = i1 + 1, ou 0
alors i;z+1 >0

Donc :

et 4+ 1 = > ALATA
intig+intiy =k
_ h](anrl)

2)hl(€’n+1) — >\n+1h n+1 + h
= et (A" + B2 ) + g
— A2 A0 4 b+ Y
= AP AL A+ B
— )\

Y )‘;111}5 -1y T+ Anah s+ A hiy + b, i < k.

= M1 T )‘n-i-lh )\n—l—lh )\n—i-lh +o o A b+ BV
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Proposition 2.2.4. On peut également définir les k-iémes fonctions completes comme les

coefficient du développement en série formelle :

H(z) =Y hz* =T[(1 = N\z)! (2.11)

k>0 i>1

Démonstration. On a :
MY = b, Agy oo An) = S0 ABAZLAR
Pour n =2, on a :
S aPt = b+ hP e+
k>0
= 14+ M+ )z 4+ AT+ A do+ A)22 + ..

= (T+Mz+ A2+ )14+ Xz +A522 + )

— (kz:()\lz)k) (kz:()\gz)k)

B 1
N (]. — )\12)(1 — )\22)
S

12[(1 — \iz)

i=1
Supposons que la propriété est vraie pour n :

> hi:")zk =] —N2)"
k>0 i=1
Et montrons que la propriété est vraie pour n + 1 :
n+1

SRR =TT (1 = Aiz) L

k>0 i=1

he Y = Ny h Y + Y.
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% CHAPITRE 2. FONCTIONS SYMETRIQUES

Donc :

Zhgn-l—l)zk _ Z ()\n+1h(n+l) +h(n))

k>0 k>0

_ n+1zhn+l)k+zhn)k

k>0 k>0

_ nHZhnH) k+zhn) k
k>1 k>0
= Aoz SAYTDZE L ST Rk
k>0 k>0
n+1 n
= /\n_HZ H (1 - /\Z‘Z)_1 + H(l - /\Z‘Z)_1
i=1 i=1
)\TL+1’Z -+ (1 — >\n+12)
n+1
i=1

1
T
11 (1= x2)

=1

]

Définition 12. Soit n un entier supérieur ou égal a 2, On définie Une matrice de

Vandermonde par :

NP VD VEENPD Vi
T A A2 o

V(A1, A2, o0y An) = (2.12)
1
I A A2 o At

Proposition 2.2.5. Le déterminant d’une matrice de Vandermonde est :
1<j<i<n
-1
(produit de n(n2 ) facteurs).

Proposition 2.2.6. Soient m et n étant deux entiers strictement positifs, et les
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racines \i, Ag, ..., A, étant toutes distinctes, on a [’égalité :

m—i—n—l
A (2.14)

AW = :
;::1 I N—=A)
Jefl,m)—{i}

Ou le produit est étendu a tous les entiers j différents de i, compris entre 1 et n.
Démonstration. Par récurrence On a :

- Pour n=1, I’égalité se réduit a : h{}) = X" ce qui est manifestement vrai.

- Pour m=1, I'égalité a démontrer est :

n )\T.L
h(”) — E : )

' i=1 I1 ) O‘i - )‘j)
]E{lvvn}i{l}

Au dénominateur, remplagons (A\; — A;) par (A; — \;) chaque fois que j est supérieur
a i (donc n — i fois) ; ceci revient & multiplier le dénominateur par (—1)"".

Ensuite, multiplions-le par D (A1, Ao, ..., \i—1, Aix1, -, Ap) (0u A; a été exclu ); nous
obtenons alors D(A1, Az, ..., \p).

Faisons de méme au numérateur . Il vient :

Z (_1)71_1)\?1)()\17 )\27 s} )\ifla )\i+17 st )\n)

- AP 0
i=1 H ()\Z_A]) B D()‘la)\Qa"'y)\n)
Jell )13}

Etudions le numérateur de cette fraction :

N()\l, )\2, ceey /\n) = Z(—l)n_l)\;nD()\l, )\Q, cees /\i—la )‘H—l? ceey )\n);
i=0
montrons d’abord qu’il est multiplié par (—1) quand on permute deux racines.

On voit que

SR
i=1 II ) (>‘i - )‘j),
je{1,...n}—{i}

est indépendant de I'ordre des racines .
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Si on permute deux racines quelconques, le dénominateur D(Aq, Ag, ..., A,) change de
signe, donc il en est de méme pour le numérateur N (A, g, ..., \p)

Montrons ensuite que N (A1, Ag, ..., A,,) s’annule si deux racines Ay et A, (k # 1) sont
égales.

Nous pouvons supposer que k =1 et [ = 2, puisqu'une permutation des racines ne
peut pas modifier la valeur absolue de N (A1, Ag, ..., \y).

Si A\i = Ao, tous les déterminants de Vandermonde contenant a la fois A\ et g

s’annulent, et N (A1, Ag, ..., A,) se réduit donc & une somme de deux termes :
NAL A2y oo An) = (=D XD (g, Ay oy M) + (1) 2XED (A1, Az, ooy M) = 0

On en déduit que N(Aq, Ao, ..., \,) est divisible par (A\y — X)) (k # 1), donc par
DA, Ag, o Ap).

Notons Q(A1, Ag, ..., A,) le polyndme quotient. Ce polyndme est symétrique (quand
on inverse deux racines, N (A1, Az, ..., \,) et D(A1, g, ..., A,) changent de signe, donc leur

quotient n’est pas modifié) et homogene.

Le degré total de N(\i, A, ..., \,) est

(n—1)(n-2) :nQ—n—i-Q

n -+ 5 5 ,

celui de D(Ay, Ag, ..., \,) est

donc le degré total de Q(A1, Ag, ..., Ay,) est :

n—n+2 (n*-n
2 2

Le degré partiel de N(Aq, A2, ..., \,) (par rapport a une indéterminée quelconque
Ai) est n, celui de D(Aq, g, ..., Ay) est n — 1, donc le degré partiel de Q(A1, Aa, ..., Ay)
est:n—(n—1)=1.

D’apres le théoreme fondamental des polyndmes symétriques, Q (A1, Az, ..., Ap)
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peut s’exprimer comme polyndéme en e;(Aq, Ag, ..., A,) mais le seul e; qui soit de degré 1
en \; est e1( A1, Ao, oo, M) = A1+ Ao+ o+ A = ha( A, Ag, e, M)

Donc Q(A1, Ag, ..., Ay) est égal & A; + Ay + ... + A, & un coefficient multiplicatif non
nul pres, il reste a expliquer pourquoi ce coefficient est 1.

Dans (—1)" 7" A'D (A1, Az, ooy Nim1, Nit1, s An ), le degré partiel de \; est n, et le degré
partiel des autres indéterminées est n-2.

Dans N(Aj, Ag, ..., \y), considéré comme un polynéme a une seule indéterminée \;,
cherchons le monéme en \; ayant le plus haut degré :

cest (=1)" 7 ATD(A1, Mgy ooy Aic15 Ais1, -, Ay ) son degré est n, et son coefficient est
(=)™ D(A1, gy ooy Ni1s Ait 1y s An)

D’autre part, dans le polynéme :

DAL, Mgy os An) = (1) DA, A2y oy M1y Aid 1y ooy An) 11 (A —Aj).
JE{L,...n}={i}

Le monome de plus haut degré en \; est (—1)" D (A1, Az, ooy A1, Aig1s ooy An) AL
son degré est n — 1, son coefficient est encore (—1)" "D (A1, Agy ooy i1, Nit1y -os An)-

En divisant selon les puissances décroissantes, on voit que le coefficient de \; dans
Q(A1, A2, ..., Ap) ne peut étre que 1.

- Pour n > 1 et m > 1 : faisons un raisonnement par récurrence.

Nous supposons que la formule est vérifiée pour hfg),l et pour A"V et nous la dé-

montrons pour h"™

Partons de la formule (2.9) :

h(Y = A hS) )+ R

) n )\m+n72 n—1 )\m+n72
hr:zl = )\n L + i
; I1 ()‘i_)‘j) ; I1 )\i_>\j)
je{l,...n}—{i} je{l,...,n—1}—{3}
n )\n)\m+n—2 n—1 )\m+n—2 )\1 o >\n
W o= 3 i Ly ( )
o I =) I I (=)
je{1,...n}—{i} je{1,..n}—{i}
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(On peut sommer jusqu'a i = n, car le dernier terme est nul.)

1) R O )
" i=1 I1 ) (/\i - )‘j)
‘]6{17,%}—{1}
)\m-i—n—l

) _ N
' = I (=X

=en -

La formule est donc vérifiée pour h(™ O

2.2.3 Fonctions sommes de puissances

Définition 13. Soit k un entier positif. On appelle k -ieme somme de puissances, la

fonction symétrique définie par :

Pr=D_ A (2.15)
Exemple 2.2.3.

pe(A1, A2) = AT+ A

p4()\1, )\2, )\3) = )\111 + /\12l + /\31

Définition 14. Les k-iemes fonctions sommes de puissances peuvent également se définir

comme les coefficients du développement en série de

Ai

P(z) =) pp* ' = ilogH(z) => T

k>1 dz i>1

(2.16)

Théoréme 2.2.1. [14] (Formules de Newton)
Soit n un entier > 2, K un corps commutatif, x1,...,x, n éléments de K. On considere,
pour tout k € N, la somme p, = 3 a¥.

i=1

On note ey, eq, ..., e,les fonctions symétriques élémentaires de x1, ..., T,, définis par :

Cm = Z Tjy Tig Ty T, (2.17)

1<i1<i9<...<itm<n
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On a alors les relations suitvantes :

Pk — €e1Pk—1 + €2pk—2 + .. + (=1)"€xp—n =0 pourk >n (2.18)

Ph — €1Ph—1 + €appo + .. + (=D e ipr + (=1)"exk =0 pour 1<k <n—1 (2.19)

Démonstration. 1.Considérons le polynéme P talle que :

P(X) = [T(X = 2) = 3 (= 1) e X"

Il a pour expression

P(X)=X"+> (1) eX""
=1

Pour1<i<netk>n,ona: P(z;) =0
Donc :

o — e 4+ (=) =0

En multipliant par 2",

o —epa 4 (D)2 =0

)

En additionnant, pour 1 < ¢ < n, on obtient :
Pk — €1Pk—1 + €aPp—2 + ... + (=1)"enpp—n =0

2.S0it k entier tel que 1 < k < n — 1.basée cette fois sur le calcul brut de e,,px_,, pour

m=0,..k—1:
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% CHAPITRE 2. FONCTIONS SYMETRIQUES

n

— k—m __ ) - k—m

CmPh—m = E xil...ximg xpT ™ = E Tiy o Tif Tj
1=1

11<...<im 1< <im
im+1=1,...,n

m
_ k—m k—m
= E Ly ool Ty + g g Tiy oo Liy  Tjyp Ty e Ty,

i<, j=1i1<...<im
T4 1701 e m Im41=1;

_ k—m k—m
= Z Tiy oo Wi Ty ) Z Ty Ty Ty

. ) , , Z1 m—1 m
iy Ay <o <i
= A,+ A,
Ou 'on a naturellement introduit les quantités :
A, = Z lexzmxi‘:ﬁ
i1<--.<im
U417 50 0m
Donc :
Pe—€1h—1 + -+ (D" epapr + (=) ek = (Al 4 Ag) — (Ao + A1) + (A1 + A)

.t (—1)k71(Ak_2 + Ak—l) + (—1)k€kl{7
= (—1>k<k€k — Akfl).

Il reste a calculer Ay_; selon la place du dernier indice iy parmi les autres :

Ak,1 = Z Ly oLy, Ty,

11 <. <01
TR Fl e ik—1

k—2

11 <. <0p—1 J=1li1<..<ip—q 11<..<0p—1
i <t1 ij <ik<ij+1 T <tg—1

= e+ (k—2)€k+€k.
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Remarque 2.2.2. On prendra garde da ne pas écrire pour 1 < k <n
Pk — €1Pk—1 + €pp—2 + ... + (—1)  ep_ipr + (—1)"eppo = 0.

(On a remplacé k a la fin par pgy). Ceci est tentant pour harmoniser avec le cas k > n

mais complétement fauzr vu que :
n n
i=1 i=1

2.2.4 Relations entre les fonctions symétriques

Proposition 2.2.7. On a :

S [(=1yenl) ] =o. (2.20)
=0
Proposition 2.2.8. On a :
) ) ) .
SE VY0 VOIS W8 PR S U - it 7V LON 1O e (2.21)

i1 laol g ]
14202+ +nin=p 11:12:...1p:

avec .

a; = (-1)161 et il,ig, ,Zn S N.

Démonstration. Par récurrence :
Pour p = 0, la formule est vraie,
et supposons-la vraie pour tout indice inférieur a un nombre p donné, et montrons qu’elle
est vraie pour p.
D’apres la formule pour tout entier m non nul, on a :
m
S [(=17efnG) | =o.

J=0
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Donc

Jj=0
- (n)
n
= 3 [eihy?)]
=0
n B . . .
_ Z 4 Z <21+Z2+m+2n>!ailai2 o
- a] i |7; | i | 12 -%n
=0 |  i1+2is+...4nin=p—j 1:62%---0me
n B . . .
. Z (Z1 + 19 4+ ...+ Zn)' i o ij+1 in
= Z PP atay .oy
§=0 |i1+2iz+...+nin+j=p 1:025e-ns
n B . . .
_ (i +ia+ . +in) o i
— Z Z PP atay .oy
3=0 [i1+2in+..45(ij+1)+..4nin=p 1:925--Ons

On remplacant ¢; +1 par i,

(4 +io+ ..+ (G — 1)+ .. +1y,)!

11 02 Oéi"
iligl (i, — D)l

1 9 -ty

n
(n) _—
hy' = > )
§=0 | i14+2ig+...4ji;+..4nin=p
i;>1

D >

114200 +...4jij+. A nin=p |i;>1

(1 +ido+ ...+ (G — 1)+ .. +1y,)!
i Vo). (i — 1)1y,

i ia in
Ty

Il reste donc a prouve que :

(i1 +dp + ... +in)! 5 (i +i2+ .. + (1 — 1) + .. +1dy)!
B irlial...(i; — 1))y,

111! 0!

i;>1
Remarquons que :

(i1 +ip+ .. +dn)! (11 +ig + ... +1p)! (11 + i+ . Fip_q)! (i1+i2)!Lﬂ

i1lig). . 4y, (i1 +dg + oo + i) in! (i +io + oo i) lin 1! drligl !

_ ) infl 12 i1
= CiligttinCirintotin - Cir4is O
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C’est le nombre de n-uplets qu’on peut construire avec les éléments oy, s, ...,
chaque élément oy, étant représenté iy, fois. Mais si on fixe le dernier élément du n-uplet(un

élément «; choisi, tel que i; > 1). Il reste :

(i1 +ia+ ...+ (G — 1)+ .. +1y)!
ipligl (45 — 1)1y

?

facons de construire le n-uplet.

D’ou I’'égalité annoncée. O]

Proposition 2.2.9. []g[] Donnons tout d’abord une liste d’identités sur les fonctions gé-

nératrices des FE(z), H(z) et P(z) :

H(z).E(—2) = 1 (2.22)
H'(2) B 1

H(z) = eszlpr(x)i (2.24)

> (=D"ehy = 0 7 (2.25)

o (2.26)

Démonstration. 1-On a :

B(:) = [[0+w2)

i>1

H(z) = H(l—xiz)_l

i>1
Donc :

E(-z) = H(l—xiz)

H(z).E(—=z) = m.l;[l(l—xiz)

i>1
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2- On a La fonction génératrice des p, définie par : p(z) =

et on a :

Les sommes de puissances p, sont elles définies par :

Donc :

On pose :

Tell que :

Donc :

Tell que :

r—1=n

donc

r=n+1
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Donc :

3-On a :

4-On a :

Donc :

et :

D’apres (2.22)) on a :

e —l B E———
dz o]l (1 —x;2)

i>1

= jz log H(z)
H ()
H(z)

i=1r>1 T
Drz”

= exp
>1 T

E(—z) = J[Q-a2)
i>1

H(z) = [J[Q—a2)""
i>1
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On pose ;i +j=m

o > (D et =1

m=0i4+j=m
Donc :

i (i(_l)ieihmz) 2™ =1

m=0 \i=0

Donc tous les coefficients de la série sont nuls, sauf le premier.

(o § est le symbole de Kronecker) O

2.3 Quelques proprietes sur les fonctions symétriques

A partir de la matrice M™ donnée dans 1'égalité (4]) et d’apres la définition ((11]) on

peut donner la définition suivante des fonctions symétriques.

Définition 15. Considérons l'alphabet Ey = {e1,e2} et on définit la fonction symé-

triqgue S,, qui lui est associée par :

egL—l—l _ egz—l—l
Sn<E2) = Sn(el + 62) = ﬁ (227)
1 — €2

avec !

S()(EQ) = h() =1.
Sl(EQ) = hl =e1 + eq.
SQ(EQ) = hg = 6% +e1e9 + 6%.

Définition 16. Etant donnés deuz ensembles indéterminés A et B (dits alphabets),

on note S;(A — B) les coefficients de la série rationnelle :

HbEB(l_Zb)) = i S;(A— B)2. (2.28)

HaEA(l —za j=0
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Remarque 2.3.1. La définition implique la convention :
S;i(A—-B)=0 pour j <0
Remarque 2.3.2. En prenant A = ¢ dans la définition (16| nous obtenons :

[[(1—2b)=>5,(-B)
beB 5=0
Lemme 2.3.1. Soit A, B deux alphabets, A est de cardinal 1 on a :

S;ix(x — B) = 2*S;(x — B) pour k € N (2.29)

Proposition 2.3.1. Si A est de cardinal 1 (ie A= {z} )alors :

IT(1—zb) ' Si(z— B)
beB A1 (r — LEI T ) '
1= 0) 1+ ...+ Sj_1(x — B) + (1= 22) (2.30)

Démonstration. D’apres ([2.28]) on a :

Mi-:0) o |
IM:;)S]-(.I—B)ZJ
Donc :
iSj(x—B)zj = 1+..+S;4(x—B)z" "+ Sj(x — B)2 + S;11(z — B)z7 ...
=0
] = 14+ ..+S4(x—B)z ' +2(Sj(x — B) + Sjs1(z — B)z + ...)
= 1+..+S;4(x—B)z2"" +27(Sj(x — B) + 2S;(x — B)z + ...)
= 1+ ..+S;4(z— Bz +2/8;(x — B)(1 + 2z + 2°2° + ...)
= 1+----+Zj_15j1($—3)+zjw
Donc : (1 2b) P
7b€(131—xz) :1+....+zj’15j,1(x—B)—i—zjigl_xz)
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]

Proposition 2.3.2. Considérons successivement le cas A = ¢ ou B = ¢ on obtient la

factorisation
o

>S4~ B)? =3 8(4)7 3 8,(-B)

=0 j=

Si A= B d’aprés (2.28) la formule (2.31)) s’écrit :
1=3 8;(A)27 ) S;(—A)
=0 =0

C’est a dire

iSj(A)zj =

La formule(2.31))nous permet d’écrire :

Su(A—B) = znj So_i(A)Sk(—B)

k=0

Proposition 2.3.3. Soit A={z} ona :
Sp(z — B) = 2"Sy(—B) + 2" 'S (—=B) + ... + S,(—B)

S;(—B) sont les coefficients du polynome S, (x — B) pour 0 < j <n

Démonstration. On a :

Su(z — B) = kﬁ:Snk(x)Sk(—B)

= Z $niksk(—B)
k=0

= 2"So(=B) + 2" 'S1(—=B) + ... + S,(—B)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

]

Remarque 2.3.3. Ceuz sont donc au signe prés les fonctions symétriques élémentaires

de Ualphabet B, qui sont nuls pour j > n c’est a dire S;(—B) = 0 pour j > n.
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En particulier, lorsque B = {b,b.....,b}on note(B = nb) on a :
Sp(z —nb) = (x —b)" (2.35)

Proposition 2.3.4. [2] Sib=1 c’est a dire B = {1,1,...,1} les coefficient binomiauz,donné

par :
Si(=n) = (-1) ( n ) : (2.36)
J
<n+j—1)
et Sj(n) = ' (2.37)
J
Démonstration.
Ona : Sp(x —nb) = (z—0b)"
Pour  b=1: Sp(r—n) = (z—1)"
-3 ( " ) (-1
j=0\ J
Donc : Si(=n) = (=1) ( n )
J
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Ona : Sp(r+n) = (z—1)™"
S B IV
=0\ Jj
v (=)' Joyn—i
P Sy i
e R Ly
_ gn(nle)..:j('n—l—j—l) e
donc : Sij(n) = nty-l
J

]

Il existe une autre maniere d’écrire les polynémes en faisant apparaitre les coefficients

binomiaux.

Si n est un entier positif, £ un alphabet, X une indéterminé, on a d’apres(2.31))et(2.34))

S,(E — nz) = S,(E) — T 29 ((B) 4+t (=) | e (239)

n

Puisque :
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CHAPITRE 3

FONCTIONS DE SCHUR

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux les fonctions Schur, dans la premiere
section nous rappellerons les définitions combinatoires des partitions, a la deuxieéme section
nous introduisons les fonctions Schur ainsi que leurs propriétés . Dans la troisieme section

nous rappellerons la relation entre les fonctions Schur et tableaux semi-standards .

3.1 Définitions combinatoires

3.1.1 Partitions d’entiers

Définition 17. Soit n un entier positif . Une partition de ’entier n est une suite

décroissante o = (o, g, ..., @) qui vérifies les deuz conditions suivantes :

a1 2> Qg 2> ... 2 Q.

et (3.1)

la| =1 +as+ ... +a,=n

Les entiers o, aa, ..., o, sont les parts de la partition et p est le nombre de parts.

On dit encore que n est le poids de la partition et p sa longueur.
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On écrit alors : |a|=n et l(a) = p.

Remarque 3.1.1. Une partition o peut également s’écrire sous forme exponentielle (forme

multiplicative) :
a=(1"..rm) (3.2)

Ou my; représente la multiplicité de l'entier i dans «. On associe aussi a la partition
a = (ag, a9, ...,ap) de n son diagramme de Ferrers F, qui n’est autre qu’'un ensemble de
n points du plan ayant les coordonnées (i,j) entiéres, tels que (i,j) € F si et seulement

si1<j<p et 1<1<aq;.

Exemple 3.1.1. La partition a = (5,4,2,2) de poids n = 13 a pour notation multiplica-
tive est :

(1°223%415'6°...13")

3.1.2 Fonctions Monomiales

Définition 18. On définit les fonctions monomiales, notées my, indexées par des
partitions A\ Xa... .\, comme étant la somme de tous les monomes de degré n, avec A +
Ay + ...+ X =n.

Soit a = (a1, ay, ...,a,) ot a; € N Vi, on a alors X =[]},

Soit T'(«), les valeurs de « triées dans ’ordre décmissantzet sans les 0, alors mg =1
et :

my = X
T(a)=X\

Exemple 3.1.2.

mao(x,y,2) = 22 + 9% + 22

maoo(z,y, 2) = 202y? + 2y%22 + 22222

msi(z,y,2) = 23y + ay® + 232 + 223 + P2 + y23.

m1111(3773/a Z) =0.

Notons que my =0 quand [(A\) >n ot n est le nombre de variables.

45



s CHAPITRE 3. FONCTIONS DE SCHUR

Proposition 3.1.1. [9]Soit :

M- ¥ m@

ij TiYi) >0 IX=n

Démonstration. Pour démontrée cette proposition on écrit :

HH = HZhr(y)ﬂ d’aprés (2.11

(1- xzyj) i r>0

= 3 N h@)ohe ) Y @l

n>071,Tn 1<is..<in

= > > hy)m(z

n2>0 |A|=n

= > D ha(z)maly

n>0 |A|=n

3.1.3 Fonctions anti-symétriques

Définition 19. Soit f(X), X = (1,29, ...,x,), une fonction de plusieurs variables, et

soit o € S, une permutation sur n éléments.

On dit que f est une fonction anti-symétrique si et seulement si
of(X) = (—1)") f(X), Yo €8S,
Ot inv(o) est le nombre d’inversions de o c’est a dire :

inv(o) =g{ili > j eto(i) <ao(j)}.

Soit :
:L'(lll .'])[112 P x(i’"
fa(X) = det : e avec a1 < Ay < - < a, <0
ar  paz .. g0
':Cn xn xnl
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Le déterminant de Vandermonde correspond au plus petit déterminant non nul fo(X) :

a e
1<i<j<n
ol a

Théoreme 3.1.1. D, (X) divise sans reste tout polynoéme anti-symétrique et de plus,

le résultat de cette division est un polynome symétrique.

Démonstration. On peut tout d’abord remarquer que tout polynome anti-symétrique
f(X) s’annule si deux de ses variables sont égales.

En effet, soient 7 et j tels que z; = z; et soit la permutation o qui inverse z; et z et
ne fait rien d’autre. On a inv(o) = 1, donc of = —f puisque f est anti-symétrique
mais on a aussi o f = f puisque z; = x;, donc finalement f est nulle.

On en déduit donc que (z; — ;) divise f(X) pour tout couple (i, 7), donc

Il (zi—z;) = D,(X) divise f(X).

o SX) o fX) (D)™ fX)
Do(X) 0D, (X)  (—1)m@D,(X)  Dy(X)

3.1.4 Définition des fonctions Schur

On définit les fonctions Schur de la fagon suivante :

Définition 20. Soient a = (a1, as, .., a,),0 = (n—1,n—2,...,0) et A\ un partition

[)\ = ()\1,)\2, ...,)\k,O, ,0) avec )\1 > )\2 > )\n = O] .

47 )



s CHAPITRE 3. FONCTIONS DE SCHUR

Les fonctions Schur sont définies par :

_ fona(X) _ det(@ " )icijon

S, = 3.6
YD) T NG >0
1<J
Théoréme 3.1.2. [L6] (Formule de Jacobi-Trudi)
hy,  hagr o0 haggea
oot b, o e
Sy=det| 0Tt TR TR (3.7)
Pye—k41 o0 har o hyy

Ou A= (A, Ao, ,Ak),ho =1 et hxy =0 pour k < 0. On peut aussi l’écrire de la fagon

suivante :
Sx = det(hx,+j-i)1<i <k (3.8)
Exemple 3.1.3.
hy hs hg
Sy =det | hy hy hs
0 1 M

Lemme 3.1.1. ﬂgﬂ Soit I(\) =1 et p,q deux entiers tels que | < p < q.
Alors :

Démonstration. 11 suffit de vérifier la proposition pour ¢ = p + 1.
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D’abord fyio (21, ..., xp11) est égal & :

A Ap+l A A Apt1
oL art! o ar 1
Ai+p Al et || Ap+1
z, T Tp o Xy 1
A1+p Aptl Ap+1 A1+p Apt1
N A T N A R |

Puisque A\,+1 = 0. De 1a fyi, (21, ..., p, 0) vaut

A Ap+1
e 1 N \
1 - P
x) VU 1
= T1....Tp

Mt gt
p p xA1+p_1 x)\p
; .

0 0 1

= T1...Tpfaro(T1, o, Tp)

De la

1oy oo (T, .oy Tp)
S 0) = =9
ME1 s 79, 0) T Ty fo (X1, ooy Tp) A& T)

O

Proposition 3.1.2. ﬂgﬂ On a déja obtenu une expression pour le développement du produit

[1(1 — ;)" @ savoir :

1,J

[T = 2iyy) ™" = > Sa(@)Sa(y). (3.10)

i, A

Remarque 3.1.2.

[T = 2i) ™t =D ma()haly) =D Salx)Sa(y). (3.11)

i A A
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3.2 Approche combinatoire des fonctions Schur

3.2.1 Diagrammes et tableaux de Young

Avant d’aborder la définition combinatoire des fonctions Schur, il est utile de définir

les diagrammes et les tableaux de Young qui nous seront également utiles par la suite .

Définition 21. Un diagramme de Young, également appelé diagramme de Ferrer, est
un ensemble de cases contigués, alignées a gauche et dont le nombre de cases par ligne
décroit du bas vers le haut.

On utilise ici décroit au sens large, c’est-a-dire que la ligne i possede un nombre de
cases inférieur ou égal a la ligne 1 + 1, pour tout i.

Notons également que l’on a choisi d’utiliser ici la notation francaise. Les lignes du
diagramme peuvent également étre ordonnées dans le sens décroissant du haut vers le bas,

il s’agit alors de la notation anglaise.

Remarque 3.2.1. Les diagrammes de Young permettent de représenter les partitions. En
effet, le nombre de cases de la ligne i correspond au i°™ terme o, de la partition «.

Par abus de langage, on notera également o le diagramme associé a la partition .

Exemple 3.2.1. La suite d’entier (5,4,2,2) est une partition de poids 13. Le diagramme

de Young associé est :

F1GURE 3.1 — Un diagramme de Young de la partition a = 5,4,2, 2
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Définition 22. Le conjugué d’une partition o peut d’ailleurs facilement s’obtenir a
partir du diagramme de Young de la partition en comptant le nombre de cases des colonnes
de gauche a droite et non plus des lignes.

La partition conjuguée d’une partition o = (ay, v, ..., ) est la partition
Q= 17022070 (1)@t enozpan (3.12)
Exemple 3.2.2. La partition conjuguée de (5,4,2,2) est la partition

o =11223%4% = (44221)

F1GURE 3.2 — Conjugaison d'une partition a = 5,4,2,2
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Définition 23. Un tableau de Young est un diagramme de Young dont on rempli les
cases avec des entiers. On distingue deux type de tableaux de Young, les tableaux standards

et les tableaux semi-standard.

Définition 24. Un tableau de Young standard est un remplissage d’un diagramme de
Young dont les entrées sont les entiers de 1 a n oun est le nombre de cases total du
tableau.

Toutes les valeurs des entrées sont donc distinctes deux a deux et elles sont strictement

croissantes sur les lignes de gauche a droite et sur les colonnes de bas en haut.

9 |13
7| 8
314 | 6|12

FI1GURE 3.3 — Exemple de remplissage de o« = 5,4, 2, 2 donnant un tableau standard

Définition 25. Un tableau de Young semi-standard est un remplissage d’un diagramme
de Young dont les entrées sont les entiers de 1 a n ou n est inférieur ou égal au nombre
de cases total du tableau.

Les entrées sont croissantes sur les lignes et strictement croissantes sur les colonnes.
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6| 6
3| 3
21 3|3 |4

FIGURE 3.4 — Exemple de remplissage de o = 5,4, 2,2 donnant un tableau semi-standard

Définition 26. Soit « et B deux partitions telles que le diagramme de Young de [
soit inclus dans celui de o (on note 5 C ), alors a/f est une forme gauche.
-Le diagramme gauche associé a o/ contient les cases du diagramme de o qui ne

sont pas dans le diagramme de (3.

L L1

FIGURE 3.5 — Exemple de diagramme gauche : «a=5431 (a gauche),
B =3,2,1 (en gris a gauche) et o/ (& droite)

Remarque 3.2.2. De la méme fagcon que pour les diagrammes de Young, on peut remplir
un diagramme gauche pour obtenir un tableau gauche.
Remarquons également que si B est la partition vide, le diagramme associé a «/f est

un diagramme de Young classique.

3.3 Tableaux semi-standards et fonctions Schur

On peut définir combinatoirement les polynomes de Schur a I’aide des tableaux semi-

standards.
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Soit A un tableau semi-standard dont le remplissage se fait donc en étant croissant

sur les lignes de gauche a droite et strictement croissant sur les colonnes de bas en haut,

ACNxN

U-j)D

4

| 7

F1GURE 3.6 — Exemple de forme d’un tableau semi-standard

Soit T': A — N une fonction de remplissage qui & chaque case (7, j) de A associe un entier.

Par définition, on a les relations suivantes :

T(i,5) <T(i,k) si j<k

T(i,5) < T(Lk) si i<l

De plus, on note X7 = [[ 74 . Xr est 'évaluation monomiale de T'.
(i,9)eX
On définit alors les polynémes de Schur de la facon suivante :

S\(X)= > Xr (3.13)

T:A—=N

On peut également décrire les fonctions Schur dans la base des fonctions monomiales
a l'aide des tableaux semi-standards. Considérons a < b < ¢ et tous les tableaux semi-

standards de forme 21. On obtient alors les tableaux suivants :

] b c] b ]
ala alb| albl alc|

FIGURE 3.7 — Tableaux semi-standards de forme 21
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La figure (3.7) montre que 'on peut écrire la fonction Schur Sy dans la base des
monomiales : Sg; = Mmay + 2mqq1.

On retrouve my; dans les deux premiers tableaux (a?b + b%a) et chacun des deux
derniers tableaux correspondent & mq1(abc).

On exprime alors les polynomes de Schur dans la base des monomiales :

Sx(z) = Kyumy(z) (3.14)

pkd

Les Ky, sont des entiers appelés nombres de Kostka.

Exemple 3.3.1.

Sy = my+ maz + maoy + Moy + Miqr.
S31 = ms1 + Mag + 2may; + 3Miiir.
Sao = Moy + Mar1 + Mir1.

St = Mi-

Remarque 3.3.1. On peut également remarquer que pour n € N :
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CHAPITRE 4

CERTAINES APPLICATIONS SUR LES
FONCTIONS SYMETRIQUES

Dans ce chapitre nous présentons de nouveaux résultats obtenus sur les fonctions
génératrices des produits de nombres de Lucas et Pell-Lucas, ainsi que le produits de

nombres de Jacobsthal et Jacobsthal-Lucas.

4.1 Deéfinitions et Notations

Définition 27. Etant donné une fonction g(xy1,a,...) de plusieur variable on définit
son image par l'opérateur différence divisé 0; par la formule :
g—9g”

g(x1, iy i) = 6;(g) = Pas— (4.1)

Ou o; est la transposition de x; et x;11 et g7 est ['image de g par cette transposi-
tion.

C’est a dire :
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Proposition 4.1.1. [2] Etant donné un alphabet E = {ey, ey, ...} alors :

o (1—ez) = 2
OpOp—1 0’1( 612’) (1—612)---(1_€p+12) ( )

Démonstration. D’apres la déﬁnitionon a:

(1 —e12)™ P — (1 —eg2)!

€1 — €2
z

(1 —e12)(1 — eq2)

o(1—e2)™ ) =

o201((L—e12)") = o ((1 —ez)(1— €2Z)>

22

(1 —e12)(1 —e22)(1 —e32)

0pop-1...01(9) = (1—e12)...(1 —ept12)

Lemme 4.1.1. [2] Etant donné un alphabet E = {ey, ey, ..} alors :

Z SZ'<EP+1>Zi+p = Up...0'1<1 - 612)_1 (43)

>0

Démonstration. Pour E = {ey,es} on trouve :
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Sip=1
Z Si(E2>Zi+1 = Z. Z SZ(EQ)ZZ
i>0 i>0
1
= z.
(1 —e12)(1 — e22)
= o0y ((1 - elz)*l)
Sip=2 Ona:
ZSi(Eg)ZiJr? = 22.Zsi<E3)Zi
i>0 >0
9 1
= 2%
(1 —e12)(1 —ez2)(1 —e32)
= 09201 ((1 — 612)_1)
p
Si E ZH_p = &
Z.ZZO (Eps) (1—e12)...(1—epr12)
= 0,0p-1...01 ((1 — elz)*l)
D’ou

Z Si(Ep+1)Zi+p = 0p0p—-1..-01 ((1 — 612)_1) .

>0
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4.2 Applications

Pour p =1, le lemme s’écrit alors :

S;(Fy)2? T = i .
; 2) (1 —e12)(1 — ez2)
Alors :
3 5,(Ey) !
= 2) T (1—e12)(1 —e22)
Donc :
1
S E 4.4
Z(:) 2) 1= (€1 + e2)z + e1e922 (4:4)

En remplacant e, par (—es) dans la formule (£.4), le lemme s’écrit alors :

)= . 4.5
Z:: (o1 + [—ea])z 1—(e1 —e9)z — een2? (4.5)
De la formule (4.5)) nous pouvons déduire :
i 61 ‘|— ) S~_1(61 + [—62])]Zj = 1-z (46)
=0 ’ 1 —(e1 —e2)z — erep2?

On pose et , la formule (4.6))devient :

;[Sj(ﬁ + [—ea]) — Sji(er + [—e2])]z? = ?Zizg
= Z F2j+1Zj
7=0

Qui donnée par [1§] et représente une fonction génératrice pour les nombres de Fi-

bonnacci tel que :

Fyji1 = Siler + [—ea]) — Sj1(er + [—e2]).
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61—62:6

On pose et , la formule (4.6 devient :

> 1—=z
;)[Sxel + [—e2]) = Sj-i(er + [—ea])]2? = 1 62122
= Z P2j+12’j
7=0

Que l'on trouve dans c’est a dire :

Pyji1 = Sjler + [—ea]) — Sj-1(er + [—ea].
Ou les P41 sont les nombre de Pell. De la formule (4.5) nous pouvons déduire :

14z
1—(eg —e9)z — eje92?

i[5j<€1 + [—ea]) + Sj_1(e1 + [—eq])]2? =

J

(4.7)

=]

€1 — €y = 3
On pose et , la formule (4.7)devient :
€1€2 = —1
i[S'(Gl + [—62]) + S-_1(61 + [—62])]Zj = L
iz ! ! 1—3z+ 22
= Y Loy
j=0

Qui donnée par [1§] et représente une fonction génératrice pour les nombres de Lucas

tel que :

L2j+1 = Sj(@l + [—62]) + Sj,1(€1 + [—62]).

€60 D



% CHAPITRE j. CERTAINES APPLICATIONS SUR LES FONCTIONS SYMETRIQUES

De la formule (4.5)) nous pouvons déduire :

S(28, (1 + [—eal) — (61 — €2)S;a(en + [—ea)]f = — 2 (L) (4.8)

= 1 —(e1 —e9)z — e1e922

€1 — €y = 1
On pose et , la formule (4.8)devient :

€163 = 1

2—2z
1—2— 22

0 -
= Z LjZJ
7=0

S [2Si(er +[-eal) = Siaer + e =

j=0

Que l'on trouve dans c’est a dire :

L;= QSj(el + [—eq]) — Sj—l(el + [—e2)).

Ou les L; sont les nombres de Lucas.

€1 — €9 = 2
On pose et , la formule (4.8)devient :
€162 = 1
> , 2 —2z
;}[253‘(61 + [—e2]) — 25;-1(e1 + [—ea])]2) = 1_9._ 2

0 .
= > Q7
j=0
Que 'on trouve dans c’est a dire :

Q; = 2Sj(e1 + [—ea]) — 25 1(e1 + [—e2]).

e1—eg =1
Ou les @); sont les nombres de Pell- Lucas. De la spécialisation suivante et
€1€2 = 2
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dans (4.8)devient :

i[ZS (e1 + [—ea]) = Sja(er + [—ea))]2? = 1—22_—2222

Jj=0
o0
_ P |
= D J?
=0

Qui est donnée par [[18] et représente une fonction génératrice pour les nombres de

Jacobsthal- Lucas tel que :

Jj = 28j(e1 + [—ea]) — Sj-1(er + [—e2]).

€1 — €y = 3
On pose et , la formule (4.8)devient :

€16y = —1

> . 2—3z
]2:(:) [25;(e1 + [—e2]) = 35j1(e1 + [—e2]) ] = 13,122
= Z LQij
j=0

Qui est donnée par [18] et représente une fonction génératrice pour les nombres de

Lucas tel que :

ng = 23]'(61 + [—62]) — 3Sj_1(€1 + [—62]).

€1 — €y = 5
On pose et , la formule (4.8)devient :
€1€2 = —4
> , 2 — 5z
;}[251(61 + [—e2]) — 5Sj_1(e1 + [—el])]! = T 5,142

S .
= > ju?
=0
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qui est donnée par et représente une fonction génératrice tel que :

Joj = 28j(e1 + [—e2]) — 5Sj_1(er + [—ea)).

De la formule (4.6 nous pouvons déduire :

> . 1—=2
E S;_ —e))]2 =
= e1 + ) J 1(61 + [ 62])]Z 1 — (61 . 62)2 . 616222

> 4 1—2z
S. _ _§. _ i —
]z:%)[ ](el+[ 62]) J 1(61+[ 62])]2 1—(61—€2>Z—61€222
B 1 z
1 —(e1—ex)z—erez? 1 —(e] — e9)z — ejep2?
00 ) P
= Sier + [—ea])2? —
jz_;) jler+[el) 1 —(e1 —e9)z — e1e922
Donc :
z e 0 )
= g. _ J
1-— (61 — 62)2 — 616222 z:: 61 + 62 JZ:% 61 + ) J 1(61 + [ 62])]2
= Sj-1(er + [—ea)) 7
3=0
Donc :
9] ) P
Si_1(er + |—es])2! = 4.9
]Z:% e+ [=el) 1 —(e; —e9)z — eje92? (4.9)
€1 — €y = 1
-3i on pose et , la formule (4.9)devient :
€169 = 2
S8 a(en 4 [—ea))s = —
= g-1H 2 1=z =222

0 .
= > i
=0

Que 'on trouve dans c’est a dire :

€63)



% CHAPITRE j. CERTAINES APPLICATIONS SUR LES FONCTIONS SYMETRIQUES

Jj = Sj-1(er + [—e2)).

Ou les J; sont les nombres de Jacobsthal- Lucas.

€1 — €y = 1
-Si on pose et , la formule (4.9)devient :
€16y = 1

o 4 P
X_% e+ [-el)s = i
]_
= > B
=0
C’est a dire :
Fj = Sj-a(er + [—ea]).
€1 — €y = 2
Ou les F} sont les nombres de Fibonnacci. [18] On pose et
€163 = 1
(4.9)devient :
o ' P
Z:Sj—l(el tlel)d = 7
7=0
- >pe
=0

Qui est donnée par 18] c’est a dire :

Py = Sj1(ex +[—ea]).
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€1 — €y = 3
Ou P; sont les nombres de Pell. On pose et , la formule (4.9)devient :
€16y = -1

(e 9]

Z Sialer + [—es))s =

z
1—32+4 22

Z FQij
§=0

> L
j=0

Cette formule nous permet de déduire le produit des nombres de Fibonnacci et de

Lucas.

F2j = F}LJ = Sj,1(€1 + [—62]). (410)
Qui est donnée par [1§]
€1 — €y = 5
On pose et , la formule (4.9)devient :
€1€2 = —4
ig_ (e +[—e)sd = — 2
= J-1 2 1 —b5z+ 422
= DY
=0
= > Jig#
=0

Qui est donnée par tel que :

Joj = Jiji = Si—1(er + [—ez]).

En remplacant e; par (3e;) et es par (—3eq) dans la formule (4.4)), le lemme (4.1.1))
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s’écrit alors :

i S;(3e1 + [—3eq))2! = !

. 4.11
= 1 —3(e; — e2)z — 9Yege92? ( )
De la formule (4.11]) nous pouvons déduire :
S (25 (36 + [—8ea]) — (e1 — €)S; 1 (361 + [<3ea])]#d = — 2 (A )E o)
s ! 2 1 F2/e-1eH 2 1—3(e; —e3)z — 9ere922
De la formule (4.12)) on a :
Z 25;(3e1 4+ [—3ea]) — (e1 — €2)S;-1(3e1 + [—3e2))]2? =
]7
B 2 B (61 —e2)z
11— 3(e1 —ex)z — 9e1e922 1 —3(e; — e3)z — Yeqen2?
s (e1 —eg)z
= 25;(3e1 + |—3es3]) — )
JZ:;) i1+ [=3es]) 1 —3(e; — e2)z — Yeqe92?
Donc :
S (e — €)1 (3es + [Beg]) e = (A€ (113)
= a= 1 —3(e; — €2)z — 9eye922
€1 — €y = 2
On pose et , la formule (4.13))devient :
96162 =-1
> : 2z
25, 1(3e; + [~3eg))ed = ——
= > Py
=0
= > P
=0
Qui est donnée par tel que :
ng == P]Q] == 23]'_1(361 + [—362]) (414)
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D’apres on a :

00 ) 2_22
F2,7 —
;) i® 1—22—2224 23
z2—22—2+42
1—22—2224 23

_ (22+2) — 22

=14 22422223

_ 2242 2z

T 1422422223 14224222 23
B —z 2 z

T 1 3+ (g2 (1 342

el . 2 el .
= — FQ'ZJ+ X FQ‘Z']
].ZO ! (1+2) jzo !

- <<1iz)_1>§F2jzj.
_ ((1 i - 1) ;ffosj_l(el + [ea) 4.

Qui est donnée par la formule(4.10)) et représente une fonction génératrice tel que :

(1+2)

= (1) S+l

D’apres on a :

[e’s) ) 2—22
P2y =
jz:%] i* 1—5z—522+ 23
B z 2z
1 —5z2—-0522423 1—5z—D5z2+28
B —z . 1 y 2z
162422 (142 1—62+422
1 A 1 s :
= —= PQ‘Z]+ X PQ‘ZJ
QJZIO ! (1+2) ;) !
1 1\ &
= - = Py’
((Hz) 2)% N
1 1\ & .
= - = 2S5 _1(3e; + [3es]) 2.
(5 3) S5t + )
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Qui est donnée par la formule(4.14)) et représente une fonction génératrice tel que :

2 = 2 — i e e
P2 = <(1+Z) 1> 25,_1(3e; + [3ea)).
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Résumeé

Dans ce mémoire, nous avons présenté des résultats sur les fonctions symétriques
élémentaires, completes et sommes de puissances et nous avons utilisé des concepts des
fonctions symétriques pour obtenir des nouveaux résultats sur le produit des suites de
Lucas et Pell-Lucas, et le produits de nombres de Jacobsthal et Jacobsthal-Lucas.

Mots clés :Fonction symétriques, Fonctions de Schur, Fonctions génératrice de

suite de Lucas, Pell-Lucas, Jacobsthal et Jacobsthal-Lucas .



Abstract

In this work, we presented the results of the elementary symmetric functions, the complete
functions and the power sums, and we used the concepts of symmetric functions to obtain
new results on the product suites of Lucas and Pell-Lucas and the product numbers

Jacobsthal and Jacobsthal Lucas.
KGYWOI'CIS «Symmetric functions, Schur functions, Generating function for
the Lucas sequences, the Pell-Lucas, the Jacobsthal and the Jacobsthal-Lucas.
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