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INTRODUCTION

Les fonctions symétriques se situent dans le domaine du combinatoire algébrique ou

la motivation principale est le calcule de certaines identités issues des mathématiques

discrètes ou de la physique, à l’aide des objets combinatoires.

De nos jours, l’étude des fonctions symétriques se situe à la croisée de la combinatoire,

de la physique et de l’algèbre.

Ce mémoire présenté une étude théorique et pratique sur les fonctions symétriques

organisée en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les notions générales, telles que les définitions

des séries formelles, ainsi que les relations de récurrences.

En fin on définit les séries génératrices utilisées pour obtenir des formules explicites

des suites définies par récurrence linéaire par exemple pour les suites des nombres de

Lucas, de Pell- Lucas, Jacobsthal et Jacobsthal-lucas.

Dans le deuxième chapitre, nous introduisons les fonctions symétriques ainsi que leurs

propriétés.

Dans le troisième chapitre on introduit les fonctions de Schur Sλ puisqu’elles forment

au même titre que les fonctions monomiales, homogènes et élémentaire, une base sur les

fonctions symétriques.

Dans le dernier chapitre nous présentons des nouveaux résultats obtenus sur les fonc-

tions génératrices des produits des nombres de Lucas et Pell-Lucas, et le produits de

1
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nombres de Jacobsthal et Jacobsthal-Lucas.

Une liste de références, une conclusion et des mots clés sont donnés a la fin de ce

mémoire.
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CHAPITRE 1

NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions générales, nous commençons par définir

les séries formelles, Ensuite les Relations de Récurrence . Enfin nous introduisons la notion

des fonctions génératrices associées aux suites : (Lucas, Pell-Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal-

Lucas ).

1.1 Séries Formelles

1.1.1 Anneau des séries formelles

Définition 1. Un anneau est un ensemble A muni de deux lois internes notées + et ×,

et deux éléments notés 0 et 1, tels que :

(1) (A,+, .) est un groupe commutatif,

(2) la loi × est associative et 1 est neutre pour cette loi,

(3) la loi × est distributive à droite et gauche pour + : ∀(a, b, c) ∈ A3, a × (b + c) =

a× b+ a× c et (b+ c)× a = b× a+ c× a.

Définition 2. Un anneau est dit intègre s’il est non nul et ne possède pas de diviseurs de

zéro .

3



v CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Définition 3. Les éléments de l’ensemble A[[X]] ≡


∞∑
j=0

ajx
j, aj ∈ A


s’appellent les séries formelles (à une indéterminée)à coefficients dans A.

Pour j ∈ N, xj s’appelle le monôme de degré j et aj est son coefficients.

Définition 4. [9] Soient u(x) =
∞∑
j=0

ajx
j et v(x) =

∞∑
j=0

bjx
j deux séries formelles.

On peut définir leur somme et leur produit comme suit :

(u+ v)(x) =
∞∑
j=0

(aj + bj)xj. (1.1)

(u.v)(x) =
∞∑
j=0

 j∑
k=0

ak.bj−k

xj. (1.2)

Cette seconde loi définit le produit de convolution (ou produit de Cauchy) de deux

séries formelles (selon l’usage, ce produit sera également noté u.v ou uv).

1.1.2 Autres opérations sur les séries formelles

a)Multiplication par un scalaire : v =
∞∑
j=0

kajx
j est le produit de

u =
∞∑
j=0

ajx
j par le scalaire k.

b)Dérivation : v =
∞∑
j=0

(j + 1)aj+1x
j est le résultat de la dérivation de u =

∞∑
j=0

ajx
j par

rapport à x.

On utilise aussi la notation dérivation, On a immédiatement :

(u+ v)′ = u
′ + v

′
.

Et pour tout scalaire k :

(k.u)′ = k.u
′
.
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v CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

On a encore la formule habituelle :

(u.v)′ = u
′
.v + u.v

′
.

On a pour tout entier n ≥ 1 :

(un)′ = nun−1.u
′
.

c)Division : Soient u et v deux séries formelles telles que v 6= 0, v divise u si et

seulement s’il existe une série formelle w telle que :

u = v.w.

1.1.3 Séries inversibles

Définition 5. On dit que la série
∞∑
j=0

bjx
j est l’inverse de la série

∞∑
j=0

ajx
j,

Si :
 ∞∑
j=0

ajx
j

 ∞∑
j=0

bjx
j

 = 1. (1.3)

Proposition 1.1.1. [22] Une série formelle u(x) =
∞∑
j=0

ajx
j est inversible si et seulement

si a0 6= 0.

Démonstration. Soient u(x) =
∞∑
j=0

ajx
j et v(x) =

∞∑
j=0

bjx
j deux séries formelles

telle que :

u(x)v(x) = 1.

Donc nécessairement :

a0b0 = 1 et ∀j ∈ N∗,
j∑

k=0
akbj−k = 0.

Alors le coefficient a0 6= 0 réciproquement, supposons que a0 6= 0, alors le système
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v CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

triangulaire d’équations :



a0b0 = 1.

a1b0 + a0b1 = 0.
...

anb0 + an−1b1 + · · ·+ a0bn = 0.

a une unique solution.

1.1.4 Substitution d’une série formelle dans une autre

Définition 6. Soit v(x) =
∞∑
j=0

bjx
j telle que u(x) =

∞∑
i=0

aix
i.

On appelle composée de u par v et on note u(v) (ou u ◦ v) la série formelle

∞∑
i=0

aiv
i.

On dit que u ◦ v est obtenue par substitution de v à x dans u.

Proposition 1.1.2. [9] Soit v une série sans terme constant.

L’application u 7→ u ◦ v est un homomorphisme de A[[X]] dans lui-même.

En d’autres termes, on a :

(u+ w) ◦ v = u ◦ v + w ◦ v. (1.4)

(u.w) ◦ v = (u ◦ v).(w ◦ v). (1.5)

Et donc :

un ◦ v = (u ◦ v)n (n ≥ 1). (1.6)

De plus

1 ◦ v = 1. (1.7)
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v CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.2 Fonctions Génératrices

1.2.1 Fonctions génératrices ordinaires

Soit (un)n≥0 une suite de nombres, on associe à cette suite la série génératrice ordinaire

(SGO) suivante :

S(u)(x) = g(x) =
∞∑
n=0

unx
n, (1.8)

La fonction définie par cette série est appelée fonction génératrice ordinaire associée

à (Un)n≥0.

Proposition 1.2.1. Pour toute entier n ≥ 0, On a :

(1 + z)n =
n∑
k=0

 n

k

 zk

1
1− z =

∑
n≥0

zn

Si l’on écrit le développement en série entier à l’origine de (1−z)−n, On obtient pour

|z| < 1,

(1− z)−n = 1 +
∞∑
k=1

(−n)(−n− 1)...(−n− k + 1)
k! (−z)k

1.2.2 Fonctions génératrices associées à la suite Fibonacci

Considérons la suite de Fibonacci définie par[18] :


F0 = 0

F1 = 1

Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2.

Posons :

S(F )(x) = g(x) =
∞∑
n=0

Fnx
n,
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v CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

g(x) = F0 + F1x+
∞∑
n=2

(Fn−1 + Fn−2)xn

= 0 + x+ x

( ∞∑
n=0

Fnx
n − F0

)
+ x2

∞∑
n=2

Fn−2x
n−2

= x+ xg(x) + x2g(x).

Donc :

g(x) = x

1− x− x2 (1.9)

1.2.3 Fonctions génératrices associées à la suite Lucas

Considérons la suite de Lucas définie par[18] :


L0 = 2

L1 = 1

Ln = Ln−1 + Ln−2, n ≥ 2.

Posons :

S(L)(x) = g(x) =
∞∑
n=0

Lnx
n.

g(x) = L0 + L1x+
∞∑
n=2

(Ln−1 + Ln−2)xn

= 2 + x+ x

( ∞∑
n=0

Lnx
n − L0

)
+ x2

∞∑
n=2

Ln−2x
n−2

= 2− x+ xg(x) + x2g(x).

Donc :

g(x) = 2− x
1− x− x2 (1.10)
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v CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.2.4 Fonctions génératrices associées à la suite Pell-Lucas

Considérons la suite de Pell-Lucas définie par [18] :


Q0 = 2

Q1 = 2

Qn = 2Qn−1 +Qn−2, n ≥ 2.

Posons :

S(Q)(x) = g(x) =
∞∑
n=0

Qnx
n.

g(x) = Q0 +Q1x+
∞∑
n=2

(Qn−1 +Qn−2)xn

= 2 + 2x+ x

( ∞∑
n=0

Qnx
n −Q0

)
+ x2

∞∑
n=2

Qn−2x
n−2

= 2− 2x+ 2xg(x) + x2g(x).

Donc :

g(x) = 2− 2x
1− 2x− x2 (1.11)

1.2.5 Fonctions génératrices associées à la suite Jacobsthal

Considérons la suite de Jacobsthal définie par [18] :


J0 = 0

J1 = 1

Jn = Jn−1 + 2Jn−2, n ≥ 2.

Posons :

S(J)(x) = g(x) =
∞∑
n=0

Jnx
n.
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g(x) = J0 + J1x+
∞∑
n=2

(Jn−1 + 2Jn−2)xn

= x+ x

( ∞∑
n=0

Jnx
n − J0

)
+ 2x2

∞∑
n=2

Jn−2x
n−2

= x+ xg(x) + 2x2g(x).

Donc :

g(x) = x

1− x− 2x2 (1.12)

1.2.6 Fonctions génératrices associées à la suite Jacobsthal-Lucas

Considérons la suite de Jacobsthal-Lucas définie par [18] :


j0 = 2

j1 = 1

jn = jn−1 + 2jn−2, n ≥ 2.

Posons :

S(j)(x) = g(x) =
∞∑
n=0

jnx
n.

g(x) = j0 + j1x+
∞∑
n=2

(jn−1 + jn−2)xn

= 2 + x+ x

( ∞∑
n=0

jnx
n − j0

)
+ x2

∞∑
n=2

jn−2x
n−2

= 2− x+ xg(x) + 2x2g(x).

Donc :

g(x) = 2− x
1− x− 2x2 (1.13)

G10H



v CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

1.3 Relations de Récurrence

1.3.1 Relation de récurrence linéaire homogène

Définition 7. Une relation de récurrence est dite linéaire homogène d’ordre k à coeffi-

cients constants, si elle est de la forme :

un + d1un−1 + d2un−2 + · · ·+ dkun−k = 0. (1.14)

Où d1, d2, · · · , dk ∈ R, dk 6= 0.

Remarque 1.3.1. un = 0 est une solution de l’équation (1.14), elle s’appelle solution

triviale .

Remarque 1.3.2. un = xn est solution de l’équation (1.14), avec un 6= 0, vérifie

xn + d1x
n−1 + d2x

n−2 + · · ·+ dkx
n−k = 0⇔ xk + d1x

k−1 + d2x
k−2 + · · ·+ dk = 0. (1.15)

Cette dernière équation est l’équation caractéristique de la relation de récurrence.

1.3.2 Polynôme caractéristique

Définition 8. Soit un + d1un−1 + d2un−2 + · · ·+ dkun−k = 0, le polynôme caractéristique

qui lui correspond est :

P (x) = xk + d1x
k−1 + d2x

k−2 + · · ·+ dk. (1.16)

Remarque 1.3.3. L’équation caractéristique associée à la relation de récurrence est ob-

tenue en annulant le polynôme caractéristique de cette dernière. Les racines du polynôme

caractéristique sont appelées les racines caractéristiques.

Théorème 1.3.1. [24] Soient d1, d2, · · · , dk des nombres réels tels que dk est non nul.

Supposons que le polynôme caractéristique P (x) admet k racines distinctes

G11H



v CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

x1, x2, · · · , xk, alors un est une solution générale de la relation de récurrence si et seule-

ment si

un = c1x
n
1 + c2x

n
2 + · · ·+ ckx

n
k . (1.17)

Avec c1, c2, · · · , ck des constantes réelles.

Exemple 1.3.1. Soit la récurrence de la suit de Pell :

 Pn − 2Pn−1 − Pn−2 = 0, n ≥ 2

P0 = 0 et P1 = 1

Son équation caractéristique est :

x2 − 2x− 1 = 0,

qui a pour racines simples :

x1 = 1−
√

2 ou x2 = 1 +
√

2

La solution générale est donnée par :

Pn = c1x
n
1 + c2x

n
2

Chercher c1, c2 sur la base de la relation suivante :

 c1 + c2 = 0 Si n = 0

c1x1 + c2x2 = 1 Si n = 1

Par suite : 
c1 = − 1

2
√

2
c2 = 1

2
√

2
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v CHAPITRE 1. NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Alors :

Pn = 1
2
√

2
[
(1 +

√
2)n − (1−

√
2)n

]
.

Théorème 1.3.2. [24] Soient d1, d2, · · · , dk des nombres réels tels que dk est non nul.

Supposons que le polynôme caractéristique P (x) admet r racines x1, x2, · · · , xr de mul-

tiplicité m1,m2, · · · ,mr telles que mi ≥ 1, i ∈ 1.r et
r∑
i=0

mi = k, alors un est une

solution générale de la relation de récurrence si et seulement si

un =
r∑
i=0

(
ci1 + ci2n+ · · ·+ cimi

nmi−1
)
xni (1.18)

Avec cij des constantes réelles ∀i, j tels que 1 ≤ i ≤ r et 0 ≤ j ≤ mr.

Exemple 1.3.2. Soit la relation de récurrence

 u0 = 3, u1 = −7

un + 2un−1 + un−2 = 0.

Son équation caractéristique est

x2 + 2x+ 1 = 0,

qui a pour racine double :

x = −1

La solution générale est donnée par :

un = (−1)n(c1 + c2n),

chercher c1, c2 sur la base de la relation suivante :

 c1 = 3 Si n = 0

−c1 − c2 = −7 Si n = 1
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Par suite :  c1 = 3

c2 = 4

Alors :

un = (−1)n(3 + 4n).
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CHAPITRE 2

FONCTIONS SYMÉTRIQUES

Dans ce chapitre nous intéressons aux éléments de base de la théorie des fonctions

symétriques, au première section nous rappellerons les notions des équations algébriques

de deuxième degré, a la deuxième section nous introduisons les fonctions symétriques élé-

mentaires, complets et sommes de puissances . Dans la troisième section nous rappellerons

quelques propriétés des fonctions symétriques .

2.1 Equations du deuxième degré

Considérons l’équation du deuxième degré [19] :

x2 = a1x+ a2 telle que (a1, a2 ∈ C).

On a alors (formules de Viète) :

a1 = α1 = λ1 + λ2 et a2 = −α2 = −λ1λ2.

15
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(où λ1 et λ2 sont les deux racines de l’équation, réelles ou complexes, distinctes ou non).

Posons :

M =

 a1 a2

1 0


Cette matrice est appelée : "matrice compagnon" du polynôme :

P (x) = x2 − a1x− a2.

D’autre part, définissons la suite (un) par la relation de récurrences :

 un+1

un

 = M

 un

un−1

 ,
et par les valeurs initiales : u0 = 0 et u1 = 1

On a alors :  un+1

un

 =

 a1 a2

1 0


 un

un−1


Donc :

1)un+1 = a1un + a2un−1

2)

 un+1

un

 = Mn

 u1

u0

 = Mn

 1

0

 .
Posons :

qn = un+1

un

qn+1 = un+2

un+1
= a1un+1 + a2un

un+1
= a1un+1

un+1
+ a2un
un+1

= a1 + a2
un+1

un

= a1 + a2

qn

Si on réitère cette opération, on obtient :

qn+1 = a1 + a2

qn
= a1 + a2

a1 + a2

qn−1

= a1 + a2

a1 + a2

a1 + a2

qn−2

= ...

On voit apparaître un développement en fraction continue.

De plus, si (qn) converge vers une limite l, on doit avoir, d’après l’égalité
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qn+1 = a1 + a2

qn
:

l = a1 + a2

l

Donc :

l2 = a1l + a2

Donc :

l = λ1 ou λ2

Nous verrons plus loin, d’une part, les conditions de convergence et d’autre part

laquelle des deux racines est la limite effective de la suite . (On verra que c’est la racine

qui a le plus grand module.)

Passons à la diagonalisation de la matrice M , recherchons ses valeurs propres :

∣∣∣∣∣∣∣
a1 − λ a2

1 −λ

∣∣∣∣∣∣∣ = λ2 − a1λ− a2

Ce déterminant s’annule pour λ = λ1 ou λ2 ,

les valeurs propres de la matrice M sont donc les racines de l’équation :

x2 = a1x+ a2

Recherchons les vecteurs propres :

 a1 a2

1 0


 x

y

 = λi

 x

y

 (i = 1 où 2),

donc :  a1x+ a2y = λix

x = λiy

Ces deux équations équivalent à :

x = λiy
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Donc les vecteurs propres de M sont proportionnels à :

−→v1 =

 λ1

1

 et −→v2 =

 λ2

1


Remarquons que :

M−→v1 = λ1
−→v1 =

 λ2
1

λ1

 et Mn−→v1 = λn1
−→v1 =

 λn+1
1

λn1

 ,
de méme :

M−→v2 = λ2
−→v2 =

 λ2
2

λ2

 et Mn−→v2 = λn2
−→v2 =

 λn+1
2

λn2

 .
Nous supposerons, pour le moment : λ1 6= λ2 et même plus précisément :

|λ1| > |λ2|

On a donc :

(3)M = 1
λ1 − λ2

 λ1 λ2

1 1


 λ1 0

0 λ2


 1 −λ2

−1 λ1



(4)Mn = 1
λ1 − λ2

 λ1 λ2

1 1


 λn1 0

0 λn2


 1 −λ2

−1 λ1



=



λn+1
1 − λn+1

2
λ1 − λ2

−λ1λ2
λn1 − λn2
λ1 − λ2

λn1 − λn2
λ1 − λ2

−λ1λ2
λn−1

1 − λn−1
2

λ1 − λ2


Cette égalité est encore valable pour n < 0, à condition que M soit inversible,

G18H



v CHAPITRE 2. FONCTIONS SYMÉTRIQUES

ce qui suppose :

detM = −a2 6= 0, donc λ1 6= 0 et λ2 6= 0

Il est alors possible de définir un pour n < 0 grâce à la relation de récurrence :

un−1 = un+1 − a1un
a2

Voyons les conséquences de l’égalité (4) sur la convergence de la suite (qn) :

 un+1

un

 = Mn

 u1

u0

 =



λn+1
1 − λn+1

2
λ1 − λ2

−λ1λ2
λn1 − λn2
λ1 − λ2

λn1 − λn2
λ1 − λ2

−λ1λ2
λn−1

1 − λn−1
2

λ1 − λ2


 u1

u0

 ,

donc :

un = λn1 − λn2
λ1 − λ2

u1 − λ1λ2
λn−1

1 − λn−1
2

λ1 − λ2
u0 = λn1

u1 − λ2u0

λ1 − λ2
− λn2

u1 − λ1u0

λ1 − λ2

= λn1

[
u1 − λ2u0

λ1 − λ2
−
(
λ2

λ1

)n
u1 − λ1u0

λ1 − λ2

]

Si n −→∞,
(
λ2

λ1

)n
−→ 0 donc : un ∼ λn1

u1 − λ2u0

λ1 − λ2
donc : un+1

un
−→ λ1(a condition que :

u1 6= λ2u0).

De même : un = λn2

[(
λ1

λ2

)n
u1 − λ2u0

λ1 − λ2
− u1 − λ1u0

λ1 − λ2

]

Si n −→ −∞,
(
λ1

λ2

)n
−→ 0 donc : un ∼ λ2

n−u1 + λ1u0

λ1 − λ2
donc :un+1

un
−→ λ2(a condition

que : u1 6= λ1u0).

On voit donc que la convergence est indépendante du choix des valeurs initiales

u0 et u1, pourvu que le vecteur :

 u1

u0

 ne soit pas un vecteur propre.

Par conséquent, à toute équation du second degré de la forme : x2 = a1x+ a2.

On peut associer une suite (un)telle que un+1 = a1un + a2un−1
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Le "ratio" qn converge, dans le cas général, vers la racine de l’équation qui a le plus grand

module (si n→ +∞ ) ou vers celle qui a le plus petit module (si n→ −∞).

Le cas des équations ayant deux racines de même module doit être examiné séparément.

Remarque 2.1.1. Dans le cas particulier de l’équation x2 = x + 1, les racines λ1 et λ2

sont les nombres d’or Φ1 et Φ2, et la suite (un) est la suite de Fibonacci F (n) .

2.2 Fonctions symétriques

Définition 9. [4] Une fonction f(x1, x2, ..., xn) en n variables est symétrique si pour tout

permutations de l’ensemble d’indices {1, 2, ..., n} l’égalité suivante est vérifiée :

f(x1, x2, .., xn) = f(xs(1), xs(2), ..., xs(n)). (2.1)

Considérons une équation de degré n :

(x− λ1)(x− λ2)(x− λ3)...(x− λn) = 0, (2.2)

à n racines réelles ou complexes (λ1, λ2, .., λn), si nous développons le membre de

gauche, nous obtenons :

xn − e1x
n−1 + e2x

n−2 − e3x
n−3 + e4x

n−4 − e5x
n−5 + ...+ (−1)nen = 0 (2.3)

Ou e1, e2, ..., en sont des polynômes homogènes et symétriques en λ1, λ2, ..., λn

Pour étre plus rigoureux, on pourra les noter ei(λ1, λ2, ..., λn), ou e
(n)
i (si on veut

seulement préciser le nombre de racines), ou encore ei(f), f étant le polynôme :

(X − λ1)(X − λ2)...(X − λn)

Ces polynômes ei sont appelés : fonctions symétriques élémentaires des racines .
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2.2.1 Fonctions symétriques élémentaires

Définition 10. On appelle k-ième fonction symétrique élémentaire la fonction définie

par :

e
(n)
k = ek(λ1, λ2, ..., λn) =

∑
i1+i2+...+in=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n , 0 ≤ k ≤ n, (2.4)

avec i1, i2, ..., in = 0 ou 1

Exemple 2.2.1. Pour une équation de degré 2(n = 2, les racines : λ1 et λ2), on a :


e0 = 1

e1 = λ1 + λ2

e2 = λ1λ2

Pour une équation de degré 3(n = 3, les racines : λ1, λ2 et λ3), on a :



e0 = 1

e1 = λ1 + λ2 + λ3

e2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3

e3 = λ1λ2λ3

Remarque 2.2.1. enm s’annule pour m > n.

Proposition 2.2.1. [19]

1)e(n+1)
k = λn+1e

(n)
k−1 + e

(n)
k (2.5)

2)e(n)
k = λne

(n−1)
k−1 + λn−1e

(n−2)
k−1 + ...+ λn−ie

(n−i−1)
k−1 + ...+ λke

(k−1)
k−1 (2.6)
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Démonstration.

1)λn+1e
(n)
k−1 + e

(n)
k = λn+1

 ∑
i1+i2+...+in=k−1

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n

+
∑

i1+i2+...+in=k
λi11 λ

i2
2 ...λ

in
n

=
∑

i1+i2+...+in=k−1
λi11 λ

i2
2 ...λ

in
n λ

1
n+1 +

∑
i1+i2+...+in=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n λ

0
n+1

=
∑

i1+i2+...+in+1=k−1+1=k
λi11 λ

i2
2 ...λ

in
n λ

1
n+1 +

∑
i1+i2+...+in+0=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n λ

0
n+1

=
∑

i1+i2+...+in+1=k
λi11 λ

i2
2 ...λ

in
n λ

in+1
n+1 , in+1 = 0 ou 1

= e
(n+1)
k

2)e(n)
k = λne

(n−1)
k−1 + e

(n−1)
k

= λne
(n−1)
k−1 + λn−1e

(n−2)
k−1 + e

(n−2)
k

= λne
(n−1)
k−1 + λn−1e

(n−2)
k−1 + λn−2e

(n−3)
k−1 + en−3

k

= λne
(n−1)
k−1 + λn−1e

(n−2)
k−1 + λn−2e

(n−3)
k−1 + ...+ λn−ie

(n−i+1)
k−1 + ...+ λke

(k−1)
k−1

Proposition 2.2.2. Les fonctions symétriques élémentaires peuvent également se définir

comme les coefficients du développement en série formelle :

E(z) =
∞∑
k=0

ekz
k =

n∏
i=1

(1 + λiz), (2.7)

Avec ek(λ1, λ2, ...λn) s’annule pour k > n

Démonstration. On a :

e
(n)
k = ek(λ1, λ2, ..., λn) =

∑
i1+i2+...+in=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n , avec e

(n)
k = 0, si k > n

Par récurrence sur n montrons que :

∞∑
k=0

ekz
k =

n∏
i=1

(1 + λiz)
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Pour n = 2 ,on a :

2∏
i=1

(1 + λiz) = (1 + λ1z).(1 + λ2z)

= 1 + (λ1 + λ2)z + λ1λ2z
2

= e0 + e1z + e2z
2

=
2∑

k=0
ekz

k.

Supposons que la propriété est vraie pour n :

n∑
k=0

ekz
k =

n∏
i=1

(1 + λiz)

Et montrons que la propriété est vraie pour n+ 1 :

n+1∑
k=0

ekz
k =

n+1∏
i=1

(1 + λiz)

n+1∏
i=1

(1 + λiz) =
n∏
i=1

(1 + λiz)(1 + λn+1z) =
(

n∑
k=0

ekz
k

)
(1 + λn+1z)

=
n∑
k=0

ekz
k + λn+1

n∑
k=0

ekz
k+1

=
n∑
k=0

ekz
k + λn+1

n+1∑
k=1

ek−1z
k

=
n∑
k=0

ekz
k + λn+1

n+1∑
k=0

ek−1z
k

=
∑
k>0

e
(n)
k zk + λn+1

∑
k>0

e
(n+1)
k−1 zk

=
∑
k>0

(
e

(n)
k + λn+1e

(n+1)
k−1

)
zk

=
∑
k>0

e
(n+1)
k zk

=
n+1∑
k=0

ekz
k.
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2.2.2 Fonctions symétriques Complètes

Définition 11. On définit également les fonctions symétriques complètes des racines de

la façon suivante :

h
(n)
k = hk(λ1, λ2, ..., λn) =

∑
i1+i2+...+in=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n , (2.8)

avec i1, i2, ..., in ≥ 0

Exemple 2.2.2. Pour une équation de degré 2 (n = 2, les racines λ1 et λ2),

on a : 

h0 = 1

h1 = λ1 + λ2

h2 = λ2
1 + λ1λ2 + λ2

2

h3 = λ3
1 + λ3

2 + λ2
1λ2 + λ2

2λ1

.

.

.

Pour une équation de degré 3 (n = 3 ;les racines λ1, λ2 et λ3), on a :



h0 = 1

h1 = λ1 + λ2 + λ3

h2 = λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 + λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3

h3 = λ3
1 + λ3

2 + λ3
3 + λ2

1λ2 + λ2
1λ3 + λ2

2λ1 + λ2
2λ3 + λ2

3λ1 + λ2
3λ2 + λ1λ2λ3

.

.

.

Proposition 2.2.3. [19]

1)h(n+1)
k = λn+1h

(n+1)
k−1 + h

(n)
k (2.9)

2)h(n+1)
k = λkn+1 + λk−1

n+1h
(n)
1 + λk−2

n+1h
(n)
2 + λk−3

n+1h
(n)
3 + ...+ λn+1h

(n)
k−1 + h

(n)
k (2.10)
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Démonstration.

1)λn+1h
(n+1)
k−1 + h

(n)
k = λn+1

∑
i1+i2+...+in+1=k−1

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n λ

in+1
n+1 +

∑
i1+i2+...+in=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n

=
∑

i1+i2+...+in+1=k−1
λi11 λ

i2
2 ...λ

in
n λ

in+1
n+1λ

1
n+1 +

∑
i1+i2+...+in=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n λ

0
n+1

=
∑

i1+i2+...+in+in+1+1=k
λi11 λ

i2
2 ...λ

in
n λ

in+1+1
n+1 +

∑
i1+i2+...+in+0=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n λ

0
n+1

=
∑

i1+i2+...+in+(in+1+1)=k
λi11 λ

i2
2 ...λ

in
n λ

in+1+1
n+1 +

∑
i1+i2+...+in+0=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n λ

0
n+1

On a in+1 ≥ 0 donc in+1 + 1 ≥ 0 supposons i′n+1 = in+1 + 1, ou 0

alors i
′
n+1 ≥ 0

Donc :

λn+1h
(n+1)
k−1 + h

(n)
k =

∑
i1+i2+...in+i′n+1=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n λ

i
′
n+1
n+1

= h
(n+1)
k

2)h(n+1)
k = λn+1h

(n+1)
k−1 + h

(n)
k

= λn+1
(
λn+1h

(n+1)
k−2 + h

(n)
k−1

)
+ h

(n)
k

= λ2
n+1h

(n+1)
k−2 + λn+1h

(n)
k−1 + h

(n)
k

= λ3
n+1h

(n+1)
k−3 + λ2

n+1h
(n)
k−2 + λn+1h

(n)
k−1 + h

(n)
k

...

= λin+1h
(n+1)
k−i + λi−1

n+1h
(n)
k−(i−1) + ...+ λ2

n+1h
(n)
k−2 + λn+1h

(n)
k−1 + h

(n)
k , i < k.

...

= λkn+1 + λk−1
n+1h

(n)
1 + λk−2

n+1h
(n)
2 + λk−3

n+1h
(n)
3 + ...+ λn+1h

(n)
k−1 + h

(n)
k
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Proposition 2.2.4. On peut également définir les k-ièmes fonctions complètes comme les

coefficient du développement en série formelle :

H(z) =
∑
k≥0

hkz
k =

∏
i≥1

(1− λiz)−1 (2.11)

Démonstration. On a :

h
(n)
k = hk(λ1, λ2, ..., λn) =

∑
i1+i2+...+in=k

λi11 λ
i2
2 ...λ

in
n

Pour n = 2, on a :

∑
k≥0

h
(2)
k zk = h

(2)
0 + h

(2)
1 z + h

(2)
2 z2 + ...

= 1 + (λ1 + λ2)z + (λ2
1 + λ1λ2 + λ2)z2 + ...

= (1 + λ1z + λ2
1z

2 + ...)(1 + λ2z + λ2
2z

2 + ...)

=
∑
k≥0

(λ1z)k
∑

k≥0
(λ2z)k


= 1

(1− λ1z)(1− λ2z)

= 1
2∏
i=1

(1− λiz)
.

Supposons que la propriété est vraie pour n :

∑
k≥0

h
(n)
k zk =

n∏
i=1

(1− λiz)−1.

Et montrons que la propriété est vraie pour n+ 1 :

∑
k≥0

h
(n+1)
k zk =

n+1∏
i=1

(1− λiz)−1.

On a :

h
(n+1)
k = λn+1h

(n+1)
k−1 + h

(n)
k .
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Donc :

∑
k≥0

h
(n+1)
k zk =

∑
k≥0

(
λn+1h

(n+1)
k−1 + h

(n)
k

)
zk

= λn+1
∑
k≥0

h
(n+1)
k−1 zk +

∑
k≥0

h
(n)
k zk

= λn+1
∑
k≥1

h
(n+1)
k−1 zk +

∑
k≥0

h
(n)
k zk

= λn+1z
∑
k≥0

h
(n+1)
k zk +

∑
k≥0

h
(n)
k zk

= λn+1z
n+1∏
i=1

(1− λiz)−1 +
n∏
i=1

(1− λiz)−1

= λn+1z + (1− λn+1z)
n+1∏
i=1

(1− λiz)

= 1
n+1∏
i=1

(1− λiz)

Définition 12. [19] Soit n un entier supérieur ou égal à 2, On définie Une matrice de

Vandermonde par :

V(λ1, λ2, ..., λn) =



1 λ1 λ2
1 · · · λn−1

1

1 λ2 λ2
2 · · · λn−1

2

1 · · · · · · · · · · · ·

1 λn λ2
n · · · λn−1

n


(2.12)

Proposition 2.2.5. Le déterminant d’une matrice de Vandermonde est :

D(λ1, λ2, ..., λn) =
∏

1≤j<i≤n
(λi − λj) (2.13)

(produit de n(n− 1)
2 facteurs).

Proposition 2.2.6. [19] Soient m et n étant deux entiers strictement positifs, et les
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racines λ1, λ2, ..., λn étant toutes distinctes, on a l’égalité :

h(n)
m =

n∑
i=1

λm+n−1
i∏

j∈{1,...,n}−{i}
(λi − λj)

. (2.14)

Où le produit est étendu à tous les entiers j différents de i, compris entre 1 et n.

Démonstration. Par récurrence On a :

- Pour n=1, l’égalité se réduit à : h(1)
m = λm1 ,ce qui est manifestement vrai.

- Pour m=1, l’égalité à démontrer est :

h
(n)
1 =

n∑
i=1

λni∏
j∈{1,...,n}−{i}

(λi − λj)

Au dénominateur, remplaçons (λi − λj) par (λj − λi) chaque fois que j est supérieur

à i (donc n− i fois) ; ceci revient à multiplier le dénominateur par (−1)n−i.

Ensuite, multiplions-le par D(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn) (ou λi a été exclu ) ; nous

obtenons alors D(λ1, λ2, ..., λn).

Faisons de même au numérateur . Il vient :

n∑
i=1

λni∏
j∈{1,...,n}−{i}

(λi − λj)
=

n∑
i=0

(−1)n−iλniD(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn)

D(λ1, λ2, ..., λn)

Etudions le numérateur de cette fraction :

N(λ1, λ2, ..., λn) =
n∑
i=0

(−1)n−iλniD(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn);

montrons d’abord qu’il est multiplié par (−1) quand on permute deux racines.

On voit que
n∑
i=1

λni∏
j∈{1,...,n}−{i}

(λi − λj)
,

est indépendant de l’ordre des racines .
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Si on permute deux racines quelconques, le dénominateur D(λ1, λ2, ..., λn) change de

signe, donc il en est de même pour le numérateur N(λ1, λ2, ..., λn)

Montrons ensuite que N(λ1, λ2, ..., λn) s’annule si deux racines λk et λl (k 6= l) sont

égales.

Nous pouvons supposer que k = 1 et l = 2, puisqu’une permutation des racines ne

peut pas modifier la valeur absolue de N(λ1, λ2, ..., λn).

Si λ1 = λ2, tous les déterminants de Vandermonde contenant à la fois λ1 et λ2

s’annulent, et N(λ1, λ2, ..., λn) se réduit donc à une somme de deux termes :

N(λ1, λ2, ..., λn) = (−1)n−1λn1D(λ2, λ3, ..., λn) + (−1)n−2λn2D(λ1, λ3, ..., λn) = 0

On en déduit que N(λ1, λ2, ..., λn) est divisible par (λk − λl) (k 6= l), donc par

D(λ1, λ2, ..., λn).

Notons Q(λ1, λ2, ..., λn) le polynôme quotient. Ce polynôme est symétrique (quand

on inverse deux racines, N(λ1, λ2, ..., λn) et D(λ1, λ2, ..., λn) changent de signe, donc leur

quotient n’est pas modifié) et homogène.

Le degré total de N(λ1, λ2, ..., λn) est

n+ (n− 1)(n− 2)
2 = n2 − n+ 2

2 ,

celui de D(λ1, λ2, ..., λn) est
n(n− 1)

2 = (n2 − n)
2 ,

donc le degré total de Q(λ1, λ2, ..., λn) est :

n2 − n+ 2
2 − (n2 − n)

2 = 1.

Le degré partiel de N(λ1, λ2, ..., λn) (par rapport à une indéterminée quelconque

λi) est n , celui de D(λ1, λ2, ..., λn) est n − 1, donc le degré partiel de Q(λ1, λ2, ..., λn)

est : n− (n− 1) = 1.

D’après le théorème fondamental des polynômes symétriques, Q(λ1, λ2, ..., λn)
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peut s’exprimer comme polynôme en ei(λ1, λ2, ..., λn) mais le seul ei qui soit de degré 1

en λi est e1(λ1, λ2, ..., λn) = λ1 + λ2 + ...+ λn = h1(λ1, λ2, ..., λn)

Donc Q(λ1, λ2, ..., λn) est égal à λ1 + λ2 + ... + λn, à un coefficient multiplicatif non

nul près, il reste à expliquer pourquoi ce coefficient est 1.

Dans (−1)n−iλniD(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn), le degré partiel de λi est n, et le degré

partiel des autres indéterminées est n-2.

Dans N(λ1, λ2, ..., λn), considéré comme un polynôme à une seule indéterminée λi,

cherchons le monôme en λi ayant le plus haut degré :

c’est (−1)n−iλniD(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn) son degré est n, et son coefficient est

(−1)n−iD(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn)

D’autre part, dans le polynôme :

D(λ1, λ2, ..., λn) = (−1)n−iD(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn)
∏

j∈{1,...,n}−{i}
(λi − λj).

Le monôme de plus haut degré en λi est (−1)n−iD(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn)λn−1
i :

son degré est n− 1, son coefficient est encore (−1)n−iD(λ1, λ2, ..., λi−1, λi+1, ..., λn).

En divisant selon les puissances décroissantes, on voit que le coefficient de λi dans

Q(λ1, λ2, ..., λn) ne peut être que 1.

- Pour n > 1 et m > 1 : faisons un raisonnement par récurrence.

Nous supposons que la formule est vérifiée pour h(n)
m−1 et pour h(n−1)

m et nous la dé-

montrons pour h(n)
m

Partons de la formule (2.9) :

h(n)
m = λnh

(n)
m−1 + h(n−1)

m

h(n)
m = λn

n∑
i=1

λm+n−2
i∏

j∈{1,...,n}−{i}
(λi − λj)

+
n−1∑
i=1

λm+n−2
i∏

j∈{1,...,n−1}−{i}
(λi − λj)

h(n)
m =

n∑
i=1

λnλ
m+n−2
i∏

j∈{1,...,n}−{i}
(λi − λj)

+
n−1∑
i=1

λm+n−2
i (λi − λn)∏

j∈{1,...,n}−{i}
(λi − λj)
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(On peut sommer jusqu’à i = n, car le dernier terme est nul.)

h(n)
m =

n∑
i=1

λm+n−2
i (λn + (λi − λn))∏
j∈{1,...,n}−{i}

(λi − λj)

h(n)
m =

n∑
i=1

λm+n−1
i∏

j∈{1,...,n}−{i}
(λi − λj)

La formule est donc vérifiée pour h(n)
m

2.2.3 Fonctions sommes de puissances

Définition 13. [8] Soit k un entier positif. On appelle k -ième somme de puissances, la

fonction symétrique définie par :

pk =
∑
i

λki (2.15)

Exemple 2.2.3.

p6(λ1, λ2) = λ6
1 + λ6

2.

p4(λ1, λ2, λ3) = λ4
1 + λ4

2 + λ4
3.

Définition 14. Les k-ièmes fonctions sommes de puissances peuvent également se définir

comme les coefficients du développement en série de

P (z) =
∑
k≥1

pkz
k−1 = d

dz
logH(z) =

∑
i≥1

λi
1− λiz

(2.16)

Théorème 2.2.1. [14](Formules de Newton)

Soit n un entier ≥ 2, K un corps commutatif, x1, ..., xn n éléments de K. On considère,

pour tout k ∈ N, la somme pk =
n∑
i=1

xki .

On note e1, e2, ..., enles fonctions symétriques élémentaires de x1, ..., xn, définis par :

em =
∑

1≤i1<i2<...<im≤n
xi1xi2xi3 ...xin (2.17)
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On a alors les relations suivantes :

1.

pk − e1pk−1 + e2pk−2 + ...+ (−1)nenpk−n = 0 pour k ≥ n (2.18)

2.

pk − e1pk−1 + e2pk−2 + ...+ (−1)k−1ek−1p1 + (−1)nekk = 0 pour 1 ≤ k ≤ n− 1 (2.19)

Démonstration. 1.Considérons le polynôme P talle que :

P (X) =
n∏
i=1

(X − xi) =
n∑
i=0

(−1)ieiXn−i.

Il a pour expression

P (X) = Xn +
n∑
i=1

(−1)ieiXn−i.

Pour 1 ≤ i ≤ n et k ≥ n, on a : P (xi) = 0

Donc :

xni − e1x
n−1
i + ...+ (−1)kek = 0

En multipliant par xk−ni ,

xki − e1x
k−1
i + ...+ (−1)nenxk−ni = 0

En additionnant, pour 1 ≤ i ≤ n, on obtient :

pk − e1pk−1 + e2pk−2 + ...+ (−1)nenpk−n = 0

2.Soit k entier tel que 1 ≤ k ≤ n − 1.basée cette fois sur le calcul brut de empk−m pour

m = 0, ..., k − 1 :
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empk−m =
∑

i1<...<im

xi1 ...xim

n∑
i=1

xk−mi =
∑

i1<...<im
im+1=1,...,n

xi1 ...ximx
k−m
im+1

=
∑

i1<...<im
im+1 6=i1,...,im

xi1 ...ximx
k−m
im+1 +

m∑
j=1

∑
i1<...<im
im+1=ij

xi1 ...xij−1x
k−m
ij

xij+1 ...xim

=
∑

i1<...<im
im+1 6=i1,...,im

xi1 ...ximx
k−m
im+1 +

∑
i
′
1<...<i

′
m−1

i
′
m 6=i

′
1<...<i

′
m−1

xi′1
...xi′m−1

xk−m
i′m

= Am + Am−1.

Où l’on a naturellement introduit les quantités :

Am =
∑

i1<...<im
im+1 6=i1,...,im

xi1 ...ximx
k−m
im+1

Donc :

pk − e1pk−1 + ...+ (−1)k−1ek−1p1 + (−1)nekk = (A1 + A0)− (A0 + A1) + (A1 + A2)

...+ (−1)k−1(Ak−2 + Ak−1) + (−1)kekk

= (−1)k(kek − Ak−1).

Il reste à calculer Ak−1 selon la place du dernier indice ik parmi les autres :

Ak−1 =
∑

i1<...<ik−1
ik 6=i1,...,ik−1

xi1 ...xik−1xik

=
∑

i1<...<ik−1
ik<i1

xi1 ...xik +
k−2∑
j=1

∑
i1<...<ik−1
ij<ik<ij+1

xi1 ...xik +
∑

i1<...<ik−1
ik<ik−1

xi1 ...xik

= ek + (k − 2)ek + ek.
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Remarque 2.2.2. On prendra garde à ne pas écrire pour 1 ≤ k < n

pk − e1pk−1 + e2pk−2 + ...+ (−1)k−1ek−1p1 + (−1)nekp0 = 0.

(On a remplacé k à la fin par p0). Ceci est tentant pour harmoniser avec le cas k ≥ n

mais complètement faux vu que :

p0 =
n∑
i=1

x0
i =

n∑
i=1

1 = n 6= k.

2.2.4 Relations entre les fonctions symétriques

Proposition 2.2.7. [19] On a :

m∑
j=0

[
(−1)je(n)

j h
(n)
m−j

]
= 0. (2.20)

Proposition 2.2.8. [19] On a :

hp(λ1, λ2, ..., λn) =
∑

i1+2i2+...+nin=p

(i1 + i2 + ...+ in)!
i1!i2!...in! αi11 α

i2
2 ...α

in
n , (2.21)

avec :

αi = (−1)iei et i1, i2, ..., in ∈ N.

Démonstration. Par récurrence :

Pour p = 0, la formule est vraie,

et supposons-la vraie pour tout indice inférieur à un nombre p donné, et montrons qu’elle

est vraie pour p.

D’après la formule (2.20) pour tout entier m non nul, on a :

m∑
j=0

[
(−1)je(n)

j h
(n)
m−j

]
= 0.
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Donc

h(n)
p =

n∑
j=0

[
(−1)je(n)

j h
(n)
p−j

]

=
n∑
j=0

[
αjh

(n)
p−j

]

=
n∑
j=0

αj ∑
i1+2i2+...+nin=p−j

(i1 + i2 + ...+ in)!
i1!i2!...in! αi11 α

i2
2 ...α

in
n


=

n∑
j=0

 ∑
i1+2i2+...+nin+j=p

(i1 + i2 + ...+ in)!
i1!i2!...in! αi11 α

i2
2 ..α

ij+1
j ...αinn


=

n∑
j=0

 ∑
i1+2i2+...+j(ij+1)+..+nin=p

(i1 + i2 + ...+ in)!
i1!i2!...in! αi11 α

i2
2 ..α

ij+1
j ...αinn



On remplaçant ij + 1 par ij

h(n)
p =

n∑
j=0

 ∑
i1+2i2+...+jij+..+nin=p

ij≥1

(i1 + i2 + ...+ (ij − 1) + ..+ in)!
i1!i2!...(ij − 1)!..in! αi11 α

i2
2 ...α

in
n


h(n)
p =

∑
i1+2i2+...+jij+..+nin=p

∑
ij≥1

(i1 + i2 + ...+ (ij − 1) + ..+ in)!
i1!i2!...(ij − 1)!..in! αi11 α

i2
2 ...α

in
n



Il reste donc à prouve que :

(i1 + i2 + ...+ in)!
i1!i2!...in! =

∑
ij≥1

(i1 + i2 + ...+ (ij − 1) + ..+ in)!
i1!i2!...(ij − 1)!..in!

Remarquons que :

(i1 + i2 + ...+ in)!
i1!i2!...in! = (i1 + i2 + ...+ in)!

(i1 + i2 + ...+ in−1)!in!
(i1 + i2 + ...+ in−1)!

(i1 + i2 + ...+ in−2)!in−1! ...
(i1 + i2)!
i1!i2!

i1!
i1!

= Cin
i1+i2+...+inC

in−1
i1+i2+...+in−1 ...C

i2
i1+i2C

i1
i1
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C’est le nombre de n-uplets qu’on peut construire avec les éléments α1, α2, ..., αn

chaque élément αk étant représenté ik fois. Mais si on fixe le dernier élément du n-uplet(un

élément αj choisi, tel que ij ≥ 1). Il reste :

(i1 + i2 + ...+ (ij − 1) + ..+ in)!
i1!i2!...(ij − 1)!..in! ,

façons de construire le n-uplet.

D’où l’égalité annoncée.

Proposition 2.2.9. [9] Donnons tout d’abord une liste d’identités sur les fonctions gé-

nératrices des E(z), H(z) et P (z) :

H(z).E(−z) = 1 (2.22)
H
′(z)

H(z) =
∑
r≥1

prz
r−1 = p(z) (2.23)

H(z) = exp
∑
n≥1

pr(x)z
r

r
(2.24)

∑
0≤r≤n

(−1)nerhn−r = 0 (2.25)

(2.26)

Démonstration. 1-On a :

E(z) =
∏
i≥1

(1 + xiz)

H(z) =
∏
i≥1

(1− xiz)−1

Donc :

E(−z) =
∏
i≥1

(1− xiz)

H(z).E(−z) = 1∏
i≥1

(1− xiz) .
∏
i≥1

(1− xiz)

H(z).E(−z) = 1
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2- On a La fonction génératrice des pr définie par : p(z) = ∑
r≥1

prz
r−1,

et on a :

Les sommes de puissances pr sont elles définies par : pr = ∑
i
xri .

Donc :

p(z) =
∑
i≥1

∑
r≥1

xri z
r−1

On pose : r − 1 = n donc r = n+ 1

p(z) =
∑
i≥1

∑
n≥0

xn+1
i zn

=
∑
i≥1

∑
n≥0

xi(xiz)n

Tell que : ∑
n≥0

(xiz)n = 1
(1− xiz)

Donc :

p(z) =
∑
i≥1

xi
(1− xiz)

=
∑
i≥1

d

dz
log 1

(1− xiz)

Tell que : ∑
i≥1

log 1
(1− xiz) = log

∏
i≥1

1
(1− xiz)
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Donc :

p(z) = d

dz
log

∏
i≥1

1
(1− xiz)

= d

dz
logH(z)

= H
′(z)

H(z)

3-On a :

H(z) =
n∏
i=1

1
(1− xiz)

= exp
(
−

n∑
i=1

log(1− xiz)
)

= exp
 n∑
i=1

∑
r≥1

(xiz)r
r


= exp

∑
r≥1

prz
r

r


4-On a :

E(−z) =
∏
i≥1

(1− xiz)

H(z) =
∏
i≥1

(1− xiz)−1

Donc :

E(−z) =
∞∑
i=0

ei(−z)i =
∞∑
i=0

(−1)ieizi,

et :

H(z) =
∞∑
i=0

hjz
j.

D’après (2.22) on a : ( ∞∑
i=0

(−1)iei(z)i
) ∞∑

j=0
hjz

j

 = 1
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On pose :i+ j = m
∞∑
m=0

∑
i+j=m

(−1)ieihjzi+j = 1

Donc :
∞∑
m=0

(
m∑
i=0

(−1)ieihm−i
)
zm = 1

Donc tous les coefficients de la série sont nuls, sauf le premier.

m∑
i=0

(−1)ieihm−i = δm,0,

(où δ est le symbole de Kronecker)

2.3 Quelques proprietes sur les fonctions symétriques

A partir de la matrice Mn donnée dans l’égalité (4) et d’après la définition (11) on

peut donner la définition suivante des fonctions symétriques.

Définition 15. [22] Considérons l’alphabet E2 = {e1, e2} et on définit la fonction symé-

trique Sn qui lui est associée par :

Sn(E2) = Sn(e1 + e2) = en+1
1 − en+1

2
e1 − e2

, (2.27)

avec :
S0(E2) = h0 = 1.

S1(E2) = h1 = e1 + e2.

S2(E2) = h2 = e2
1 + e1e2 + e2

2.
...

Définition 16. [2] Etant donnés deux ensembles indéterminés A et B (dits alphabets),

on note Sj(A−B) les coefficients de la série rationnelle :

∏
b∈B(1− zb)∏
a∈A(1− za) =

∞∑
j=0

Sj(A−B)zj. (2.28)
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Remarque 2.3.1. La définition (16) implique la convention :

Sj(A−B) = 0 pour j < 0

Remarque 2.3.2. En prenant A = φ dans la définition (16) nous obtenons :

∏
b∈B

(1− zb) =
∞∑
j=0

Sj(−B)zj

Lemme 2.3.1. Soit A,B deux alphabets,A est de cardinal 1 on a :

Sj+k(x−B) = xkSj(x−B) pour k ∈ N (2.29)

Proposition 2.3.1. Si A est de cardinal 1 (ie A = {x} )alors :

∏
b∈B

(1− zb)

(1− zx) = 1 + ....+ zj−1Sj−1(x−B) + zj
Sj(x−B)
(1− xz) (2.30)

Démonstration. D’après (2.28) on a :

∏
b∈B

(1− zb)

(1− zx) =
∞∑
j=0

Sj(x−B)zj

Donc :

∞∑
j=0

Sj(x−B)zj = 1 + ....+ Sj−1(x−B)zj−1 + Sj(x−B)zj + Sj+1(x−B)zj+1...

= 1 + ....+ Sj−1(x−B)zj−1 + zj(Sj(x−B) + Sj+1(x−B)z + ...)

= 1 + ....+ Sj−1(x−B)zj−1 + zj (Sj(x−B) + xSj(x−B)z + ...)

= 1 + ....+ Sj−1(x−B)zj−1 + zjSj(x−B)(1 + xz + x2z2 + ...)

= 1 + ....+ zj−1Sj−1(x−B) + zj
Sj(x−B)
(1− xz)

Donc : ∏
b∈B

(1− zb)

(1− xz) = 1 + ....+ zj−1Sj−1(x−B) + zj
Sj(x−B)
(1− xz)
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Proposition 2.3.2. [2] Considérons successivement le cas A = φ ou B = φ on obtient la

factorisation
∞∑
j=0

Sj(A−B)zj =
∞∑
j=0

Sj(A)zj
∞∑
j=0

Sj(−B)zj (2.31)

Si A = B d’après (2.28) la formule (2.31) s’écrit :

1 =
∞∑
j=0

Sj(A)zj
∞∑
j=0

Sj(−A)zj

C’est à dire
∞∑
j=0

Sj(A)zj = 1
∞∑
j=0

Sj(−A)zj
(2.32)

La formule(2.31)nous permet d’écrire :

Sn(A−B) =
n∑
k=0

Sn−k(A)Sk(−B) (2.33)

Proposition 2.3.3. Soit A = {x} on a :

Sn(x−B) = xnS0(−B) + xn−1S1(−B) + ...+ Sn(−B) (2.34)

Sj(−B) sont les coefficients du polynôme Sn(x−B) pour 0 ≤ j ≤ n

Démonstration. On a :

Sn(x−B) =
n∑
k=0

Sn−k(x)Sk(−B)

=
n∑
k=0

xn−kSk(−B)

= xnS0(−B) + xn−1S1(−B) + ...+ Sn(−B)

Remarque 2.3.3. Ceux sont donc au signe prés les fonctions symétriques élémentaires

de l’alphabet B, qui sont nuls pour j ≥ n c’est à dire Sj(−B) = 0 pour j ≥ n.
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En particulier, lorsque B = {b, b....., b}on note(B = nb) on a :

Sn(x− nb) = (x− b)n (2.35)

Proposition 2.3.4. [2] Si b = 1 c’est à dire B = {1, 1, ..., 1} les coefficient binomiaux,donné

par :

Sj(−n) = (−1)j
 n

j

 , (2.36)

et Sj(n) =

 n+ j − 1

j

 (2.37)

Démonstration.

Ona : Sn(x− nb) = (x− b)n

Pour b = 1 : Sn(x− n) = (x− 1)n

=
n∑
j=0

 n

j

 (−1)jxn−j

Donc : Sj(−n) = (−1)j
 n

j


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Ona : Sn(x+ n) = (x− 1)−n

=
n∑
j=0

 −n
j

 (−1)jxn−j

=
n∑
j=0

(−n)!
(−n− j)!j! (−1)jxn−j

=
n∑
j=0

(−n)(−n− 1)...(−n− j + 1)
j! (−1)jxn−j

=
n∑
j=0

n(n+ 1)...(n+ j − 1)
j! xn−j

donc : Sj(n) =

 n+ j − 1

j



Il existe une autre manière d’écrire les polynômes en faisant apparaître les coefficients

binomiaux.

Si n est un entier positif, E un alphabet,X une indéterminé, on a d’après(2.31)et(2.34)

Sn(E − nx) = Sn(E)−

 n

1

x1Sn−1(E) + ...+ (−1)n
 n

n

xn (2.38)

Puisque :

Sj(−nx) = (−x)j
 n

j


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CHAPITRE 3

FONCTIONS DE SCHUR

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux les fonctions Schur, dans la première

section nous rappellerons les définitions combinatoires des partitions, a la deuxième section

nous introduisons les fonctions Schur ainsi que leurs propriétés . Dans la troisième section

nous rappellerons la relation entre les fonctions Schur et tableaux semi-standards .

3.1 Définitions combinatoires

3.1.1 Partitions d’entiers

Définition 17. [22] Soit n un entier positif . Une partition de l’entier n est une suite

décroissante α = (α1, α2, ..., αp) qui vérifies les deux conditions suivantes :


α1 ≥ α2 ≥ ... ≥ αp.

et

|α| = α1 + α2 + ...+ αp = n

(3.1)

Les entiers α1, α2, ..., αp sont les parts de la partition et p est le nombre de parts.

On dit encore que n est le poids de la partition et p sa longueur.
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On écrit alors : |α|= n et l(α) = p.

Remarque 3.1.1. Une partition α peut également s’écrire sous forme exponentielle (forme

multiplicative) :

α = (1m1 ...rmr) (3.2)

Où mi représente la multiplicité de l’entier i dans α. On associe aussi à la partition

α = (α1, α2, ..., αp) de n son diagramme de Ferrers F, qui n’est autre qu’un ensemble de

n points du plan ayant les coordonnées (i, j) entières, tels que (i, j) ∈ F si et seulement

si 1 ≤ j ≤ p et 1 ≤ i ≤ αj.

Exemple 3.1.1. La partition α = (5, 4, 2, 2) de poids n = 13 a pour notation multiplica-

tive est :

(102230415160...130)

3.1.2 Fonctions Monomiales

Définition 18. [8] On définit les fonctions monomiales, notées mλ, indexées par des

partitions λ1λ2...λk, comme étant la somme de tous les monômes de degré n, avec λ1 +

λ2 + ...+ λk = n.

Soit α = (a1, a2, ..., an) où ai ∈ N ∀i, on a alors Xα = ∏
i
xai
i .

Soit T (α), les valeurs de α triées dans l’ordre décroissant et sans les 0, alors m0 = 1

et :

mλ =
∑

T (α)=λ
Xα

Exemple 3.1.2.

m2(x, y, z) = x2 + y2 + z2.

m22(x, y, z) = 2x2y2 + 2y2z2 + 2x2z2.

m31(x, y, z) = x3y + xy3 + x3z + xz3 + y3z + yz3.

m1111(x, y, z) = 0.

Notons que mλ = 0 quand l(λ) > n où n est le nombre de variables.
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Proposition 3.1.1. [9]Soit :

∏
i,j

1
(1− xiyj)

=
∑
n≥0

∑
|λ|=n

mλ(x)hλ(y) (3.3)

Démonstration. Pour démontrée cette proposition on écrit :

∏
i

∏
j

1
(1− xiyj)

=
∏
i

∑
r≥0

hr(y)xri d’aprés (2.11)

=
∑
n≥0

∑
r1,...,rn

hr1(y)...hrn(y)
∑

1≤i1..≤in
xr

1

i1 ...x
rn

in

=
∑
n≥0

∑
|λ|=n

hλ(y)mλ(x)

=
∑
n≥0

∑
|λ|=n

hλ(x)mλ(y)

3.1.3 Fonctions anti-symétriques

Définition 19. [8] Soit f(X), X = (x1, x2, ..., xn), une fonction de plusieurs variables, et

soit σ ∈ Sn, une permutation sur n éléments.

On dit que f est une fonction anti-symétrique si et seulement si

σf(X) = (−1)inv(σ)f(X), ∀σ ∈ Sn

Où inv(σ) est le nombre d’inversions de σ c’est à dire :

inv(σ) = ] {i|i > j et σ(i) < σ(j)} .

Soit :

fa(X) = det


xa1

1 xa2
1 · · · xan

1
... ... . . . ...

xa1
n xa2

n · · · xan
n

 avec a1 < a2 < · · · < an ≤ 0 (3.4)
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Le déterminant de Vandermonde correspond au plus petit déterminant non nul fa(X) :

Dn(X) = det


xn−1

1 · · · x0
1

... . . . ...

xn−1
n · · · x0

n

 =
∏

1≤i<j≤n
(xi − xj) (3.5)

Théorème 3.1.1. [8] Dn(X) divise sans reste tout polynôme anti-symétrique et de plus,

le résultat de cette division est un polynôme symétrique.

Démonstration. On peut tout d’abord remarquer que tout polynôme anti-symétrique

f(X) s’annule si deux de ses variables sont égales.

En effet, soient i et j tels que xi = xj et soit la permutation σ qui inverse xi et xjet

ne fait rien d’autre. On a inv(σ) = 1, donc σf = −f puisque f est anti-symétrique

mais on a aussi σf = f puisque xi = xj, donc finalement f est nulle.

On en déduit donc que (xi − xj) divise f(X) pour tout couple (i, j), donc

∏
1≤i<j≤n

(xi − xj) = Dn(X) divise f(X).

De plus, f(X)
Dn(X) est symétrique car ∀σ :

σ.
f(X)
Dn(X) = σ.f(X)

σ.Dn(X) = (−1)inv(σ)f(X)
(−1)inv(σ)Dn(X) = f(X)

Dn(X)

3.1.4 Définition des fonctions Schur

On définit les fonctions Schur de la façon suivante :

Définition 20. [10] Soient a = (a1, a2, .., an), σ = (n− 1, n− 2, ..., 0) et λ un partition

[λ = (λ1, λ2, ..., λk, 0, ..., 0) avec λ1 ≥ λ2 ≥ ...λn = 0] .
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Les fonctions Schur sont définies par :

Sλ = fσ+λ(X)
D(X) = det(xλj+n−j

i )1≤i,j≤n∏
i<j

(xi − xj)
(3.6)

Théorème 3.1.2. [16](Formule de Jacobi-Trudi)

Sλ = det



hλ1 hλ1+1 · · · hλ1+k−1

hλ2−1 hλ2 · · · hλ2+k−2
... ... . . . ...

hλk−k+1 · · · hλk−1 hλk


(3.7)

Où λ = (λ1, λ2, · · · , λk), h0 = 1 et hk = 0 pour k < 0. On peut aussi l’écrire de la façon

suivante :

Sλ = det(hλi+j−i)1≤i,j≤k (3.8)

Exemple 3.1.3.

S421 = det


h4 h5 h6

h1 h2 h3

0 1 h1


Lemme 3.1.1. [9] Soit l(λ) = l et p, q deux entiers tels que l ≤ p < q.

Alors :

Sλ(x1, ...xp) = Sλ(x1, ..xp, xp+1, ..., xq)|xp+1=.....=xq=0 (3.9)

Démonstration. Il suffit de vérifier la proposition pour q = p+ 1.

G48H



v CHAPITRE 3. FONCTIONS DE SCHUR

D’abord fλ+σ(x1, ..., xp+1) est égal à :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xλ1+p
1 .... x

λp+1
1 x

λp+1
1

... ... ... ...

xλ1+p
p ... xλp+1

p x
λp+1
p

xλ1+p
p+1 ... x

λp+1
p+1 x

λp+1
p+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xλ1+p
1 .... x

λp+1
1 1

... ... ... ...

xλ1+p
p ... xλp+1

p 1

xλ1+p
p+1 ... x

λp+1
p+1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Puisque λp+1 = 0. De là fλ+σ(x1, ..., xp, 0) vaut

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xλ1+p
1 .... x

λp+1
1 1

... ... ... ...

xλ1+p
p ... xλp+1

p 1

0 ... 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x1....xp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xλ1+p−1

1 .... x
λp

1

.... .... ....

xλ1+p−1
p ... xλp

p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x1....xpfλ+σ(x1, ..., xp)

De là

Sλ(x1, ..., xp, 0) = x1...xpfλ+σ(x1, ..., xp)
x1...xpfσ(x1, ..., xp)

= Sλ(x1, ..., xp)

Proposition 3.1.2. [9] On a déjà obtenu une expression pour le développement du produit∏
i,j

(1− xiyj)−1, à savoir :

∏
i,j

(1− xiyj)−1 =
∑
λ

Sλ(x)Sλ(y). (3.10)

Remarque 3.1.2.

∏
i,j

(1− xiyj)−1 =
∑
λ

mλ(x)hλ(y) =
∑
λ

Sλ(x)Sλ(y). (3.11)
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3.2 Approche combinatoire des fonctions Schur

3.2.1 Diagrammes et tableaux de Young

Avant d’aborder la définition combinatoire des fonctions Schur, il est utile de définir

les diagrammes et les tableaux de Young qui nous seront également utiles par la suite .

Définition 21. [8] Un diagramme de Young, également appelé diagramme de Ferrer, est

un ensemble de cases contiguës, alignées à gauche et dont le nombre de cases par ligne

décroit du bas vers le haut.

On utilise ici décroit au sens large, c’est-a-dire que la ligne i possède un nombre de

cases inférieur ou égal à la ligne i+ 1, pour tout i.

Notons également que l’on a choisi d’utiliser ici la notation française. Les lignes du

diagramme peuvent également être ordonnées dans le sens décroissant du haut vers le bas,

il s’agit alors de la notation anglaise.

Remarque 3.2.1. Les diagrammes de Young permettent de représenter les partitions. En

effet, le nombre de cases de la ligne i correspond au ième terme αi de la partition α.

Par abus de langage, on notera également α le diagramme associé à la partition α.

Exemple 3.2.1. La suite d’entier (5, 4, 2, 2) est une partition de poids 13. Le diagramme

de Young associé est :

Figure 3.1 – Un diagramme de Young de la partition α = 5, 4, 2, 2
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Définition 22. [8] Le conjugué d’une partition α peut d’ailleurs facilement s’obtenir à

partir du diagramme de Young de la partition en comptant le nombre de cases des colonnes

de gauche à droite et non plus des lignes.

La partition conjuguée d’une partition α = (α1, α2, ..., αp) est la partition

α
′ = 1α1−α22α2−α3 ...(n− 1)αn−1−αn−2nαn (3.12)

Exemple 3.2.2. La partition conjuguée de (5, 4, 2, 2) est la partition

α
′ = 11223042 = (44221)

Figure 3.2 – Conjugaison d’une partition α = 5, 4, 2, 2
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Définition 23. [8] Un tableau de Young est un diagramme de Young dont on rempli les

cases avec des entiers. On distingue deux type de tableaux de Young, les tableaux standards

et les tableaux semi-standard.

Définition 24. [8] Un tableau de Young standard est un remplissage d’un diagramme de

Young dont les entrées sont les entiers de 1 à n où n est le nombre de cases total du

tableau.

Toutes les valeurs des entrées sont donc distinctes deux à deux et elles sont strictement

croissantes sur les lignes de gauche à droite et sur les colonnes de bas en haut.

Figure 3.3 – Exemple de remplissage de α = 5, 4, 2, 2 donnant un tableau standard

Définition 25. [8] Un tableau de Young semi-standard est un remplissage d’un diagramme

de Young dont les entrées sont les entiers de 1 à n où n est inférieur ou égal au nombre

de cases total du tableau.

Les entrées sont croissantes sur les lignes et strictement croissantes sur les colonnes.
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Figure 3.4 – Exemple de remplissage de α = 5, 4, 2, 2 donnant un tableau semi-standard

Définition 26. [8] Soit α et β deux partitions telles que le diagramme de Young de β

soit inclus dans celui de α (on note β ⊆ α), alors α/β est une forme gauche.

-Le diagramme gauche associé à α/β contient les cases du diagramme de α qui ne

sont pas dans le diagramme de β.

Figure 3.5 – Exemple de diagramme gauche : α = 5, 4, 3, 1 (a gauche) ,
β = 3, 2, 1 (en gris à gauche) et α/β (à droite)

Remarque 3.2.2. De la même façon que pour les diagrammes de Young, on peut remplir

un diagramme gauche pour obtenir un tableau gauche.

Remarquons également que si β est la partition vide, le diagramme associé à α/β est

un diagramme de Young classique.

3.3 Tableaux semi-standards et fonctions Schur

On peut définir combinatoirement les polynômes de Schur à l’aide des tableaux semi-

standards.
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Soit λ un tableau semi-standard dont le remplissage se fait donc en étant croissant

sur les lignes de gauche à droite et strictement croissant sur les colonnes de bas en haut,

λ ⊆ N× N

Figure 3.6 – Exemple de forme d’un tableau semi-standard

Soit T : λ→ N une fonction de remplissage qui à chaque case (i, j) de λ associe un entier.

Par définition, on a les relations suivantes :

T (i, j) < T (i, k) si j < k

T (i, j) ≤ T (l, k) si i < l.

De plus, on note XT = ∏
(i,j)∈λ

xT (i,j). XT est l’évaluation monomiale de T .

On définit alors les polynômes de Schur de la façon suivante :

Sλ(X) =
∑

T :λ→N
XT (3.13)

On peut également décrire les fonctions Schur dans la base des fonctions monomiales

à l’aide des tableaux semi-standards. Considérons a < b < c et tous les tableaux semi-

standards de forme 21. On obtient alors les tableaux suivants :

Figure 3.7 – Tableaux semi-standards de forme 21
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La figure (3.7) montre que l’on peut écrire la fonction Schur S21 dans la base des

monomiales : S21 = m21 + 2m111.

On retrouve m21 dans les deux premiers tableaux (a2b + b2a) et chacun des deux

derniers tableaux correspondent à m111(abc).

On exprime alors les polynômes de Schur dans la base des monomiales :

Sλ(x) =
∑
µ`d

Kλµmµ(x) (3.14)

Les Kλµ sont des entiers appelés nombres de Kostka.

Exemple 3.3.1.

S4 = m4 +m31 +m22 +m211 +m1111.

S31 = m31 +m22 + 2m211 + 3m1111.

S22 = m22 +m211 +m1111.

S1111 = m1111.

Remarque 3.3.1. On peut également remarquer que pour n ∈ N :

Sn = hn et S111...1︸ ︷︷ ︸
n fois

= en
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CHAPITRE 4

CERTAINES APPLICATIONS SUR LES

FONCTIONS SYMÉTRIQUES

Dans ce chapitre nous présentons de nouveaux résultats obtenus sur les fonctions

génératrices des produits de nombres de Lucas et Pell-Lucas, ainsi que le produits de

nombres de Jacobsthal et Jacobsthal-Lucas.

4.1 Définitions et Notations

Définition 27. [2] Etant donné une fonction g(x1, x2, ...) de plusieur variable on définit

son image par l’opérateur différence divisé δi par la formule :

g(x1, ...xi, xi+1...)→ δi(g) = g − gσi

xi − xi+1
(4.1)

Où σi est la transposition de xi et xi+1 et gσi est l’image de g par cette transposi-

tion.

C’est à dire :

gσi = g(x1, ..., xi+1, xi, xi+2, ...)
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Proposition 4.1.1. [2] Etant donné un alphabet E = {e1, e2, ...} alors :

σpσp−1....σ1(1− e1z)−1 = zp

(1− e1z)...(1− ep+1z) (4.2)

Démonstration. D’après la définition(27)on a :

σ1((1− e1z)−1) = (1− e1z)−1 − (1− e2z)−1

e1 − e2

= z

(1− e1z)(1− e2z)

σ2σ1((1− e1z)−1) = σ2

(
z

(1− e1z)(1− e2z)

)

= z2

(1− e1z)(1− e2z)(1− e3z)
.

.

.

σpσp−1...σ1(g) = zp

(1− e1z)...(1− ep+1z)

Lemme 4.1.1. [2] Etant donné un alphabet E = {e1, e2, ..} alors :

∑
i≥0

Si(EP+1)zi+p = σp...σ1(1− e1z)−1 (4.3)

Démonstration. Pour E = {e1, e2} on trouve :
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Si p = 1

∑
i≥0

Si(E2)zi+1 = z.
∑
i≥0

Si(E2)zi

= z.
1

(1− e1z)(1− e2z)

= σ1
(
(1− e1z)−1

)

Si p = 2 On a :

∑
i≥0

Si(E3)zi+2 = z2.
∑
i≥0

Si(E3)zi

= z2.
1

(1− e1z)(1− e2z)(1− e3z)

= σ2σ1
(
(1− e1z)−1

)
.

.

.∑
i≥0

Si(Ep+1)zi+p = zp

(1− e1z)...(1− ep+1z)

= σpσp−1...σ1
(
(1− e1z)−1

)

D’où ∑
i≥0

Si(EP+1)zi+p = σpσp−1...σ1
(
(1− e1z)−1

)
.
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4.2 Applications

Pour p = 1, le lemme (4.1.1) s’écrit alors :

∑
j≥0

Sj(E2)zj+1 = z

(1− e1z)(1− e2z) .

Alors : ∑
j≥0

Sj(E2)zj = 1
(1− e1z)(1− e2z) .

Donc : ∑
j≥0

Sj(E2)zj = 1
1− (e1 + e2)z + e1e2z2 . (4.4)

En remplaçant e2 par (−e2) dans la formule (4.4), le lemme (4.1.1) s’écrit alors :

∞∑
j=0

Sj(e1 + [−e2])zj = 1
1− (e1 − e2)z − e1e2z2 . (4.5)

De la formule (4.5) nous pouvons déduire :

∞∑
j=0

[Sj(e1 + [−e2])− Sj−1(e1 + [−e2])]zj = 1− z
1− (e1 − e2)z − e1e2z2 (4.6)

On pose


e1 − e2 = 3

et

e1e2 = −1

, la formule (4.6)devient :

∞∑
j=0

[Sj(e1 + [−e2])− Sj−1(e1 + [−e2])]zj = 1− z
1− 3z + z2

=
∞∑
j=0

F2j+1z
j

Qui donnée par [18] et représente une fonction génératrice pour les nombres de Fi-

bonnacci tel que :

F2j+1 = Sj(e1 + [−e2])− Sj−1(e1 + [−e2]).
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On pose


e1 − e2 = 6

et

e1e2 = −1

, la formule (4.6)devient :

∞∑
j=0

[Sj(e1 + [−e2])− Sj−1(e1 + [−e2])]zj = 1− z
1− 6z + z2

=
∞∑
j=0

P2j+1z
j

Que l’on trouve dans [18] c’est à dire :

P2j+1 = Sj(e1 + [−e2])− Sj−1(e1 + [−e2].

Ou les P2j+1 sont les nombre de Pell. De la formule (4.5) nous pouvons déduire :

∞∑
j=0

[Sj(e1 + [−e2]) + Sj−1(e1 + [−e2])]zj = 1 + z

1− (e1 − e2)z − e1e2z2 (4.7)

On pose


e1 − e2 = 3

et

e1e2 = −1

, la formule (4.7)devient :

∞∑
j=0

[Sj(e1 + [−e2]) + Sj−1(e1 + [−e2])]zj = 1 + z

1− 3z + z2

=
∞∑
j=0

L2j+1z
j

Qui donnée par [18] et représente une fonction génératrice pour les nombres de Lucas

tel que :

L2j+1 = Sj(e1 + [−e2]) + Sj−1(e1 + [−e2]).
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De la formule (4.5) nous pouvons déduire :

∞∑
j=0

[2Sj(e1 + [−e2])− (e1 − e2)Sj−1(e1 + [−e2])]zj = 2− (e1 − e2)z
1− (e1 − e2)z − e1e2z2 (4.8)

On pose


e1 − e2 = 1

et

e1e2 = 1

, la formule (4.8)devient :

∞∑
j=0

[2Sj(e1 + [−e2])− Sj−1(e1 + [−e2])]zj = 2− z
1− z − z2

=
∞∑
j=0

Ljz
j

Que l’on trouve dans [18] c’est à dire :

Lj = 2Sj(e1 + [−e2])− Sj−1(e1 + [−e2]).

Ou les Lj sont les nombres de Lucas.

On pose


e1 − e2 = 2

et

e1e2 = 1

, la formule (4.8)devient :

∞∑
j=0

[2Sj(e1 + [−e2])− 2Sj−1(e1 + [−e2])]zj = 2− 2z
1− 2z − z2

=
∞∑
j=0

Qjz
j

Que l’on trouve dans [18] c’est à dire :

Qj = 2Sj(e1 + [−e2])− 2Sj−1(e1 + [−e2]).

Ou lesQj sont les nombres de Pell- Lucas. De la spécialisation suivante


e1 − e2 = 1

et

e1e2 = 2
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dans (4.8)devient :

∞∑
j=0

[2Sj(e1 + [−e2])− Sj−1(e1 + [−e2])]zj = 2− z
1− z − 2z2

=
∞∑
j=0

jjz
j

Qui est donnée par [18] et représente une fonction génératrice pour les nombres de

Jacobsthal- Lucas tel que :

jj = 2Sj(e1 + [−e2])− Sj−1(e1 + [−e2]).

On pose


e1 − e2 = 3

et

e1e2 = −1

, la formule (4.8)devient :

∞∑
j=0

[2Sj(e1 + [−e2])− 3Sj−1(e1 + [−e2])]zj = 2− 3z
1− 3z + z2

=
∞∑
j=0

L2jz
j

Qui est donnée par [18] et représente une fonction génératrice pour les nombres de

Lucas tel que :

L2j = 2Sj(e1 + [−e2])− 3Sj−1(e1 + [−e2]).

On pose


e1 − e2 = 5

et

e1e2 = −4

, la formule (4.8)devient :

∞∑
j=0

[2Sj(e1 + [−e2])− 5Sj−1(e1 + [−e2])]zj = 2− 5z
1− 5z + 4z2

=
∞∑
j=0

j2jz
j
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qui est donnée par [18] et représente une fonction génératrice tel que :

j2j = 2Sj(e1 + [−e2])− 5Sj−1(e1 + [−e2]).

De la formule (4.6) nous pouvons déduire :

∞∑
j=0

[Sj(e1 + [−e2])− Sj−1(e1 + [−e2])]zj = 1− z
1− (e1 − e2)z − e1e2z2

∞∑
j=0

[Sj(e1 + [−e2])− Sj−1(e1 + [−e2])]zj = 1− z
1− (e1 − e2)z − e1e2z2

= 1
1− (e1 − e2)z − e1e2z2 −

z

1− (e1 − e2)z − e1e2z2

=
∞∑
j=0

Sj(e1 + [−e2])zj − z

1− (e1 − e2)z − e1e2z2

Donc :

z

1− (e1 − e2)z − e1e2z2 =
∞∑
j=0

Sj(e1 + [−e2])zj −
∞∑
j=0

[Sj(e1 + [−e2])− Sj−1(e1 + [−e2])]zj

=
∞∑
j=0

Sj−1(e1 + [−e2])zj

Donc :
∞∑
j=0

Sj−1(e1 + [−e2])zj = z

1− (e1 − e2)z − e1e2z2 (4.9)

-Si on pose


e1 − e2 = 1

et

e1e2 = 2

, la formule (4.9)devient :

∞∑
j=0

Sj−1(e1 + [−e2])zj = z

1− z − 2z2

=
∞∑
j=0

Jjz
j

Que l’on trouve dans [18] c’est à dire :
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Jj = Sj−1(e1 + [−e2]).

Ou les Jj sont les nombres de Jacobsthal- Lucas.

-Si on pose


e1 − e2 = 1

et

e1e2 = 1

, la formule (4.9)devient :

∞∑
j=0

Sj−1(e1 + [−e2])zj = z

1− z − z2

=
∞∑
j=0

Fjz
j

C’est à dire :

Fj = Sj−1(e1 + [−e2]).

Où les Fj sont les nombres de Fibonnacci. [18] On pose


e1 − e2 = 2

et

e1e2 = 1

,la formule

(4.9)devient :

∞∑
j=0

Sj−1(e1 + [−e2])zj = z

1− 2z − z2

=
∞∑
j=0

Pjz
j

Qui est donnée par [18] c’est à dire :

Pj = Sj−1(e1 + [−e2]).
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Ou Pj sont les nombres de Pell. On pose


e1 − e2 = 3

et

e1e2 = −1

, la formule (4.9)devient :

∞∑
j=0

Sj−1(e1 + [−e2])zj = z

1− 3z + z2

=
∞∑
j=0

F2jz
j

=
∞∑
j=0

FjLjz
j

Cette formule nous permet de déduire le produit des nombres de Fibonnacci et de

Lucas.

F2j = FjLj = Sj−1(e1 + [−e2]). (4.10)

Qui est donnée par [18]

On pose


e1 − e2 = 5

et

e1e2 = −4

, la formule (4.9)devient :

∞∑
j=0

Sj−1(e1 + [−e2])zj = z

1− 5z + 4z2

=
∞∑
j=0

J2jz
j

=
∞∑
j=0

Jjjjz
j

Qui est donnée par [18] tel que :

J2j = Jjjj = Sj−1(e1 + [−e2]).

En remplaçant e1 par (3e1) et e2 par (−3e2) dans la formule (4.4), le lemme (4.1.1)
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s’écrit alors :
∞∑
j=0

Sj(3e1 + [−3e2])zj = 1
1− 3(e1 − e2)z − 9e1e2z2 . (4.11)

De la formule (4.11) nous pouvons déduire :

∞∑
j=0

[2Sj(3e1 + [−3e2])− (e1− e2)Sj−1(3e1 + [−3e2])]zj = 2− (e1 − e2)z
1− 3(e1 − e2)z − 9e1e2z2 (4.12)

De la formule (4.12) on a :
∞∑
j=0

[2Sj(3e1 + [−3e2])− (e1 − e2)Sj−1(3e1 + [−3e2])]zj =

= 2
1− 3(e1 − e2)z − 9e1e2z2 −

(e1 − e2)z
1− 3(e1 − e2)z − 9e1e2z2

=
∞∑
j=0

2Sj(3e1 + [−3e2])− (e1 − e2)z
1− 3(e1 − e2)z − 9e1e2z2 .

Donc :

∞∑
j=0

(e1 − e2)Sj−1(3e1 + [−3e2])zj = (e1 − e2)z
1− 3(e1 − e2)z − 9e1e2z2 (4.13)

On pose


e1 − e2 = 2

et

9e1e2 = −1

, la formule (4.13)devient :

∞∑
j=0

2Sj−1(3e1 + [−3e2])zj = 2z
1− 6z + z2

=
∞∑
j=0

P2jz
j

=
∞∑
j=0

PjQjz
j

Qui est donnée par [18] tel que :

P2j = PjQj = 2Sj−1(3e1 + [−3e2]). (4.14)
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D’après [18] on a :

∞∑
j=0

F 2
j z

j = z − z2

1− 2z − 2z2 + z3

= z − z2 − z + z

1− 2z − 2z2 + z3

= (z2 + z)− 2z
−1 + 2z + 2z2 − z3

= z2 + z

−1 + 2z + 2z2 − z3 −
2z

−1 + 2z + 2z2 − z3

= −z
1− 3z + z2 + 2

(1 + z) ×
z

1− 3z + z2

= −
∞∑
j=0

F2jz
j + 2

(1 + z) ×
∞∑
j=0

F2jz
j

=
(

2
(1 + z) − 1

) ∞∑
j=0

F2jz
j.

=
(

2
(1 + z) − 1

) ∞∑
j=0

Sj−1(e1 + [e2])zj.

Qui est donnée par la formule(4.10) et représente une fonction génératrice tel que :

F 2
j =

(
2

(1 + z) − 1
)
Sj−1(e1 + [e2])

D’après [18] on a :

∞∑
j=0

P 2
j z

j = z − z2

1− 5z − 5z2 + z3

= z

1− 5z − 5z2 + z3 −
2z

1− 5z − 5z2 + z3

= −z
1− 6z + z2 + 1

(1 + z) ×
2z

1− 6z + z2

= −1
2

∞∑
j=0

P2jz
j + 1

(1 + z) ×
∞∑
j=0

P2jz
j

=
(

1
(1 + z) −

1
2

) ∞∑
j=0

P2jz
j.

=
(

1
(1 + z) −

1
2

) ∞∑
j=0

2Sj−1(3e1 + [3e2])zj.

G67H



v CHAPITRE 4. CERTAINES APPLICATIONS SUR LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES

Qui est donnée par la formule(4.14) et représente une fonction génératrice tel que :

P 2
j =

(
2

(1 + z) − 1
)

2Sj−1(3e1 + [3e2]).
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Résumé
Dans ce mémoire, nous avons présenté des résultats sur les fonctions symétriques

élémentaires, complètes et sommes de puissances et nous avons utilisé des concepts des

fonctions symétriques pour obtenir des nouveaux résultats sur le produit des suites de

Lucas et Pell-Lucas, et le produits de nombres de Jacobsthal et Jacobsthal-Lucas.

Mots clés :Fonction symétriques, Fonctions de Schur, Fonctions génératrice de

suite de Lucas, Pell-Lucas, Jacobsthal et Jacobsthal-Lucas .



Abstract
In this work, we presented the results of the elementary symmetric functions, the complete

functions and the power sums, and we used the concepts of symmetric functions to obtain

new results on the product suites of Lucas and Pell-Lucas and the product numbers

Jacobsthal and Jacobsthal Lucas.

Keywords :Symmetric functions, Schur functions, Generating function for

the Lucas sequences, the Pell-Lucas, the Jacobsthal and the Jacobsthal-Lucas.
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