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Introduction Générale

L’objectif d’'un probleme de controle est d’amener un systéme d’un état initial
a un certain état final en respectant certaines contraintes. On dit qu'un systéme
est controlable si on est capable de I'amener d’un point initial arbitraire vers un
point final souhaité.

Historiquement, le probleme de controle optimal est apparu a la continuation
du calcul des variations aux XVI- XVII siecles, qui est fortement lié a la mécanique
classique (principe de Fermat, probleme de la brachistochrone, équations d’Euler-
Lagrange, etc).

La théorie moderne du controle optimal a commencé dans les années 50 avec
le principe du maximum de Pontryagin, découvert par L.S. Pontryagin en 1956,
qui donne une condition nécessaire d’optimalité. Cette théorie est développée plus
tard dans différentes branches des mathématiques : le probléme de controle optimal
d’équations aux dérivées partielles, la théorie de controle stochastique. La théorie
de controle optimal a de nombreuses applications : le guidages aérospatiaux et aé-
ronautiques, automobile, robotique, réseaux informatiques, bioréacteurs, controles
des procédes chimiques, économie financiere, etc...

Le présent travail est divisé en trois chapitres, une introduction et une conclu-
sion.
Dans le premier chapitre, nous présentons les notions préliminaires sur le contole
optimal, la controlabilité et la stabilisation.
Dans le deuxieme chapitre, nous avoir dons ’équation d’Euler Lagrange, principe
de bellman, ainsi que le principe de maximum de Pontryagin et quelque méthodes
de résolution qui sont les méthodes indirectes découlant du principe de maximum
de Pontryagin, et les méthodes directes.
Dans la troisieme chapitre, nous exposons une méthode de résolution d’un pro-
bleme de contrdle optimal d'un systeme dynamique linéaire avec des contraintes
égalités sur 1’état et commande vectorielle. Cette méthode constituée de deux pro-
cedures : le changement de commande, et la procedure finale.



Chapitre 1

Controle optimal

Introduction

Ce chapitre est consacré a la présentation des concepts de base de la théorie du
controle optimal. Apres avoir donné un bref apercu sur la théorie du controle et le
contrble optimal, nous présentons par la suite des rappels sur la contrélabilité des
systemes linéaires et la stabilisation.

1.1 Théorie du controle

La théorie du controle optimal permet d’amener un systéme d’'un état initial
donné a un certain état final.
La formulation d’un probléme de contrdle optimal exige une description mathéma-
tique du processus a controler, une proclamation des contraintes physiques et la
détermination du critere de performance. Aprés modélisation, on obtient un sys-
teme comportant beaucoup de variables et de parametres. Les variables nommeées
variables d’état seront notées x;, i = 1,...,n, si le systéme évolue dans le temps,
les variables seront notées z;(t), ¢ = 1,...,n, ou t désigne le temps définit dans
un intervalle [0,¢*]. Les n variables x;(t) seront gouvernées généralement, par n
équations différentielles du premier ordre, elles sont sous la forme :

(1) = 5 = f(t,2(0), u(t),

ou f est un vecteur de n composantes f;, i = 1,...,n. f peut étre linéaire ou non
linéaire.



Définition 1.1.

Un systéme de controle est un systeme dynamique dépendant d’un paramétre
dynamique appelé controle.

1.2 Contréle optimal d’un systéeme dynamique
linéaire

Le probleme général étudié dans cette partie est celui de Bolza. Soient n et

m deux entiers naturels non nuls, I un intervalle de R, et soient A, B et r trois

applications localement intégrables sur I, a valeurs respectivement dans M, (R),

M,.m(R), et M, 1(R). Soit U un sous-ensemble de R™, et soit xy € R". Le systeme
de controle linéaire auquel on s’intéresse est :

{1150 = 400 500+ 10, (L)

ou l'ensemble des controles U considérés, est I'ensemble des applications mesu-

rables et localement bornées sur I, a valeurs dans le sous-ensemble U € R™.
Donc le probleme de controle optimale s’écrit par :

1mmZ@)=G&ﬁﬂ¢ﬂ+?F@@)MﬂjM@

%Q—A@mw+3@mw+mm (1.2)
(i) = .,

ou xg = x(0) est la position initiale du systeme (1.1), x(¢*) est sa position terminale
(finale). En pratique, la position du systeéme peut représentée la vitesse, la position,
la température, ...etc. u(.) est la commande du systeme (1.1). La fonctionnelle :

est appelé coit, critére de qualité ou but du probleme (1.2).
Outre la forme de Bolza on distingue deux autre forme de probleme de controle
optimale celle de Lagrange et de Mayer :



Probléme de Lagrange.

Un probleme de contréle optimal est dit de Lagrange si la fonction cofit
F:0,t*] x R x U — R, est comme suit :

max / Fx(t),u(t), t)dt.

Probléme de Mayer.

Dans ce cas, le critére a optimiser il dépend uniquement de la valeur terminale
de I’état. On considere le systéme (1.1) et soit la fonction G : R x R, on définit le
probleme d’optimisation de Mayer par :

max G(z(t*),t%)),
2(t) = f(t,2(t), u(t)),

x(ty) = zo.

1.3 Exemples

Exemple 1.1.

On consideére un véhicule sur un rail, il a deux moteurs, un a l'avant (pour
accélérer) et l'autre a larriére (pour freiner). A linstant ¢ = 0, le véhicule est &
la position pg, a la vitesse vg. On veut que le véhicule s’arréte a 'origine 0 (la
vitesse x est donc nulle). Pour cela, il faut allumer les moteurs au bon moment,
d’une maniere correcte et si possible optimale (en mettant par exemple le moins de
temps possible et on consommant le moins d’énergie possible). Cet exemple peut
modéliser de fagon tres simplifiée, une voiture lancée a 60km \ h qui doit s’arréter
a un feu situé a une certaine distance py.

Dans ce cas le systéme est le véhicule. La fonction d’état est donnée par le vecteur

x(t) = (p(t), —p(t)) (c’est-a-dire (position, vitesse)), avec les conditions d’etats

initiales xo = (po,vo). Le controle wu(t) est la force appliquée au véhicule, due a
I’allumage des moteurs a 'instant ¢. Si le moteur arriere s’allume la force est néga-

tive. La dynamique du systeme est donner par la loi fondamentale de la dynamique
2

: .o d7p .
« force=massex accélération », qu’on peut écrire ici W(t) = u(t) (on normalise

la masse supposée constante). On obtient :

x(t>:[£§t)>],et (f;(t)zlg é]x(t)—i—[?]u(t).



L’équation d’état est donc une équation différentielle dans IR%. De plus, il y a des
contraintes sur u dues a la taille des moteurs et a la limitation de I’ accélération.
En changeant les notations, la dynamique du systeme est décrite par :
dp
gt(t) =q(t), p(0) =0,
q
—(t) = u(t), q(0) =0.
1) = u(t), a(0)

On va définir une fonctionnelle cotit grace aux criteres suivants :

- le processus doit étre fini en temps raisonnable, on va donc minimiser :

t*
T = /dt;
0

- I'énergie cinétique autorisée doit étre limitée pour étre stir qu’on ne cassera
pas les moteur. Cette énergie est donnée par :

- la dépense de carburant doit étre aussi raisonnable, en supposant qu’elle est
proportionnelle a la force, nous avons :

.
D.= [ u(t)|dt.
/

Nous avons rassembler toutes ces informations dans une fonctionnelle en attribuant
a chaque terme un poids différent selon qu’on privilégie I'une a 'autre. Ainsi on

obtient :
t*

Z(pq.u,T) = [+ gt + X | u(t) |)dt,

3
avec \; = 0,1 = 1,2,3 fixés et > A\; = 1. On cherche en suite a résoudre le
i=1
probleme :
min J(p, q,u,T),
dp
g’t(t) =q(t), p(0) =0,
q
—(t) = u(t 0)=0.
It) = u(t), (0)



Exemple 1.2.

Considérons le gestionnaire d’un barrage hydraulique. Grace aux données hy-
drométriques historiques, il connait les apports en eau a(t) sur lesquels il peut
compter. Par ailleurs, grace a sa connaissance du marché de 1’électricité, il connait
a 'avance le prix de gros de I'électricité 7(¢). Enfin, il dispose de tables permet-
tant de calculer la puissance électrique P délivrée par ses turbines en fonction du
débit u(t) qu’il choisit et de la hauteur d’eau H dans le barrage. En notant z(t)
le volume d’eau présent dans son réservoir, on obtient le systeme de contréle avec
contrainte sur I’état suivant :

8.
—~

~+
~—

= a(t) — u(t),
2(t) < Tmax,
u(t) < Unax.

~—

I/\ I/\

Supposons que le gestionnaire souhaite avoir vidé son barrage en t = t* afin de réa-
liser une maintenance. Il doit donc imposer z(¢*) = 0. Enfin, il cherche & maximiser
la quantité :

/ 7 () P(u(t), H(x(1)))dt.

0

1.4 Classe des commandes admissibles

U est I'ensemble admissible des controles admissible qui peut étre non bornés,
borné ou du type Bang-Bang.

Commande bornée
Dans beaucoup de problemes de controle, on peut minorer et majorer les u;(t) par
les constantes. Considérons ce type de probléme avec a; < u; < b;. Notons que

: 1 o
'on peut remplacer u; par v; en posons u; = 5((1]- +b;) + §(aj — bj)v; et ainsi v;

est aussi intégrable et 'on a —1 < v; < 1. Donc lorsque u est borné, il est toujours
pratique de se ramener a des commendes entre —1 et 1.

Commande Bang-Bang
Un controle u € U est appelé controle Bang-Bang si pour chaque instant ¢ et
chaque indice j = 1,...,m, on a | u;(t) |= 1. En d’autre termes, une commande
Bang-Bang est une commande qui posséde au moins un instant de commutation.



1.5 Controlabilite des systémes lineaires

Les théoremes d’existence de solutions d’equation differentielle nous assurent
que, pour tout controle u, le systéme (1.1) admet une unique solution z(.) : I — R™,
absolument continue. Soit S(.) : I — M,(R) la resolvante du systeme lineaire ho-
mogene £(t) = A(t)x(t), définit par :

Notons que si A(t) = A est constante sur I, alors S(t) = e* *. La solution x(¢) du
systeme (1.1) associee au controle u est donnee par :

z(t) = S(t)xo + /Ot St)S(r) "M (B(r)u(r) + r(7))dr,

pour tout t € 1.

Définition 1.2 (L’ensemble accessible).

Considérons le systeme controlé (1.1) :

{ Vt e I:i(t) = At)x(t) + B(t)u(t) + r(t),
x(t) = .

L’ensemble des points accessibles a partir de xy en un temps t* > 0 est définit par :
Acc(wo, t*) = { wu(t*) \uw e L=([0,¢7,U) },

ol x,(.) est la solution du systeme (1.1) associée au contrdle wu.
Autrement dit, Acc(xg,t*) est 'ensemble des extrémités des solutions de (1.1) au
temps t*.

Définition 1.3 (La contrdlabilité).

Le systéme controlé &(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) est dit contrdlable en
temps t* si Acc(xg, t*) = R™.
i.e. pour tous xg, x; € R", il existe un controle u tel que la trajectoire associée relie
To a xp en temps t*.

Le theoreme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour la contro-
labilité des systémes linéaires :



Théoréme 1.1. [15]

Le systeme @(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) est contrdlable en temps t* si et
seulement si la matrice :

o@vzéﬁawlB@B@mﬂwwﬂu (1.3)

dite matrice de controlabilité, est inversible.

Cette condition dépend de xg, c-a-d que un systeme linéaire est contrdlable en
temps t* depuis xg, alors il est controlable en temps t* depuis tout point. Avant de
résoudre un probléme de contréle optimal, on se pose les questions suivantes :
Question 1 : Existe-t-il un controle v € U tel que la trajectoire associée a ce
controle joigne 1’état initial zp € R™ a un état final 1 € R™ en un temps fini ?
C’est le probleme de controlabilité appelé aussi probléme de commandabilité.
Question 2 : Si le systeme est controlable, on peut vouloir déterminer un controle
u € U tel que la trajectoire associée a ce controle joigne 1'état initial xp € R™ a
un état terminal x; = z(t*) € R", et qui de plus maximise un certain critére fonc-
tionnelle Z(u) ?

1.5.1 Controlabilité des systémes linéaires autonomes dans
le cas sans contrainte sur le controle

Le systéme (1.1) est dite autonome lorsque les matrices A et B ne dépondent
pas de t.

Lemme 1.1. [15]
La matrice C' est de rang n si et seulement si I’application linéaire :
¢+ L=([0, t*] U) = R",
u— / ~DABu(t)dt,
est surjective.
Preuve.

'=" Supposons tout d’abord, que rang C' < n, et montrons que ¢ n’est pas
surjective. L’application C' étant non surjective, il existe un vecteur ¢ € R"\{0},
que l'on supposera étre un vecteur ligne tel que :

$C = 0.

10



Par conséquent,

que :

on déduit par réccurrence immédiate que, pour tout entier k :
YA*B =0,

en effet, pour tout ¢ € [0, ¢*] :
YeB =0,

par conséquent, pour tout controle u, on a :

t*
" / " =DA By (1)dt = 0.
0

i.e: p(u) =0, ce qui montre que ¢ n’est pas surjective.
'<=" Réciproquement, si ¢ n’est pas surjective, alors il existe un vecteur ligne
¥ € R™"\{0} tel que pour tout controle u on ait :

t*
@D/ e "YABy(t) = 0,
0
ce ci implique que, pour tout ¢ € [0, ¢*] :
Ye" VAR = .

En t = t* on obtient B = 0. En suite, en dérivant par rapport a ¢, puis en
prenant t = t*, on obtient YwAB = 0. Ansi, par dérivation successives, on obtient
finalement :

Donc, ¢C = 0, et donc rang C' < n.
Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffissante de controla-
bilité dans le cas sans contrainte sur le controle.

Théoréme 1.2. [15]

Le systeme @(t) = A(t)z(t)+B(t)u(t)+r(t) est contrdlable en t* si et seulement
si la matrice :

C =[B,AB, A’B, ..., A" 'B]

est de rang n. La matrice C' est applée matrice de kalman, et la condition
rang C = n est applée condition de kalman.

11



Preuve.

"<" Si la matrice C est de rang n, alors d’apres le lemme I'application ¢ est
surjective, i.e : ¢(L>*) = R™. Or pour tout controle u, 'extrémité au temps t* de
la trajectoire associée a u est donnée par :

o(t*) = ey + /Ot* e IAB()u(t) + r(t))dt.

L’ensemble accessible en temps t* depuis un point xy € R” est :

-
Ace(t*, zy) Yo +/ DA (t)dt + ¢(L®) = R™,

ce qui montre que le systéme est contrdlable.
'=" Réciproquement, si le systéme est contrdlable, alors il est en particulier contro-
lable depuis xq définit par :

*

t
Ty = —e N / e DAy (t)dt,
0
Or en ce point I'ensemble accessible en temps t* s’ecrit :
Ace(t*, xo) = ¢(L™),

et le systéme étant controlable cet ensemble est égal a R”.
Cela preuve que ¢ est surjective, donc, d’apres le lemme, la matrice C' est de
rang n.

Remarque 1.1.

La condition de Kalman ne dépend ni de t* ni de xy. Autrement dit, si un sys-
teme linéaire autonome est controlable en temps t* depuis x, alors il est controlable
en tout temps depuis tout point.

1.5.2 Controélabilité des systemes linéaires autonomes dans
le cas avec contrainte sur le contréle

Dans le théoreme (1.2), on n’a pas mis de contrainte sur le controle. Cependant
en adaptant la preuve on obtient aisément le résultat suivant.

Corollaire 1.1.

Sous la condition de Kalman précédente, si » = 0 et si 0 € int U, alors 'en-
semble accessible Acc(rg,t) en temps ¢ contient un voisinage du point e?

12



Théoréme 1.3. [15]

Considérons le systeme (t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), avec 0 € U. Alors tout
point de l'origine zy on peut étre attendre en temps fini si et seulement si la paire
(A, B) vérifie la condition de Kalman et la partie réelle de chaque valeur propre
de A est inférieure ou égale a 0.

Exemple 1.3.

Soit le systeme d’écrit par I’équation :

A | (01
ouA—(_2 _2> et B_<1O>'

Nous somme dans la situation ou n =2 et m = 2.
La matrice de controlabilité associée est :

C(A,B) =[B AB]c R¥,
—4 1 01 1 —4
AB:(—Q —2)(1 0>:<—2 —2)’

C(A, B) = [B AB]:(O L1 ‘4>.

en effet :

-1 0 -2 =2

Nous avons rang C(A, B) = 2, donc le systéme est controlable.
Exemple 1.4.

Considérons maintenant ce systeme :

ou

Nous avons n = 2 états, et m = 2.
La matrice de controlabilité du systeme est :

C(A,B)=[B AB]eR*?

13



Alors :

C(A,B)=[B AB]= (1 a__14>,

le systeme est controlable si et seulement si le det C'(A, B) est non nul, c’est-
a-dire o # 3.

1.6 Controélabilité des systemes non linéaires

Pour étudier la controlabilité des systémes non linéaires, on a tendance a utiliser
le systéme linéarisé partant du fait que la controlabilité du systéme non linéarisé
d’une maniere locale. Mais la non controlabilité du systeme non linéarisé n’implique
pas forcément la non contrélabilité des systemes non linéaires.

Considerons le systeme de controle non linéaire suivant :

{ igé)):zig,x(t),u@)), (1.4)

Définition 1.4.

Soit 27 € R™. On dit que le systéme (1.4) est localement controlable au voisi-
nage de x; en temps t* depuis o, si x1 € Acc(xo, t*).
Autrement dit, il existe un voisinage V' dans V' (z1) tel que V' C Acc(zo, t*).

Proposition 1.1.

Considérons le systéme (1.4) avec f(zq,u’) = 0.
SQn note A = i‘};(mo,uo) et B = Z‘Z(xo,uo).
i
rang|B, AB, A’B, ...... JAIB] = n,

alors le systeme est localement contrdlable en x.

En générale, le probléme de controlabilité est difficile. Cependant, il existe des
techniques qui permettent de déduire la controlabilité locale dans le cas de systeme
linéarisés.

14



1.7 Stabilisation

Un contréle (ou une commande) en boucle ouverte est une application ¢ — u(t)
d’un intervalle de temps dans ’espace des contrdles. Un controle en boucle fermée,
appelé aussi une rétroaction, ou un bouclage, ou encore un feedback, est une ap-
plication u — R(x) définie sur les variables d’état du systeme. Un des objectifs de
la théorie du controle est de déterminer des rétroactions qui stabilisent le systéme
en un état particulier.

1.7.1 Bouclage statique
Définition 1.5 (Point d’équilibre).
On appelle point d’équilibre de
&= f(z), (1.5)
est la solution constante x* = a qui vérifie :
&= f(z*)=0.
Définition 1.6 (Bouclage statique).

On dit que u est un bouclage statique du systeme @(t) = f(z(t),u(t)) si sa
valeur u(t) & I'instant ¢ ne dépend que de z(t), c’est a dire u = R(x) ou R est une
fonction.

Ce systeme s’écrit tout simplement :

& = f(z, R(x)), (1.6)

il est représenté par le diagramme suivant :
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T = f(x,u)

/\

L =R ._|_.7

N

FIGURE 1.1 — Bouclage

"F

Le probléme de la stabilisation (ou régulation) consiste & maintenir le systeme
pres d'un équilibre x = 0. Il s’agit donc de construire une loi de commande telle
que x = 0 soit un équilibre asymptotiquement stable du systeme en boucle fermée
(1.6).

1.7.2 Concepts de stabilité

On se donne un systeme :
&= f(x), (1.7)

tel que f(0) = 0, admettant x = 0 comme équilibre (noter que par un change-
ment de variable on peut toujours ramener I’équilibre a l'origine).

Définition 1.7.

L’équilibre z = 0 du systeme (1.6) est dit stable si pour tout € > 0, il existe
n > 0 tel que pour toute solution z(t) de (1.6) on ait :

| 2(0) [[<n=Vt=0] =) [<e.
Si I’équilibre n’est pas stable on dit qu’il est instable.
Définition 1.8.

L’équilibre z = 0 du systeme (1.7) est dit attractif s'il existe r > 0 tel que pour
toute solution z(t) de (1.7) on ait :

| z(0) ||<r = Jim x(t) =0.
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L’équilibre z = 0 du systeme (1.7) est dit globalement attractif si pour toute
solution x(t) de (1.7) on a :
lim z(t) = 0.

t—o00

L’ensemble g défini par la propriété :
z(0) € f = tlgglox(t) =0,

s’appelle le bassin d’attraction de 'origine. Ainsi x = 0 est attractif si 5 est un
voisinage de 0. Il est globalement attractif si 5 = R".

Définition 1.9.

L’équilibre x = 0 du systeme (1.7) est dit asymptotiquement stable s’il est
stable et attractif. Il est dit globalement asymptotiquement stable (GAS) s'il est
stable et globalement attractif.

Définition 1.10.

L’équilibre z = 0 du systeme (1.7) est dit exponentiellement stable s’il existe
r >0, M >0eta>0 tels que pour toute solution z(t) on ait :

| z(0) |<r=|x@)||< M| x(0) | e>", pour tout t > 0.

L’équilibre z = 0 du systeme (1.7) est dit globalement exponentiellement stable
s'il existe M > 0 et a > 0 tels que pour toute solution z(t) de (1.7) on a :

| z(t) I< M || z(0) || e ", pour tout ¢ > 0.

On montre que, en général, stable n’implique pas attractif, attractif n’implique pas
stable, exponentiellement stable implique asymptotiquement stable, et asymptoti-
quement stable n’implique pas exponentiellement stable.

1.7.3 Stabilité des systémes linéaires

Dans le cas des systemes linéaires, attractif implique stable (donc asymptoti-
quement stable équivaut a attractif) et asymptotiquement stable équivaut a expo-
nentiellement stable. De plus I'attractivité est toujours globale. En effet, considé-
rons le systeme linéaire :

i = Az, (1.8)

ot A est une matrice carrée d’ordre n. La solution de (1.8) s’écrit :

z(t) = e “x(0). (1.9)
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La matrice exponentielle e ** est définie par la série :

M=% - (1.10)
n=0 :

Pour calculer cette matrice exponentielle on cherche les valeurs propres de la ma-
trice A, c’est a dire les racines du polynéme caractéristique :

Pa(\) = det(A — \).

Le polynéme caractéristique est de degré n en A. Il admet donc s racines distinctes
A1, ....As de multiplicités algébriques m(\;) satisfaisant :

Par conséquent :

L’indice v(\) d'une valeur propre A est le premier entier tel que la suite croissante
des noyaux :
ker(A — XI)” C ker(A — \I)"*,

soit stationnaire pour v > v(\).
Pour toute valeur propre A de A on a :

1< v(A) <m(N).
Le polynéme minimal M4 () de A est donné par :
Ma(A) = (A= M) P (A= M),

Les valeurs propres de A sont réelles ou complexes. Si elles sont complexes, alors
elles sont conjuguées deux a deux. Les composantes z;(t), i = 1, ..., n, de la solution
(1.9) sont des combinaisons linéaires, a coefficients constants, de termes de la
forme :

1- t/e™ on A est une valeur propre réelle de A et 0 < j < v(\);

2- /el cos bt et t/e!®sin bt, c’est & dire les parties réelles et imaginaires de t/e’* |

ol A = a + ib est une valeur propre complexe de A et 0 < j < v(A).

On en déduit alors le résultat suivant.

Théoréme 1.4. [10]

1- Si3j, Re(\;) > 0 ousi 3k, Re(\,) = 0et v(\g) > 1 alors z = 0 est instable.
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2- SiVj, Re()j) <0 alors © = 0 est globalement exponentiellement stable.
3- SiVj, Re(A;) < 0et Re(A;) = 0 = v()j) =1 et s'il existe k tel que
Re(M;) = 0 alors o = 0 est stable mais non attractif.
Par conséquent pour un systeéme linéaire &£ = Ax les propriétés suivantes sont
équivalentes :
a) lorigine est attractive;
b) lorigine est globalement attractive;
c¢) lorigine est asymptotiquement stable ;
d) Porigine est globalement asymptotiquement stable ;
e) lorigine est exponentiellement stable;
f) Porigine est globalement exponentiellement stable ;
g) toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative (on
dit que la matrice A est de Hurwitz).

1.7.4 Stabilité des systemes non linéaires

Pour étudier la stabilité d’un systeme non linéaire on a deux méthodes :
- Méthode indirecte basé sur la linéarisation de la fonction F';
- Méthode directe basé sur 'utilisation d’une fonction appelé fonction de lyapunov.
Méthode indirecte :(linéarisation d’un systéme non linéaire)
Soit le systeme non linéaire suivant :

{ X = F(X), (1.11)

X(0) = X,

Donc soit F': R" — R™ une application de class ¢!, ¢’est-a-dire F' = (fy, ....f2) ol

%

f1,....fo sont des application de R™ dans R tel que les dérivée partielles tel
que : i,j = (1,..,n) existent en tout point (xy, ..., z,).
On appelle matrice jacobienne de F' en un point Xy = (zg,...,2%), la matrice
formés des dérivées partielles de fi, ..., fo calculés en X :

afl 1 afl 1

axl( 0 0) 8xn( 0 0)

DF(X,) = :
81‘1( 0= 0) 63371( 07 O)

Le point fixe de (1.11) se ramene a l'origine f(0) = 0 par x = X — a, alors, le
systeme devient :
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Le développement de Taylor autour de x = 0 donne :

f(x)=Df(0)x + 21!D2f(0)(:1:,:c) + ...

La méthode indirecte étudier la stabilité autour d’'un point d’équilibre consiste a
étudier le systeme linéaire, avec :

24 224
871(0) 6a:n<0)
A=Df(0) = S : :
9 fn O fn
871@) 6xn<0)

la matrice jacobienne de f en 0.
- Si A posséde n valeur propre distinctes \;,i = 1,...,n, alors la solution de (1.7)
est :

z(t) = Cietitu;,
i=1

v; sont les vecteurs propres associés au valeur \; d’ou le théoreme suivant.

Théoréme 1.5.

Considérons le systéme d’équation différentielle (1.11), soit X = 0 un point
d’équilibre de F' ou F est continue et différentiable dans un voisinage D C R"
contenant 1’origine.

La linéairisation du systeme (1.11) autour du point d’équilibre donne le systéme

linéaire suivante :
dx A
p— x’
dt
x(0) = o,

avec la matrice jacobienne A = o | v alors si :
x

- la partie réelle des valeurs propres du systeme linéaire a partie réelle sont stric-
tement négative Re(\) < 0, alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable
(A valeur propre de A).

- si le systeme linéairisé possede des valeurs propres a partie réelle strictement
positive Re(A) > 0, alors le point d’équilibre est instable.
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Notion de stable
Définition 1.11.

Un point d’équilibre de (1.11) est dit point hyperbolique si au moins une valeur
propre de la matrice A = Df(a) n’a pas la partie réelle nulle.

Définition 1.12.

Un point d’équilibre de (1.11) est appelé puit si tout les valeurs propres de la
matrice A = Df(0) sont a partie réelles négatives il est appelé source si toutes les
valeurs propres sont a parties réelles positives.

Si au moins une valeur propre est a partie réelle négative et au moins une valeur
propre est a partie réelle positive le point d’équilibre a est appelé point selle (col).

Méthode directe :(Fonction de Lyapunov)

Les fonctions de Lyapounov sont un outil puissant pour étudier la stabilité d'un
équilibre. Considérons de nouveau le systéme :

i = f(x), (1.12)

tel que f(0) = 0, admettant x = 0 comme équilibre. Soit V' : U — R une fonction
définie dans un voisinage U de l'origine et admettant des dérivées partielles conti-
nues. On note la dérivée de la fonction V' dans la direction du champ de vecteurs

f par:

Vi) = G (@) =3 G (@)

Cette dérivée s’appelle aussi la dérivée de Lie de V' et se note L¢V. Pour toute
solution z(t) de (1.11) on a :

Ly (a(t)) = V(a(t)).

dt
Définition 1.13.
On dit que V est une fonction de lyapunov pour le systeme (1.12) en x = 0
dans U, si pour tout z € U on a :

a- V(0)=0et V(z)>0siz#0;

b- V(z(t)) <0;

c- Si de plus V(z(t)) < 0, alors V est une fonction de lyapunov strict.
C’est le théoreme suivant qui sert a utiliser les fonction de lyapunov.
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Théoréme 1.6.

- Si le point d’équilibre x = 0 admet une fonction de lyapunov, alors c¢’est un
point d’équilibre stable.

- Si le point d’équilibre x = 0 admet une fonction de lyapunov strict, alors
¢’est un point d’équilibre asymptotiquement stable.

Exemple 1.5.

Soit le systeme suivant :
T = 2$(y2 - 1))
y = _y(l‘2 + 1)7

qui présente un point d’équilibre a l'origine et considérons la méme fonction de
lyapunov condidate : , ,

V(z,y) = Ij;Qy

et V(0,0) =0et V(z,y) > 0si (x,y) # (0,0),

on a alors : V(z,y) = zi + 2yy = —22% — 22,

en effet, V < 0, nous pouvons conclure, alors, que le systéme est asymptotique-
ment stable dans tout l'espace d’état (x,y).

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons étudiés la théorie du contrdle qui analyse les pro-
priétés des systémes commandés, la controlabilité des systémes linéaires et non
linéaires pour atteindre un contrdle qui joigne 1’état initial xy a un état final x; en
un temps fini, et enfin nous avons exposés la stabilité pour rendre le systeme et
sensible & certains perturbations, ou encore de déterminer des solutions optimales
pour un certain critére d’optimisation (contrdle optimal).
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Chapitre 2
Condition d’optimalité

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons un ensemble de conditions pour I'optimalité
d’une solution d’un probleme de controle optimal. Ces conditions sont connues sous
le nom du "Principe du maximum de Pontriaguine". Par la suite on s’intéresse a
I’étude d’'une méthode de résolution des probléemes de controle optimal qu’est la
méthode de tir. Cette méthode, qu’est a la fois, précise et rapide, fait partie des
méthodes dites indirectes, elle se base sur le Principe du Maximum de Pontriaguine,
en réduisant le probleme de contréle optimal en un probleme aux valeurs limites,
puis on le résoud numériquement.

2.1 Equation d’Euler-Lagrange

Considérons une fonction x(t) dépendant d’une variable ¢ et une fonction f a

dx
trois variables non indépendantes f(xz(t),z(t),t), ou &(t) = e La fonction z(t)
étant connue, la fonction f prend donc une valeur déterminée pour une valeur de

t donnée. Remarquons que la fonction f dépend de t explicitement, mais aussi
implicitement & travers x(t) et @(t). La dérivée totale de f par rapport a t est

done : df  df ofdr ofdi of of. of.
_ de  Ofdd _ of ., of.

a0 T owot didt ot ox  di
Définissons la fonctionnelle Z(x) par 'intégrale :

zm_:ﬂmm@ww

La fonctionnelle Z(z) est donc un nombre qui dépend de la fonction z(t). L’ap-
proche variationnelle va nous permettre de déterminer la fonction z(t) telle que
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Z(x) soit stationnaire (extrémale), sachant que x(t;) et z(t3) sont donnés.

Nous allons montrer que la fonction z(¢) qui remplit cette condition (Z(x) soit
stationnaire) doit vérifier ’équation d’Euler-Lagrange :

Preuve de ’équation d’Euler-Lagrange

Supposons que l'on connaisse la fonction z((t), qui rende Z extrémale. Puisque
Z(x0(t)) est stationnaire, une petite variation 7(t) de la fonction z(¢) implique une
variation 6Z = 0 au premier ordre en 7(t). Posons explicitement :

(t) = wo(t) +n(t),

ou Vt,n(t) << zo(t) et calculons la variation induite de la fonctionnelle pour une
valeur de ¢ fixée :
to

07 = | [f(wot) + (1), @o(t) +9(t), 1) = f(xo(t), Zo(t), )] dt.

t1

Au premier ordre en 7)(t) et en 7(t), on a :

. . . 0 of .
FCo(e) + n(0) 20(8) + (0). 1) = F(zo(8) 20(t), ) + Son(t) + Ton(e)
Donc of of
to
607 = 5 [n(t)ax + n(t)a:t] dt.

En intégrant par parties la seconde intégrale, on obtient :

Y NN SN A or]"

2=, [n(t)ax 1) aj:] * [n(t)&b]tl'

Puisque z(t1) et z(t2) sont fixés, n(t;) = n(t2) = 0 et le dernier terme de 1’équation

s’annule, il reste :
07 = t) | = — ——=| dt.



C’est I’équation d’Euler-Lagrange, qui s’écrit plus explicitement :

af  o0*f o*f . O*f .

R v T v U T

2.2 Principe d’optimalité de Bellman

Soit le critere :
t*
ﬂ%@:amzemwmw+/ﬁuw@ﬁ (2.1)
0

La trajectoire optimale sur [0,¢*] est @ et le critére optimal :

Z(xg,t9) = min Z(xg,ty =0, u). (2.2)

U[0,t¥]

Soit t; € [0,t*]. Le principe d’optimalité de Bellman énonce que la trajectoire
optimale sur [0, t*] contient la trajectoire optimale sur [¢,*] avec comme condition
initiale 1 = z(¢1). Autrement dit :

Ulo,t*],T1 t1

Z(x0,t0) = min (/t* F(z,u,t)dt + Z(xﬂ) . (2.3)

Ce principe est un résultat classique de la commande optimale et se trouve souvent
utilisé dans la littérature. Il permet d’obtenir une solution optimale en découpant
I'intervalle et en résolvant un probléme récursif.

2.3 Principe du maximum de Pontriaguine
Définition 2.1.
Considérons le probleme :
max Z(u) = G(x(t),t"),
2(t) = f(x(t), u(t),t), =(0) = xo,

u(t) e Ut € [0,t7].

Soit t* > 0, Papplication entrée-sortie en temps t* du systeme contrdlé (1.1) ini-
tialisé a x( est 'application :
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Et* . U — Rn,
u — 2, (1),

ou U est I'ensemble des contrdles admissibles, i.e. ’ensemble de controles u tels
que la trajectoire associée est admissible sur [0, *].

Proposition 2.1.

Considérons le (1.1), soit U C L>([0,t*], R™) le domaine de définition de Fi-
c’est-a-dire : I'’ensemble des controles dont la trajectoire associée est admissible sur
[0,t*]. Alors U est un ouvert de L*([0,¢*],R"), et Ey est CP au sens L™. De plus
la différentielle (au sens de Fréchet) de L™ en un point u € U est donnée par le
systeme linéarisé en u de la maniére suivante :

Posons, pour tout t € [0, t*] :

Le systeme de controle linéaire :
(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t),
x(t) = x.

La différentielle de Fréchet de Ej« en w est alors application dE«(u) telle que,
pour tout w € L>([0,¢*],R") :

t*
B, (u)w = z,(t*) = S(t) / S(r) " B(r)u(r)dr.
0
Définition 2.2 (Controles singuliers).

Soit u un contrdle défini sur [0,t*] tel que sa trajectoire associée x, issue de
x(0) = zo est définie sur [0,¢*]. On dit que le contrdle u est singulier sur [0, t*] si
la différentielle de Fréchet dE«(u) de I'application entrée-sortie au point u n’est
pas surjective. Sinon on dit qu’il est régulier.

Lemme 2.1.

Si un controle u est optimale sur [0, ¢*], alors application dE;(u) n’est pas
submersive au point (t*,u), par conséquent dans ce cas 'application dFEy(u) n’est
pas surjective, et donc il existe un vecteur non trivial A € R™\{0} qui est ortho-
gonal & ImdE(u) i.e : AddEw(u) = 0.
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Proposition 2.2.

Si u est un controle régulier sur [0, t*], alors le systeme est localement contro-
lable le long de la trajectoire associée a ce controle.
Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 2.1.

Soit u un contrdle défini sur [0,t*] tel que sa trajectoire associée x, issue de
x(0) = x est définie sur [0,t*] et vérifie :

z(t*) € 0Acc(xp, t™).

Alors le contrdle u est singulier sur [0, ¢*].

Définition 2.3 (Fonction Hamiltonien).

I’hamiltonien est une fonction de la forme :
H = H(x(t),u(t),(t),t) = ¢ f(x(t), u(t),t).

2.3.1 Principe du maximum sans contrainte sur le controle

Théoréme 2.1. [15]/Principe du mazimum faible]
Si le controle u* associée au systeme linéaire de controle :

&(t) = f(t,2(t), u(t))),

est optimale pour le critere :

alors, il existe une application ¢(.) absolument continue ¢ : [0,¢*] — R™\{0}, ap-
pelée vecteur adjoint, telle que les équations suivantes sont vérifiées pour presque
tout ¢ € [0,¢*] :

(t) = G (a(t) 0 (0),0°(0).0),
(1) = =9 1) 1), 60,0, 24
Ha(a(), u* (), 6(t), 1) = 0.



Preuve

On suppose que le controle u associée au systéme de contrdle (1.1) est optimal
pour le cotit sur [0,¢*], alors l'application dFEy(u) n’est pas surjective, donc il
existe un vecteur ligne A € R\{0} tel que pour tout controle v dans L, on ait :

t*
AE;-(w)o = 0 = A / S(t)S ()" B(r)u(r)dr = 0,
0
par consequent

ASH)S(T)'B(r) =0 pp sur [0,t7].

On pose : ¥(t) = AS(t*)S(t)~!, pour tout ¢ € [0,¢*]. C’est un vecteur ligne de
R™\{0} et (t*) = A

On par derivation :

df

b(t) = —9(t) - (2(t), u(t), 1).
En introduisant I'hamiltonien H (¢, z, 9, u) = ¢’ f(x,u,t), on obtient :
Flalt) () = 7 (a(0) ), 0010,
et
00D ((e), u(t), 1) = 5 lt), ), 0(0), )
Alors : iH
w(t) = _%CC(t)a u(t>7 ¢(t)7 t)
La derniere relation vient de :
Y(t)B(t) =0 car B(t) = z(x(t),u(t),t).
Alors :
00D (1), u(t), 1) = 0,
d’ou : iH
——(x(t), u(t), ¥(t),t) =0
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2.3.2 Principe du maximum sans contrainte sur I’état

Considérons le probleme de contrdle optimal suivant :

u(t) e U, te[0,t7].

Théoréme 2.2 ((Principe du maximum de Pontriaguine sans contrainte sur 1’état)).

Soient u*(t) € U une commande optimale admissible ot U une ensemble des
controles admissibles et x*(t) la trajectoire d’état optimale solution de I’équation
d’état associée a u*(t). Alors il existe un vecteur ¥*(t) tels que les équations sui-
vantes sont vérifiées :

z*(t) = f( "), u (1)), *(0)
Pr(t) = —Hu(t, 27 (1),
H(t, x=(t ) (1), ¢(t) =

\_/:
*
~—~
~+~
\_/
*
—~
~
% ~—

(2.5)
e OH (2(t), u(t), (1))
z(t), u(t),
H,(t,x*(t),u"(t),v*(t)) = o ()= (1) u(t) = (8) () =" ()
OG(t*, x*(t
G.(t*, x*(t)) = (ax())|x(t*)x*(t*)-

On voit bien que u*(t) va fournir un maximum global du Hamiltonien H (¢, 2*(t), u(t), ¥*(t))
pour u(t) € U. Pour cette raison, les conditions nécessaires (2.5) sont appelées
"Principe du maximum".

Pour la démonstration, voir [14]

2.3.3 Principe du maximum avec contraintes sur I’état

Considérons le probleme de contréle optimal suivant :

i(t) = f(z(t), u(t),t), z(0) = z,
u(t) e Ut € [0,t7].
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Ici nous imposons au probleme des contraintes sur 1’état et les variables de
controle. Plus précisément, pour chaque instant t € T, z(t) et u(t) doivent satis-
faire la contrainte

g(z,u,t) >0, geRP, teT. (2.6)

Ainsi, nous introduisons la fonction Lagrangien, qui s’écrit

H("’C7 u?w?ﬂ? t) = H(x7 u7w7t) +/’Lg(x7u7t)7 (2'7)

le vecteur p est appelé multiplicateur de Lagrange. Ce multiplicateur de Lagrange
doit satisfaire aux conditions suivantes :

p>0, pg(r,u,t) =0, (2.8)
le vecteur adjoint satisfait ’équation différentielle :
D(t) = —Ho(t,x(t),u(t), ¥ (1), (") = G.(t", z(t")). (2.9)

Théoréme 2.3 ((Principe du maximum de Pontriaguine avec contrainte sur 1'état)).

Soient u*(t) € U une commande optimale admissible ot U une ensemble des
controles admissibles et z*(¢) la trajectoire d’état optimale solution de 1’équation
d’état associée a u*(t). Alors il existe un vecteur adjoint ¢*(¢) et un multiplicateur
de Lagrange p* tels que les équations suivantes sont vérifiées :

Pr(t) = —H (8, 2" (), u" (t), (1)), Y(t) = Gu(t*, z(t7)),

H(t (1), u (1), 0*(8) > H(t,a° (), u(t), 0" (1), Valt) €U, te 0,4,
glax*(t),u*,t) >0, t €T,

OH O(H + ng)

|lu(ty=urt) = 0,
pr(t) >0, prg(a*,u,t) =0,

(2.10)
Pour la démonstration, voir [14]

2.3.4 Principe du maximum dans le cas linéaire

Avant d’énoncer le principe du maximum, introduisons certaines définitions es-
sentielles.
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Définition 2.4.

Le controle u est dit extrémal sur [0, ] si la trajectoire du probléme de controle
(1.1) associée a u vérifie :

z(t) € 0Acc(xg,t), t € [0,t7].
Définition 2.5.

Un contrdle u*(t), t € [0,t*] est dit optimal si u*(.) est extrémal et Z(u*(t)) < Z(u(t))
pour tout contrdle extrémal u(t), t € [0,t*].

Le théoreme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un contréle
soit extrémal. C’est un cas particulier du principe du maximum de Pontryagin.

Théoréme 2.4. [4]
Considérons le probleme de controle linéaire :
Z(u) = G(x(t"),t7),
z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t), x(0) = xo,
ou le domaine des contraintes U € R™ est compact, convexe. Soit t* > 0, le

controle u est extrémal sur T = [0,#*] si et seulement s’il existe une solution non
triviale 1 (t) de 1'équation 1(t) = —1(t)A(t) telle que :

V(&) B(t)u(t) = max () B(1)V, (2.11)

pour presque tout t € [0, ¢*].
Le vecteur ligne 1(t) € R™ est appelé vecteur adjoint.

Preuve

" =" Supposons que u est extrémal sur [0,t*], soit x la trajectoire associée a wu,
alors par définition on a : z(t*) € dAcc(xo, t*), ot x(t) est donnée par :

2(t) = S(t)(wo + [ S7/(7)B(r)u(r)dr),

Par convexité de Acc(zo,t*), il existe d’apres le corrolaire du convexe, un hyper-
plan séparant au sens large x(t*) et Acc(zg,t*). Soit ¢ un vecteur normal a cet
hyperplan, et soit 1(t) la solution sur [0,¢*] de ¢ = —¢ A définit pour 0 < ¢t < t*
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par : (t) = e S71(t), telle que : ¥ (t*) = v, on obtient donc :

()2 (t) = bozo + / () B(r)u(r)dr. (2.12)

Supposons qu'il existe un sous-ensemble [0, £*] de mesure positive de telle sorte que
pour tout ¢ dans ce sous ensemble, nous avons :

Y(t)B(t)u(t) < max(t)B(t)V.

veU
En utilisant un lemme de sélection mesurable de théorie de la mesure, nous pouvons

définir une commande mesurables 4(.) satisfaisant sur 0 < ¢ < t* :

S(OB)E) = max (1) B(H)V.

Soit Z(.) la trajectoire associée a 4(.), on obtient :

U(E)2(t") = Yoo + [ V(T B(r)a(7)dr

En outre, par la construction de u et de (2.11) I'inégalité suivante est vérifiée :

[ v B@udr < [ 6B

0

donc, on en déduit que : P(t*)z(t*) < ¥ (t*)Z(t*). Cette contradiction avec le fait
que z(t*) € 0Acc(zo, t*) et que (t*) est la normale extérieure a z(t*). Par consé-
quent, nous devons avoir :

() B)u(t) < max (1) B(1)V.

Vel
" <" Réciproquement, si u(.) satisfait I’égalité :

() B(t)u(t) < max(t)B(t)V,

Vel
montrons que z(t*) € dAcc(z,t*). En effet supposer que z(t*) € intAcc(zo,t*).
Par conséquent, il existe 71 € Acc(xg, t*) telle que : ¥ (t*)x(t*) < ¥ (t*)Z1. soit u(.)
un controle défini sur [0,¢*] a la direction xy a x; et Z(.) la trajectoire correspon-
dante, il ensuite que :

U(t)B(t)u(t) < ¢(t)B(t)u(t). (2.13)

Par conséquent, nous obtenons :
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(E)T(t") < D(E)z(t).
Ce qui contredit l'inégalité (2.13). Donc z(t*) € Acc(xg,t*), et u est extrémal.

Remarque 2.1.

La condition initiale ¥(0) dépend en fait du point final 21, comme on le voit
dans la démonstration. Comme elle n’est pas directement connue, l'usage de ce
théoreme sera plutét indirect.

Remarque 2.2.

Dans le cas mono-entrée (controle scalaire), et side plus U = [—a,a] ot a > 0, la
condition de maximisation implique immédiatement que u(t) = asigne(y(t)B(t)).
La fonction ¢(t) = ¢(t)B(t) est appelée fonction de commutation, et un temps ¢,
auquel le contrdle extrémal u(t) change de signe est appelé un temps de commu-
tation. C’est en particulier un zéro de la fonction ¢.

2.3.5 Conditions de transversalité

La condition de transversalité est donnée par la formule suivante :

G (G e —

Nous obtenons défférents cas selon que 1'on considérons t* et \ ou z(t*) libre ou
fixe.
Type (a) : Sit* et z(t*) sont fixes alors, t* et =1 sont nuls dans la condition de
transversalité (2.14), donc, on aura aucun condition supplémentaire.
Type (b) : t* le temps final libre et x(t*) est fixe, alors 6t* est arbitraire, et
comme x(t*) est fixe, dx1 est nul. Le coefficient de §t* dans la condition de trans-
versalité (2.14) est nul, et on aura :
. 0G

2] o
Type (c) : t* est fixe et 2(¢*) est libre. Donc §t* est nul et dx; est arbitraire. Alors
le coefficient de dz; dans la condition de transversalité (2.14) est nul. Ce qui nous

donne la relation suivante :
oG\ "
— | —Y@®)* =0.
[(d) w<>L 0
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Type (d) : t* et z(t*) sont libres, alors les coefficients de t* et de dx; dans la
condition de transversalité sont nuls :

oG
H + = =
o

(&) -ver], -0

2.4 Méthodes numériques en controle optimal

On présente ici deux types de méthode numérique pour résoudre le probléeme
de contrdle optimal : les méthodes directes et les méthodes indirectes. Ces mé-
thodes peuvent traiter un probleme de contréle optimal plus général qui cherche par
exemple a minimiser une fonction non linéaire. Les méthodes directes consistent
a discrétiser la solution du systéme et le controle en transformant le probleme de
controle optimal en un probleme d’optimisation non linéaire sous contraintes. Les
méthodes indirectes sont basées sur le principe du maximum de Pontriaguine.

2.4.1 Meéthodes directes

Parmi les méthodes directes, on trouve la méthode de résolution par I'approche
de la programmation mathématique, qui est la méthode adaptée appelée aussi mé-
thode du support. Elle permet d’avoir une solution approchée ou une solution
exacte. Une autre méthode directe est la méthode de discrétisation du probleme
initial. Pour un probléeme de départ linéaire, on fait une discrétisation de la com-
mande. De la, on obtient un probleme de programmation linéaire facile a résoudre.
L’inconvénient de cette derniere approche est ’'obtention d’une solution approchée.
La mise en ceuvre des méthodes directes est simple, car elles ne nécessitent pas
une étude théorique préalable, on n’a pas a étudier les variables adjointes ou bien
a connaitre a ’avance la structure des commutations.

2.4.2 Meéthodes indirectes

Les méthodes indirectes sont basées sur le principe du maximum de Pontryagin
qui donne une condition nécessaire d’optimalité, il faut vérifier a posteriori I'opti-
malité de la trajectoire calculée. Ces méthodes ont I'extréme précision numérique,
mais elles sont tres sensibles au choix de la condition initiale. Contrairement au mé-
thodes directes, les méthodes indirectes nécessitent une étude théorique préalable
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et I’étude des variables adjointes. Pour ces méthodes, la structure des commuta-
tions doit étre connue a I'avance, elles sont efficaces en toute dimension.

2.4.3 Résolution du probleme de controdle optimal

Considérons le probleme de contrdle optimal suivant :
max Z(u) = G(z(t*), ") + / F(a(t), u(t), t)dt,

#(t) = f(x(t), ult), ).

La solution du probleme de controle optimal a travers les étapes suivantes :

1- Construire I’'Hamiltonien.
2- Obtenir I’équations d’état et I’équation adjoint.
3- Obtenir la condition nécessaire d’optimalité par rapport a u.
4- Donner les conditions de transversalité.
Les différentes étapes de la résolution du probléeme :
Type (1) :Hamiltonien
Nous construisons I’Hamiltonien H pour le probleme décrit par le systeme :

H = H (x(t),u(t), v (t),t) = F (z(t), u(t),t) + &' (1) f (x(t), u(t), 1),

ou ¥ (t) est 'etat adjoint.

Type (2) : Equation d’état et équation adjoint.

Soient z*(t), u*(t) et (t)*(t) les valeurs optimales, alors L’équation d’état et I’équa-
tion adjoint sont données respectivement par :

.k _ dH ' . * k *
0= () s,
avec les conditions initiale 2*(ty) = z (o),

, OH\" oF af\"
et w*(t> = — (&v) = — (8.27 +¢/8£> .

Type (3) : Condition d’optimalité
La condition d’optimalité est donnée par :

OH\" _(oF  Of\" _
(5) = (G v5e) o
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Type (4) : Condition de transversalité
La condition de transversalité est donné par la formule suivante :

[H* i (%f)] s [(25) _ w*(t)L P

cette relation donne la condition supplémentaire qui sert a résoudre I’ensemble des
équations d’etat et adjoint avec les differents cas de transversalité selon que I'on
consideére t* et / ou x(t*) libre ou fixe.

Exemple 2.1.

Considérons le systeme suivant :

1
min Z (z,u) = [u(t)?,
0
L(t) = u(t),
z(0) =0,
z(1) = 1.
L’hamiltonien H est :

H(x(t),u(t),y(t),t) = ud(t) + Yu.

D’aprés les conditions nécessaires d’optimalité on a :

8H_j;*_u
oy =
_aﬂ:f&*:o’
on O
— *2 *
e 3u(t) + .
D’ou
aH—:‘c*—u
op T
o0H e
T T

x
PH(t) = =3u*(t).

La résolution des équation d’état et adjointe donne :

Pr(t) = P*(ty) = ¥ (1),

x* =ut + x(0) = ut,

ona:  *(t) = —3u(t).

, ‘ . 1 osioY(t) <0 e
D’autre part : W= W(t) > 0 donc : u* =1,
ce qui implique : * = —3.

Finalement, la trajectoire optimale est donnée par : x* = t.
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2.4.4 Meéthode de tir simple pour la résolution du pro-
bléeme de contrdole optimal

Le principe général de la méthode de tir simple, est transformé le probleme de
controle optimal d’origine en la résolution d’une équation non linéaire. La méthode
de tir simple est une méthode indirectes, qui consiste a transformer le probleme
de controle optimal en un probleme de la recherche de zéro d’un fonction de tir
associée, cette méthode est basée sur le principe du maximum de pontriaguine.

Probléme aux deux bouts

On considere un probleme général de contrdle optimal, sous la forme de Bolza :

max Z(u) = G(x(t*),t*) + th(x(t), u(t), t)dt,

j;g% — A(D)2(t) + Bu(t) + (1), (2.15)
(i) = .

Le principe du maximum donne une condition nécessaire d’optimalité et affirme
que toute trajectoire optimale est la projection d’une extrémale. En écrivant les
conditions initiales et finales sous la forme de deux fonctions, alors on obtient le
probleme suivant :

max Z(u) = G(x(t )t*)+fF( (t), u(t), t)dt,

#(t) = A(Da(t) + BO)u(t) + (), (2.16)
90(0,z(0)) = 0,
g (t7, 2(t7)) = 0,
telle que go(0,2(0)) =0 € R™ et g*(t*, x(t*)) = 0 € R™. La condition nécessaire
d’optimalité (PMP) nous conduit & un systeme différentiel & 2n équations avec
no+mny conditions initiales et terminales, alors résoudre (2,16) équivaut a résoudre
le probleme aux deux bouts suivant :

900) = =9 (a(t), u(e), 1) — o AT PO H 1]

u(t) = h(¥(1)), (2.17)
90<x(0 ) =Y,

g*(2(t%)) = 0,
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ot u(t) = h(1(t)) est donné par la maximisation de 'Hamiltonien.

Probléme a valeur initiale

Nous allons maintenant définir la méthode de tir pour résoudre ce probleme aux
deux bouts. Posons z(t) le couple (état, état adjoint)

2(t) = (y(1), (1) = (21(t), 2(1)),

et en posant aussi z(., z9) la solution du probléme & valeur initiale (probléeme de
Cauchy) suivant :

{ 2(t) = Ez(t) + Du(t) + K(t), (2.18)
ou F € Mgn(R), D e Mgn,m(R) et K € Mgml(R).
On introduit maintenant une application L appelée fonction de tir, qui a la valeur
initiale zy, telle que zop = (x(0),v(0)) = (zo, ), les conditions initiales gy du
probléeme (2.17) fixent déja une partie de z(0), et I'inconnue de la fonction de tir
est donc réduite a la partie "manquante’, que I'on note f.
Une situation fréquente est celle ou les conditions initiales déterminent 1’état initial
(z(0), ), étant alors finalement la valeur de I’état adjoint initial ¢)(0). La valeur de
la fonction de tir est alors donnée par les conditions en ¢* pour la solution z(¢, z)
de (2.18), donc la fonction de tir définie par :

L:R"— R"
po = (i 2 ) 219

ou Rl(Zl(t*, Zo)) S Rn, RQ(ZQ(t*, ZQ)) e R™.

Trouver un zéro de la fonction de tir L est alors équivalent a la résolution de pro-
bleme (2.19), et donne ainsi une solution de (2.16).i.e. il s’agit de déterminer un
zéro de la fonction L. Ceci peut se résoudre par la méthode de Newton, comme suit :

L’idée de base est la suivante :
Si 8. est proche d'un zéro § de L, alors :

L(B) = L(By) + dL(Br)(B — Br) + O(B — Bi) = 0.

On est alors amené a considérer la suite définie par récurrence suivant :

Ber1 = B — (dL(Br)) " L(B)-

Un point initial gy € R™ étant choisi, et on espére que [, converge vers le zéro 3.
Ceci suppose donc le calcul de I'inverse de la matrice jacobienne de L, ce qui doit
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étre évité numériquement. Il s’agit alors, a chaque étape, de résoudre 1’équation :

L(Bk) + dL(Br)dr = 0,

ou dj est appelé direction de descente, et on pose fBri1 = [rdry = 0. Sous des
hypotheses générales, ’algorithme de Newton converge, et la convergence est qua-
dratique. Il existe de nombreuses variantes de la méthode Newton : méthode de

descente, de quasi-Newton, de Newton quadratique, de Broyden, ect....

- Cette méthode permet, en général, une détermination trés précise d’'un zéro. Son

inconvénient principal est la petitesse du domaine de convergence.
Exemple 2.2.
On considere le probleme de controle optimal suivant :

max Z(u) = tf*dt,
1(t) = wa(t),

Soit le systéme controlé suivant :

{ a1(t) = (1),

To(t) = 2x9(t) + u(t).

(e ) e (V)

le systeme (2.21) est controlable car, la matrice :

On pose :

C—(B AB):<(1] ;)

est de rang 2.
La fonction Hamiltonienne de ce probleme s’écrit :

H(z(t),u(t), v () = 1+ dr(t)2(t) + (1) (222(1) + u(t)),
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nous donnons :
u(t) = —sign(yz(t)).

Nous avons le probléeme aux deux bouts suivant :

21 (1) = za(t),
22({)) = %.CEQ(t) + u(t),
1(t) =0,
Ua(t) = =1 (t) — 2uha(t), (2.22)
z1(t) = 0,2, () = 1,
Jfg(t) = O,I'Q<t*) =0

En posons : z(t) = (x1(t), za(t), 1(t), ¥2(t)) = (21(t), 22(t), 23(), 24(2)).

Résoudre le probléme (2.22) est alors équivalent a rechercher un zéro de 1’équation
L(B) = 0 ou la fonction L est la fonction de tir associée a notre probleme est
définie par :

L:R?+— R?
B— L(B) = z(t, 0, 5)

avec z(t,0, ) est la solution du systéme suivant :

2(t),
50(t) = 225(1) + ult),
0,

(t)
(t)
4(t) =
(t)
(0)
(0)

th

24 t) = —23<t> — 224(t),
0,22(0) =0,
= B1,24(0) = Ba,

z3

ou /817 B? € Rg'
Soit z(t, 0,0, 81, B2) une solution du systéme au temps ¢ avec les conditions initiales

(0,0, 81, B2)-

Dans cet exemple on a le temps final (¢*) est libre, on doit avoir :

zl( 0)0761752) 1

| 2(t%,0,0,6:1,82) | 0
Z(t*7070751752) - Zj(t 0 0 6152) - 1
24(t%,0,0, By, B2) Co
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On définit la fonction de tir suivante :

o O O O

42 4
Zl( *7070751752_1> th* u
2(t*,0,0, 81, B2 — 0) 9 9
L _ s Uy Uy — 2 2
(B) 23(t*70707ﬁ1752 _Cl> é
Z4(t*7070751752 _02> /8 C1 6
(Bs + ?1) -2 51 —
On a o
e ut* 5
Ry
élt* 2 4 ’
o _u_y
2 2
ceci implique que :
o -5 n 1
2w 2

si:u=—1alors, t* =3, ona:

p1—c1 =0,
(B2 + 621)6%* — 621 — =0,

ceci implique que :

B1 =cy,et Ba = —c1 — ca.

z3(t) = a
1
2(t) = 5672t+2b _ %
24(t*) = cg, alors on a le résulta suivant :

D’apres le systeme :

et comme z3(t*) = ¢q, et

B a
C1 = a, C2282b6—§.
Finalement on obtient :
a 19 4
= a7 = —— — —e
B B 5 " 3
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Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudiés I'équation d’Euler-Lagrange, principe de Bell-
man et le principe de maximum de Pontryagin. La résolution du probleme de
contrble optimal consiste a utiliser le principe du maximum de Pontryagin, qui est
une condition nécessaire d’optimalité. La méthode de tir simple consiste a trans-
former le probléeme de controle optimal en un probleme de la recherche du zéro
de la fonction de tir associé, cette méthode permet de résoudre le probleme de
controle optimale d’'une maniere rapide.
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Chapitre 3

Méthode adaptée pour la
résolution d’un probleme de
Controle optimal

Introduction

Dans ce travail, on s’intéresse a la résolution d’un probleme de controle optimal
d’un systeme dynamique linéaire avec contraintes égalités et commande vectorielle.
Cette méthode est développée par R. Gabasov et F. M. Kirillova au début des
années 1980. Elle consiste, comme toute méthode numérique en optimisation, a
faire le passage d’une solution réalisée a une autre tout en améliorant la qualité
de la solution.

3.1 Position du probleme

Le probleme de controle optimal particulier étudié dans cet chapitre est le sui-
vant :
Sur l'intervalle T' = [0, ¢*], considérons le probleme de maximisation de la fonc-

tionnelle :
Z(u) = dz(t) — max, (3.1)

avec ¢ vecteur de cofit, de dimension n (¢ € R").
Le systeme de controle dynamique linéaire défini par I’équation d’état suivante :

t(t) = Az(t) + Bu(t) + r(t), «(0)=m, t €T, (3.2)

ou : z(t) € R™ est un vecteur qui représente 1'état du systeme a l'instant ¢;
u(t) € R" est une commande constante par morceaux, est bornée d- < u(t) < d*,
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d~ = (dy,dy....d7),d" = (df,d3....,d}); A est une n x n matrice qui caractérise
le systeme; B est une matrice réelle n x r constante et zy la position initiale du
systeme.

Associons a la trajectoire z(t), solution du systéme, une contrainte (signal de
sortie) a linstant ¢ = t* :
Hx(t*) = g, (3.3)

ou H est une m x n matrice de rang m < n; g est un m—vecteur.
Considérons le probleme de la commande optimal suivant :

Z(u) = z(t) — max, (3.4a)

&(t) = Az(t) + Bu(t) + r(t), z(0) = xo, (3.4Db)
Hzx(t") =g, (3.4¢)

d- <u(t) <d"teT=]0,t", (3.4d)

avec 1A = A(K K), B=B(K,J), H=H(I;K), d =d(J),
At =dt(J), K= {1,..,n}, J={1,...r}.

La solution du systéme dynamique (3.2) est donnée par la formule de cauchy
suivant :

t
#(t) = 5(t) |20+ [ ST (Bu(r) +r(r)dr| | teT, (3.5)
0
ou S(t) = exp(At), est une matrice carrée d’ordre n, solution du systéme
homogene : _
S(t) = AS(t),
Lo 30

I, est une matrice identité d’ordre n.
En utilisant la solution (3.5) dans le probléme (3.4), celui-ci devient un probléme
de la seule variable u(t),t € T suivant :

Z(u) = S(t*)xe + fo* ch(tu(t)dt + fg* ch(t)r(t)dt — max,
{ Jy e(yu(t)dt =g, (3.7)
d- <u(t) <dt,teT =10,t"].

avec Cl() = ’S(t*) "B, &(t) = ’S(t*)S‘l(t), p(t) = HS(t)S™(1)B,
g=9—HS(t")xo S(E)S~H(t)r(t)dt
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Sur I'intervalle T' choisissons un ensemble de moments isolés T, = {tx, k € K,},
K, ={1,....k.}, ks < p. A chaque moment t;, € T, faisons correspondre un en-
semble d’indices J, C J, > | Ji |=p.
keK,

Posons J, = {Jy, k € K,} et Qo = {Jo, T, }

Counstruisons la matrice :

Pa = SO(Q&> = (ij(tk)v j € Jk‘a ke Ka)a (38)

ol ;(t) est la j*™¢ colonne de la la matrice ¢(t) = Hq(t),t € T et q(t),t € T, est
la solution de I’équation différentielle suivante :

g = Aq, q(0) = B.
Définition 3.1.

Toute commande wu(t) vérifiant les contraintes (3.4c), (3.4d) est dite commande
admissible du probleme (3.4a).

Définition 3.2.
Une commande admissible u® = u%(¢) est dite optimale si et seulement si
Z(u®) = max Z(u). (3.9)

La trajectoire correspondante x°(t) est dite trajectoire optimale.
En outre, on appelle commande suboptimale (ou e-optimale) toute commande
admissible u® = u®(.) = (u°(t),t € T') satisfaisant a I'inégalité :

Z(®) — Z(u°) < ¢, (3.10)
oll € > 0 et u” est la commande optimale.

Définition 3.3.

L’ensemble @, = {J,,T,} est appelé support du probléeme (3.4) si la matrice
Y, est inversible.

Définition 3.4.

Le couple {u,Q,} formé de la commande admissible u et du support @, est
appelé commande de support.
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Définition 3.5.

La commande de support {u, Q,} est dite non dégénérée si : pour toute moment
t, de T,, 'une des deux conditions est vérifiée :
— dans le voisinage de t;, la composante u(t),t € T est non critique :
d- <u(t)<db, te€]ty—20t,+0], >0,
— ) est un point de discontinuité de la fonction u(t), ¢t € T.

3.2 Formule de ’accroissement de la fonction-
nelle

Soit {u,Q,} une commande de support du probleme (3.4). Considérons une
autre commande admissible w(t) = u(t) + Au(t) et sa trajectoire correspondante
Z(t) = z(t) + Az(t),t € T.

L’accroissement de la fonctionnelle s’écrit alors :

AZ(u) = Z(@) — Z(u)

+*

= C/S(t*)xo-i-:f(cll () (t)+cy(t)r(t))dt—' S(t*)xo— Of (A () u(t)+ch(t)r(t))dt

t*

:fq@m@ﬁ+§@uymﬁ—zq@m@ﬁ—zg@y@ﬁ

@)
N

@mmﬁ—gq@mmﬁ

(t)(u(t) — u(t))dt

Il
Ot % O % O O
HQ\

[
[T

>
S

(t)

Définissons le vecteur :

(t)dt.

cla = (c1j(tr), J € Ji, k € K,),
ol ¢1;(t) est la j™¢ élément du vecteur :

&) = (enn(t), s cn(t), t€T.

Construisons le vecteur des potentiels :

Y = ca(t)ea (3.11)

et la co-commande E'(t) = (E(¢),..., E (1)), t € T :
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E'(t) = y'¢(t) — (1)
=y HS(t*)S™(t)B — (¢S(t*)S~(t)B)

= (yH —)S{t")S™'(t)B. (3.12)
En introduisant le systéme adjoint ¢(¢) définie comme suit :
Y'(t) = —(H'y—c)St)S™ ), t €T,

ou v (t) la solution du systéme conjugué :

P(t) = —A"p, (") =c— H'y, (3.13)
alors, la co-commande peut s’écrire sous la forme :
E'(t)=—Y'(t)B, teT. (3.14)

En vertu des définitions (3.11) et (3.12), 'accroissement de la fonctionnelle prend
la forme suivante :

AZ(u) = Z(@) — Z(u)

() (u(t) — u(t))dt

Ot O =

[y'p(t) — E' ()] Au(t)dt

t*

=y ({ o(t)Au(t)dt — ?E’(t)Au(t)dt

__ / E'(H)Au(t)dt. (3.15)

Par conséquent, il est clair que le maximum de I'accroissement de la fonctionnelle
AZ(u) sous la contrainte :

d™ —u(t) < Au(t) <d" —u(t), teT, (3.16)
est égal a :

r

B, Qa) =3 E5 () (u;(t) — dy )dt + / Ej(8)(uy(t) — df)dt| . (3.17)

= () =)
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avec,

TH(j)={teT,E;t) >0}, T (j)={teT,E;(t) <0}, j=1,..,r

Le nombre S(u, Q,) est appelé estimation de suboptimalité.
Ainsi, nous obtenons une majoration de I'accroissement de la fonctionnelle :

AZ(u) = Z(u) — Z(u) < B(u, Qa)- (3.18)

3.3 Critere d’optimalité
Nous avons le théoréme suivant :
Théoréme 3.1.

Soit {u,@Q,} une commande de support du probleme (3.4). Les relations sui-
vantes :

Ei(t) =20, siug(t)=d;,
E;(t) <0, siu(t)=d;, (3.19)
E,(t) =0, sidy <u(t)<df, tel, jel

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont aussi nécessaires
pour 'optimalité de la commande de support {u, Q,}.

Démonstration :

Condition suffisante :

Si les relations (3.19) sont vérifiées alors de (3.17), on a f(u,Q,) = 0. Comme
Z(m) — Z(u) < f(u, Q,) = 0 pour autre commande admissible @. Par conséquent,
la commande de support {u,Q,} est une solution optimale du probleme (3.4).

Condition nécessaire :
Soit {u,Q,} une commande de support optimale non dégénérée pour laquelle les
relations (3.19) ne sont pas vérifiées de support. Alors :

te € T, Jjo € J : (Ej(to) > 0 et wuj(to) > dj) ou (Ej(t) < 0 et
Ujo(t> < djo)

Toute d’abord, supposons qu’on a le cas (Ej,(t) > 0 et ujy(to) > d;,) de la
continuité de E;(t),t € T et la commande u(t),t € T est constante par morceau
alors e, tel que Ej(t) > 0 et ujy(t) > dj ,t € [to, to + €].

Soit pour la commande de support non dégénérée {u, Q,} les m; moments de sup-

port de commutation de la commande. Soit JS C J, et TY C T, les ensembles qui
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représentent ces m; moments de commutation de la commande de support.

Construisons alors la nouvelle commande @ = u(t) + Au(t), tel que Au(t) est
défini comme suit :

i — (1), J = Jjo, € [to,to + £,
uj(ty —0) —u(ty +0), jeJg, te [tk,tk-f-@jk[, ke K¢, St Ojr > 0,
Au(t) _ uj(tk—l—O)—uj(tk—O), jeJg, te [tk+9jk,tk[, ke K¢, st ij<0,
J Yiks jE Jk\J]g, t € [tg, tr + Ojk[, ke K \K¢, St Ok > 0,
—Yjks J € J\Jg, t € [ty + 0, ti], k€ K\KE, 81 01 <0,
0, ailleurs.
(3.20)

En vertu de la non dégénérescence de {u, Q,}, pour des nombres suffisamment
petits € > 0, O, = 0, ;% > 0, nous aurons d; < U; < dj.
Les nombres 8 = (0,,,5 € Jy, k € K,) et € doivent étre déterminés de telle sorte
que u(t), t € T, soit admissible, donc on doit avoir :

t*

/gpAu(t)dt —0. (3.21)
0
Considérons alors la fonction :
t*
Fle,0) = / pAu(t)dt. (3.22)
0
to+e _ tk+9jk
= [ ey —wa )t Y an [ ed (3.23)
to jeTkeKa b

ou : ajp = u;(ty —0) —u;(ty +0) #0, pour j € Ji et k € K;

ajr = v pour j € J\Jg et k € K \K¢.

La fonction F'(e, ) est contintiment différentielle au voisinage € = 0,6 = 0. Alors
on détermine un voisinage V du point € = 0 de telle maniere qu’il existe une
projection unique 6(g) vérifiant :

F(s,0(2)) = 0. (3.24)

Ainsi, pour 6 = 0(¢) la nouvelle commande wu(t) = u(t) + Au(t) est admissible.
L’accroissement de la fonctionnelle par rapport aux commandes u(t) et u(t), t € T
est donné alors par :
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AZ(u) = Z(u) — Z(u)

to+e

— / By ()(dy, —uo(0)dt) — 3 ag, /t”ej’“(s) E;(t)dt. (3.25)

o jeJKkER, tk
Comme E; (to) # 0, E;(ty) =0, Vj € Ji, k € K,, et E(t) est continue, alors nous
obtenons :
O(e)

€

AZ(u) = —Ep (to)(d5; — up (f0)) + o)

+) ap

jeEJkEK,

(3.26)

De cette expression, résulte que AZ(u) > 0 pour un € > 0 suffisamment petit, ce
qui contredit 'optimalité de la commande de support non dégénérée {u, Q,}.

Pour le cas (Ej,(tg) < 0 et uj,(to) < dJ), la preuve est analogue au cas précédent.
En effet,{u, Q,} une commande de support, alors les relations (3.19) sont vérifie.

3.4 Principe du e-maximum

Le critere d’optimalité décrit ci-dessus peut étre écrit sous forme du principe
du maximum. Pour cela, construisons la fonction Hamiltonien :

H(t, x(t), (1), u(t)) = () (Az(t) + Bu(t) + (1)), (3.27)
ou Y(t) est la solution du systéme conjugué (3.13).
Théoréme 3.2 (Principe de maximum).

Pour que la commande de support non dégénérée {u,Q,} soit optimale, il est
nécessaire et suffisant que le long de la commande u(t), t € T et des trajectoire
x(t),(t), t € T, la condition suivante du maximum soit vérifiés :

H(t,x(t),v(t),u(t)) = max H(t,xz(t),¥(t),v),t €T. (3.28)

d—<v<dt
Théoréme 3.3 (Principe de e-maximum).

Soit £ > 0, pour 's-optimalité de la commande admissible u(t), t € T, il est
nécessaire et suffisante de trouver un support @), de telle sorte que le long des
trajectoires x(t), 1 (t), t € T, on ait la condition de e-maximum :

H(t,z(t),y(t),u(t)) = max H(t,z(t),¥(t),v) —e(t), t €T, (3.29)

d—<v<dt

t*
avec [e(t)dt < e.
0
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Preuve
suffisante :

Soit {u, @, } une commande de support vérifiant les relations (3.29). D’apres la
formule (3.17) et en vertu de (3.14) la valeur de suboptimalité sera donnée par :

5wQ) = Y| [ B0 -da | Ej<t><uj<t>dj>dt]
= reo) ()
= S| [ dOBE ) —dit| + 3| [~ OBE D) - i
=) =)

= > / [0/ (1) B(K, j)(w;(t) — dy) + ¢'(0)[Ax(t) +7(8)] — ¢ (8)[Az(t) + r(t)]]dt

+ > | [V OB ) (uyt) = df) + ' (OAx(t) + r(t)] — ' (O)[Ax(t) + r(t)])dt

= Y [ WO + By o))+ Y [ [0 + BUK, )+ (o)

TETEG) =)

Ce qui veut dire que la commande u(t), t € T est e-optimale.
Nécessaire :

Soit u(t), t € T une commande e- optimale. Décomposons la valeur de subop-
timalité (5(u, Q,) en introduisant le probleme dual du probléme (3.7) :

“p(t) = () + [T () = ault),
>

{ L) = ¢F(t)zo + Jy () +0'g— 5 [~ (O)d™ + f5 f(t)d"  — min,
vio(t) — f
v=0,f7()() 20, f7(t)(J) =0, teT
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(3.30)

Soit A = (v, f(t), fT(t)) une solution réalisable du probléeme dual (3.30)
construite comme suit :

{ ;;(t?;;: Ej(t), fi(t)=0 si E;(t) >0, (3.31)
fit)=0, [fr(t)=—E;(t) siE;t)<0,jel

Notons \° = (v, f79(¢), fT°(t)) la solution optimale du probléme dual.
De la formule de suboptimalité et des relations (3.31) nous pouvons écrire :

t* ”

Blu, Qn) = / Et)yu(t)dt —

0 g=1

/ E;(t)d; dt + / E;()d* dt

T+(7) =)

_/E dt—/f ’dt+0/f+(t)d+'dt.

Notons u° la solution optimale du primal. De (3.12) et de la relation (u°) = L(A%),
la valeur de suboptimalité peut étre décomposée comme suit :

t*

Bu,Qa) = /Ot* y'o(t)u(t)dt — /c’l(t)u(t)dt

0
_ /f’(t)ddt+/0t* f+l(t)d+dt+ Z(UO) B L()\O)
0
= y/go(t)u(t)dt — C/1(t>u(t)dt _ fﬂ(t)didt
Joam -
+ /fJF/ d+dt+CS 130"‘/02 dt+/01 dt—CS(t*>

t*

— [ dt+/f‘°’ d—dt—/f+0f<t)d+dt—v'g
0

0

.

— / dt+/cl dt—/f—’(t)d—dt
0 0

t* t*

+ [ frndta+ / o @dde— [ @t
0 0

= [Z(") - Z(U)HL(A) — L(\)].
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En effet, on peut écrire

Bu, Qo) = B(u) + B(Qa),
ou: fu) =2 u
u(t), € T: A(Qu) = LY

(u®) — Z(u) est la mesure de non optimalité de la commande
L(\) —

L(A°%) mesure la non optimalité du support.
Ainsi, si on trouve un support Q% associé¢ a la commande u(t) tel que le vecteur
,f(t), f7(¢)) défini

t
A= (v, f7(t), fT(t)) défini par les relations (3.31) sera optimale pour le probléme
(3.30), on aura 3(Q,) = 0. En effet, on peut écrire

Blu, Qa) = B(u)

a cause de 'optimalité de u

Z(®) — Z(u) <,

(3.32)
Définissons la fonction £(t) > 0 tel que
jé Ej(t)(u;(t) — d7)dt, siteT(j),
W= 2 B0y - d)dt, siteT(), (3:33)
0, s Bt)—=0,teT
Comme FE'(t) = —¢/(t)B, t € T, alors, £(t) peut et reécrit comme suit
5 OB, ) i(t) — ), it € T()
W=\ S W OBE N —df). siteTH(), B3
6: si E(t) =0,t €T.
En ajoutant les quantités (¢/'(t)[Ax(t) + r(t)] — ¢ (t)[Ax(t) + r(t)]) & chaque
relation on aura :
W 0A0) + BOKj)d; -+ (1)
—[W(OAx(t) + B(K, ) (1) + (1)), t € T(),
=1 S @A) + BE. ) + ()] (3.85)
— [ (D)[Ax(t) + B(K, j)u;(t) + b)), t € TT(5),
0,—Y'B(t)=0,teT.

En explicitant la fonction Hamiltonien définie par la relation (3.27) nous obte-
nons :

e(t) = max (H(t,x(t),9(t),v) = H(t,z(t), D), ul?). (3.36)
Ainsi, d’aprés les relation (3.32) et (3.17), nous obtenons
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Blu, Q) = [ e(tydt <= (3.37)

Cette derniere inégalité implique que les conditions (3.30) de e-maximum sont
vérifiées.

3.5 Algorithme de la méthode

Soient € > 0 et {u,Q,} une commande de support initiale. Le but de I’algo-
rithme est de construire une commande u° e-optimale ou carrément optimale u°,
en faisant des itérations qui consiste a faire le passage de {u, Q,} a {u,Q,} tel que
Z(u) > Z(u).

Pour cela, ’algorithme se décompose en deux procédures :

e changement de commande u — u;

e procédure finale.

3.5.1 Changement de commande

Soit € > 0 donné et une commande de support {u, Q,} vérifiant f(u, Q,) > €.
Construisons une autre commande admissible @(t) = u(t) + 0Au(t), t € T, de
telle fagon a avoir Z(u) > Z(u), ou Au(t) est la direction du changement de la
commande, et § > 0 est le pas maximal admissible le long de cette direction.
Pour cela, choisissons les nombres o > 0,h > 0 (parameétres de 'algorithme) et
construisons les ensembles :

T,={teT:nt) <a}, T.=T\T,, avecn(t)= m€1§1 \E;(t)] . teT.
J
Subdivisons I’ensemble T, en intervalles [Tk, Tk [, E=1,N, n < 7F < 741,
T, = UN, [Tk,Tk[7 de telle fagon que nous ayons 78 — 7, < h; T, C {7, k =

LN} uj(t) = uj, = const, t € [Tkﬂ‘k[,k‘ =1,N,jeJ.
Calculons les quantités suivantes :

k k

Tk

Bnis = Z / () Ay (t) (3.39)

wﬂzgéﬁwmww; (3.40)
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avec,

df —u;(t), si E;(t) < -«
. — J J ) J )
Au(t) { dy —u;(t), si Ejt)>a, j=1rtel. (3-41)
Posons :
= (llla ceay llN; ceey lrla ceey er, lNJrl)l; (342)
B = (5117 ceey 61N7 ceey 57’1’ "'76’/‘N75N+1)/- (343)

Les vecteurs [, 3, et ¢j; ont pour dimensions respectives (N7 +1), (Nr+1) et
m. En utilisant ces quantités, le probléme(3.15)-(3.16) sera équivalent au probléeme
de support suivant :

Bl — max,

r N
'21 kzl Gixlir + an41lns = 0, (3.44)
Jj= =

d;_u]kgl]kgdj_ujky jzlaru k:17N7 OSZN+1§1

Résolvons le probléme (3.44) par la méthode adaptée, présentée en Annexe, de
la maniére suivante :

introduisons Sg C S = {1,..., N + 1}, |Sg| < p, et a chaque indice k € Sp
faisons correspondre un ensemble J, C J ={1,...,7}, > |Jk| =p.
keSp

Posons Jg = {Ji, k € Sp}, T = {k,k € Sp} et Qg = {Jp, T} et introduisons
la matrice Pg = P(Qp) = (qjk,Jj € Ji,k € Sp), ou ¢, est un m-vecteur et det

(Pg) # 0.

On prend comme plan initial l?k = 0, a qui nous associons le support (Qp).

Apres certain nombre d’itérations, on obtient la solution e-optimale {°, Q B}
Si I'indice supplémentaire (N +1) € T, alors par la méthode duale, on 'exclut
du support et on construit un nouveau support @B.

Si Iindice (N + 1) n’est pas dans T, alors on pose Qg :§B~
Ainsi, construisons la nouvelle commande de support {@, Q,}, avec :

T(t) = u(t) + 15, te [Tk,Tk] , k=1,N, (3.45)
’ wi(t) + Iy Duy(t),  j=T7 tel,

et le support Q, = {ja,fa} du probléeme (3.4) est construit de la maniére
suivante :

j(l = {jka S gB}v Ta = {Tkhk € gB} (346)

En utilisant ces ensembles, on construit la matrice :
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95(1 = {on(tk)’j € jk’ ke f(/a}'

La nouvelle commande ainsi construite vérifie I'inégalité Z(w) > Z(u). Calcu-
lons alors la nouvelle valeur de suboptimalité (7, @a) A partir de cette valeur on
distingue trois cas :

- Si 5(w, Qa) = 0, alors @ est une commande optimale pour le probleme (3.4) ;

- si fB(u, @a) < g, alors @ est une commande s-optimale; B

- sinon, calculons par les formules (3.11)-(3.12) la co-commande E'(t) = —4/(t)B,

t € T, correspondant a {u, @a} Par la suite, construisons la quasi-commande
w=w(.)=(wt),teT):

d;, si Ej(t) >0,

wi(t) =3 df, s E(t) <0, (3.47)
€ld;,df] st E;j#t)=0,j=1,rteT,

J

J
et sa quasi-trajectoire correspondante x = (.) = (x(t), t € T) vérifiant
I’équation :

X = Ax + Bw +r(t), x(0) = zo. (3.48)

Construisons le vecteur :

V(o Ta) = &, (g — Hx(t")), (3.49)

En introduisant un parametre p suffisamment petit deux cas peuvent se
présenter :

1. Si la relation suivante :

|7, T)

<, (3.50)

est vérifié, alors on passe & la procédure finale avec le support Q, = Q,.

2. Sinon on va répéter la procédure du changement de commande avec
des parametres « et h plus petits jusqu’a ce que la relation (3.50) est
vérifiée.

3.5.2 Procédure finale

Admettons, que la relation (3.50) est vérifiées pour la quasi-commande

w = w(.) = (w(t),t € T) et la quasi-trajectoire x = x(.) = (x(¢),t € T)
construite par le support @Q,.

La procédure finale consiste a déterminer le support optimal Q% = {J*, T} de
telle maniere a avoir : Hx(t*) = g.
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Ainsi, le support Q) est déterminé en résolvant le systeme d’ équations suivant :

SN - dsignBy ) [ et~ g+ Hy(#) =0, (351)

— p— t
jeT, k€K k

avec Vi (TF), k € K est déterminé par les relations :

E;(Vi(T7),TF) = 0,Vi(Ty) = tg,j € J, k € Kg;
E(t,T7) = cippso(t) — ai(t).
Supposons Q! la [°™¢ approximation, Q° I'approximation initiale , avec J? = J,,
T® = T,. Supposons que la [°™¢ approximation est connue, alors la (I + 1)°m¢
approximation sera construite de la maniere suivante :

dj—df

i {
J

signE;(tk)v(j, 11,), J € Jj, k € Ké} : (3.52)

En outre, la (I +1)*™¢ approximation sera construite d'une maniére a satisfaire
la relation (3.50).

Faisons une nouvelle itération jusqu’a ce que les approximations successives ne
se différent pas.

Soit QF = {JI, T} la solution du systeme (3.20), alors la quasi-commande
w*(t),t € T calculée par (3.47) et le support QF est une commande optimale pour
le probleéme (3.4), et Q% est le support optimal.

3.6 Schéma de ’algorithme

La méthode est résumée dans l'algorithme suivant :
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Début

(1) Teste de commandabilité du systeme :

Si rang(B, AB, A?B, ..., A" B) = n, Alors le systéme est commandable,
aller en (2).

Sinon, le probleme n’admet pas de solution.

(2) Soit {u,Q,} une commande de support de départ admissible du probléme
).

Déterminer la trajectoire admissible z(t),t € T

Calculer ¢(t) = HS(t*)S™'(t)B.

Calculer ¢ (t) = J(t)S(t*)S™(¢)B.

Calculer y = ¢, "

Déterminer la co-commande E(t) = y/p(t) — ¢ (t).

Calculer la valeur de la fonctionnelle Z(u) = ¢'z(t*).

—~
w
o

* X X X X %

(3) Test d’optimalité de la commande de support de départ
* Calculer la valeur de suboptimalité 5(u, @Q,) donnée par la formule (3.17).
SI 5(u, Q,) = 0, alors la commande de support {u, Q,} est optimale ;
SI B(u, Q) < ¢, alors la commande de support {u, Q,} est e-optimale;
SINON, aller en (4).

(4) Changement de la commande u en u
* Construire les ensembles :
T,={teT:nit) <a}, T.=T\T,, avec, n(t) = I]Ilel? |E;(t)],teT.
* Subdiviser I'ensemble T,, en intervalles |14, 7*].
* Calculer les quantités suivantes : Sk, @ik, Bn+1, ¢n+1, avec les relations
(3.38), (3.39), (3.40).

* Résoudre le probleme suivant par la méthode adaptée :

Bl — max,
2-1 >ret Gkl + analn g = 0, (3.53)

d;—uj'kSljkSd;r—Ujk,j:W,kzl,N,OglN+1Sl.

ou [ et 5 sont données par les relations (3.42), (3.43).
* Construire la nouvelle commande de support {u, Q,}, avec :

a0 :{ wit) + 15,  t€|m |, ke LN,
/ w;(t) + I Au,(t), =1, t € Ty,

(3.54)

et le support @a est construit par les relations (3.46).

(5) Test d’optimalité de la nouvelle commande de support {7, Qa}
* Calculer la valeur de suboptimalité 5(7, Q)
SI B(u,Q,) = 0, alors @ est une commande optimale ;
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SI B(w, @a) < ¢, alors @ est une commande e-optimale ;

SINON.

* Construire la quasi-commande w = w(.) = (w(t), t € T) telle que
d:, St Ej(t) > 0,

J
w;(t) =4 dj, st B;(t) <0,
[d] ], si Ei(t)=0, j=T7, teT,
et sa quasi-trajectoire correspondante x = (.) = (x(t), t € T') vérifiant :

X = Ax + Bw +r(t), x(0) = zo.

Cogstliuire les vecteurs :
V(Ja, Ta) = @5 ' (g — Hx(tY)).
SI

| T)|| <

alors on pose @, = Q, et aller en (6).
SINON, répéter l'itération de changement de commande avec des
parametres plus petits a et h jusqu'a ce que la relation (3.50) est réalisé.

(6) Procédure finale
* Résoudre le systéme suivant par la méthode de Newton :

Vi(T3) .
> X (df = d)signEy(n) [ it)dt — gHx(E) =0,
jejk kGKa k
on prend comme approximation initiale Q°, avec J? = J,, TY =T,
(a) Calculer la (I 4 1)*™¢ approximation, construite comme suit :

TH =T 4+ { signE;(t)v(j. 1), J € Ji ke KL}

1
=
dy - dj
(b) SI Q! = @', alors Q! = @ est optimal, et la quasi-commande

w*(t), t € T calculée par (3.47) et le support @QF est une commande op-
timale.

SINON, aller en (a).
FIN
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3.7 Etude d’un exemple

Considérons le probleme suivant :

max Z(u) = x1(t*) — xo(t*) + x3(t*),
fl = IQ(t),
Zo = x3(t) + 2u(t),
2y = u(t),
£1(0) = 1, 25(0) = 0, 25(0) = 1, (3.55)
ZEl(t*) —f- I t*) + l’g(t*) = 0 ]_,
u(t) |< 12 te [0,3)
Avec
01 0
oo, w=(21), ¢=(01601),
0 0 0
1 3 2
H = < 111 ) , d=(1;,-1;1), 2 = (x1,29,x3).

K =1{1,2,3}, J={1}.

Soient € = 0.01, pu = 0.03.

Le systeéme est contdlable car la matrice (b, Ab, A%b) est de rang 3.
Il en résulte que :

1 t 0.5t 1 —t 0.5
St)y=ett=]0 1 ¢ : STtty=10 1 —t
00 1 0 0 1

Posons la commande admissible initiale comme suit :

—0.1815, 0 <t < 0.0505L,
0.6321,  0.05051 < ¢t < 0.5252,

u(t) =4 —1.2, 0.5252 < t < 2,
—0.0888, 2 <t <2.25,
1.2, 2.95 < t < 3.
Avec :

p(t) = S(t)SH(t)b

13 2 1 3 45
= 111 01 3
00 1

(275 —8t+ 0.5t
o 16.5 — 6t + 0.5t
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De plus on a :

g = g—HS(t")xo,
0.16 1 3 2 13 45 1
- 01 ) \1 11 013 0
‘ 00 1 1
[ —16.34
- —9.4

et

d(t) = JS@t)SHt),

1 3 45 1 —t 0.5¢2 0
= (L,-1;,1){ 0 1 3 0o 1 —t 2

00 1 0 0 1 1
= (6.5 — 4t +0.5t%).

En utilisant cette solution, le probleme (3.55) devient :

max Z(u) = [(6.5 — 4t + 0.56)u()dt

0
3 (27.5 — 8 + 0.5¢> —16.34
0f< 16.5 — 6t + 0.5¢2 )“(t> < _94 ) ;o Ju@) <12, tel0,3].

Pour cette commande on a Z(u) = —3.0590.
Posons le support suivant :

Qo = {1, T.}, avec J, = {1}, T, = {0.05051, 2}.

D’ou on aurra :

. / —1
Y = C14%Pq >

_ (6‘2992;0.5)<—0.1528 0.3173 )

0.3807 —0.6369
= (—0.7720;1.6804) .

En effet :

E = ye(t) — (),

_ 2
- (—0.7720;1.6804)(27'5 8t 0.5

16.5 — 6t + 0.5¢>
= (—0.0034 + 0.0936t — 0.0458¢%),

) — (6.5 — 4t + 0.5t%)

61



par conséquent la commande de support ne vérifié pas le critéere d’optimalité(3.19).
La valeur de suboptimalité 5(u, Q,) = 0.02015 > £, alors on passe au changement
de commande.

Changement de commande :

Soit u = u(t) + 0Au(t)

avec les parametres de la méthode suivants :

a=0.093 et h <0.36.
Ona:T, ={t e T,min | E;(t
U [1.08; 1.44[U[1.44; 1.8[U[1.8;
et T, =T\T, =1[2.75;3].

Calculons les quantités suivantes :
Tk Tk

Br = — [ Ex(t)dt = — [(—0.0034 + 0.0936t — 0.0458t2)dt, Vk = 1,8,
Tk k

T ™ ( 27.5 — 8t + 0.5¢2
@ = Jent)dt =] ( 16.5 — 61 + 0.5¢%

Tk
Cela permet d’aboutir au probléeme de programmation linéaire suivant :
—0.0041/; — 0.0119861, — 0.01556915 — 0.0148791, — 0.0099143[5 — 0.00138661¢+
0.01028617 + 0.020501lg — max
9.38941; 4 8.399215 4 7.455713 4+ 6.558914 + 5.70875 + 4.1415l¢ + 4.271317 + 2.9164ls = 0,
5.55901; + 4.828I 4+ 4.143713 + 3.506114 + 2.915115 + 2.0115l + 1.95291; + 1.2373ls = 0,
—1.8321 <[} <0.5679
—1.8321 <[y < 0.5679
0<13<24
0<1,<24
0<I5;<24
0<1lg<24
—1.1112 < I; < 1.2888
—24<13<0
La solution optimale est :
' =(0.5679; —0.7279; 0; 0; 0; 0; 0.1829; 0),
avec J = {1}; Tp{2,7}, donc la nouvelle commande  est :

< a} =T, =[0,2.75] = [0;0.36[U[0.36: 0.72]U[0.72; 1.08]
1

)
2.1[U[2.1; 2.46[U[2.46; 2.75]

>, Vk =1,8.

1.2, 0<t<0.36
—0.0958, 0.36 <t <0.72

a(t) =4 —1.2, 0.72<t<21
0.0941,  2.1<t<246
1.2, 246 <t <3

la nouvelle commante de support est {ﬂ, Qa} avec :

Qu={Ju T} Ju= {1}, T = {0.36,2.1}
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En effet :
Y = claval

= (5.1248;().305)(_0‘1734708 0.3666897 )

0.4093059 —0.7014074
= (—0.7641678;1.665287),

par conséquent :

B = yelt) - (),

_ 2
- (—0.7641678;1.665287)<27’5 8t + 0.5t

16.5 — 6t + 0.5¢>
= (—0.03738 + 0.12163t — 0.049441¢%).

) — (6.5 — 4t + 0.5t%)

En effet :

8,00 = Y| [ ity —dde+ [ (ut) - df)de|
=t T-(j)
= 0.01231.

Soit la quasi-commande :
1.2, 0<t<0.36,
w(t) =< —1.2, 0.36<t<21,
1.2, 2.1 <t <3,
avec sa trajectoire correspondante x(t) a l'instant ¢*

—0.1513376
X(t) = | —0.14352
0.424
Calculons 7(J,, T,) = 280072730 , alors on aurra ||v||=0.0242 < 0.03.

Pour cela, passons a la procédure finale.

Procédure finale

Posons T? = {0.36;2.1}, grace a la [°™¢ approximations on calcule (™ + 1 ap-
proximation comme suit :

THL =T —{—{ L sz‘gnEj(tk)’y(j,tﬁg), jeldl, ke Kfl}

dj—dj—
D’ou on aurra :

—0.1343 »
T! = (0363221005}, x(t) = | —0.1743 | et 4(J,, Do) = 02981070
’ 0.4087 0.3711

on a ||y||= 4.0387 x 1075, d’olt on aurra :
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T? = {0.3632;2.1095}, en effet T} = T?. Donc le support Q% avec T = T2 est le
support optimal, et la quasi commande :

1.2 ,0<t<0.3632,
w(t)=4¢ —1.2 ,0.3632 <t < 2.1095,

1.2 ,2.1095 <t < 3,
est admissible, donc elle est optimale.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode adaptée pour la résolution
d’un probleme de contréle optimal avec commande vectorielle et des contraintes
égalités. Cette méthode se base sur deux procédures essentielles : i) changer la
commande u par u d’'une manieére a diminuer la mesure de non optimalité de la
commande; ii) procédure finale, qui consiste a rendre la quasi-commande w a la
fois réalisable et optimale.
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Conclusion Générale

Cette étude a été consacrée essentiellement a la résolution d’un probleme de
controle optimal. Notre but était de rechercher une commande optimale qui pou-
vait nous ramener de 1’état initial zy vers I’état final. Pour cela, on a utilisé la
méthode adaptée. Cette méthode est constituée de deux procédures : changement
de commande, et procédure finale.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressées a la théorie de contrdle optimal
ol nous avons présenté certains éléments de base de cette théorie, en portant un
intérét particulier a la controlabilité et la stabilité des systémes linéaires et non
linéaires.

Ensuite, nous avons consacré une partie pour la présentation de 1’équation d’Euler-
Lagrange, principe d’optimalité de Bellman, principe de maximum de Pontria-
guine, et a I’étude théorique de la méthode de tir, plus précisément du tir simple,
en controle optimal.

Et enfin nous avons exposé la méthode adaptée pour la résolution d’un probleme
de contrdle optimal avec commande vectoriel et contrainte d’égalité, 1'algorithme
de résolution se base sur deux procédures essentielles : changement de commande
qui consiste a diminuer la non optimalité de la commande en trouvant une autre
commande admissible ; procédure finale qui cherche un support qui rend la quasi-
commande réalisable et optimale.
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Annexe A

Méthode adaptée pour la
résolution d’un programme
linéaire

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode adaptée développée par R. Ga-
bassov et F. M. Kirillova pour un probléme de programmation linéaire a variables
bornées. Cette méthode est une généralisation de la méthode du simplexe. Elle
utilise une métrique différente du celle du simplexe, dite adaptée, qui consiste a
considérer tous les indices non optimaux en fonction desquels on construit une
direction d’amélioration de la fonction objectif, et le pas le long de cette direction.

A.1 Position du probleme
Considérons le probleme de programmation linéaire suivant :

Z(z) = dx —> max,
Az = b, (A.1)
d- <z <dt.

ou ¢,z,d”,d" sont des vecteurs de dimension n ;

b est un vecteur de dimension m ;

A est une matrice d’ordre (m x n), avec rang A =m < n.

Définissons les ensembles d’indices suivants :
I={1,2,...m},J={1,2,...,n};

J = JBUJN, JBﬂ JN = (Z), I = [BUIN,IBQIN = @, |[B‘: ’JB’§ m.

Nous pouvons alors écrire et fractionner les vecteurs de la maniere suivante :
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d~=d(J)=(d;, j€J), d" =d*(J) = (dF, j € J);
b =0 (J) = (bj, j€J), bt =b"(J) = (bF, j€J);

. X .
c=x(J)=(z;, j€J), x= <£>, vp =x(Jp) = (x;, j € Jp),

— (¢, JE€T), = (), cp=c(Jg) = (cj, j € Jn),

Soit I'ensemble des solutions réalisables (ensemble des contraintes) :

X:{xER”/Ax:b, d*gxgcﬁ}.

Un vecteur x vérifiant les contraintes générales Ax = b et les contraintes simples
d- < x < d* est appelé plan ou solution réalisable du probléme (A.1).
Le probléme (A.1) consiste & trouver un plan optimal 2° € X tel que :

Z(2°) > Z(x),Vz € X, Z(2") = rglea)?(Z(x)

D’autre part, un plan x° est appelé e-optimal ou suboptimal si :
Z(2") — Z(2°) = da° — daf < ¢,
ot 2° est une solution optimale et ¢ un nombre positif ou nul choisi a I’avance.

Choisissons dans ’ensemble J le sous-ensemble J,;, est appelé support du pro-
bleme (A.1) si la sous-matrice Ay, = A(I, Jsp) est inversible.

Le support Jg,;, est le sous-ensemble des indices de J, telle que quelle que soit le
chois du composantes de zy = (z;, j € Jy), Jnv = J\Jsup, les contraintes générales
reste satisfaite pour les composantes du zg, = (zj, j € Jsp). Réellement, les
contraintes générales Ax = b peut étre écrit comme suit :

Asupxsup + A(I7 JN).CL’N = b7
alors cette égalité reste vérifiée pour :
Toup = Ay (b — Anay), avee Ay = A1, Jy). (A.2)

La paire {z, Jo,} formé du plan x et du support Jy,, est appelée plan de sup-
port ou bien solution réalisable de support.

Le plan de support {x, Jo,} est dit non dégénéré si :

d; < ;< df, Vj € Jup.
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A.2 Formule d’accroissement de la fonction ob-
jectif
Soit {z, Qsup} un plan de support et considérons un autre plan quelconque

T=ux+ Ax.
L’accroissement de la fonction objectif s’écrit alors :

AZ =Z(T)— Z(x) =T — oz = Ax. (A.3)
Définissons le vecteur des potentiels v donné par :

u' =c, Al (A.4)

sup® tsup)
ainsi que le vecteur des estimations £ donné par :
E'=FE(J)=uA-{, (A.5)
ou
E' = (E%, Ey), avecEy = u'Ag — ¢y = 0.
Les composantes non-support de E’ sont définie comme suit :
E;=4v'aj—¢j, j€ Jy, (A.6)

ol a; est le 7™ colonne de A.

En vertu des définitions (A.4) et (A.5), la formule d’accroissement (A.3) prend la
forme suivante :

JEJIN

A.3 Le critere d’optimalité :
Théoreme A.1.

Soit {x, Jsu,} une solution réalisable de support du probleme (A.1), Ey est le
vecteur des estimation non-support.Alors les relations

E; >0, st x;=d;,
Ej < 0, si Xy = ;r, j S JN, (A8)
_ R +
E; =0, si dj nggdj.
sont suffisantes pour l'optimalité du plan z, et ces mémes relations sont aussi

nécessaires dans le cas ou le plan de support {x, Js,,} est non dégénéré.
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A.4 Critere de suboptimalité

Estimation de suboptimalité

Soit {z, Jsup} un plan de support et choisissons un autre plan T = x + Az, tel
que les composantes non-support de T vérifient les contraintes simples :

d; Sfj:l’j—f—AIde;—, jEJN.

d’ou :

d;—SEj SASCJ Sd;r—l’j, jEJN.
Pour estimer I'écart qui existe entre la valeur optimale Z(z°) et la valeur Z(z) d’un
plan de support quelconque, remplagons dans la formule d’accroissement (A.3) le

vecteur T par z°, et majorons la valeur de I'expression (3.7) :

max AZ(z) = max (= > EjAxy)

_ + .
dj 7$J‘SA$dej —Zj, jeIN jeJN

- +
jein dj ijgijgdj —x;

= Z ( max (—EjAZL‘j))

= > Ej(zm—dj)+ >,  Ejz;—d)).

E;>0, jeJn E;<0, jeJn

Posons :

Blx, Jap) = > Ejlz;—dy)+ Y Ejlz;—d)). (A.9)

.Ej>07 JjEeJIN Ej<07 jeJIN

Par conséquent, on obtient une majoration de ’écart qui existe entre la valeur
optimale Z(z°) et la valeur Z(z), qui est donnée par :

Z(2") — Z(x) < Bz, Jaup)- (A.10)
Le nombre réelle 3(x, Js,,) défini par

dj_() — Zjp < 0, =i Ejo > 0,
djb — Zjo > 0, =i Ejo < 0,

est appelé estimation de suboptimalité du plan de support 8(x, Jsyp)-
Théoréme A.2 (Condition suffisante de suboptimalité).

Soit {z, Jsup} un plan de support du probleme (A.1), et € > 0 un nombre
arbitraire.
Si {x, Jsup} < e, alors le plan x est suboptimal (e-optimal).
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A.5 Algorithme de la méthode

Etant donnée un nombre réel positif ou nul quelconque € et un plan de support
initial {z, Jsup}, le but de I'algorithme est de construire un plan optimal z° ou
carrément un plan e-optimal x°. Une itération de la méthode adaptée consiste a
passer d'un plan (solution réalisable) z & un autre 7 telle que : Z(Z) > Z(x). Pour
le faire on construit le nouveau plan 7 = x + 01, 6 > 0,
ou [ est la direction d’amélioration (I € R™) avec Al = 0, et 0 le pas le long de
cette direction.

Pour que l'accroissement AZ = — > E;(T; — xj) = —0 > Ej;l; soit maxi-
JEIN JEIN
male, il faut choisir 8 aussi grand que possible et choisir j; tel que :

E; |= max |E;

By l= max |,

avec Jyy représente le sous ensemble de Jy des indices non optimaux (ne vérifient
pas le critere d’optimalité), alors j; sera indice de support.

Construction d’une direction d’amélioration adaptée

Considérons la métrique suivante pour les composantes non supports de la
direction admissible [ :
d;—xjgljgd;r—xj, jGJN. (All)
Cette métrique dépend du plan courant x, et de ce fait, elle est dite adaptée.

Les composantes (3.11) se calculent en rendant maximal 'accroissement de la fonc-
tion objectif dans I’espace des variables non supports.

Ainsi, en tenant compte de la métrique (3.11), I'accroissement de la fonction
objectif atteint son maximum pour les valeurs des composantes non supports sui-
vantes :

d]_ — T si Ej > 0,
lj = d;r —Zj si Ej <0, j€ Jn, (A12)
0 si E;=0.
On a aussi :
Al = Asuplsup + ANZN =0= Asuplsup = —ANZN.

Alors on aura :
Lsup = — AL Anly. (A.13)

sup
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Calcul du pas maximale #°

Construisons un nouveau plan T sous la forme :
T =1+ 6,

ot [ est la direction d’amélioration définie par (3.12),(3.13) et le nombre 6° est le
pas le long de cette direction ; ce dernier ce calcule de fagon a ce que les contraintes
générales et simples soient satisfaites. Pour les contraintes simples on doit avoir :

d; — Ty < Holj < d;r — Xy, j S Jsupy (A14)

d; — iL‘j S Holj S dj - l’j, ] € JN. (A15)

De (3.12) et (3.15) nous déduisons que :
0° < 1. (A.16)

En outre, pour satisfaire les contraintes (3.14) . On doit choisir 6° tel que :

90 S ng, 9]'0 = grel}lli}p Qj, (Al?)
ou :
(d;_ — (L‘j)/l] si j O,
6] = (dj_ — ZL‘j)/l]‘ si lj < 0, (A18)
oo si lj=0.

De (3.16),(3.17) la valeur de 6° choisis comme suit :
0" = min {0,0,1} . (A.19)

Ce choix va nous assurer que lors du déplacement le long de la direction [, les
contraintes (3.14) (3.15) ne seront pas violées, c’est-a-dire il va nous garantir I’ad-
missibilité du nouveau plan Z. Dans ce cas ’écart qui existe entre la valeur optimale
Z(z°) et la valeur de Z(T) sera majoré comme suit :

Z(2") = Z(7@) =2’ — T =2’ — o — 0°C1 < B(x, Joup) — 0°C1. (A.20)

De plus, nous avons :
B(x, Jeup) — 0°Cl = B, Jaup) — 0° (0 Agyp — E')1

= B(x, Jsup) + 0°(E'l — v/ Agupl)
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= B(x, Jowp) = 0°B(x, Joup) = (1 = 0")B(, Joup)-

Finalement, nous aurons :

Z(x") = Z(@) < (1 —60°)B(x, Jaup)- (A.21)

De la, trois cas peuvent se présenter :

1. 0° =1 le plan T = x + [ vérifie le critére d’optimalité, il est donc optimal et
le processus de résolution est terminé.

2. (1 —6°8(z, Jap) < € : le plan T est donc e-optimal et le processus de
résolution peut étre arrété.

3. (1 —=0")B(x, Jaup) > € : poser Joup = (Joup \ Jo) U g1, In = (I \ j1) U jo et
passer a l'itération suivante avec T = x, Jsup = Jsup-

Conclusion

La méthode que nous avons présentée a la particularité de tenir compte des spéci-
ficités des problemes tels qu’ils sont formulées lors de leur modélisation premiere.
Outre la méthode du simplexe, la méthode adaptée possede une autre métrique
pour le choix de la direction d’amélioration, elle a aussi un critére d’arrét, si une
certaine précision obtenue est satisfaisante : en effet, le calcul d’un nombre appelé
estimation de suboptimalité permet d’estimer I’écart entre la valeur de la fonction
objectif a une itération donnée et sa valeur optimale ; si cette écart est inférieur a
(¢ est un nombre positif ou nul donné a 'avance), on dit que la solution réalisable
obtenue est e-optimale ou suboptimale.
En pratique, on peut alors arréter le processus de résolution dés que la précision
obtenue sera suffisante, cela évitera de faire encore de nombreuses itérations pour
obtenir qu’une amélioration négligeable de la fonction objectif.
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Resump

L’ objectif de ce mémoire est d’étudier les problemes de contrble optimale, et de
résoudre ensuite certains de ces problémes en appliquant une méthode de
contrble, dite adaptée. Nous avons abordés, au premier lieu, la théorie de
contrdle optimal, et certains é éments de base de cette théorie.

Au second lieu, nous avons étudié les conditions d’optimalité, qui ce base sur le
Principe du Maximum de Pontriaguine, et la méthode de tir, qui est une méthode
numeérique pour résoudre un probleme de contréle optimal.

Finalement, nous avons étudié la méthode adaptée pour la résolution d’un
probléme de contréle optimal avec des contraintes égalités et commande
vectoriel. Sa particularité réside dans le fait qu’elle évite toute transformation
préliminaire du probleme, et elle posséde un critere de suboptimalité qui permet
d’arréter I’algorithme avec une précision désirée.

M@Ess @OE&SS = Contrdle optimal, contrdl abilité, Principe du
Maximum de Pontryagin, Méthode adaptée , commande de support.

Abstraeh

The objective of this paper isto study the problems of optimal control, and also
to solve some of these problems by applying a control method, called adaptive
method. At first, we study the theory of optimal control, and some elements of
thistheories. Secondly, we studied the optimality conditions, which it based on
the Maximum Principle of Pontryagin after that, we present the shooting
method, which is a numerical method for solving optimal control problem.
Finally, we study the adaptive method for solving a problem of optimal control,
with equality constraints. The particularity of this method is the fact that it
avoidsthe preliminary transformation of the problem, and he has a suboptimal
criterion which stops the algorithm with the desired accuracy.

Keywords s Optimal control, controllability, the Pontryagin
Maximum Principle, Adaptive method, support.
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