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INTRODUCTION

L’objectif de cette mémoire est d’étudier le comportement de solutions de certaines

équations aux différences non linéairs d’ordre deux.

La théorie des équations aux différences est intéressante en soi et il est facile de voir
qu’elle va jouer un plus grand réle dans un avenir proche. De plus, il y a une forte
augmentation des applications de la théorie des équations aux différences a divers
domaines tels que 1’analyse numérique, la théorie du contrdle, les mathématiques et
I'informatique finie. Ainsi, toutes les raisons d’étudier la théorie des équations aux

différences comme une discipline a part entiere sont réunies.

Les équations aux différences se manifestent comme des modeles mathématiques
décrivant des situations de vie réelle, que ce soit dans la théorie des probabilités, les pro-
blemes de files d’attente, les problemes statistiques,les séries temporelles stochastiques,
I’analyse combinatoire, la théorie des nombres, la géométrie, les réseaux électriques,
les quanta de rayonnement, la génétique en biologie, I’économie,la psychologie, la

sociologie , etc.

Ce mémoire est réparti sur l'introduction générale et trois chapitres. Dans le premier
chapitre, nous avons donnés des définitions sur les équations aux différences linéaires

et non linéaires.



Introduction

Dans le deuxieme chapitre, nou avons étudier la périodicité des solutions, la stabi-
lité locale et globale des points d’équilibres de 1’équation aux différence non linéaire

suivante
bx,

Xn+1 =Xy —
Xy — dx,_q

a la fin on donne les solutions du cas particulier suivant

Xn

Xn+1 = Xp — ﬁ
n— An-1

Dans le dernier chapitre, on étude le comportement des solutions d’équation aux dif-

férences non linéaire d’ordre deux suivant

ax, + bx,_4

Xn+1 = YXp—1 + .
Xy, — dx,_q



CHAPITRE 1

EQUATIONS AUX DIFFERENCES

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux équations aux différences non linéaires. Dans
la premiére partie on présente 1'essentiel des définitions et résultats connus utiles pour
la suite de notre travail. Dans la derniere partie, on donné quelque théoremes de

convergence pour les équations aux différences non linéaires d’ordre deux.

1.1 Equations aux différences linéaires
Définition 1.1.1 Une équation de la forme

Ynsk + P1(0) Ypikr + -+ + pe(M) Y = g (1.1)

avec, po(n) = 1,p1(n), ..., gu, sont des fonctions définies sur IN;; , s’appelle équation aux diffé-

rences linéaire d’ordre k, dés que pr(n) # 0. Avec les conditions initiales

Yig = €1y Yngtl = €2y ooy Yigak—1 = Ck (1.2)

3



Equations aux différences

oitlesci,i=1,--- ,k sont des constantes réelles ou complexes.

Théoreme 1.1.1 L'équation (1.1) avec les conditions initiales (1.2) admet une et une seul

solution.

Dans la suite on note par y(n, ny, c) la solution de I’équation (1.1) tel quey(ny + j,no,c) =

Cj+1/j:O/1/." /k_1

aovec

c=(c1,ca, - ,cx) € RK

Définition 1.1.2 L'équation (1.1) est dite homogene si g, = 0 pour tout n € IN;, .

Alors
Yn+k + Pl(”)yn+k—l +eoet Pk(n)yn =0. (1.3)

Soit l'opérateur L définie par

L:R—>R
k
Yn — Lyn = ;}pi(n)yn+k—i-
L’équation (1.1) prend la forme
Ly, = gu (1.4)

et I'équation homogene sera

Ly, = 0. (1.5)

1l est clair que L est linéaire sur R.

Notons I'espace des solutions de 1’équation (1.5) par S. En vertu de la linéarité de L

on a le résultat suivant :
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Lemme 1.1.1 Toute combinaison linéaire des éléments de S reste dans S,

i.e., Siyi1(n), -, yr(n) sont des solutions de I'équation homogene (1.5), alors

y(n) = ary1(n) + - - - + agyr(n)

k
= Y.a;yi(n),a; € R
i=0

reste aussi une solution de I'équation (1.5).

Preuve. Soient y(n), - - - , yx(n) des solutions de I’équation (1.5), alors

Lyl :O,Lyz = 0, ,Lyk =0

et comme L est un opérateur linéaire alors

L(aiyy + -+ axyx) = a1Lys + - + arLyi

=0,4,eR,i=1,---,k

y(n) =a1y1 + - + ;e

k
= Y.ay;,a; € R
i=1

est une solution de 1'équation (1.5). Donc, toute combinaison linéaire des éléments de

Srestedans S. m

1.1.1 Résolution de I’équation homogene

Dans toute la suite, on s’intéresse aux équation aux différences a coefficients constants

homogenes, c’est-a-dire
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k
Z PiYnk-i =0, po = 1.

i=0

Les p; sont des constantes réels ou complexes.

Théoreme 1.1.2 L'équation (1.6) a des solution de la forme
Yn = A"
avec A € C" et vérifie
k .
p(A) = Z p A = 0.
Preuve. En remplagant par y, = A" dans I'équation (1.6), on trouve

A" Zk" pil =0,

ce qui donne

i p,‘)\k_i =0.

Alors A" est une solution de I’équation (1.6). m

Remarque 1.1.3 Le polynome

k
p) = ) pid.

s’appelle polyndme caractéristique associé a I'équation (1.6).

6
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Théoréme 1.1.4 Si les racines Ay, --- , A, de p(A) sont distinctes, alors les solution de (1.6)

sont linéairement indépendantes.

Preuve. Si Ay,---, Ar sont des racines distinctes du p(A) alors {A’f, e ,/\Z} sont k

solutions de 1’équation (1.6). Montrons qu’ils sont linéairement indépendantes.

Considérons la matrice de Casorati

Moo e o
An+1 An+1 . /\n+1
/\;11+k—1 /\;1+k—1 . A}r{wk—l
et donc
AT AL A}
B I R PR )
detk(n) = (AA2---A)"| , C =M At T (A= A)
. . e . 1>
Do
ALkt Ak
A A AL
Al A o A .
ou| . | = II (A;—=A) est appelé le déterminant de Vander-
: TP 1<i<j<k
i,j=1,+ k
Ali_l Ag_l . Ai—l
monde généralisé.
Ainsi
detk(n) # 0

alors les solutions A}, A7, - -+, A sont linéairement indépendantes. =

Corollaire 1.1.1 Du théoréme précédent, il résulte que toute solution de I'équation (1.6) s’écrit

7
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comme combinaison linéaire de A!,i =1,--- ,k,i.e.,

k
Yo = 2GA ci€R
i=1

avec A1, Ay, - -+, Ax sont des racines distinctes du polynome caractéristique p(A).

Théoréme 1.1.5 Si A;,i = 1,--- s est une racine du polyndme p(A) de degré de multiplicité

m;. Alors les fonctions

viin) =nwAL0<j<m-1i=1--,8,m+ - +my=k

sont des solutions linéairement indépendantes de I'équation (1.6) et donc forment une base.

Corollaire 1.1.2 La solution générale de I'équation (1.3) s’écrit :

s mij—

1 .
Yn = Z Z ci,]-n]/\?, Cijj eR
i=1 j=0

N

ou

o Le paramétre s < k désigne le nombre de racine distinctes de I'équation caractéristique

(1.3).
o Le parametre A; désigne une racine de I'équation caractéristique de (1.3).
e Le parametre m; désigne la multiplicité de la racine A;.

e Les coéfficients c; ; sont des constantes qui sont déterminées a des conditions initiales.
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1.1.2 Analyse de la stabilité des solutions

Définition 1.1.3 On dit qu'une solution i, de | "équation (1.3) est stable, si pour toute autre

solution vy, de la méme équation

_ = +
en =Yy —in,NE anO
est borné.

Définition 1.1.4 On dit qu’une solution i, de I'équation (1.3) est asymptotiquement stable,
si pour toute autre solution y, de la méme équation

lime, = lim y, — 7, = 0.

n—00

Définition 1.1.5 Une solution i, de I'équation (1.3) est dite instable si elle est non stable.

Théoreme 1.1.6 Une solution i}, de I'équation (1.3) est asymptotiquement stable si et seule-

ment si les racines de p(A) sont a l'intérieur du cercle unité.

(i.e., 7, est asymptotiquement stable < |A;| < 1,i=1,---,5s).

Preuve.Soient Ay, - - - , A;lesracines de p(A) avec les multiplicités respectives my, - - - , m,

telquem; +---+m;=k.Ona

s mj—

1 )
Yo =), )., ¢ A},

i=1 j=0

et
S mj—

1 .
o= Y ) Gn/A},

i=1 j=0

ainsi
S mi—l

(yn - yn) = 2 Z (Ci,j - Ei,j)nj/\? (18)

i=1 j=0

9
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1. Si A4l < 1, le membre de droite dans (1.8) tend vers zéro quand n — ,i.e.,

lim Jy = §a| = 0.
2. Inversement si
lim |y, — #,| =0

en supposant qu'il existe une racine A, de module > 1, le(s) terme(s) n/A” ne tend(s)

pas vers zéro. Contradiction. m

1.2 [Equations aux différences non linéaires

Définition 1.2.1 Une équation aux différences non linéaire d’ordre (k + 1) est une équation de

la forme

Xn+l = f(xn/ Xn-1,""" /xn—k) (19)

avec f : [ — [ est une fonction continue, I un intervalle de R et
k+1
(xO/ X1, /x—k) €l "

sont les conditions initiales.

Remarque 1.2.1 Toute solution {x,}'%; de I'"équation (1.9) est uniquement déterminée par les

+
n=

conditions initiales.

Définition 1.2.2 Un point X € 1 est dit point d’équilibre pour I'équation (1.9) si

Autrement dit
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Définition 1.2.3 Une solution {x,}'=; de I'équation (1.9) est dite périodique de période p si

Xnip = X, V11 2 —k.

Définition 1.2.4 Un intervalle | C I est dit intervalle invariant pour l'équation (1.9) si

Xk X—k+1," " /X0 E]:> Xy € ],7’1 > 0.

Définition 1.2.5

1. x est dit localement stable si

X, — X| < &,Yn > —k.
alors
|x, — %| < &,¥n > —k.
2. X est dit localement asymptotiquement stable si
o X est localement stable,

e dy>0,Vx_y, -+, xp€l:|x_p =X+ +|xg— X| < yalors

lim x, = x.

n—+00

3. X est dit globalement attractif si

Vx_ig, -+ ,x0 €1, lim x, = X.

n—+co

4. x est dit globalement asymptotiquement stable si
e ¥ est localement stable,
o X est globalement attractif.

5. Le point X est dit instable s’il est non localement stable.

11
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1.2.1 Linéarisation des équations aux différences non linéaires

Supposons en plus que f est une fonction différentiable au voisinage du point

d’équilibre x .

Définition 1.2.6 On appelle équation aux différences linéaire associée a Iéquation (1.9) I'équa-
tion

Yue1 = PoYn + P1Yn-1 + - PklYn—k (1.10)

aovec

Pour laquelle on associé le polynome caractéristique
p(d) = A —poAf = — .

Remarque 1.2.2 La stabilité de I'équation (1.9) est caractérisé par la stabilité de I'équation aux

différence linéaire associé (1.10).

Le théoréme suivent du Clark, donne une condition suffisante de la stabilité locale asympto-

tique de I'équation (1.9).

Théoreme 1.2.3 Une condition suffisante pour la stabilité locale asymptotique de I'équation

(1.9) est
|p0| + |p1| +---+ |pk| < 1.

Pour montrer cette théoréme, on utilisant le théoreme de Rouché.

Théoreme 1.2.4 (Théoréme de Rouché) [9] Supposons que :

1. Les fonctions f(A) et g(A) sont analytiques a l'intérieur est sur une simple conteur fermé

y dans le domaine complexe.

2. |f(/\)| > |g(/\)| pour tout les points sur y.

12
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Alors f(A) et f(A) + g(A) ont le méme nombre de zéros a l'intérieur du disque unité.

Preuve. (Théoreme (1.23))
Soit

p(A)z/\lﬁl_po/\k__”_pk

le polyndme caractéristique associé a 1’équation (1.9). Soit f et g deux fonctions

complexes définies par

f(A) = AR, g(A) = poAf + -+ + .

On a pour tout A € Ctel que [A| =1

|g(/\)| = |p0/\k + e+ pk|
< [po| + [pa| + - + |

<1

i.e.,

lg)| < |[F ).

Alors par le Théoréme de Rouché f(A) et f(A) — g(A) ont le méme nombre de zéros
(k+1) al'intérieur du disque unité. Ainsi les racines du polynéme p(A) sont de modules

inférieures a 1, et le résultat découle du théoreme (1.14). m

1.2.2 Théoremes de convergences

Maintenant on donné quelque théorémes de convergence pour les équations aux

ifférences non linéaires d’ordre 2.
diffa 1 d’ordre 2

13
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Théoréme 1.2.5 Considérons I'équation aux différences définie par

Xn+1 = f(xn/xn—l)/n = 0/ 1/ Tty (111)

aoec

f:la,blx[ab]l = [a,b],abelR

Supposons que f est une fonction continue telle que

a) f(x,y) est décroissante par rapport a x et croissante par rapport a y.

b) Si (m, M) € [a,b] X [a, b] est une solution de

m = f(M, m)
M= f(m,M)

Alors I'équation (1.11) a un seul point d’équilibre X et toute solution de I'équation (1.11)

converge vers X.

Preuve. Posons

m():ﬂ,Mo =b

etpouri=1,2,---,
m; = f(Mi-1,miq)
M; = f(mj_1, M;_1)

observons (par (a)) que pour touti >0

mOSml<---§mis---SMiS~-SM1 SMQ

et

m; < xp < M;, pourk > 2i+1.

14
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En effet,

e pouri =0,

a=my<xx <My=Db, pourk > 1.
e Pour i = 1, on obtient

my = f(Mo, my)
Ml = f(mO/ MO)

Xk-1 < My et x,_o > mg, pourk >3
et par (a), on obtient

my = f(Mo, mg) < f(xk-1,m0) < f(Xk—1, Xk—2) = Xk.

D’autre part, on a

Xr-1 = My et x_p < My, pour k > 3
et par (a), on a

M = f(mg, My) > f(xk-1,Mo) > f(Xk-1, Xk-2) = Xi.

my < xx < M, pour k > 3.

e Supposons que

m; < xx < M;, pourk >2i+1

et montrons que

Mip < X < Mjyq, pour k > 2i + 3.

15
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Ona

X1 < M; et xp_q = m;

alors

mip1 = f(M;, m;) < f(xe1, mi) < f(Xro1, Xk—2) = Xk

d’autre part, on a

m; < Xp_1 et M; > x¢_»

alors

Miq = f(mi, M;) > f(xr-1, Mi) > f(Xk-1, Xk—2) = Xk

Mip1 < X < Miyq, pour k > 2i + 3.

Maintenant, posons

m= lim m;, M = lim M,;

i—+0c0 i—+00

et donc

i—+0co i—+0c0

m < lim infx; < lim supx; < M.

Par continuité de f

m = f(M, m)
M = f(m, M)
mais
m,M € [a,b]
ainsi (par (b))
m = M.

16
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Il résulte que

lim x, =m =M.

i—+00

Mais m est solution (unique) de

m = f(m,m)
i.e., point d’équilibre donc

lim x, = x.

1—+00

Théoréme 1.2.6 Considérons I'équation aux différences définie par

Xn+1 = f(xn/ xn—l)/ n= O/ 1/ e (112)

aoec

f:la,b]l x[a,b] = [a,b],a,beR.

Supposons que f est continue telle que

a) f(x,y) est croissante par apport a x et décroissante par rapport a y.

b) Si (m, M) € [a,b] X [a, b] est une solution de

m = f(m, M)
M= f(M, m)
alors
m = M.

Alors I'équation (1.12) a un seul point d’équilibre X et tout solution de I'équation (1.12) converge

vers X.

17
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Preuve. Posons

moza,Mo =b

etpouri=1,2,---,
m; = f(mj_1, M)
M; = f(M;-1,mi1)

observons (par(a)) que touti > 0

mOSml<---SmiS---SMiS-~SM1 SMO

et
m; < xx < M;, pour k > 2i + 1.
Posons
m = lim m;, M = lim M;
1—+00 1—+00
et donc

m < lim infx; < lim supx; < M.

i—+00 i—+00

Par continuité de f

m = f(m, M)

M = f(M, m)
mais

m,M € [a,b]
ainsi

m = M.

Il résulte que

im x, =m =M.

i—+00

18
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Mais m est solution (unique) de

m = f(m,m)
i.e., point d’équilibre donc

lim x, = x.

I—+00

m Similairement, on peut démontrer les théoremes suivants.

Théoreme 1.2.7 Considérons I'équation aux différence définie par

Xt = f, % 1) = 0,1,

aovec

f:la, bl x[a,b] = [a,b],a,beR.

Supposons que f est une fonction continue telle que

a) f(x,y) est une fonction décroissante par rapport a x et y.

b) Si (m, M) € [a,b] X [a, b] est une solution de

m = f(M, M)
M = f(m,m)
alors
m = M.

(1.13)

Alors I'équation (1.13) a un seul point d’équilibre X et tout solution de I'équation (1.13)

converge vers X.

Théoréme 1.2.8 Considérons I'équation aux différence définie par

Xpn+1 = f(xn/ xn—l)/n = O/ 1/ tee

19

(1.14)



Equations aux différences

aovec

fila,blx[a,bl > [a,b],abeR

Supposons que f est une fonction continue tels que
a) f(x,y) est une fonction croissante par rapport a x et y.
b) l'équation f(x,x) admet une solution unique positive.

Alors I'équation (1.14) a un seul point d’équilibre X et tout solution de (1.14) converge vers X.
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CHAPITRE 2

STABILITE GLOBALE D'UNE
EQUATION AUX DIFFERENCES
D’ORDRE DEUX

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier la stabilité globale et la périodicité des

solutions de 1’équation aux différences suivante

bx,

Xpe1 = AXy — (2.1)

cx, — dx,_q

ol les parametres a,b, c,d > 0 et les conditions initiales x_1, xy sont arbitraires.

2.1 Périodicité des Solutions

Dans cette section on étude 1'éxistence des solutions périodique d’équation (2.1).

21



Stabilité globale d’une équation aux différences d’ordre deux

Théoréme 2.1.1 L'équation (2.1) admet une solution périodique de période deux si et seulment

Si

Preuve. Supposons d’abord qu’elle éxiste une solution périodiques de période 2

(c—d)a-1)<0,(c+d)a—1)=>0eta>1.

e 0,9,0,9, -

Montrons que les conditions (2.2) est vérifies.

De (2.1) on a

_ bq
P = ap
b
1= a dq
qp = ag® - Cquzdp
qp = ap* - Cpb_pzd p

(gp — ag*)(cq — dp) = —bg?
cq’p — dqp® — acq’ + adq’p = —bg’

cqp — dp* — acq® + adgp = —bq

2

(pg — ap*)(cp — dq) = —bp

2

cp*q — dpq® — cap® + adp*q = —bp

cpq — dq* — cap® + adpgq = —bp..

22
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Stabilité globale d’une équation aux différences d’ordre deux

Par la soustraction de (2.3) a partire de (2.4) on obtient

—dp* + dg* — acq® + cap* = —bq + bp.

Alors
b
q+p—ac_d. (2.5)
Par I’addition de (2.3) et (2.4) on obtient
2cpq — d(p* + @) — ac(p” + ¢°) + 2adpq = —b(q + p)
qp(2c + 2ad) — (d + ac)(p” + 4°) = —b(p + q)
qp(2c + 2ad) — (d + ac)((p + 9)* = 2pq) = =b(p + q)
qpr(2c + 2ad) — (d + ac)(p + q)2 +2(d + ac)pq = =b(p +q).
Alors
2
db (2.6)

PI= Ccxda+ Dac—dp

De (2.5) et (2.6) p et g sont les solutions de 1’équation suivante

> —(q+p)t+pq =0.

A=(q+p)—4pq
b
_(ac—d

db?
(c+d)a+ 1)(ac — d)?

)2 - 4( )/

et comme p # q on déduire que A > 0. Donc on a

4db?
(c+d)a+1)(ac — d)?

b
ac—d

( ) >

23



Stabilité globale d’une équation aux différences d’ordre deux

Alors est (2.2) est vérifies.

D’autre part supposons que (2.2) est vrais. Suppose que

_ b+a
P = Sac—a)
_ b-a
17 2(ac-d)

ou

4b>d

Soit x_q = p et xo = g et montrons que x; = x_1 =petxy=x =4.

bqg  acq® —adpq—bq
cg—dp  cq—dp

X1 =aq—

ac( b—a )Z_ad( v2d )_ b - a)
_ \2(ac—d) (ac—d(c+d)@a+1) 2 (ac —d)
B b-—«a b+a ’

on multiplier le numérateur et le dénomurateur par 4 (ac — d)* on obtient

4acb*d + 4ab*d?
~ (c+d)(a+1)
M S ac—d)(ch—-bd—(c+d)a)

2b%d — ( ) — 2bda

on mltiplier le numérateur et le dénomurateur par (c + d) (2 + 1) on obtient

e —2acb*d — 2ab*d? + 2cb?d + 2b*d?* — 2abcda — 2bcda — 2abd?*a — 2bd*a
e 2(c—d)(c+d)a+1)(chb—bd—(c+d)a) ’

on multiplier le numérateur et le dénomurateur par (cb — bd + (c + d) a) on obtient
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_ b(4b%cd® + AV*d® — 4ab*c*d — 4ab’cd®) + a (4b%cd® + 4b*d° — 4ab*c*d® — dab’cd?)

Y 2 (ac — d) (4b%cd? + 4b%d3 — 4ab?c2d — 4ab?cd?)
_ b+a
C 2(ac—-d)
D’autre part
ey P _aplep—dg) —bp
T =g cp —dq
_acp — adpq — bp
- p—dg
b+a b’d b+a
B “Caemd) s aar))  "Gae—a)
B b+a b-a ’
C(2(ac — d)) B d(Z(ac - d))

on multiplier le numérateur et le dénomurateur par 4 (ac — d)* on obtient

4ach*d + 4ab*d?
B c+d)(@a+1)
2 S ac—d) (ch—-bd-(c+d)a)

2b%d — ( ) + 2bda

on mltiplier le numérateur et le dénomurateur par (c + d) (2 + 1) on obtient

= —2acb?*d — 2ab?*d? + 2cb*d + 2b*d? — 2abcda — 2bcda — 2abd*a — 2bd*a
2T 2(ac—d)(c+d)a+1)(ch—bd—(c+d)a)

on multiplier le numérateur et le dénomurateur par (cb — bd + (c + d) a) on obtient

_ b(4b%cd?® + AV d® — 4ab*c*d — 4ab’cd®) — a (4b%cd® + 40d° — 4ab’c*d® — dab’cd?)
B 2 (ac — d) (4b%cd? + 4b%d3 — 4ab?c2d — 4ab?cd?)

X2

T 2@—-a T
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Stabilité globale d’une équation aux différences d’ordre deux

2.2 La stabilité locale des points d’équilibres

Dans cette partie, nous étudions la stabilité locale des solutions de 1’équation (2.1).

Soit f : (0, +0)* — (0, +c0) une fonction définie par

2.7)

flx,y) =ax - p—

Corollaire 2.2.1 Supposons que (c—d)(a—1) > 0. Alors I'équation (2.1) admet un seul point

d’équilibre dans (0, +00) qui est
b

(c—d)a-1)

X =

Preuve. Supposons que (c —d)(a —1) > 0. Il est claire que I'équation

bx
X =aX - ——— 2.
¥=a¥- —, (2.8)
admet un seul solution dans (0, +o0) qui est
- b
S (c-d@-1)’

La stabilité locale du point d’équilibre positive X = m de Eq (2.1) est décrite

dans le théoréme suivant

Théoreme 2.2.1 Supposons que (c —d)a—1) > 0 et a < 1. Donc le point d’équilibre

b

e e Eq(2.1) est localement asymptotiquement stable.

X =
Preuve. L'équation linéaire associée a (2.1) est donnée par :

Yn+1 = PoYn — P1Yn-1,n =0,1,---, (2.9)
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Stabilité globale d’une équation aux différences d’ordre deux

ou 5
_of L da-1)

_of . da-1)
pl—a_y(x/x)__ (C—d) .

Supposons que a < 1. Donc

(c+d)@a-1)<0

alors
alc—d)+2da—-1) < (c—d)
alc—d)+da-1)+d@a-1)<(c—4d)
alc—d)+d@a-1)+d@a-1)
) <1
da—-1) d@a-1)
= Te-a !
dia—1) da—1)
'a+ = +‘— = <1.
D’ou
|p0'+|p1|<1.

Daprés le Théoreme de Clark X est localement asymptotiquement stable. m

2.3 La stabilité globale des points d’équilibres

Dans cette partie, nous étudions la stabilité asymptotiquement globale de 1’équation

2.1).

Lemme 2.3.1 Supposons que (c —d)(a — 1) > 0. Donc I'équation (2.7) est croissante par

rapport a x et décroissante par rapport a y.
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Preuve. Le résultat découle de deux formules

af 3 da—-1)
a(x,x)—a+ c=ad
af . da-1)

@(x,x)———(c_d).

Théoreme 2.3.1 Supposons que les conditions suivant
(c—d)a—-1)>0,(c+d)a—-1)<0eta<1,

sont vérifiées. Alors le point d’équilibre positive % de I'équation (2.1) est globalement asympto-

tiguement stable.

+0o

Preuve. Soit {x,},-_; une solution positive de Eq (2.1) avec x_1, xy € (0, +o0). D’aprés

le théoreme (2.2.1), il sffit de prouver que X est globalement attractif, c’est a dire

lim x,, = X.

n—oo

Soit f : (0, +00)* — (0, +00) une fonction définé par :

flx,y) =ax - ——

Donc

Xn+1 = f(xn/ xn—l)-

D’aprés le lemme (2.3.1) f est croissante par rapport a x et décroissante par rapport a

y. Supposons que (m, M) est une solution du systéme

m = f(m, M)
M = f(M, m)
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c’est a dire

donc

Par soustraction, on a

bm bM
M(am— cm—dM)_m(aM_ cM—dm) =0

B bm N bM B
cm—dM = cM—dm
(i — dM) (bmM) — (€M — dm) (bMm) _

0

(cM — dm) (cm — dM) 0
mais

(cM — dm) (cm — dM) # 0,
alors

(cm — dM) (bmM) = (cM — dm) (bMm)
ainsi
m = M.
Alors par le théoréme (1.20)
lim x, = x.

n—o0
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24 Exemples numériques

Pour confirmer les résultats de cette étude, nous considérons des exemples numé-

riques qui représentent différents types de solutions a I'équation (2.1) .
Exemple 2.4.1 Sion prend ,a =0.89,b = 6,c =2,d = 7 on obtient I'équation

6x,
Xpe1 = 0.89%, — ﬁ (2.10)
n - n-1

Soit x_1 = 0.8 et xo = 0.6 on obtient x = 10.9. Toutes les conditions du Théoreme (2.3.1) sont

satisfaits et lim x,, = X.(voir graph (2.1) )

plot of x(n+1)
250 T T

200
150
100

50

0
50}

-100

x(n)

-150

-200

Ficure 2.1 — Ce graphique représente le comportement de la solution de 1'équation
(2.10) avec les valeurs initiales de I'exemple (2.4.1) .

Exemple 2.4.2 Sion prend ,a =0.5,b =7,c = 3,d = 9 on obtient I'équation

7x,
w1 = 0.5x, - —— 2.11
el T 3 — 9%, 211
Soit x_1 = 2 et xyp = —2 on obtient x = 2.33. Toutes les conditions du Théoreme (2.3.1) sont

satisfaits et lim x,, = x. (voir graph (2.2))
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plot of x(n+1)
10 T T

x(n)
~

-2

i i i i
0 200 400 600 800 1000

Ficure 2.2 — Ce graphique représente le comportement de la solution de 1'équation
(2.11) avec les valeurs initiales de 'exemple (2.4.2) .

2.5 Cas particulier
Dans cette section on étudié le cas particulier d’équation (2.1)

Xn
Xpn+l = Xy — ﬁ (212)
n~— An-1

ou les valeurs initiales x_;, xo sont des nombres réels non nule avec xy # x_;.

Théoreme 2.5.1 Soit {x,},._,une solution de I'équation (2.12). Alors pourn = 1,2, ...

X0
Xop-1 = X1 +n(x0—x_1 -n-1)- ﬁ)’
0— X1

( =)
Xop =X +n|Xg—X_1 —n— ———|.
Xo — X1
Preuve. Pour n = 0 le résultat est vérifié. Supposons que n > 0 et que notre propo-
sition est vraie pour n — 1. C’est a dire
Xo
Xop3 =X+ m=1)|{xo—x1-(n-2)- ———
X0 — X1
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X
Xon—2 :xo+(n—1)(xo—x_1 -n-1)- xo—ox)
- A1

Maintenant, il découle de Eq. (2.12) que

_ _ X2p-2
Xon-1 = X2n-2)+1 = Xop-2 — —x P
2n—-2 = A2n-3

X0 )_x0+(n—1)(x0—x_1—(n—1)—x0f—;])

:x0+(n—1)(xo—x—1—(”_1)_ Xo—x1—(m—1)

Xo — X1

*0

XQ—x_1 )] par (x0 _ x—l)

x0+(n—1)(xo—x,1—(n—l)—

onmultiplier lenumérateur et le dénomurateur de[ D

on obtient
X0
Xon—1 = Xp +(7’l— 1)(x0 — X1 —(1’1—1) - m)
_ xo(xo —xo1 = (m—1)) + (xo —x-1) (n = 1)(xo —x-1 = (n — 1))
Xg —x-1 — (n—1) (xo — x_1)
X0 X0
:x0+(n—1)(x0—x_1—(n—l)—xo_x 1)—(1’1—1)—m.
Donc
X
Xop—1 = X1 +TZ(XO—X_1 — (7’1— 1)— xo_—OXl)

De méme, il découle de Eq. (2.12) que

_ _ X2n-1

Xoy = Xn-1)+1 = Xop-1 — T
Xon-1 — Xop-2

nxop

X0 ) X1+nxg—-nx;-nn-1)+—2=

X0—X_1
—n(n-1)- =

:x_1+n(x0—x_1—(n—1)—
Xo— X_1

X0 ) X_1+nxg—nx_—
—-n (1’1 — 1) — X

X0—X_1

7

:x_1+n(x0—x_1—(n—1)—
Xo — X1

X_1+NnXg—nx_q
- %y ar (Xo —x-1) on
<1>—) par (xo = x1)

on multiplier le numérateur et le dénomurateur de (

obtient
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X0
:x_1+n(x0—x_1—(n—1)— )+xo—x_1—n.
Xo — X1
Donc
X0
Xoy =Xg+NnN|{Xg—X_1—N— .
Xo — X1
[

Exemple 2.5.1 Sion prend ,a=1,b=1,c=1,d =1 on obtient I'équation

Xt = Xy — — (2.13)
xn - xn—l

Soit x_1 = 2 et xo = =1 on obtient x = 0. (voir graph (2.3) )

x 10* plot of x(n+1)

i i i i
0 200 400 600 800 1000

Ficure 2.3 — Ce graphique représente le comportement de la solution de 1'équation
(2.13) avec les valeurs initiales de 'exemple (2.5.1) .
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CHAPITRE 3

ETUDE DU COMPORTEMENT DES
SOLUTIONS D’'UNE EQUATION AUX
DIFFERENCES

Notre objectif dans ce chapitre est d’étudier la stabilité globale et la périodicité des

solutions de 1’équation aux différences suivante

ax, + bx,_4

Xp+1 = YXp—1 + (31)

X, — dx,—1

ou les parametres y,a,b,c,d > 0 et les conditions initiales x,, x_1, sont arbitraires.
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3.1 Périodicité des solutions

Théoréme 3.1.1 L'équation (3.1) n’admet pas une solution périodique de période 2 si

y>1leth>a.

Preuve. On suppose qu'il existe une solution périodique de période 2

.-, QP Q,---
de I’équation (3.1). Alorson a
B aQ + bP
PP o—ar
et
aP + bQ
P=y0Q+ P —d0"
Donc
cPQ — dP? = ycPQ — ydP* + aQ + bP, (3.2)
cPQ — dQ? = ycPQ — ydQ?* + aP + bQ. (3.3)
Par la soustraction on trouve
b—a
P+Q=——,
< d(y - 1)
et par ’addition on trouve
a(b—a)

=017

Quand y > 1 etb > a, PQ et négative. Mais P et Q sont positives donc contradiction. m

Théoréme 3.1.2 L'équation (3.1) admet une solution périodique de période 2 si et seulement si

(c+d)(a—b)> dad. (3.4)
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Preuve. On suppose qu'il existe une solution périodique de période 2

.-, PLQ P Q,--
de I’équation (3.1)
Alorsona:

g
et

e e
on obtien

cPQ — dP? = ycPQ — ydP* + aQ + bP,
cPQ — dQ? = ycPQ — ydQ?* + aP + bQ.

par la soustraction on trouve

b-a
—+ =
C= 45—
et par 1’addition
a(b—a)

T d+d) (1)

oua > 0etb <y <1 Supposons que P et Q sont deux positifs racines réelles

distinctes de I’équation quadratique,

P—P+Q)t+PQ=0
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Alors,
= (P+Q)" -4PQ
:( a—b )_ 4a (a - b)
dl-=7)) dc+d)Q+y)
_ (- b)* (c + d) — 4ad (a - b)
(1= y) (c+d)
i * VY
P =
2
on pose
4ad (a — b)
B= \/( - by’ ——(C+d)
donc (
(a-b)+p
b= 2d (1 Y)
et
R )
Q= 2
_(a-b)-p
S 2d(1-y)
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onpose x_; =P ,xp=Qetmontronsque x; =x_1 =P, x =x0 =0

o= v +axo+bx_1_ aQ + bP
R P cQ —dpP’
B aQ + bP
—P—yP—P+CQ_dP,
aQ + bP

= CQ_dP—(l—V)P,
aQ+bP—-c(1-y)PQ+d(1-y)P?

cQ —dP ’
(a-b)+p (a-b)-p a(b—a) (a-b)+p
_“[zda—y)]*b 2401 - >]‘C“‘V’[ +d)(y—1)} - )|2d<1 y)l
B (a—b) B d(a—b)+ﬁ ’
“l2a@-y) 24(1-7y)
on multiplier le numérateure et le dénomurateure par 442 (1 — )/)2 on obtien
[a(a - D)
X _pz2a[(a—b)—5]+2b[(a—b)+‘8]—4c- ) [a—b)+pT
1 2e[@-0)-fl-dl@-0+p) 2([@-b)-pl-d[@—b)+f]
2@ -b*)-2@-b)p—-4c [((+dl;) +(@-b>+2@-b)p+p?

2(c[(a—b)- Bl —d[@a—b)+B])
2 - 1) — 4| A=Y +(a—b)2+(a—b)2—4ad[a(a_b)]

(c+d) (c+d)
2(c[(a—b)-p]-d[@a—1b)+B])
B 4a0* — 4ab — 4a* + 4ab B
C2(c[a-b)-pl-d[a-b)+p])

d’ou

X1:P.
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De la meme maniere on montre que x, = Q.

B ax_q +bxy aP+bQ
xz_yxo—i_cx_l—dxo - +cP—dQ_Q'
aP +b
n-Q=7Q-Q+ g,
_aP +bQ

_CP_dQ_(l_y)Q/

_aP+bQ-c(1-y)PQ+d(1-y)Q?
- cP -dQ ’

a(b-a) (@-b)- BT
o[g3]+o[g23] -cu-n)| v -y 2=t

~ dc+d)(y—1) 1-7)
C[(a—b)+ﬁ _d[(a—b)—ﬁ]
2d(1-y) 24 (1~-y)

on multiplier le numérateure et le dénomurateure par 442 (1 — )/)2 on obtien

2a[(a—b) + ] +2b[(a - b) — B] - 4c —“(“_b)]

| (c+d) [(a—b) - B

Qs 2(clla-b)-pl-dl@-b)+p]) "2l -b)-fl-dla=b+ )’
2(@ - b?) +2(a—b)f - 4c ”(f:”;;;) +(@=-bP-2@-b)p+p

2(c[(a—b) - p]-d[(a—Db)+B])

2 (a2 - 1) — 4c [”(E‘t dZ;) +@=-Db2+@—-by— 4ad|

2(c[(a—b)-p]—d[@a—b)+B])
4a(a—Db)(c+d) ’
c+d) +2(a—Db)

2(c[(@a-b)—p]-d[@-Db)+p])

_ 4a® - 20* — 4a® + 4ab + 2b* — 4ab 0

C2(cla-b)-pl-dl@-b)+p)

a(a—"b)
(c+4d)

2(a® - b?) -

D’ou
Xy = Q
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3.2 La stabilité locale des points d’équilibres

Dans cette partie nous étudions la stabilité locale des solutions de I'équation (3.1).
soit
f:(0,+00)” = (0, +e0)

une fonction définie par
ax + by

fy) =ry- (3.5)

cx —dy
Corollaire 3.2.1 Supposons que (c —d) (1 —y) > 0. Alors I'équation (3.1) admet un seul point

d’équilibre dans (0.00) qui est

a+b
c-d)(1-y)

X =

Preuve. Supposons que (c —d) (1 — ) > 0, il est claire que I'équation

___ ax+Dbx
X =yx- e (3.6)
admet un seule solution dans (0, c0) qui est
_ a+b
X=—F—
c-d)(1-y)

m La stabilité locale du point d’équilibre positive

a+b
(c—d)(1-7y)

X =
de I’équation (3.1) est décrite dans le théoreme suivant :

Théoreme 3.2.1 Supposons que (¢ —d) (1 —y) > 0et y > 1 donc le point d’équilibre

a+b
(c=d)(1-7)
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de I'équation (3.1) est localement asymptotiquement stable.

Preuve. L'équation linéaire associeé a (3.1) est donnée par

Ynsl = PoYn —P1Yn-1, n=0,1,... (3.7)
_of . (ad+cb)(1-y)
Po= o 0 =~ e=a)

_of (ad +cb)(1—-7y)
=y =Y e o)

Supposons que y > 1 donc

(1-y)@dBa+b)+c(b-a)<0

alors
(ad+cb)(1-y)+y@+b)(c—d)+@d+cb)(1-y)<(@a+b)(c—4d)

(ad+cb)y(1—y)+y(@a+b)(c—d)+ (ad +cb)(1-y) .
@+D)(c—d) <

(ad + cb) (1 — ) (ad +cb) (1 -y)
@+bc—-a VT T arbhc-a

(ad +cb) (1 — ) (ad +cb) (1-y)
“arbnie-a |T'Y

<1

wibe—a |~ %

D’ou |p0' + |p0' <1.
D’aprés le théoréme du Clark X est localement asymptotiquement stable. m
3.3 La stabilité globale des points d’équilibres

Lemme 3.3.1 I"équation (3.5) est décroissante par rapport a x et croissante par rapport a y.
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Preuve. Le résultat découle de deux formules

of  (ad+cb)(1-7y)
dx  (a+b)(c-d
af (ad + cb) (1 —-7y)
dy T T arnc-a)

Théoréme 3.3.1 Supposons que les conditions suivantes

(c=d)(1-y)>0,
(1-9)dBa+b)+c(b-a) <0,

et

y>1

sont vérifié. Alors le point d’équilibre positive X de I'équation (3.1) est globalement asymptoti-

quement stable.

+00

Preuve. Soit {x,},-; une solution de I'équation (3.1), avec xy, x_1 € (0, +o0) d’apres le

théoreme (1,23), il suffit de prouver que X est globalement atrractif, c’est-a-dire :

lim x,, = .

X—00

Soit
£:(0,+00)* = (0, +00)
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une fonction définie par :

ax + by

feoy) =ry =54,

donc

Xn+1 = f(xn/ xn—l)

d’aprés (1,25) f est décroissante par rapport a x et croissante par rapport a y.

supposons que (m, M) est une solution du systeme

m = f (M, m)
M = f (m, M)
c’est-a-dire
- aM + bm
ST i
am
M =yM+ —TV
donc )
aM + bm
mM—M(y M—dm)
am + bM
Mm—m( M cm—dM)

Par soustraction, on a :

M(ym+aM+bm)—m(yM+am+bM):0,

cM —dm cm —dM
aM + bm am+bM_0
cM—dm cm—dM
(aM + bm) (cm — dM) — (am + bM) (cM — dm) ~ 0

(cM — dm) (cm — dM)

Mais
(cM — dm) (cm — dM) # 0
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alors
(aM + bm) (cm — dM) = (am + bM) (cM — dm)
ainsi
m=M,
[ ]
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CONCLUSION

Dans ce mémoire nous avons étudié la stabilité globale et la périodicité de deux
équations aux différences non linéaire d’ordre deux, nous avons trouvés les conditions
nécessaires et suffisante de stabilité asymptotique globale et de la périodicité de ces

équations.
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Résumé

Le présent travail est consacré a [étude de comportement
assymptotique, la stabilité globale et locale, et [a périodicité de certains
équations aux différences non linéaires d ordres deux,

Mot clés : Equation aux différences, stabilité globale, solutions
périodiques.

Abstract

The present work_is devoted to the asymptotic behavior study, global
and local stability, and périodic of certain nonlinear second-order
differences equations.

Keywords : difference equation, global stability, periodic solution.
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