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Introduction Générale

La modélisation mathématique a apporté d’importance contributions aux différentes
sciences et disciplines. Grace a elle, un probleme en physique, économie ou méme en so-
ciologie ne peut s’échapper a la formulation mathématique via ce qu’on appelle équations
différentielles, mais a travers I’évolution, cette équation ne suffit plus. Un aspect plus
général est apparu, il s’agit d’inclusion différentielle, celles-ci permettant aujourd’hui de
modéliser une plus large classe de phénomene de la vie réelle.

A vrais dire, la théorie des inclusions différentielles est relativement ancienne. Elle
repose sur les travaux de pionniers comme G. Bouligand (1932), Paul Painlevé (1863-
1933), H. Marchaud (1938), Mais cette théorie ne redevient a la mode qu’avec les travaux
d’une école polonaise autour de T. Wazewski (1961) qui a montré comment poser un
probleme de controle optimal dans le cadre des inclusions différentielle. Depuis, le champ
s’est considérablement élargi et les applications de cette théorie touchent de tres nombreux
domaines :

L’optimisation (travaux de F. Clarcke, J. P. Aubin,...).

Le contrdle optimale (H. Sussman, P. Varaiya, E. Sontag,...).

L’analyse numérique (F. Lempio,...).

La théorie des inclusions elle-méme (J.P. Aubin, A. Cellina, H. Frankowska,...). Mais
pourquoi en fait, arriver a des inclusions différentielles ?

Un petit exemple dans le domaine médical peut expliquer pourquoi. En effet, ces
dernieres années, les modeles mathématique ont été grandement utilisés dans les processus
de la recherche épidémiologique y compris I’épidémie de VIH / SIDA. Dans la phase
initiale des recherches, ils ont commencé par décrire des modeles en utilisant des équations
différentielles ordinaires et la, les parametres inconnus impliqués sont supposés constants
dans le temps, or, d'un point de vue plus réaliste des épidémies, certains de ces parametres
ne sont pas constants et ils dépendent de plusieurs facteurs qui ne sont pas pris en compte

en raison de nécessité d’équilibrer la modélisation et la tragabilité numérique, ou par
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manque de connaissances, une autre approche alors est proposée, celle des inclusions
différentielles ou la seule hypothese sur les parametres incertains, est qu’ils appartiennent
a un intervalle fini. plus précisément, on a abordé les problemes d’incertitude dans les
équations différentielles ordinaires en terme d’inclusions différentielles.

La théorie des inclusions différentielles a été largement étudiée, mais le développement
des méthodes numériques pour obtenir sa solutions est encore dans une phase embryon-
naire et constitue actuellement un domaine de recherche. Dans ce présent mémoire, on
s'intéresse a 1’étude d’un type d’inclusions différentielles du premier ordre. Notre travail
est partagé en trois chapitres.

Dans le premier, on donne toutes les définitions et les notions de base ayant été utilisés
tout au long de ce mémoire.

Le chapitre deux vise a comprendre le concept des multifonctions et leurs propriétés,
la continuité et la mesurabilité.

Dans le chapitre trois contient des théoremes et des résultats qui seront utilisés dans
les chapitres, ces théoremes sont des clés et des outils fondamentaux pour la preuve de nos
théoremes principaux. Il s’agit essentiellement des théoremes sur I'existence de solutions
mesurables pour les multi-applications, nous énoncons nos résultats principaux concernant

I’étude de l'inclusion différentielle du premier ordre de la forme

u'(t) € F(t,u(t)), p.p.
u(0) =a

ou F est une multi-application vérifier dans le premier cas la condition de Lipschitz, et la

semicontinuité supérieure dans le deuxieme cas.



Chapitre 1

Notations et résultats préliminaires

Dans ce premier chapitre, on introduit tous les concepts, les notions et les définitions
essentiels en analyse multivoque et fonctionnelle, et aussi tous les symboles et les notations
qui apparaissent tout au long de ce travail. C’est pourquoi une bonne connaissance de
ce chapitre est indispensable pour une bonne compréhension du mémoire. pour plus de

connaissance voir [1], [2],[3].

1.1 Notations générales

Sauf indication contraire, nous utiliserons les notions suivantes tout au long de ce

travail.
N I’ensemble des entiers naturels 0,1, 2, ...
N* I’ensemble des entiers naturels non nuls 1, 2, ...
1,k ensemble des entiers naturels entre 1 et k.
R = [—00, 00].
R4 =10, ool.
R, = [0, 0.
E un espace vectoriel normé muni de la norme ||.||.
A° complémentaire de A.
co(A) L’enveloppe convexe de A.
co(A) L’enveloppe convexe fermée de A.
B(E) Tribu Borélienne.
(E, ) espace mesurable sur F.
(E,%, 1) espace mesuré.

Lr I'ensemble des fonctions P*™¢ intégrable.
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Le® I'ensemble des fonctions essentiellement bornées.
Bg la boule unité fermée de E.
E' le dual topologique de E.

) produit de dualité entre E et E’.
E,E") la topologie faible sur E.
E,E’) la topologie de Mackey sur FE'.
E, I'espace £ muni de la topologie faible o(E, E).
o(E',E) la topologie faible étoile sur FE'.
E’ I'espace E' muni de la topologie faible étoile o(E’, E).
r, =« la convergence forte de la suite (z,), vers z.
r, =« la convergence faible de la suite (x,), vers x.
Cg[0,T] Tespace de Banach des applications continues w : [0,7] — E muni de la

topologie de la norme sup, i.e. ||lullo, = tS[%pT] |lu ()]
€|0,

0*(.,A) est la fonction d’appui de A définie sur £ par 6™ (2/, A) = sup (2/, a)
acA

1.2 Rappels sur ’analyse fonctionnelle

1.2.1 Espace vectoriel

Définition 1.1 Un espace vectoriel sur le corps (K =R ou K = C) est un ensemble E #
¢ dont les éléments sont appelés des vecteurs et dons lequel sont définies deux opérations
(+) et () satisfaisant aux propriétés algébriques usuelles suivantes :
Ve, o', 2" € E.Vo, 8 € K :

er+a =2"+x

oer+ (2 +2")=(x+2)+a"

ol.-z==x

ca-(Ba)=(a-8) 2

ea-(z+2)=a-z+a-2 =a(x+2)

e (a+f) z=a-x+p x

Si E est un espace vectoriel, AC E, BC E, x € E et A € K, les assertions suivantes
seront utilisées :

e A+zrx={a+uzac A}

e A—rx={a—z,ac A}

e A+ B={a+bacAbe B}
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e M- A={\-a,ac A}
Un ensemble F' C E est appelé un sous-espace vectoriel de E si F' lui méme (muni
des mémes opérations) est un espace vectoriel.

On vérifie facilement que F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si
F+¢etaF+LF CF, VafeK

Un espace vectoriel E est de dimension n (dim E' = n), si E admet une base {xy, xa, ..., T, }

ceci signifie facilement que pour tout x € E, il existe aq, ao, ..., o, € K uniques tels que
T = Q1T + Qo + ... + QpTy,

St dim E = n pour un certain n € N, E est dit de dimension finie.

1.2.2 Espace topologique

Soient E un ensemble, P (£) 'ensemble des sous-ensembles de E et # un sous-ensembles

de P(E).

Définition 1.2 On dit que 0 est une topologie sur E si 0 vérifie les propriétés suivantes :
e ¢ et E sont des éléments de 6.

e Toute intersection fini d’éléments de 0 est un élément de 6. C’est a dire
Yo1,09,...,0, €0, 610@- ch
e Tout réunion (quelconque) d’éléments de 0 est un élément de 0. C’est a dire
). 0 , €0
V(0i);er € ’iLeJIOZ €
Les éléments de 6 sont appelés les ouverts de la topologie 6.

Définition 1.3 On appelle espace topologique le couple (E,0) constitué par un ensemble

E et par une topologie 6 sur cet ensemble.

Exemple 1.4 Soit E un ensemble quelconque.
e 0 =P (F) est une topologie sur E appelée topologie discreéte.
e 0 = {9, E} est une topologie sur E qu’on appelée topologie grossiére.
o £ = (R,7) l'ensemble des réunions des intervalles ouverts de R.

(R, 7) est un espace topologique et T est appelée la topologie usuelle sur R.
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Définition 1.5 Soit £ un ensemble quelconque.

e Un sous-ensemble de E qui contient les éléments (ou les points) de E est appelé une

Collection de E.

e On dit que E est dénombrable s’il est en bijection avec N. C’est a dire, si on peut
énumeérer ses points en une suite (l’n)neN (ce qui implique notamment que x,, # T,
sim # m) c’est le cas de N lui-méme ou de N*| de Z, de Q, ou encore des entiers

pairs, ou de toute suite strictement croissante d’entiers.

Définition 1.6 Soient (E,0) un espace topologique et A un sous-ensemble de E.

e Une partie V de E est appelée un voisinage de A si V' contient une partie ouverte

contenant A. C’est a dire,
V woisinage de A <— JU € 0, AcCU CV.

Si A ={z} x € E, on dit V un voisinage de x est on note v (z) l'ensemble des

voisinages de x. C’est a dire,
Vev() < JuebzeclUCV.

o On dit que A est un ensemble ouvert si et seulement s’il est voisinage de chacun ses

points.

e On dit que A est un ensemble fermé de E, si son complémentaire est un ouvert.

Définition 1.7 Soient (E,0) un espace topologique, A C E un sous-ensemble non vide.

e On dit qu’un point v de E est adhérent a A, si tout voisinage de x rencontre A. On

note A Uensemble des points adhérents & A et on a
1€A = VYWev(),VNA#qp

A est le plus petit fermé contenant A.

e Un point x € E est dit intérieur a A, si A est un voisinage de x. L’intérieur de A,

on note A° est le plus grand ouvert inclue dans A.

e On appelle frontiére de A, le sous-ensemble de E, noté F.(A) constitué des points

adhérents o A & son complémentaire C2. C'est i dire F,(A) = AN CA.



« 1.2. Rappels sur 'analyse fonctionnelle (8)

Définition 1.8 Soient A, B deux parties d’un espace topologique (E,6).
e On dit que A est dense dans B, si tout point de B est adhérent a A.

A est dense dans B <= B C A.
e On dit que A est partout dense dans E, si son adhérence coincide avec E.
A est partout dense dans E <= A=FE.

Définition 1.9 Soit (E,0) un espace topologique, on dit que E est séparé si
Ve,y € E, (x #y),3V,, V, voisinage de x et y respectivement tel que V, NV, = ¢.

Définition 1.10 On appelle espace de Hausdorff tout espace vectoriel topologique séparé.

Définition 1.11 On dit que E est séparable s’il admet un sous ensemble dénombrable
partout dense. (Exemple R™) et il est dit parfaitement séparable s’il sa topologie admet

une base dénombrable.

Définition 1.12 Soient X un ensemble quelconque et A une partie de X. Un recouvre-

ment de A est une famille (B;);e; des parties de X vérifiant A C 4UIBZ»
1€

o Si I est fini, on dit recouvrement fini.
e Si I est dénombrable, on dit recouvrement dénombrable.

o Si A= F et comme 'UIBi C E, on a l’égalité E = AUIBi.
1€ 1€

Définition 1.13 Soient (E,6) un espace topologique, {U,;}icr, {Vi}jes deux recouvre-
ments de E.
e On dit que {U;}ier est une raffinement de {V;}jey, siVi e 1,35 € J tel que U; C V.
e On dit que {U; }ics est localement fini, siVx € E,3V € v(x) tel que UyNV # ¢, Vi € 1
et I fini.

Définition 1.14 Un sous ensemble S de E est dit

1) Compact si de tout recouvrement ouvert de S on peut extraire un sous recouvrement
finie.
2) Séquentielement compact si toute suite de point de S admet une sous suite qui

converge vers un point de S.

3) Relativement compact si son adhérence est compact.
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4) Relativement séquentiellement compact si tout suite de S admet une sous suite qui

converge vers un point de E.

Définition 1.15 S séquentiellement fermé s’il contient toutes les limites de ses suites

convergentes.

Définition 1.16 Un espace topologique compact est métrisable si et seulement s’il est

parfaitement séparable.

Définition 1.17 Dans un espace métrique la compacité séquentielle est équivalente a la

compaciteé .

Définition 1.18 Soit (X,0),(Y,T) deuz espace topologiques, une fonction f : X — Y
est dite

1) Continue au point xy < YW € v(f(xo)), 3V € v(xg)/f(U) C W.

2) Séquentiellement continue au point xo si et seulement si pour tout suite (x,), de

points de X convergeant vers o, la suite (f(x,)), converge vers f(zo).

1.2.3 Espace vectoriel normé

Définition 1.19 On appelle espace vectoriel normé le couple (E, ||.||) ou E est un espace

vectoriel et ||.| une norme sur E.

Définition 1.20 On appelle espace métrique (E,d), tout ensemble non vide muni d’une

distance d.

Définition 1.21 Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est appelé espace de Banach s’il est
complet pour la norme ||.|| .
On note par E' ’ensemble des formes linéaires continues sur E. On munit E' de la

norme duale :

1fllg = sup [< f2>],
ZEGBiE

avec cette norme E' est un espace de Banach.

Définition 1.22 Soient E un espace de Banach, E' son dual topologique. On note par

E" le bidual de E, i.e. l’espace des fonctions linéaires continues définies sur E'.

Définition 1.23 Un espace de Banach E est dit réflexif lorsque l'injection canonique

J : E — E" est surjective. Dans ce cas nous identifions E et E" (E = E").
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Théoréme 1.24 Soit E un espace de Banach. Alors E est réflexif si et seulement si

Bg(0,1) = {zr € E: ||z|| < 1} est compact pour la topologie 6(E, E")

Définition 1.25 (Espace vectoriel topologique localement convexe)
Un espace vectoriel topologique E est dit localement convexe si O admet un systeme

de voisinage converes.

Définition 1.26 Un sous-ensemble S d’un espace vectoriel E est dit équilibré si pour
tout scalaire o vérifiant |a| <1

aS CS

avec

aS :={ax/x € S}

Proposition 1.27 Soit E un espace de Banach muni de sa topologie faible o(E,E"),

alors E est un espace vectoriel topologique localement convexe et séparé.

1.2.4 Ensembles convexes

Définition 1.28 Soit E un espace vectoriel, a,b € E.

e On appelle segment fermé ou simplement segment d’extrémités a,b qu’on note [a, b]
Uensemble {Aa+ (1 —X)b, 0 <A< 1}.

o Le segment ouvert est l'ensemble { \a+ (1 — )b, 0 < X < 1}, noté |a,b|.

Définition 1.29 Une partie A d’un espace vectoriel E est dite convexe, si toutes les fois

que deuz points a,b appartienne a A, le segment [a,b] est contenu dans A. C’est a dire,
Va,be A,VA € [0,1],Aa+ (1 —X)be A

On pose

Tn - {()\1,...,>\n) € Rn/)\l Z O,Z)\Z S 1} (TL € N)
=1
et

n+1
= {(/\1, ---7>\na)\n+l) € Rn+1/)\i Z O,Z)\Z = 1} (n € N) .

i=1
et remarquons (A, ..., \p) € Ty 50 (A1, ..., Apy Ang1) € T, et que

()\1,... ZA) €T, si (A,...; \n) €T,

On dit que A est convexes si et seulement si

V (a1, az,..a,) € A, V(A Ao M) €T, ona Y Niay € Al

=1
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Définition 1.30 Soit A un sous-ensemble d’un espace vectoriel E.

e On appelle enveloppe convexe de A, que l'on note co(A), lintersection de tous les

sous-ensembles convezes de E contenant A.
e co(A) est le plus petit convexe de E qui continent A.

e On appelle enveloppe fermé de A, que l'on note ¢o(A), lintersection de tous les

sous-ensembles convexes fermés de E contenant A.

e 0 (A) est le plus petit convexe fermé de E qui continent A.

Théoréme 1.31 Soit E un espace vectoriel et A C E. Alors

k1
co(A) = {Z)\sz/k: €{0,1,...}, (A1, oo, A1) € T}, 1, Ty € A} :
i=1

Théoréme 1.32 Soient E un espace vectoriel, A et B deux sous-ensembles de E. Alors,
1) co(a-A)=a-co(A), co(A+ B) =co(A)+ co(B),
Si E est un espace vectoriel topologique, alors
2) si A est un sous-ensemble conveze de E, ;1 et A le sont aussi,
3) t0A = coA,
4) e (a-A)=a-coA,
5) SicoA est compact, o (A + B) = ¢oA + coB.

1.2.5 Les fonctions convexes

Définition 1.33 Soit I un intervalle de R et soit f: I — R.

e On dit que f est convexe si et seulement si
Vo,y e LVA€0,1], fAz+(1=AN)y) <Af(z)+ (1 —=A)f(y).
e On dit que f est concave si (—f) est conveze.

Définition 1.34 Soit f: 1 — R.
e On appelle graphe de f qu’on note par gph(f) 'ensemble défini par

gph (f) ={(z,r) e I xR/f (x) =r}.
e On appelle épigraphe de f qu’on note par epi(f) l’ensemble défini par

Epi(f)={(z,r) e ExR/f(z) <r}.
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Définition 1.35 Soient E un espace topologique, f : E — [—00,+00].
e On appelle domaine effectif de f qu’on note par D (f) l'ensemble défini par

D(f)y={z€ E/f(x) < +o0}.
e On dit que f est propre si f : E — |—o00, +00] A f # +oc.

Définition 1.36 Soient E un espace topologique, f: E — [—00, +o0]

e On dit que f est convexe si et seulement siVz, 2’ € E,VA € [0,1],Va, 5 € R tels que
f@)<anf@)<p:fAx+(1-=N2a")<da+(1-N)p.
e On peut aussi dit que [ est convexe si et seulement si
Ve, o' e EVA€[0,1]: fQAa+ (1 =XN)z") < Af(x)+ (1 =XN) f ().

a condition que le second membre soit bien définie (A\f (x)+(1 — X) f (2') est bien définie).

1.2.6 Les fonctions semi-continues

Soient F un espace topologique et f: E — R.

Définition 1.37 Soient (E,6) un espace topologique f : E — R et soit a € E. Alors

limsup f(z) = inf {supf(x
lhsup f(e) = st {sup/(e)
liminf f(x) = sup {inf f(z)}
T—a Weuv(a) zeW

Définition 1.38 Soient (E,0) un espace topologique et f : E — R. Alors

e [ est semi continue supérieurement au point a Si

f(a) > Tim sup f(x)

r—a

o f est semi continue inférieurement au point a Si

f(a) < lim inf f(x)

T—a

Remarque 1.39 Si f est a valeurs réelles alors,

o [ est semi continue inférieure au point a si et seulement si

Ve > 0,3V, € v(a),Vz € V, = f(z) — f(a) > —¢.



« 1.2. Rappels sur 'analyse fonctionnelle C13)

e f est semi continue supérieure au point a si et seulement si
Ve > 0,3V, € v(a),Vz €V, = f(x) — f(a) <e.
e f est continue au point a si et seulement si
Ve > 0,3V, € v(a),Vz € V, = |f(z) — f(a)| <e.

Proposition 1.40 Soient (E,0) un espace topologique et f : E — R. Alors,

f est semi continue inférieure si et seulement si epi(f) est fermé.

1.2.7 Quelques notions de mesurabilité

Définition 1.41 (Tribut) Soit E un ensemble quelconque. Une tribut (ou o—algébre)
sur E est une famille 2 de parties de E telle que

1) E€y;

2) Ae ¥ = A e ¥

3) A, e ¥, ¥neN= nLeJNAn €.

Le couple (E,X) est appelé espace mesurable et les éléments de X sont appelés en-

sembles mesurables.

Définition 1.42 Soit (E,X) un espace mesurable, alors la fonction i : ¥ — R est une
mesure sur I si

1) u(¢) = 0;

2) ,u(nLEJNAn) = ;M(An) pour toute famille dénombrable d’éléments de ¥ deuz a deux
disjoints.

o Le triplet (E, %, 1) est appelé espace mesuré.

e Si u(A) >0 pour tout A € X, on dit que p est une mesure positive ou que l’espace
(E, %, 1) est positif.

e Si u(A) < 400 pour tout A € X, on dit que p est une mesure finie ou que l’espace
(B, %, 1) est fini.

e Si E est un espace topologique, la mesure ju :(E) — R est appelée mesure Borélienne.

Définition 1.43 Soit (E, X, 1) un espace mesuré positif et soit Z un sous ensemble de
E, on dit que Z est p-négligeable s’il existe A € ¥ tel que Z C A et u(A) = 0.
On dit qu’une propriété sur E est vraie p-presque partout(u.p.p), si l'ensemble ot elle

n’est pas vérifiée est p-négligeable.
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Définition 1.44 Soient E un espace topologique séparé et i une mesure Borélienne, alors
p est dit réquliére si pour tout A €B(E) et tout € > 0 il existe un ouvert C et un fermé

G de E tels que G C A C C et u(C/G) <e.

Une mesure Borélienne finie et réguliere est appelés mesure de Radon.

Définition 1.45 La tribu p-complétée de X notée 3, est la tribu engendrée par X et les

ensembles p-négligeables, i.e.
Y, ={AUZ/A € X et Z ensemble p-négligeable} .

La tribu X est dit complete si X = X, c’est-a-dire, si tout les ensemble p1-négligeable

appartient a 3.

1.3 Rappels sur la topologie faible et faible*

1.3.1 Topologie faible

Définition 1.46 (Topologie faible )
soit E un espace de Banach, E' son dual topologique, i.e. E' = {f : E — R linéaire continue}
f+ E —- R
r — flz) =(f )
soit f € E',
A R
z = gp(x) =(fz)
lorsque f décrit E' on obtient une famille d’applications (p;)rer définies de E dans R

tel que || f]| g = sup|| f(x)||

On appelle topologie faible sur E et on la note 6(E, E'), la topologie la moins fine sur

E rendant continue tout les applications (gof)feE/ cette topologie est séparé.

Proposition 1.47 1) Soit (z,) une suite d’éléments de E, on dit que (z,) converge
faiblement vers x ou (x,) converge 6(E, E") vers x et on note x, — x si et seulement si
(f,xn) — (f, ), pour tout f € F'.

2) x, — x fortement = x, — x faiblement.

3) x, — x faiblement pour 0(E,E") alors ||z, est bornée et ||z|| < liminf ||z,]|.

4) Si x, — x faiblement pour §(E, E') et si f, — f fortement dans E'(c’est-a-dire
[fn = fllr = 0) alors (fo, xn) = (f, ).

5) [(fyn) = ()] < I e — 2]
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Proposition 1.48 Si B C E conveze, alors B est faiblement fermé pour §(E, E') si et

seulement si il est fortement fermé.

Proposition 1.49 Lorsque E est de dimension finie, la topologie faible §(E, E') et la

topologie forte coinsident.

Théoréme 1.50 (Théoréme de Mazur)
Soit E un espace de Banach et A un sous ensemble de E compact par rapport a la

topologie forte alors, coA est compact par rapport a la topologie forte.

Théoréme 1.51 (Théoréme de Banach-Mazur)
Soit (x,,)n une suite d’éléments de E convergeant faiblement vers x, alors il eziste une

suite (z,)/zn une combinaison convexe des éléments x.,,,x, convergeant fortement vers x.

Théoréme 1.52 (Théoréme de Krein-Smilian).
Soit A un sous ensemble de E faiblement compact 6(E, E’), alors coA est faiblement

compact.

1.3.2 Topologie faible*

Définition 1.53 ( Topologie faible* §(E', E))

Soit E un espace de Banach, E' son dual (muni de la norme ||f|| = sup [(f,z)|), et
z€B(0,1)
soit E" la bidual de E (c’est a dire le dual de E') muni de la norme ||&|| = sup |(§, f)|.
fer’
VSt

On a une injection canonique J : E — E" définie comme suite
Soit © € E fizé Uapplication J : f — (f,x) de E' dans R est une forme linéaire

continue sur E' c¢’est a dire un élément de E" noté J, donc

<JI7f>E”,E/ = <f7x>E/7va € E et f € El

1l est claire que J est linéaire et que est une isométrie i.e,

[ Joll v = sup [(Jz, £} = sup [{f, )| = [|z[|
fer’ fer’

donc on peut toujours identifier E a une sous ensemble de E'. Sur l'espace E' sont définies

déja deuzx topologies, la topologie forte induite par la norme de E' (||f|| = sup [{f,z)|)
:EEEE/(O,I)
et la topologie faible 6(E', E"). On définie une troisiéme topologie sur E' comme suit :

pour chaque x € E, on considere l’application
e, + EF —- R
f = 90$<f) = <x7f>E”,E’.
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lorsque x parcourt E on obtient une famille de l'application (¢, ).cr de E'dans R.

Proposition 1.54 Soit (f,), une suite de E'. Nous avons
1) fo > f <= (fo,x) = (f,2), pour tout x € E.
2) fo f= fu .
3) Si f,, = f alors(||fu|]) est bornée et ||f|| < ligg'g.}f | fall -
4) fo > f et x, — x fortement, alors {f,,x,) — (f,x) dans R.

Remarque 1.55 1) La topologie §(E', E) est séparé.
2) Lorsque E est de dimension finie les trois topologies (forte, faible 6(E', E") et
faible*S(E', E)) coincident sur E'.

Théoréme 1.56 (Banach—Aloaglu-Bourbaksi)
Soit E un espace de Banach. Alors la boule unité fermée de E' I’ensemble est compact

par la topologie faible*d(E', E).

Théoreme 1.57 (Aloaglu)
Soit E un espace de Banach, B C E’, si B est borné pour la norme de E'et fermé

pour la topologie faible*S(E', E) alors B est compact pour la topologie*5(E', E)

1.4 Les espaces L/(1< p < 400)

Soient £ = R et p la mesure de Lebesgue sur E. Considérons 'espace vectoriel
L' (E,p) des fonctions & valeurs dans R définies p-presque partout et p-intégrables (f
mesurable et [ |f]dp < 00).

Si feclt (TE,/L), nous poserons, ||f]|; = [ |af|du, nous avons

Vo € RF € £1(B.p) Jafl, = [lof]diu = o] |1,

o Vf, g€ L (E, ), '

I/ +gl=J1F+gldn

< flf!du+f|g|du
= Hf!h + Hglh Vf.g€LYE ).

mais [|-||, n’est pas une norme sur £ (E, u) car 1'égalité
Ifll,=0 < f(z) =0, pp.p
Par contre, si on considere sur £ (E, ), la relation d’équivalence R définie par

fRg < f=g pu.ppsurE.
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Soit f la classe d’équivalence de f. Considérons alors

2B = {115 < £ (B}

et définissons sur cet espace l'application f H fIl = |Ifll;, alors cette application
1

est une norme sur L' (F, i) . En effet,

fll =0 <= |[fll,=0
1 = f = Q, [.p.p
— f=0.
Par conséquent, (L' (E, p),||-]|,) est un espace vectoriel normé. On pose alors

L'(E,u) =< f:E—R/f mesurable et | f|, = / |f] dp < oo p.p.p
T
Définition 1.58 Si 1 < p < oo, on définit

L' (E) =< f: E—R/f mesurable et ||f||, = / |f ()P dp (x) < oo p.p.p
T

On munit cet espace de la norme | f||, = (f |f (x)P du) ,
T
Si p = 00, on définit

L (E)=A{f: E — R/f mesurable et, Ic > 0 telque |f (z)| < ¢ p.p.p sur E}.
On munit cet espace de la norme
| fll.o =inf{c>0,|f (z)| <e¢, pp sur E}.

Théoréme 1.59 Si E est de mesure finie (u (E) < 00), alors L™ C ... C L'c’est a dire,
LP C L9, Vp > q.

Théoréeme 1.60 (LP(Q), ||-||,,) est un espace de Banach pour 1 < p < oo et ) un ouvert
de R™.

Théoréme 1.61 LP(Q2) est un espace séparable pour 1 < p < oo et Q un ouvert de R™.
Remarque 1.62 L>(Q) n'est pas séparable.

Définition 1.63 On dit que p,q € [1,4+00] sont des exposants conjugues si %%—% = 1(avec

la convention —— =0).
+o00
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Proposition 1.64 (Inégalité de Holder)

Soient p,q des exposants conjugues et f € LP(L2), g € L1(S2) sont des fonctions mesu-
rables alors, fg € L) et | foll, < 1], gl

e Sip,q =2 alors l'inégalité précédent s’écrit ||fagll, < ||fll5 119l -

est aussi appelée inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 1.65 (Inégalité de Holder généralisée) Soient p,q,r € [0,+00] tels
que 119 + % =1Let feLP(Q), ge LIYQ) sont des fonctions mesurables alors, fg € L™ ()

Proposition 1.66 (Inégalité de Minkowski)
Soient p € [1,4+00] et f,g: Q — R deux fonctions mesurables. Si f et g sont toutes

deuz a valeurs dans [0,+00] p—presque partout, alors f + g € LP(Q) et [|f +gl, <
ILF1L Ngll, -

Théoreme 1.67 (Inégalité de Jensen)
Soit ;1 une mesure probabilité. Si ¢ est une fonction sur lintervalle I C R, alors

pour toute fonction f intégrable telle que f(x) € I on a [ f(x)dp € I et ¢([ f(x)du) <
Jo(f)du.

1.5 Théoreme d’Ascoli-Arzola

Définition 1.68 (Ensembles équicontinus d’applications)

E étant un espace topologique, F' un espace semi-métrique de (5j)].€J (E et F sont
semi-distences nécessairement séparé), H un ensemble d’applications de E dans F. On
dit que H est équicontinu au point a ou que f € H sont également continues au point a de
E, si, quels que sotent j € J et € > 0, il existe un méme voisinage U de a dans E, tel que
Von ait §; (f (x), f(a)) <e pour tout x € U et tout f € H. On dit que H est équicontinu
sur E ou simplement équicontinu, ou que les f € H sont également continues, si H est

équicontinu en tout point de E.

Théoreme 1.69 (Théoréme d’Ascoli-Arzola)
Sotent E un espace métrique compact, F' un espace métriqgue complet, et H un sous
ensemble de C(E, F') Uespace des applications continues définies sur E a valeurs dans F

muni de la topologie de la convergence uniforme. Alors H est relativement compact si et
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seulement si H est équicontinu et H(x) est relativement compact avec
H(x) ={f(x)/f € H}

Théoréme 1.70 (Théoréme d’Ascoli-Arzola généralisé)

Sotent E un espace topologique, F' un espace semi-métrique, H un ensemble d’applica-
tions continues de E dans F'. Pour que H soit relativement compact dans C(E, F) (muni
de la topologie de la convergence compacte), il suffit que les deux conditions suivantes
sotent vérifiées :

1) H est équicontinue ;

2) Pour tout x € E, 'ensemble H(x) = {f(x)/f € H} est relativement compact dans

F. Si E est localement compact, ces conditions sont aussi nécessaires.

Théoréme 1.71 (Conséquence du théoréme d’Ascoli-Arzola)

Soit I un compact de R, (E, ||.||) un espace de dimension finie (E = R™) et soit (fn)n
une suite d’applications absolument continues définies sur I a valeurs dans E satisfaisant
les conditions suivantes :

1) Vt € I, {f.(t)}, est un sous ensemble relativement compact dans E ;

2) I existe une fonction a valeurs réelles positives h € L5 (I) telle que

| ()] < h(t), p.p sur J.

Alors il eziste une sous suite de (f,)n(qu’on note aussi (fn)n) qui converge vers une
application absolument continue f : J — E au sens suivent

a) (fn)n converge uniformément vers f ;

b) (fn)n converge faiblement vers f dans LY(I), c’est a dire, (fn)n converge vers f

par o (Li(I), LE(I)).

Théoréme 1.72 (Beppalevi)

Soit (f,) une suite croissante (resp décroissante) de fonction de L'(E) tel que

sup/fn < oo (resp inf/fn > —00)

alors (fn(z)) converge p.p vers une limite finie f(z); de plus f € L' et on a

[foo = Fllr = 0.
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Théoreme 1.73 (convergence dominée)

Soient E un espace de Banach séparable et (X,) une suite de fonctions fortement
mesurables, X, : (E, %, pn) — (F,F) vérifiant

a) Xn?H—goX = p.p.

b) Il existe une fonction g : E — RT, p—intégrable telle que || X,|| < g p-p.p. Alors
les X, et X sont pu—Bochner intégrables et

lim/Xndu—/Xd,u
Q Q

Noter que dans cet énoncé, on ne suppose pas que les X, sont des fonctions simples.



Chapitre 2

Les multi-applications

Dans ce chapitre, nous décrivons certains concepts de base et les résultats pour les
multi-applications et leurs propriétés (la continuité et la mesurabilité). Pour plus de

connaissance sur les multi-applications voir [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10].

2.1 Définitions et préliminaires

Définition 2.1 Soient E,T deux ensembles non vides.

e On appelle multi-application F définie sur E a valeur dans T une application qui a
chaque élément x € E associe un sous ensemble F (x) de T et on note F: E = T.

e On appelle domaine de la multi-application F' qu’on note Dom (F'), l’ensemble défini
par

Dom(F) ={x € E/F(x) # (}.
e On appelle image de F qu’on note Im(F), l’ensemble défini par
Im(F)={teT/3x € E:tec F(x).
Si A C E, on appelle image de A par F et on note F(A) le sous ensemble

F(A) = U F(y).

yeA

ce qui revient a écrire

FA)={teT,3x € A:te F(x)}.

Ainsi

21
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e On considérer la multi-application inverse = : T = E définie par
r€F(t)<=te F(x).
Nous avons alors (F~1)™' = F et
dom(F~') =Im(F) et Im(F~ ') = dom(F).
e On appelle graphe de F' qu’on note gph(F'), le sous ensemble de E x T' définie par
gph(F) ={(z,t) € ExT/x € dom(F);t € F (z)}.

Exemple 2.2

F 01 = [01]
[0,1], siz# 1,

xr = F(r) =
0,1/2], siz = 3.

gph(F) = {(z.y) € [0,1]* 1y € F()}
1. .1 1 1
Corollaire 2.3 Soit F: E =T, pour tout V C T,
a) On définit l’image réciproque large de V' par la multi-application F' par
F Y V)={zreE:F(x)nV #0}.

b) On définit l'image réciproque étroite de V' par la multi-application F par

F'(Vy={zeE:F(z)CV}.

Et on a,
1) T\F{'(V)=F(T\V)
2) T\F~(V) = F{{(T\V)

Définition 2.4 Soit F : E = T une multi-application. On appelle sélection de F toute
application v : E — T vérifiant v (x) € F (z)Vx € E.
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2.2 La continuité des multi-applications

2.2.1 Définitions

Définition 2.5 (Distance de Hausdorff)
Soit (E,d) un espace métrique, A, B deux sous ensembles de E. On appelle l’écart de

A par rapport a B ’ensemble

e(A, B) = sup{d(z, B)} = sup {infd(x,y)} :
€A zeA \yeB
La distance de Hausdorff entre A et B est notée h(A, B) définie par
h(A, B) = max(e(A, B),e(B, A)).

Axiom 2.6 Soient A, B et C' des sous-ensembles de E alors,

1) e(A,0) =00 si AZ
2) e(®,B)=0
3)e(A,B)=0<= ACB

< e(A, B) +¢(B,C)
6) h(A,C) < h(A,B) + h(B,C)

Corollaire 2.7 Soit (E,d) un espace métrique. Alors, Py(E)(I’ensemble des parties de

tous les fermés de E) muni de la distance de Hausdorff est un espace métrique.

2.2.2 La semi-continuité des multi-applications

Définition 2.8 La semi-continuité supérieure (s.c.s)
Sotent E et T deux espaces topologiques et F': E = T une multi-application, alors F
est dite semi continue supérieurement (s.c.s) au point vy € E, si pour tout ouvert V de

F tel que F (xo) C V il existe un voisinage U de xq tel que
F(z)CV,\Vz e U

On dit que F est semicontinue supérieurement sur E si elle est semicontinue supérieurement

en tout point v € E.
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Définition 2.9 La semi-continuité inférieure (s.c.i)
On dit que F' semi-continue inférieurement (s.c.i) au point xo € E, si pour tout ouvert

V de F tel que F (xo) NV # 0, il existe un voisinage U de xq tel que
F(zx)NU #0,Vz € U.

On dit que F' est semi continue inférieurement sur I si elle est semi-continue inférieurement

en tout point x € E.

Définition 2.10 On dit que F est continue au point vy € E si et seulement si elle est

s.c.s et s.c.i. au point xo, et F' continue si et seulement si elle est s.c.s et s.c.i.

Théoreme 2.11 Soit F' : E = T une multi-application a valeurs non vides avec T' un

espace compact. Si le graphe de F est fermé alors F est s.c.s.

Corollaire 2.12 Soit F : E = T, la semi-continuité supérieure de F' est équivalente a
chacune des conditions suivantes :

a) F71(V) est un owvert de E pour tout ouvert V de T.

b) F~1(U) est un fermé de E pour tout fermé U de T.

c) F~1(M) C F~Y(M) pour tout ensemble M de T.

Corollaire 2.13 La semi-continuité inférieure de F' est équivalente a chacune des condi-
tions suivantes :

a) F~Y(V) est un ouvert de E pour tout ouvert V de T.

b) F-1(U) est un fermé de E pour tout fermé U de T.

c) F-Y (M) C F.' (M) pour tout ensemble M de T.

Théoreme 2.14 Soient X,Y deux espaces métriques, F': X =Y une multi-application.
F' est semi-continue inférieure au point xy si et seulement si pour toute suite (x,) de
points de X, telle que x,, — xy et pour tout yo € F(x), il existe une suite (y,) telle que

Yn € F(xy,) et y, — Yo.

Théoreme 2.15 Soit F' : E = T une multi-application semi continue supérieure d va-

leurs fermées. Alors le graphe de F est fermé.

Théoreme 2.16 Soient X, Y deux espaces topologiques, le graphe d’une multi-application

a valeurs fermés de X dans'Y est fermé dans X x Y.
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Théoreme 2.17 Soient F' : E = T, G : X =Y deux milti-applications telles que,
Vo e X, F(x) NG(x) # 0.

On suppose que

i) F est s.c.s. au point xy € X ;

1) F(xy) est compact;

ii1) Le graphe de G est fermé.

Alors, la multi-application F N G est semicontinue supérieure au point xg.

Théoreme 2.18 Soient E un espace topologique, T un espace de Hausdorff localement
conveze et soit F': E = T une multi-application a valeurs non vides. Si F (to) est conveze
et faiblement compact, alors I est faiblement semi-continue supérieure au point to si et
seulement si les fonctions scalaires §* (a:/, F ()) sont semi-continue supérieure au point
to.
Théoreme 2.19 F : E =T une multi-application s.c.s a valeurs compactes alors

limsupF (z') = F ().

' —x

Corollaire 2.20 Soient E,T,Y trois espace topologiques et F': E = T,G : T =Y deux
multi-applications.

1) Si F et G sont s.c.s alors G o F est s.c.s.
2) Si F,G sont s.c.i alors, Go F est s.c.i.

Proposition 2.21 Soient E.T deux espaces topologiques et Fy, Fy : E = T deur multi-
applications. Alors,

a) Si Fy et Fy sont s.c.i au point xg € E, alors, v — Fy (z) U Fy () est s.c.i au point
xg.(Ce résultat n'a pas lieu pour l'intersection)

b) Si Fy et Fy sont s.c.s au point xo € E, alors, v — Fy (x) U Fy (x) est s.c.s au point
xg.

c) Supposons que T est métrisable. St Fy, Fy sont a valeurs fermées et s.c.s au point

xg, alors x — Fy (x) N Fy (x) est s.c.s au point x.

Définition 2.22 Soient (E,d),(T,d) deux espaces métriques et F' : E =T une multi-
application.

e On dit que F' est H-s.c.s au point xqg € E si et seulement st,

VE> 0,30 > 0/F (B (x,0)) CV (F(xg),&) ={teT: :d(t,F(xy)) <&}.
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e On dit que I est H-s.c.s sur E si et seulement si elle est H-s.c.s en tout point de

E.

Définition 2.23 Soient (E,d),(T,d') deuz espaces métriques et ' : E = P(T) une
multi-application.

e On dit que F' est H-s.c.i au point xo € E si et seulement si,
VE> 0,30 > 0/F (xo) C [V (F(t),8)],Vt € B(x0,0).

e On dit que F est H-s.c.i sur E si et seulement si elle est H-s.c.i en tout point de

E.

2.3 La mesurabilité des multi-applications

2.3.1 Application mesurable

Définition 2.24 Soit (E,X) un espace mesurable et soient X un espace métrique,B (X)
la tribu Borélienne sur X et f: E — X.
e On dit que f est (X, B (X))-mesurable si et seulement siVA € B(X) , f~1(A4) € .
e On dit que [ est Y-étagée (resp dénombrablement Y.-étagée ) si f est Y.-mesurable
et f(E) est fini (resp f (F) est dénombrable).

Ceci revient a dire qu’il existe une X-partition finie (resp dénombrable ) (Ej),.. de

Jej

E, telle que f soit constante sur chaque E;,
f= ZaijJ’ awec B ={x € E / f(x) =a;}.
jet
e On dit que f est Bochner X-mesurable si f est X-mesurable et f (F) est un sous

ensemble séparable de X.

Remarque 2.25 Si X est un espace métrique séparable, alors f est Bochner X-mesurable

& f est Y-mesurable.

Corollaire 2.26 Les caractérisations suivantes sont équivalentes

a) [ est Bochner X-mesurable ;

b) Il existe une suite d’applications (f,), >-€tagée convergeant simplement sur x vers
f, (ie. Yz € E, ,}Lr&f" ()= f(x));

c) 1l existe une suite d’applications (f,), dénombrablement ¥-étagée convergeant uni-

formément vers f (i.e. limsup | f, (z)— f(x)]| =0).
n*)OO.Z’EE
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Corollaire 2.27 Soit f : E — X et soit (f,), une suite d’applications X-mesurables
définies sur E d valeurs dans X telle que pour chaque x € E, lim f, (t) = f(t) alors f
n—oo

est Y-mesurable.

Théoreme 2.28 Soit (E,Y) un espace mesurable, (X, d) un espace métrique séparable et
f+E—X.

Pour chaque x € X, considérons la fonction

g + E — R
v d(z, f(r))

Alors,

f est ¥-mesurable <= g, est X-mesurable pour chaque v € X.

Définition 2.29 Soit (E, X, ) un espace mesuré positif. On consideére la tribu p-complétée

de ¥
Y, =2UR={AUN/ AcX et NeX} avec X={N € E/IB ¥ et u(B) =0}

N est l’ensemble des parties p-négligeables de E. On dit que f : E — X est Bochner
Y, -mesurable si f est X,-mesurable et il existe N € X tel que f (E'\ N) est séparable.

Définition 2.30 Soit (E, ) un espace mesuré et T un espace de Banach, Si F : (E, %) —

(T, 8(T)) est mesurable, on dit qu’elle est fortement mesurable.

Définition 2.31 Une multi-application F' : E = T est dite intégrablement bornée ou

scalairement intégrable si F est mesurable et la fonction t — |F (t)| appartient o L} (E).

Théoréme 2.32 Soit (E,X) un espace mesurable, T un espace Sous-linier et f : E — T
une fonction. Considérons les propriétés suivantes :

1) grh (f) € S@HT).

2) f est (i,ﬂ(T))mesumble.

3) f et la limite d’une suite de fonctions i—mesumbles prenant un nombre fini de
valeurs.

4) (Considérée seulement si E est un espace topologique de Hausdorff et u est une

mesure de Radon sur E) f est Lusin p-mesurable.

Alors (1) =(2), (2) = (3), (1) = (4) et (2) = (1).
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Théoreme 2.33 (Théoréme de Lusin)

Soit E un espace métrique compact et (E, %, 1) un espace mesuré de Radon avec p > 0.
Alors, pour toute fonction ¢ : E — R p-mesurable et pour tout € > 0 il existe un compact
E. C E tel que p(E\E;) < € et p\p_ est continue (i.e., la restriction de ¢ a E. est

continue).

Lemme 2.34 Soit E un espace métrique compact, (E, %, 1) un espace mesuré positif de
Radon. Soit Z un espace métrique séparable et h : E x Z — R une fonction mesurable

par rapport a x et lipschitzienne par rapport a z, i.e,
da >0, |h(z,2)—h(z,2)| <ad,(2,2), Vz, 2/ € Z

Alors, Ye > 0, il existe un compact E. C E tel que u(E\E.) < ¢ et la restriction de h a

E. x Z est continue.

Corollaire 2.35 (Théoréme de Scarza Dragoni pour les fonctions)

Soit E un espace compact, (E, %, 1) un espace mesuré de Radon avec pn > 0. Soit X un
espace métrique séparable complet et soit h : EE x X — R une fonction de Carathéodory.
Alors pour tout € > 0 il existe compact E. C E tel que p (E\E.) < ¢ et la restriction de

h a E. x X est continue.

2.3.2 Applications implicites mesurables

Proposition 2.36 Soient (E, X, 1) un espace mesuré avec ¥ une tribu p-compléte. Soient
X, Y deux espaces métriques complets séparables, F : E =Y et G : E = X deux multi-
applications Y -mesurables a valeurs fermées et soit f : E x X — Y wune application

Carathéodory.
Définition 2.37 Supposons que pour tout x € dom (F) Ndom (G), nous avons
G (@) N (f (x,) " (F (x)) # 0.
Alors, il existe une application u : dom (F) Ndom (G) — X telle que
u(z) € G(x) et f(x,u(x)) € F(x), Yr € dom (F)Ndom (G).

Dans la suite, nous allons introduire le concept de la borne supérieure (inférieure) essen-

tielle d’une famille de multi-applications. Commengons par le cas des fonctions univoques.
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Proposition 2.38 Soient (E,X, 1) un espace mesuré positif avec i une mesure o-finie.
Soit (Fj)jeJ une famille quelconque de fonctions Y-mesurable définies sur E a valeurs
dans R. Alors, il existe une fonction Y-mesurable f : E — R telle que

t) Pour chaque j € J, f; < f p-p.p;

i1) Pour toute autre fonction g : E — R vérifiant (i), on a f < g p-p.p.

De plus, la fonction f est unique a u-équivalence, et il existe un ensemble dénombrable

Jo C J tel que

f(z)= S,él})fj () p-p-p.

La fonction f est appelée la borne supérieure essentielle de la famille (f;)

F) = (ess supy) (),

jeJ

et On note

Nous avons le méme résultat pour la borne inférieure essentielle.
Lorsque l’ensemble J n’est pas dénombrable, la fonction x — sup;c; f; (x) n’est pas
nécessairement Y-mesurable, et méme si elle est X-mesurable elle peut étre différente de

la fonction ess sup;c; f;.

Exemple 2.39 Soit T = [0,1] muni de la tribu et la mesure de Lebesgue, et sooit J =

[0,1]. Considérons pour chaque j € J la fonction

lsit=y
to= fi(t) =x; @)= ,
0 sinon.
Alors, pour j € J , nous avons f; = 0 p.p et donc ess sup,c; f; = 0, alors que

supje fj (1) = 1.
Théoréme 2.40 (Théoréme de Duguindyji)

Soit E un espace métrique de Banach, A un sous ensemble fermé de E et f: A—Y
(Y un espace vectoriel localement convexe une application continue ) alors, il existe une

application continue JNC : B —Y qui prolonge f c’est-a-dire f(x) = f (z) Vo € A de plus

~

f(x) Ceo(f(A)).

2.3.3 Multi-applications mesurables

Définition 2.41 Soient (E,3X) un espace mesurable, T' un espace métrique et F' : E =
T une multi-application. On dit que F est (X, S(T'))-mesurable, ou tout simplement X-

mesurable, st pour tout ouvert V de Ton a

F(V)={z € E/F (z)NV # 0} € .
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Exemple 2.42 1) Toute multi-application constante est X-mesurable.

2) Toute multi-application constante est Y.-étagée (resp dénombrablement -étagée)
est Y -mesurable.

3) Si A est un sous ensemble non vide d’un espace de Banach séparable et si f : E — T

est une application X-mesurable, alors la multi-application

F : F = T
r — F(x) =f(x)+A

est Y-mesurable.
4) Si A est un sous ensemble non vide d’un espace de Banach séparable T et si

a: F — R est une fonction Y-mesurable alors la multi-application

F : F = T
r — F(z) =a(z)+ A

est X-mesurable.

5) Si F: E=T est ¥-mesurable, alors la multi-application

G : FE = T
IHG(E:W)

est X-mesurable.

Proposition 2.43 (Bornes supérieure et inférieure de Valadier pour les multi-
applications)

Soit (E, %, 1) un espace mesuré avec ¥ une tribu p-compléte et p une mesure o-finie
et soit T un espace métrique séparable. Soit (Fj)jeJ une famille de multi-applications
mesurables a valeurs fermées définies sur E a valeurs dans T. Alors, il existe une multi-
application F : E =T Y-mesurable a valeurs fermées telle que

1) Pour chaque j € J, F; (x) C F(x) p-p.p;

i) Pour toute multi-application G : E = T Y-mesurable a valeurs fermées vérifiant
la condition (i), on a F (x) C G (x) p-p.p.

De plus, il existe un ensemble dénombrable Jy C j tel que

F(2)= UF (@) upp.

J€Jo
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Corollaire 2.44 Soient (E, X, p) un espace mesuré avec 3 une tribu p-compléte et i une
mesure o-finie et soit T un espace métrique séparable.

Alors, pour toute multi-application F : E = T Y-mesurable a valeurs fermées, il existe
une p-p.p plus grande multi-application Fy : E =T YX-mesurable a valeurs fermées et a
1mmages contenues j-p.p dans celles de F' au sens suivant

1) Fy(x) C F(x) p-p.p sur E;

2) pour toute autre multi-application ]N*—’ c E =T Y-mesurable a valeurs fermées
vérifiant I}(x) C F(z) p-p.p sur E, nous avons F (x) C Fy(z) p-p.p sur E .

En particulier pour toute sélection Y.-mesurable f de F nous avons, f(x) € Fy(z)

Ww-p.p sur E .

Théoréme 2.45 Théoréme de Scorza Dragoni (Version multivoque)

Soit E un espace métrique compact, (E,3, u) un espace mesuré de Radon tel que
i >0, T un espace métrique séparable complet et Y un espace métrique compact. Soit
F: ExT =Y une multi-application de Carathéodory a valeurs fermées non vides, i.e.,

i) Pour chaque x € E, gph (F (x,-)) est fermé dans T XY (F (x,-)) est semi continue
supérieure ;

i1) Pour chaquet € T, F (-,t) est mesurable (admet une sélection mesurable).

Alors, il existe une multi-application Fy : E X T ==Y telle que

1) gph (Fy) € E@B(T) @B(Y) .

2) 1l existe une ensemble u-négligeable N indépendant de (x,t) vérifiant Fy (x,t) # 0
et Fy(z,t) C F(x,t), Ve € E\N etVteT.

3) Pour toutes applications mesurables u : E — 'Y vérifiait v (z) € F (x,u(x)) p-p.p.,
nous avons v (x) € Fy (z,u (x)) p-p.p.

4) Pour tout € > 0, il existe un compact E. C E tel que p(E\E.) < ¢ et tel que
le graphe de la restriction de Fy a E. x T soit fermé (i.e., Fo~ p.xT est semi continue

supérieure).

Théoréme 2.46 (Version multivoque du théoréme de Dugundji)
Soient E et T deux espaces de Banach. K C E, D C X fermés, soit F: K x D =T

une multi-application a valeurs convezes faiblement compactes telle que
F(x,t) C C(x)(1+|t]]) B; pour tout (z,t) € K x D o C: K x K — R, fizée.
Alors, il existe une multi-application F : E x D =T semi continue supérieure a valeurs

convezes faiblement compactes prolongeant F' et telle que F (z,t) C coC (14 ||t]]) By si C
est un constant et F (x,t) C coF (k x D).
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Définition 2.47 Multi-applications a graphes mesurables.
Soient (E, %) un espace mesurable, Y et Z deux espaces métriques. Soit f : EXY — Z.

On dit que f est une application de carathéodory si

f, + E - Z
r — fy(x) =f(zy)

est YX-mesurable pour chaque y € Y fixé et

fo oY —> 7

y — fa(y) =[f(z,y)

est continue sur'Y pour chaque x € E fizé.

e On dit aussi que f est séparément mesurable séparément continue.

Définition 2.48 Soient (E,Y) un espace mesurable, Y espace métrique séparable et Z
un espace métrique. Soit f : E XY — Z une application de Carathéodory, alors f est
X @ B(Y),L(Z))-mesurable.

Proposition 2.49 Soit T un espace métrique séparable, F' : E = T une multi-application

a valeurs fermées. Alors, si F' est X-mesurable le graphe de F' appartient a SQ8(T)
gph (F)={(z,t) e EXT/t e F (x)}.

Théoréme 2.50 (Projection d’ensembles mesurables)
Soient (E,%, ) un espace mesuré, T un espace métrique. Alors, pour tout G €
YRB(T) nous avons projg (G) € 3,,.

X, est la tribu complétée de X par rapport a la mesure fi.

Théoreme 2.51 Soient (E,%, 1) un espace mesuré avec u o-finie. On suppose que la
tribu 3 est pu-complete. Soit F : E = T une multi-application a valeurs fermées. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes

i) F est X-mesurable.

1) gph (F) € Y8(T) .

11) F~ (B) € X, pour tout borélien B de T.

w) F~1(C) € 2, pour tout borélien C' de T.

Remarque 2.52 Quand ¥ est p-compléte, limplication 1) = i) est vraie méme si F

n’est pas a valeurs fermées.
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Proposition 2.53 Soient (Fj)jGJ une famille dénombrable de multi-applications définies
sur E a valeurs dans T et soit F', G : E =T deur multi-applications telles que
F(z)=NFj(z), G(z)= UF;(x).
jes jes

Alors,

1) Si les multi-applications F; sont de graphes mesurables, F, et G sont aussi de
graphes mesurables.

2) Si ¥ est compléte et si les F; sont X-mesurables a valeurs fermées alors F est

Y -mesurable.

Définition 2.54 Soit F': E = T une multi-application, on appelle sélection de F' toute

application
fdom(F) — T tel que f(x) € F(x) pour tout x € dom(F).

Définition 2.55 (Existence de sélection )
Soit T un espace métrique complet séparable F' : E = T multi-application a valeurs
fermées non vides dans T et p-mesurable. Alors F' admet au moins une sélection pi-

mesurable.

Théoréme 2.56 Soit (E,X) un espace mesurable, T un espace de Hausdorff locale-
ment convexe, H un sous-ensemble convere Sous-linien de T et F' : E = T une multi-
application a valeurs non vides, convexes, fermées, faiblement localement compactes de T
qui ne contiennent aucune ligne.

Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

a)Vz' € F', 6 (2, F () est S-mesurable ;

b) F' admet une suite de sélections (0,,),, X-mesurables telle que

Vee B, F(x)={o(z),neN}

¢) gph (F) € S&H(T).
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Proposition 2.57 Soient T un espace Souslinien localement convexe, (E, %) un espace
mesuré, et soient F : E = T une multi-application a valeurs convexes, fermées et
faiblement localement compactes, ¥ : E = T une multi-application a valeurs convezes et
fermées.

Sil’on a :

/

Vi € F', 6" (x/,z/)(az)> <" <a: , F(x)) = p.p.

alors

Y (r) C F(x)p—pp.



Chapitre 3

L’existence de la solution d’une
inclusion différentielle de premier

ordre

Dans ce chapitre, on présente quelques applications de méthodes topologiques permet-
tant d’obtenir I'existence de solutions d’inclusions différentielles ordinaires. Deux types
de fonctions multivoques sont distingués et un principe générale d’existence de solutions
est établi pour chacun d’eux.

Des résultats sont obtenus pour des systemes des inclusions différentielles de premier

ordre et pour des inclusions différentielles dans un espace de Banach.

3.1 Inclusion différentielle avec second membre une
multi-application
lipschitzienne

On s’intéresse dans ce chapitre a I’étude des inclusions différentielles du premier ordre

de la forme :

u (t) € F(t,u(t))
u(0) =a
On donne notre premier résultat quand la multi-application vérifier la condition de

Lipschitz.

35
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Théoreme 3.1 Soit E un espace de Banach séparable et F' : [0,T] x E = E une multi-
application a valeurs fermées non wvides. Soit H une primitive d’une application h :
0,T] — E Lebesgue-intégrable sur I et soient vy € E, 0 < 6 < b et n € Li, ([0,77]),
telle que :

H,) |[H (0) — ol <0 <b

H,) d(h(t),F(t,H(T))) <n(t)

Soit

v ={(t.2) €[0,T) x B, /= — H (®)]| < b}

supposons de plus

1) F(.,z) est Lebesque-mesurable

2) H(F(t,x1),F(t,x)) < k(t)||lx1 — x|,V (t,21),(t,22) € [0,T] X E avec k €
Ly ([0,77).

Sous ces conditions l'inclusion différentielle

uw (t) € F(t,u(t)),p.p sur [0,7T]
u(0)=a

admet au moins une solution sur lintervalle
I={te0.7]: 6(t) < b}

avec

6(t) = Sexplm ()] -7 / 0 (s) exp [m.(t) — m (s)) ds

de plus u vérifie

lu() = H @) <o) et lu(t)=h@)] <v k@) t)+n(t)

Preuve. Observons que I contient 0 et d’intérieur non vide. En effet,

p(0)=6exp[m(0)]=6<b=0¢(0)<b=>0cl=1=0¢"([0,0])

I) Posons

v (t) = h(t) et uo(t):H(O)+/O " (s)ds:H(0)+/0 h(s)ds ie, vo(t) = h(t), uo(t) = H (1)
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On sait que t — F (t,z) est mesurable et par suite il existe une application vy : [ — E

mesurable telle que
vi(t) € F(tug (1) et flor () —vo (8] < yd(h(t), F (8, H (1)) <n(t)
Comme n €Ly, ([0,1]),vo Lebesgue-intégrable et donc vy est Lebesque-intégrable

Posons
t
uy (t) :a+/ v1 (8)ds
0

Alors

¢
s ()= H@ < 5+ [ n(s)ds
0
lor () =R (@) < (1)
II) On va définir par récurrence une suite (v, u,) telle que
a) vo (t) = h(t),uo (t) = H (1)

b) vy (t) € F (t,u, (t)) et v,41 Lebesgue-intégrable n > 0

t
c) upiq (t) = a+/ Upt1 (s)ds,n >0
0

@) 1001 ()= 0, (] < 5 (1) [5%+7 [ a2

e) ||[vni1 (1) — v, ()| < vd (v, (t), F (t,u, (t))),n >0 ce n'est pas a prouvé

Fllttoss (£) — un ()] < 5<m£_f>>" s /

Les couples d’applications (vo, ug) , (v1,u1) construits ci dessus vérifient les propriétés

f(m(t) —m(s)"
n!

n(s)ds,n >0

a) et f). Supposons construits (vo,ug) ,... (Un,u) d’aprés la mesurabilité de la multi-

application F (., x) il existe une application vy, : I — E mesurable vérifiant

Una (8) € F(tun (1), et [lonpa (t) = on (O] < v (0n (1), F (E,un (1))

[ons1 () =va O < AH (F (E una (1) F (& un (1) <Ak () [un (8) = un @)

donc
o1 O < MJvn O + 7k @) lun () — wn—1 @)

et par suite v,y1 est Lebesque-intégrable (Noter que u, 1 et u, € L™).

Posons

t
Un1 (1) = a +/ Una1 (8) ds
0
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Fowss () —va O] < 7 (00 (0), F (1100 (8))) < 1 (8) [t (6) — s (8]
s () = on ()] < 4 (1) [5M+7 / (m () —m(s)) n(S)d8]

= (n— 1) (- 1)
s () — (@) < / s ()= O < [ i (5) s = 0 )
s (0= (] < 0G0y [Pl ) g,
obtient
it (8) — o ||<Z||up+1 ||<5p§% ur., / Z m & (5) ds
s ()0 () < 670 15 [ s) e (31)
par un caleul analogue on démontre que
fonss () — w0 (Ol S Y (SO + 10 () =1 IO+ (). (32)

III) D’apreés e) la suite de (v, (1)) est une suite de Cauchy dans E et donc elle converge
vers vy, (t) € E. De méme la relation f) implique que (u, (t)) est de Cauchy et donc elle
converge vers une fonction u, (t) € E.

Par construction nous avons
t
up (1) = a+/ vy, (s)ds
0
lon O] < [ @)N + [k @) & () + 1 (t)]
En applique le théoréeme de la convergence dominée on obtient

t
u(t):a—i-/ v(s)ds,Vt el
0

u(t) = wv(t)
u(0) = a
d’apres 3.1 et 3.2, on obtient apres passage a la limite
t
Ju)) = H@ < 5y [ mds o)
0
' &) —h @ < k@) t)+n@)],p-p. dprésb) va (t) € F (t,un (t)), pp-

Comme la multi-application F (t,.) a un comportement lipschitzienne et donc elle est de
graphe fermé relativement a x, = {x/(t,x) € x}.or (u, (t),v, (1)) € gph(F (t,.)), en
passant a limite on obtient (u (t),v (t)) € gph (F (t,.)) douu(t) € F (t,u(t)).
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3.2 Inclusions différentielles avec un second membre
semi-continue supérieure

Soit F': [0,T] x E = E semi-continue supérieure

Nous allons étudier 'inclusion différentielle

u (t) € F(t,u(t)),p.p.
u(0)=a

Au cours de la démonstration on utilisera le lemme suivant

Lemme 3.2 Soient des réels ro,...,r, € Ry et un réel « > 0,k € {0,...,n}, supposons
que
o1 <a+ (1+a)rg, pourk=0,...,n—1
Alors
< (1+a)" (1+70) — 1, pour tout k =0,....,n

En particulier pour o = g on obtient

re < =1+ (1+7r)€’

Proposition 3.3 Soit E un espace de Banach réflexif séparable, supposons que F :
0,T|x E = E est semi-continue supérieure sur [0, T] x E et a valeurs convezes fermées
non vides. Supposons aussi qu’il existe un convere compact symétrique K € B et une

constante réelle ¢ > 0 telle que
F(t,x) Cc(14|z]) K.
Alors Uinclusion (1) admet au moins une solution w qui y_ Lipschitzienne et que vérifie
ult) € a+cT(14+p) K etd (t) €c(1+p) K,p.p
otp = (1+1a|)e? ety=c(1+p)

Preuve. Pour chaquen > 1, soit t} = %T pour k =0,....,n. F' est a valeurs non vides,
choisissons vy € F (0,a) et posons uf (ty) = a et v} = vy des fonctions approximatives

POSONS AUSST
t
uy (t) :a+/ vy (s)ds = a+ (t —t5) vy
0

et posons que t € [ty,t7], choisissons

vy (t) € F (17, uy (1))
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et posons pourt € |t7, 3],

(0= () + [ o (5)ds = (47) + (¢~ £9) 03 33)

¢y

Et ainsi de suit, on obtient v, u, : [0,T] = E avec
v, (0) =g et v, () =vp (t) sit €]ty th];k=1,..n. (3.4)

u, (0) =a et u, (t) =up (t) sit €|ty t7]k=1,..,n (3.5)
avec :

v (1) € F (thU’;;Ll (tﬁfl))
et up (t) =up_, (67_,) + ft%_l o (s)ds = up_y (tr_y) + (t—t7_,) vp

On wvoit bien que lapplication u, est une primitive de v, sur [0,T] car
t
up, (1) = &—i—/ vy, (s)ds, vt € [0,T]
0

En effet, Vt € [0,T],3k € {0,...,n} [t € [t t}]

un (1) = a—i—/otvn(s)ds
- a+/Ot?vn(s)dH/ttgun(s)dH...+/t vn () ds

n n
1 tk:—l

= uf (t§) + (7 —tg)vg + (t5 —tH) vl + ..+ (t —th ) vp
= u () =u, (1)
St l’on pose
0, (0)=0,0,(t)=tr_, si te]tr | t}]

Alors
v, (t) € F (0, (t),uy (0, (1)), pour tout t € [0,T]. (3.6)
)

€ (
un(t):a—k/otvn(

I) Posons z;p = uy (t7) pour k=0,...,n

d’apres 3.3 et 3.6

s)ds, pour tout t € [0,T]. (3.7)

HZIZH - ZI?H = (trklfl - tZ) HUIZJA” <c (tzfl - tZ) (1 + [z

T T T
P SR GV § N T
k—1 — Uk (+)n T
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On aura
el < llems — 20l + 2]
T
< e (L[l + Il
TN . . T
= (14l et +er
d’ot

et < e+ (1) 1
E+1|] = n n k

alors d’apres le lemme précédant

Izl < =1+ 1+ [laf)e”

< (14 [alye”
lz2 < (L+|lal) e =p (p depend de a,c et T). (3.8)
Ainsi pour tout k =0,1,....n on a d’aprés 3.6
v, () € ¢(1+ p) K Pour tout t € [0,T], (3.9)
ce qui assure d’aprées. Puisque K est convexe fermé symétrique
up (t) €a+cT (1+p) K. (3.10)

de plus en posent v = c(1+ p), on a d’aprés 3.7 et 3.9 donc

/ /

/Ot v (s)ds — /Ot on(s)ds /tt on(s)ds

lun() = un(®)l| < 71t - £],¥¢,t' € [0,7] (3.11)

lun () = un ()] < <7lt =1

de 3.10 et 3.11 (uy (1)) est relativement compact et (uy), est équi-continue donc par le
théoréme d’Ascoli-Arzela (u,) admet une sous suite qui converge uniformément sur [0, 7]
vers une application u : [0,T] — E qui est y-lipschitzienne. Notons encore (uy), cette
suite.

D’aprés 3.9 (v,(t)) C c(1+ p) ((vy) est bornée dans L3, qui est réflexif ).

Par extraction d’une sous suite en peut supposer que (v,) converge faiblement dans
L% wvers une fonction v

D’autre part, on a

0, (1) — 1] < %:Gn(t)—mf
et |lun (05 (1) —u @[ < un (&) —w @) + [Jun (05 () —u (@)
< un () —w (@) + [0 (¢) — 1]
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II) (v,) converge faiblement vers v dans L3 . Par le lemme de Banach-Mazur, il existe
une suite (p,) € co{v,,p > n} qui converge fortement dans L% vers v. On peut extraire
de (¢,,) une sous suite qui converge p.p vers v dans L%.

F étant semi-continue supérieure alors pour chaque x' € E,

(t,x) +— 6" (2, F(t,z)) est semicontinue supérieure

= limsup 6™ (z', F (0, (t) ,u, (6, (t))) = 0" (2", F(t,x))

v(t) € noélc_{vp(t),pZn},p.p
c B YF 6,006,000} 00
C 0, U F0,0), 0 0 0)

Cc F(t,u(t),pp
= v (t) € F(t,u(t))
comme
o, t)ec(l+p K
alors
v(t) €ec(l+p) K p.p.
Montrons maintenant que u, (t) = a + fg vy, ds

Fizons ' € E', alors pour chaque t € [0, T)
¢
(' u, (t) —a) = <x’,/ vn(s)ds>
0
¢
= / (2’ v,(5)) ds
0

t
= /0' <X[0,t]<s)‘r/7 Un<8)> ds ; Un € L2E7X[O,t]xl < L2E’

et comme v, — v faiblement dans L% on aura :

lim (2, u, (t) —a) = (2,u(t)—a)
n—oo
T
= i [ (o (9)2oals)) ds
n—oo 0

= /0 (o vn(s)) ds = <93 /0 (s ds>

comme E est séparable on obtient
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d’ot

et donc



Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous avons présenté une approche théorique pour prouver I’existence
de solutions d’une inclusion différentielle du premier ordre. Le point principale était de
ramener notre probleme a ’aide de théoreme d’Ascoli-Arzela, alors celui ci serait une solu-
tion de notre probleme, ou bien nous mene a une solution. De cette fagon on aura montrer
que notre probleme admet une solution. Ceci a ’aide des outils de ’analyse fonctionnelle
et multivoque. En parallele de ce qu’on a fait, il existe d’autres approches, ils s’agit des
méthodes numériques. De toutes les manieres, I’approche théorique ou numérique ou autre,
les inclusions différentielles sont devenues a la mode dans le monde des mathématiques

ou la créativité du mathématicien ne cesse d’évoluer.
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Résumeé

Le principe de ce mémoire est I’étude de I’existence d’une solution
d’un inclusion différentielle dw premier ordre dans un espace de Banach de la
forme

{u’(t) € F(t,u(t))
u(0) =a

On présente deux théoremes, dans le premier on prend une multi-
application vérifie les conditions de Lipchitz, pour la preuve on utilise le
théoreme de convergence dominé.Dans le deuxieme théoreme, la multi-
application est semi continue supérieure, la preuve est basé sur le théoréme
d’Ascoli-Arzela et le lemme de Banach-Masur.

Abstract

The principal of this thesis is the study of existence of a solution of a
first order differential inclusion in a space of Banach of the form

{u’(t) € F(t,u(t))
u(0) =a

We present two theorems, in the first we take a multi-application
verifies the conditions of Lipchitz, for the proof we use the dominated
convergence theorem.In the second theorem, the multi-application is upper
semi continuous, the proof is based on the theorem of Ascoli- Arzela and
Lemma of Banach- Masur.
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