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Introduction Générale

Les systemes dynamiques représentent des phénomenes qui évoluent dans ’espace du
temps. Ces systemes viennent de la biologie, physique, chimie, économie, médecine,...ou
méme des sciences sociale, le systeme dynamique est le sujet qui fournit des outils mathé-
matiques pour son analyse. Ils sont développés et spécialisés au cours du 19°"¢ siecle.

Au cours de la fin de ce siécle le mathématicien, philosophe francais Henri Poincaré
avait déja mis en évidence le phénomene de sensibilité aux conditions initiales lors de
I’étude astronomique du probleme des trois corps.

Toujours au 19 "¢ siecle, le mathématicien russe Alexandre Lyapunov a efectue
des recherches sur la stabilité du mouvement. Il introduit I'idée de mesure de 'écart
entre deux trajectoires ayant des conditions initiales voisines. Lorsque cet écart évolue
exponentiellement on parle de sensibilité aux conditions initiales. Le météorologue Edward
Lorenz venait de découvrir le phénomene de sensibilité aux conditions initiales, les systemes
répondant a cette propriété seront a partir de 1975 dénommés systémes chaotiques.

Les travaux fondateurs de Lorenz en 1963, ont donnés un apercu des scientifiques de
la reconnaissance d’un nouveau type de mouvement appelé Chaos.

Le Chaos a été jugée tres utile et a une grande potentiel dans de nombreuses disci-
plines technologiques comme dans les sciences d’informatiques, la protection des systemes
d’alimentation biomédicale, 'analyse des systémes, la dynamique des flux et le mélange
liquide, cryptage et communications.

Le premier attracteur chaotique dans un systeme autonome en trois dimensions a été
découvert par Lorenz en 1963. Tout en étudiant la convection atmosphérique [1]. En 1976,
Rossler trouve systéme autonome chaotique de dimension trois [2].Le systéme de Rossler
propose une structure algébrique simple par rapport au systeme de Lorenz.

En 1979, Rossler a proposé un autre systeme [3] plus simple (algébrique). Une certaine
attention a été axé sur la création efficace du chaos via des systemes physiques simples
tels que les circuits électronique.

En 1983, Chua a introduit un circuit électronique simple qui présente un comportement
chaotique, qui peut étre modélisé par un systeme de trois équations différentielles ordinaires

non linéaires [4].



En 1984, Fliiggen et Mitschke rapporté I'observation de chaos dans un dispositif
bistable optique et étudié sa réalisation sous forme de circuit électronique.

Ce mémoire est constitué d’une introduction et de deux chapitres. On rappele dans le
premier chapitre quelques notions de systéemes dynamiques, I’étude de la stabilité d'un
systeme dynamique, les bifurcations et le chaos, les exposant de Lyapunov, pour finir on
donne une méthode de la résolution numérique.

Dans le deuxieme chapitre, nous allons étudier un systéme a comportement chaotique

“circuit simple Basé sur le memristor”.



Chapitre 1
Systemes dynamiques

Dans ce chapitre, nous présentons les notions des systemes dynamiques, la stabilité
d'un systéme linéaire dans R? et la stabilité d’'un systéme non linéaire avec deux méthodes,
la bifurcation structurelle et nous traitons les quatres types de bifurcation local (neoud-col,
transcritique, fourche et Hopf). On donne aussi quelques propriétés du chaos, 'exposant de

lyapunov et on termine par la méthode de résolution numérique Runge-kutta d’ordre 4.

1.1 Notions de systeme dynamique

Un systeme dynamique est un modele évoluant avec le temps, en suivant une loi, qui
peut étre décrite par un ensemble fini d’équations qui peut prendre des formes mathéma-
tiques diverses : équations différentielles ordinaires, équations aux dérivées partielles,...

Nous étudions des systemes d’équations diférentielles de la forme (cas continu) :

dx

a:j::f(x,t,u),xeUQR",MEVQR‘] (1.1)

Le systeme (1.1) s’appelle le systeme dynamique.
R™ est I'espace des phases.
RY est ’espace des parametres.

Exemple 1.1.1. :L’oscillateur de Duffing :
dx
a —Y
% =1 — 23— 0y + ncoswt

o1 0,m et w sont des paramétres physiques réels. L’espace des phases est R? et L’espace

des paramétres est R3.



1.1.1 Systémes autonomes et non-autonomes

Définition 1.1.2. Un systeme différentielle est dit autonome si f ne dépend pas explici-

tement de t. Dans ce cas on lécrira :

:t:f(a:,u)

Dans le cas contraire on dira qu’il est non autonome.

Exemple 1.1.3. Soit l’équation :

) t
T=—
1+2
cette équation est non autonome.
1.1.2 Flot et trajectoire
Considérons le systéeme autonome :
dx " ,
a:f(x),:ve]R,fE(C(U),UQ]Rq,r21 (1.2)

Définition 1.1.4. Soit x(xg,t), xg € U, une solution de (1.2) avec conditions initiales
x(0) = xo.

On appelle flot de (1.2), ou du champ de vecteurs f, Uapplication ¢, : U — R™ définie
par :

(o) = x(w0, 1).

o1(xo) posséde les propriétés suivantes :

(i) &(xo) est de classe C".

(ii) ¢u(x0) = 2.

(14) diys(w0) = P1(@s(20))-

L’ensemble des points {z(t,zo)/t € R} est la trajectoire (orbite) dans l'espace d’état
passant au point o a U'instant initial ¢ = 0. On note v, = {z(t, z0)/t € R}.
Donc, deux trajectoires identiques émanent obligatoirement du méme état initial :

o(t, ) = o(t, x9) = x1 = T2.



1.1.3 Points fixes

Définition 1.1.5. On appelle point fixe (ou point stationnaire ou point d’équilibre ou
point critique) de (1.2), le point T de l’espace des phases obtenu en annulant le second
membre de (1.2) :

f(@) =0.

1.1.4 Ensembles limites
Définition 1.1.6. Un point a € I est un point w—limite d’une trajectoire x(xo,t) sl
existe une suite t, — 400 tel que :

lim = q.
n%Jroogbt"

ou ¢ est le flot du systéme % = f(z), x €
R™ feCk(I), IeR"; etx(xg,t) est une solution de ce systéeme avec x(0) = xq.
Un point b € I est un point a—limite d’une trajectoire x(xo,t) s’il existe une suite t,, — —o0

tel que :
lim ¢, =b.

n—-4o0o

Définition 1.1.7. L’ensemble des points a— limites (resp w— limite) est désigné par a(x)

(resp w(x)), et on définit l’ensemble limite de x(xo,t) par l'ensemble :

alz) Uw(z).

1.1.5 Systeémes conservatifs et Systémes dissipatifs

En physique, un systeme conservatif est un systéeme qui conserve 1’énergie totale, et
possede une intégrale premiére (ou constante) du mouvement, par contre un systéme
dissipatif est un systéme qui dissipe de 1’énergie, et possede au moins un terme dépendant
de la vitesse.

Les systemes considérés sont des systémes déterministes, et pour préciser cette définition,
on dit qu’un systéme déterministe est conservatif, si et seulement si la dynamique du
systéme associée a chaque condition initiale zy a un et un seul état final x(¢); il faut pour

cela qu’il existe une application bijective de I’espace des phases.

p:FXR—=F
(,t) = di(x) = P(x,t)



Si le systeme est dissipatif, le flot ¢ n’est pas bijectif et il existe en général un ou plusieurs

attracteurs dans ’espace des phases du systeme.

1.1.6 L’espace des phases

Définition 1.1.8. L’espace des phases est ’ensemble des états possibles d’un systeme
dynamique, on peut également le définir comme un espace abstrait dont chaque variable
représente une dimension nécessaire a la description du systeme a moment donné, le degré
de liberté caractérise [’espace des phases. Il représente ['ordre qui est égal a la dimension

de ’espace d’état.

1.1.7 Portrait de phase

Le portrait de phase d’un systeme dynamique est une représentation graphique de
plusieurs trajectoires représentatives dans 1’espace des phases. Etant donné un systeme
dynamique, £ = F(z,t), sans résoudre les équations, on peut toujours, a un instant ¢,
représenter graphiquement (& ’aide de fleches) le champ des @ (le champ des vitesses si
sont des coordonnées). La lecture de cette représentation graphique sera tres utile pour

avoir une idée du comportement du systeme.

1.1.8 Attracteurs et bassin d’attraction

Ensemble invariant

Définition 1.1.9. Un ensemble E C U est dit invariant par un champ de vecteur si
toute solution x(t) du systéeme différentiel associe au champ de vecteurs issu de E vérifie

x(t) € E pour tout t pour lequel cette solution est définie.
Attracteurs

Définition 1.1.10. Un attracteur est un objet géométrique vers lequel tendent toutes les
trajectoires des points de l’espace des phases, c’est a dire une situation (ou un ensemble
d’états) vers lesquels évolue un systéme, quelles que soient ses conditions initiales.
Mathématiquement, [’ensemble M est un attracteur si :

.Pour tout voisinage U de M, il existe un voisinage V de M tel que toute solution
x(zo,t) = ¢i(xg) restera dans U si zg € V.

N (V) =M, t > 0.

Al existe une orbite dense dans M.
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Bassin d’attraction

Définition 1.1.11. Le bassin d’attraction d’un attracteur est l’ensemble des points de
l’espace des phases qui donnent une trajectoire évoluant vers l’attracteur considéré, c’est

[’ensemble

W =uUeg(V),t <.

Les différents types d’attracteurs
Il existe deux type attracteurs : les attracteurs réguliers et les attracteurs étranges ou
chaotiques.
1- Attracteurs réguliers
Les attracteurs réguliers caractérisent 1’évolution de systémes non chaotiques, et peuvent
étre de trois sortes :
-Le point fixe : C’est le plus simple attracteur, le systeme évolue vers un état de repos
(point).
-Le cycle limite périodique : C’est une trajectoire dans I’espace de phase qui se referme
sur elle-méme.
-Le cycle limite pseudo-périodique : Le systeme présente au moins deux périodes
simultanées dont le rapport est irrationnel. La trajectoire de phase ne se referme pas sur

elle-méme, mais s’enroule sur une variété de dimension 2 (par exemple un tore).

rﬁl NN . g

A |I \ '.'-Zf

(g r\ v
o)

1 il !
I [

| ||' ll li .'I ];jlln .

Cwele limite [ore

FIGURE 1.1 — Attracteurs réguliers [§]

2.Attracteurs étrange (chaotiques) : Les attracteurs étranges sont des formes
géométriques complexes qui caractérisent 1’évolution des systemes chaotiques. L’attracteur
étrange se caractérise par :
a) La sensibilité aux conditions initiales ( deux trajectoires de I'attracteur initialement
voisines finissent toujours par s’éloigner 'une de 'autre, ceci traduit un comportement

chaotique).
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b) La dimension d de 'attracteur est fractale ( non entieres) avec 2 < d < n.(pour les
systémes autonomes continus).

c¢) L’attracteur est de volume nulle dans I’espace des phases.

Altracteur dlrangs de REssier Attractewr dirange de Chua

FIGURE 1.2 — Quelque exemples d’attracteurs étranges [6]

1.2 Stabilité

1.2.1 Définition général
Soit le systeme dynamique suivant :

dx

== fa.1). (1.3)

avec [ une fonction non linéaire.

Définition 1.2.1. Le point d’équilibre xo du systéme (1.3) est :
Stable si :

Ve > 0,36 > 0 [Ja(te) — zol| < 6 = [Ja(t, z(ty)) — zo|| < &, ¥t > to. (1.4)

Asymptotiquement stable si :

Vo >0 ||lz(ty) — xol| <= Jim |z(t, x(to)) — xo|| = 0.

12



Ezxponentiellement stable si :

Ve > 0,30 > 0: ||z(to) — z|| <= ||x(t,z(ty)) — xo|| < allz(to) — || exp(—bt), ¥t > 1.

Instable si la condition (1.4) n'est pas satisfaite.

1.2.2 Stabilité d’un systéme linéaire dans R?

Considérons le systéme linéaire suivant :

i = Az (1.5)

avec r € R? et A une matrice carrée (2 X 2).

Le systeme est définie par I'un des trois cas suivants

A0 Al —b
,C'= ou D = “
0 u 0 A b a
chacune de ces trois possibilité nous donne des différents portraits de phase.
Cas N°=1:

B—

A0
0 n

B =

Dans ce cas la solution du systeme est donnée par :
At At
e 0 c1 cie
x(t) = exp(Bt)xrg = =
e I A

-Si A < 0 < p le systéme possede l'origine comme point selle (col).

Donc :

-Si A > 0 > p dans ce cas les fleches dans la (1.3) seront inversés.

Cas N° =
A0
0w

avec A < p < 0 donc la solution du systeme est donnée par :

Al

C = ou C =

13
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FIGURE 1.3 — Point selle(col) [10]

x(t) = exp(Ct)zy = (exp [ Al ] t)xo

c1 + Cgt

C2 C2

= z(t) = exp(t\) [ (1) i ] [ “a ] = exp(t\)

Dans ce cas l'origine est un nceud stable. Dans le cas A > > 0 ou pt > A > 0 les fleches

L X I
%:‘ %tl %II
A, B J'I' jL -l!F_ _?l.": ﬂ

FIGURE 1.4 — Noeud propre ou impropre stable [10]

seront inversé et 'origine est un noeud instable.
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Cas N° =3 :
D

I
| —
S 2
S
S
[ I

avec a < 0 la solution est donnée par :

cosbt —sinbt
#(t) = explat) sinbt cosbt

I'origine est un foyer stable.

Xz X2
g
o ¥
b>0 0<0

FIGURE 1.5 — Foyer stable [10]

-Si a > 0 la trajectoire s’éloignent de 'origine en spiral lorsque t — oo dans ce cas l'origine
est un foyer instable (les fleches seront inversé de la figure (1.5)).

Cas N°=4 :
D 0 —-b
b 0

dans ce cas l'origine est un centre et les trajectoires de systeme satisfaisant |z(t)| = cts.
Les trajectoires de (1.5) sont des ellipses qui satisfaisant m < |z(t)| < M.

Typologie des solutions des systémes linéaires dans le plan (tr,det) La
typologie des solutions des systemes linéaires planaires que nous avons établie a partir de

la nature des valeurs propres de la matrice du systéme peut également se résumer dans un
plan (tr, det).

Théoréme 1.2.2. Soit 6 =det A et T' = trace A et considérons le systeme (1.5) on a :
a) St 6 <0 alors (1.5) posséde un point selle (col).

15



NZBEAN

b0 b=<0

FIGURE 1.6 — Centre stable [10]

b) Sid >0 et T?—46 > 0 alors (1.5) posséde un neud a l'origine qui est stable si T < 0.
et instable si T > 0.

¢) Sid>0etT?—40 > 0 etT # 0 alors (1.5) posséde un foyer a lorigine qui est stable si
T < 0 et instable si T > 0.

d) Sid>0etT =0 alors (1.5) posséde un centre a [’origine.

Les valeurs propres de A sont solutions de 1’équation caractéristique :

N —tr(A) + det(A) = 0.

avec
t?"(A) = )\1 —+ )\2
det(A) = )\1)\2

La nature des valeurs propres dépend du signe du discriminant

A = (tr(A))? — 4det(A).

Dans le plan (tr,det), 'équation A = 0 est celle d’une parabole passant par l'origine :

det(A) = i(tr(A))Q

Cette parabole divise le plan en deux grandes régions :
Au-dessus la parabole (A < 0), on trouve les portraits de phase des foyers et des centres ;

en-dessous (A > 0), on trouve les nceuds et les points selles.

16



-Cas A =0
On a alors Ay = \y = A, c’est-a-dire

det(A) = A2 > 0 et tr(A) = 2.

Par conséquent, si la trace est positive ( A\g > 0), on a une étoile ou un noeud dégénéré
instable, si la trace est négative ( Ay < 0), on a une étoile ou un noeud dégénéré stable.

-Cas A >0
On a alors deux valeurs propres réelles distinctes. On est dans la région sous la parabole

qui peut encore est partagée en trois zones :

*det (A) < 0: A\ et Ay sont de signe opposé, I'origine est un point selle.
*det (A) > 0 et tr(A) > 0: A, A2 > 0, Porigine est un nceud instable.
*det(A) > 0 et tr(A) <0 : A1, Ay < 0, lorigine est un nceud stable.

-Cas A <0

On a alors deux valeurs propres complexes conjuguées, A\ 2 = a £ if3, c’est-a-dire :

det(A) = a® + 32 > 0 et tr(A) = 2a

On est dans la région au-dessus de la parabole, qui se partage la encore en trois zones

distinctes :
*tr(A) < 0 : La partie réelle des valeurs propres est négative, I'origine est un foyer stable.

*tr(A) > 0 : La partie réelle des valeurs propres est positive, I'origine est un foyer instable.

*tr(A) = 0 : La partie réelle des valeurs propres est nulle, 'origine est un centre.

Définition 1.2.3. - Un neud ou un foyer stable de (1.5) est appelé un puit.

- Un neud ou un foyer instable de (1.5) est appelé un source.

1.2.3 Stabilité d’un systéeme non linéaire
Pour étudier la stabilité d'un systéme dynamique non linéaire & = f(x) on a deux

méthodes :
- Méthode indirecte basé sur la linérisation de la fonction f.

- Méthode directe basée sur 'utilisation d’une fonction appellé fonction de Lyapunov.

Premiére méthode de Lyapunov(méthode indirecte)

Soit le systeme :

&= f(z) (1.6)
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FIGURE 1.7 — Diagramme de stabilité [10]

ol f: D — R" est une fonction de classe C1(D) et D une partie de R™ contenant le point,
d’équilibre du systeme, i.e :

f(0)=0

Par le théoreme de la moyenne, nous avons

df;
ox

filx) = £i(0) +

(z)z.

ou, z; est un point du segment joignant x et l'origine. Cette égalité est vraie pour tout

x € D tel que le segment z et l'origine reste dans D. Comme f(0) = 0, nous pouvons

écrire :
of; of; of; f;
o) = Sty = L0+ [ St - S| o
D’ou
@) = Az + (@)
avec

Azg@amw{%m—%®h

La fonction ¢;(i = 1, ...,n) vérifié :

(o) < ||t - o) el
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et par la contunuité de la dérivée partielle g—f:, on remarque que

L le@)
[z]=0 T

=0.

Cela signifie que dans un voisinage de zéro suffisamment petit, on peut approcher le

systeme(1.6) par son linéarisé

T = Azx,ou A= gi(O) (1.7)

Le théoreme qui suit, donne une méthode indirécte de Lyapunov, en utilisant la linéarisation
(1.7) du systeme (1.6) peut dans certain cas apporter une réponse au probléme de la

stabilité locale. Plus précisement :

Théoreme 1.2.4. Soit x = 0 un point d’équilibre du systéme

T = f(x).

ou, f: D — R" est une fonction de classe C*(D), et D un voisinage de zéro.

Soit of
A= G @mo

Alors,
1. L’origine est asymptotiquement stable si Re(\;) < 0 pour toutes les valeurs propres \;
de A.

2. L’origine est instable si Re(\;) > 0 pour au moins une valeur propre \; de A.

Notons que ce théoreme ne permet pas de conclure sur la stabilité du systeme lorsque

Re()\;) > 0 pour tout i et Re();) = 0 pour un certain i.

Seconde méthode de Lyapunov (méthode directe)

La premiere méthode de Lyapunov est simple a appliquer mais ne permet d’analyser
la stabilité des équilibres que tres partiellement. En outre elle ne donne aucune indication
sur la taille des bassins d’attractions. La seconde méthode est plus difficile & mettre en
ceuvre mais, en contrepartie, elle est d’une portée beaucoup plus générale. Elle est basée
sur la définition d’une fonction particuliere, notée V(x) est appelée fonction de Lyapunov,

qui est décroissante le long des trajectoires du systéme a l'intérieur du bassin d’attraction.
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Théoréme 1.2.5. Le point d’équilibre xo du systéme (1.6) est stable s’il existe une fonction
V(z) : D — R continuellement différentiable ayant les propriétés suivantes :

1) D est un ouvert de R" et x¢ € D.

2) V(x) > V(xg) Y # x¢ dans D.

3) V(x) <0V # xy dans D.

Il n’y a aucune méthode pour trouver une fonction de Lyapunov. Mais en mécanique et
pour les systemes électriques on peut souvent utiliser [’énergie totale comme fonction de

Lyapunov.

1.3 Bifurcations et Chaos

1.3.1 Bifurcations

Les changements qualitatifs du portrait de phases d’un systeme dynamique dépendant
de parametres sont appelés bifurcations. Pour les valeurs des parametres auxquelles de
tels changements qualitatifs apparaissent, valeurs dites de bifurcation, et la construction
du portrait de phases nécessite des outils adaptés. L’étude des bifurcations dites locales,
c’est a dire relatives a un point d’équilibre d’un systeme continu ou a un point fixe d’'un
systeme discret repose sur la théorie de Landau.

Soit le systeme non linéaire :
dx

otxel CR" ueR" felC.

Définition 1.3.1. Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution xy du
systéme(1.8) lorsqu’on modifie p, et d’une maniére plus précise la disparition ou le change-
ment de stabilité et apparition de nouvelles solutions. La codimension d’une bifurcation est

la plus petite dimension de l’espace des paramétres telle que la bifurcation soit persistante.

Stabilité structurelle

Définition 1.3.2. Un systéme est dit structurellement stable (resp. instable) sur une por-
tion de l’espace des parameétres si son comportement qualitatif est monomorphe (resp.polymorphe)
sur cette portion. Sur un intervalle de valeurs d’un paramétre qui contient une valeur de
bifurcation, un systéme est donc structurellement instable. L’analyse de bifurcation a pour

objectif de localiser ces éventuelles valeurs particuliéres des paramétres.
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Types de bifurcations

Il existe plusieurs types de bifurcations, parmi les quelles on peut citer :
1 -Bifurcation Noeud-col .
2 -Bifurcation Transcritique.
3 -Bifurcation fourche.
4 -Bifurcation de Hopf.
Dans la suite, chaque bifurcation sera présentée graphiquement. Les conventions des

représentations graphiques seront les suivantes :

= (Objet stable
................. Objet instable
g Equilibre stable
o Equilibre instable
0 Point selle
——  Trajectoire

FIGURE 1.8 — Convention graphique [10]

Bifurcation nceud-col
Une fonction linéaire ne change pas le nombre des racines. Le polynéme le plus simple qui

change de nombre de racines en fonction du parametre p est le polynéome quadratique

flz) = p+a’

Considérons le systeme (1.8)

Si on peut réécrire la fonction f sous la forme :

flx) = p+a*

Nous appelons ’équation (1.8) la forme normale de la bifurcation nceud-col.

Soit I’équation suivante :
&= f(x,p) = p+a*
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ou u est un parametre, qui peut étre positif, négatif ou nul.

Alors :

* Pour p < 0, il ya deux points fixes, I'une stable et 'autre instable (figure a).

* Pour ;1 = 0, dans ce cas est un point semi stable ou point selle (figure b).

* Pour p > 0, dans ce cas il n’y a pas de points fixes (figure c).

L’ensemble des résultats précédents se résume dans un diagramme de bifurcation. Ce

diagramme porte en abscisse le parametre et en ordonnées les coordonnées des points
d’équilibre (1.8).

| I i
i 'li.|l r llg "‘. | lj
i i f \ f
'Il ll' ‘l.‘ .o.' \5 i ;
\ / \ |/ \/
= .—----ﬂil—"l"— X —.--._._\_‘pL.*__ r, R i
', [
\l/
(a) p <0 (b) p=0 (c) >0

FIGURE 1.9 — Portrait de phase de la bifurcation noeud-col [10]

rebsbd= -

rrabd e —_—

FIGURE 1.10 — Diagramme de la bifurcation noeud-col [10]

Bifurcation transcritique ou échange de stabilité :
Ce type de bifurcation est caractérisé par un échange de statut de stabilité de deux

solutions d’équilibre, comme illustré sur la (1.12). Le systéme a initialement une solution
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d’équilibre stable et une solution d’équilibre instable. Lorsqu’un parametre varie et atteint
une valeur critique, la solution d’équilibre stable devient instable, tandis que 1’équilibre
instable devient stable et prend le relais. Il y a échange de stabilité dans un tel cas, entre
I'origine et le second point d’équilibre.

La forme normale pour une bifurcation transcritique est :

i = flo.n) = po — a2,

L’analyse usuelle donne :

x(u—x)zoj{x

T =

F(3) = p— 25 = @ pour z =0
s — pour ¥ = i

Donc & = 0 est stable pour o < 0, instable poury > 0, tandis que z = p fait le contraire :
ces points fixes échangent simplement leur stabilité.

La (1.12) représente le diagramme de bifurcation transcritique. Comme sur la figure, le
parametre est considéré comme la variable indépendante, et le points fixes t =0 et £ = p

sont présentés comme variables dépendantes.

1 t

(a) p<0 (b) p=0 (e)p=>0

FIGURE 1.11 — Portrait de phase de la bifurcation transcritique [10]

Bifurcation fourche(pitchfork)

La forme générale des systemes que nous allons étudier sera donc la suivante :

i = flo.p) = po — a2,

Ce type de bifurcation est caractérisé par la division d’une solution d’équilibre stable
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" |
Bifurcation
transcritiques,
" =-
M
"
o — Points fixes stables
P --- Points fixes instables
-' "
- LL:[:’

FIGURE 1.12 — Diagramme de la bifurcation transcritique[11]

en deux solutions d’équilibres stables dans le cas de bifurcation fourche supercritique,
comme représenté sur la (1.13). Une bifurcation fourche subcritique est caractérisée par la
disparition soudaine d’une solution d’équilibre stable, comme illustré sur la (1.14). Ce type

de bifurcation est désigné, respectivement, sous le nom pitchfork bifurcation supercritique.

&

Bifurcation
Tourche:

supercrilique;

upercriligu .

___Points fixes stables
---Points fixes instahles

=0

FIGURE 1.13 — Diagramme de la bifurcation fourche surcritique [11]

-------- Bifurcation
ey fourche
«_| subcritique
“ M

Y

- Points fixcs stables

-
-
-
-
-
-
-

—- Puints [ixes inslables

u=0
FIGURE 1.14 - Diagramme de la Bifurcation fourche souscritique [11]
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Bifurcation de Hopf

C’est la bifurcation associée a I’équation dans le plan complexe :

(t) = f2(t) = (p+iw)z(t) — |2*2(t).
Pour étudier cette équation , on écrit la variable z sous la forme z(t) = x(t)e?®. 'équation
s’exprime sous forme d’un systéme :

i = px — 2°
0=w
La premiere équation n’est autre qu'une bifurcation fourche de paramétre de controle p.

Le diagramme de bifurcation dans l'espace (Re(z),Im(2), 1) est illustré dans la (1.15).

d-—"f—ﬂ_ﬂ

FIGURE 1.15 — Diagramme de la bifurcation de Hopf [9]

Nous partons d'un systéme ou le paramétre p est négative. Le systéme posséde un
point d’équilibre stable qui correspond ici a un puit : les trajectoires s’enroulent en spirale
vers lorigine. Lorsque p = 0, ce point d’équilibre perd sa stabilité. Puis lorsque p > 0, il
se forme alors une trajectoire périodique stable ou cycle limiite.

La bifurcation de Hopf correspond a une instabilité oscillatoire.

La valeur du parametre de bifurcation de Hopf

Tout d’abord, rappelons les conditions d’obtention d’une bifurcation de Hopf. En effet,
on a le systeme dynamique (1.8) qui a un point fixe z = 2* (1) et que sa matrice jacobienne
possede une paire de valeurs propres complexes conjuguées Aj o : Ao = a(p) £ iw(p) telle
que :

- pour une certaine valeur du parametre p = p,

alp,) =0et da(p)
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- les n — 2 autres valeurs propres évaluées en p, aient leur partie réelle strictement négative.
- Si ces hypotheses sont satisfaites alors (x*(u,.), it,-) est un point de bifurcation de Hopf de
I'état d’équilibre 2*(p,) vers un cycle limite.

Diagramme de bifurcation

L’objectif de analyse des bifurcations est d’arriver a un, ou plusieurs, diagrammes de
bifurcations. Un diagramme de bifurcation est une portion de ’espace des parametres sur
laquelle sont représentés tous les points de bifurcations.

Les logiciels actuels ne permettent de construire que des diagrammes de bifurcation en
deux dimensions. Les ensembles de points de bifurcations de méme nature (Hopf, nceud
col etc) forment donc des courbes, appelées courbes de bifurcation. Elles délimitent des
zones de 'espace dans lesquelles le comportement qualitatif du systéme est monomorphe.

Par exemple, trois zones sont délimitées dans la (1.16) :

Ll
i
S | R -
. g _
q .--‘f- '
- i o I:-"!l.l_.'
1
N, .
B Y A At
'-!_ .I_.l L 1 - -:tul
] F e !I h
‘al [~
- 4 H L | B mhenf
e N 4 PL1| EN=tasdlancde

FIGURE 1.16 — Exemple de diagramme de bifurcation [10]

Dans ce cas, pour ¢; croissant, le systéme est d’abord attiré par un équilibre stable
(Zone 1). En suite une bifurcation noeud-col fait apparaitre deux nouveaux équilibres,
un stable et 'autre instable. Dans la nouvelle zone (Zone 2), deux attracteurs sont donc
présents et ’équilibre atteint pas le systeme dépend des conditions initiales pour x; et x».
En fin pour ¢y assez petit et ¢; assez grand, il existe une zone délimitée par une bifurcation

de Hopf de I’équilibre initial. Dans ce cas (Zone 3), deux attracteurs sont présents mais ils
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ne sont pas de méme nature : il y a un cycle et un équilibre. Le régime adopté dépend

encore une fois des conditions initiales.

1.3.2 Chaos

La théorie du chaos traite des systemes dynamiques déterministes qui présentent un

phénomeéne fondamental d’instabilité appelé "sensibilité aux conditions initiales ", ce qui
les rend non prédictibles en pratique sur le "long" terme. Le Chaos est défini généralement
comme un comportement semblant alétoire (ou imprévisible) d’'un systéeme dynamique

défini par des équations déterministes.

Définitions du chaos

Il n’ya aucune définition standard du chaos néanmoins, les dispositifs du chaos incluent :
-La non-linéarité : Si le systeme est linéaire, il ne peut pas étre chaotique.
-La déterminisme : Un systeme chaotique a des reégles fondamentales déterministes(plitot
que probabilistes).
-La sensibilité aux conditions initiales : De trés petits changements sur 1’état initial
peuvent mener a un comportement radicalement différent dans son état final.
-L’imprévisible : En raison de la sensibilité aux conditions initiales, qui peuvent étre
connues seulement a un degré fini de précision.
-L’irrégularité : Ordre caché comprenant un nombre infini de modeéles périodiques

instables.

Caractérisation du chaos

La caractérisation du comportement dynamique d’un systeme chaotique peut se faire
par divers outils classiques, dont ’exposant de Lyapunov, I'espace des phases et le dia-
gramme de bifurcation.

Pardétermination des exposants de Lyapunov

L’exposant de Lyapunov sert a mesurer le degré de stabilité d'un systeme. Un systeme,
sensible a de tres petites variations de la condition initiale, aura un exposant positif
lorsqu’il est chaotique. En revanche, I'exposant est négatif si le systéme n’est pas sensible a
de petites variations des conditions initiales ; les trajectoires se rapprochent et I'information
sur les conditions initiales est donc perdue.

Par le diagramme de bifurcations

Une maniere rapide de représenter la transition vers le chaos est le diagramme de bifur-
cations. Les changements du comportement dynamique d’un systeéme, ou bifurcations,

peuvent étre donc observes en fonction du parametre dit de bifurcation.

27



1.4 La Section de Poincaré

Henri Poincaré a apporté une contribution tres utile pour I’étude des systemes chao-
tiques. Parmi ces contributions on trouve les sections de Poincaré. Faire une section
de Poincaré revient a couper la trajectoire dans I'espace des phases, afin d’étudier les
intersections de cette trajectoire avec, par exemple en dimension trois, un plan. On passe
alors d’un systeme dynamique a temps continu a un systéme dynamique a temps discret.
Les mathématiciens ont bien stir démontré que les propriétés du systeme sont conservées

apres la réalisation d'une section de Poincaré judicieusement choisie.

Définition 1.4.1. Soit un systéme dynamique définit par I’équation suivante :

#(t) = f(x(t)),2(0) = o (1.9)

avec f R — R™ n > 2, et soit un ensemble de R?, lintersection du plan et la trajectoire

du systéme (1.9) nous permet de définir une fonction G comme suit :

G:UcCQ—Q
z(t) = ¢(x(t),7)

avec T désigne le temps qu’il faut pour que les trajectoires x(t) démarrent de U pour arriver

a Q. La fonction G est appelée la fonction de premier retour.

Remarque 1.4.2. Dans les systemes a temps discret, pour une variable d’état x, ’appli-

cation de premier retour consiste plus simplement d associer x(t) a x(t — 1) :

1.5 Exposants de Lyapunov

Alexandre Lyapunov a développé une quantité permettant de mesurer la divergence

2

des trajectoires qui sont voisines au départ, cette quantité est appelée ” exposant de

Lyapunov ” qui est souvent utilisé pour déterminer si un systeme est chaotique ou non.

Cas des systemes discrets unidimensionnels

Soit f une application discrete de R dans R qui applique x,, sur x,.1. On choisit deux
conditions initiales tres proches, soit xy et xg+ € et on regarde comment se comportent les
trajectoires qui sont des ces conditions issues. Supposons qu’elles s’écartent en moyenne a

un rythme exponentiel. On pourra alors trouver un réel A tel qu’apres m itérations :
(o + ) = f(xo)] = ™.
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FIGURE 1.17 — Intersection de la trajectoire de I'attracteur de Rossler avec un plan P [7]

En passant au logarithme, on trouve :

[0 +2) = fao)

€

=mA

Si 'on fait tendre € vers 0, il vient :

\ iln‘df(xo)
dZL'()

m

Finalement, en faisant tendre m vers 'infini et en utilisant la régle de dérivation en chaine,

on obtient :

1=t |df
de' ™"

A= lim — 1
A 2 In

A est appelé exposant de Lyapunov. Il indique le taux moyen de divergence par itération.

Cas des systemes discrets multidimensionnels

Commencons par préciser qu'un systeme p dimensionnel possedera p exposants de
Lyapunov. Chacun d’entre eux mesure le taux de divergence suivant un des axes du

systeme, de sorte qu’en moyenne un hyper volume initial Vf évolue selon une loi de type :

V=1 exp”(’\1+"'+’\p) )

Notons que si un systeme est dissipatif, alors la somme des exposants soit négative.
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Soit une hyper sphere dans un espace p dimensionnel de rayon e des conditions initiales et
examinons son évolution. Nous nous intéressons a ||f(zo +€) — f(z0)||; posons y = xo + ¢

et linéarisons f ou voisinage de vy :

Ty — & = J"(T0) (20 — V).

Ou J"(zg) est la matrice jacobiénne de l'application f™ en xzy. Si cette derniere est

diagonalisable, il existe une matrice inversible D,, tel que :

A" = D1 J"D,,.

Ou A™ est une matrice diagonale contenant les valeurs propres de J" étant donné que le
jacobéenne A™f" est semblable a A", par conséquent, les applications linéaires, qu’elles
définissent, sont linéairement conjuguées, on peut étudier ’évolution de la divergence selon
cette matrice A™.

Notons A, =1,...,p, les valeurs propres de la matrice jacobiénne J", on définit alors les
m exposants de Lyapunov de la maniere suivante :

1
Ai= lim —In[Al],i=1,...,p.

n—-+oo n,

Cas des systemes continus multidimensionnels

L’un des algorithmes utilisé pour le calcul est celui appelé algorithme deWolf. Cet
algorithme permet de calculer les exposants de Lyapunov a partir du calcul effectif de la
divergence de deux trajectoires apres t pas de temps. L’algorithme fait en plus varier un
parametre de controle choisi pour permettre de visionner ’évolution de la sensibilité aux
conditions initiales selon ce dernier. Il faut remarquer que ’algorithme de Wolf calcule
I’exposant de Lyapunov le plus grand. Pour ce faire, il fait la moyenne des sommes des
divergences normalisées, et puisque 'exposant le plus grand aura la plus grande influence
sur le systeme.

Les étapes de l'algorithme sont les suivantes :

1. Changement du parametre de controle.

2. Choix aléatoire d’une condition initiale.

3. Evolution du systeme dans le but d’atteindre un attracteur.

4. Création d’une nouvelle trajectoire a partir de la trajectoire courante a laquelle on
ajoute une petite perturbation.

5. Evolution dans lattracteur de ces deux trajectoires voisines et calcul de la moyenne de

la divergence renormalisée entre ces deux trajectoires.
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6. Réajustement de I’écart, permettant ainsi a chaque pas de temps de I’évolution du point
précédant le calcul d’une moyenne de la divergence.

7. Retour au point (5) efectué selon un nombre donné.

8. Retour au point (1).

9. Dessin de 'exposant de Lyapunov le plus grand en fonction du parametre de controle

donné.

Caractérisation d’un attracteur par le signe des exposants de Lyapunov

Un exposant de Lyapunov positif indique que selon la direction qu’il représente la
divergence entre deux trajectoires voisines augmente exponentiellement avec le temps.
Il s’agit donc bien la d'une caractérisation d’un attracteur étrange. Les différents types
d’attracteurs d’un systeme de dimension 3 en fonction des signes des exposants de Lyapunov

sont représentés dans le tableau ci-dessous :

Type d’attracteur Signe des exposants de Lyapunov
Point fixe (—,—,—)

Cycle limite périodique 0,—,-)

Cycle limite quasi-périodique | (0,0, —)

Attracteur rétrange (+,0,—)

Dimension de Lyapunov

Soit M un attracteur représenté dans un espace multidimensionnel de dimension d.
Kaplan et York ont suggéré de calculer la dimension de cette attracteur en utilisant ses
exposants de Lyapunov de la maniere suivante :
classant les exposants de Lyapunov A1, Ao, ..., Ay La dimension de Lyapunov DL est définie
par :

DY
DL =j+ Lz (1.10)
Aj+1

ou j est le plus grand entier positif qui satisfait :

MAd+A+ ..+ >0

1.6 La méthode de résolution numérique (Runge-Kutta)

Dans les méthodes de résolution des problemes a valeurs initiales, le processus de calcul

est un processus fini. On avance de N pas, a partir du temps initial jusqu’au temps final
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et on s’arréte. Chaque valeur est donc calculée une fois pour toutes. Sauf technique plus
complexe d’adaptation de maillage, il n’y a pas de r itération pour améliorer le résultat.
Il faudra donc utiliser des méthodes suffisamment précises. Ceci explique le recours a des
méthodes d’ordre élevé. Les méthodes de Runge-Kutta sont des généralisations de la
méthode d’Euler a des ordres supérieurs a un. Elles s’obtiennent a partir des formules
d’intégration numériques plus précises que la formule des rectangles.

Considérons tout d’abord I'utilisation de la formule des trapezes. Elle conduit a la méthode :

o donné
Ty = Tn + (B/2)(f(tn,; 20) + f(tni1, Tng1))

Cette méthode est une méthode implicite. Le calcul de la nouvelle valeur x,, ;1 nécessite la
résolution d’une équation. Si 'on veut obtenir une méthode explicite du méme ordre, on

peut procéder de la maniere suivante :

T donné

Tpy1 = Ty + hf(tn, Tn)

Tnp1 = Tn + (B/2)(f(n, 20) + f(tni1, Tnia))
Ceci peut s’interpréter comme une itération de point fixe. On obtient ainsi la méthode de
Runge-Kutta d’ordre 2 : (RK2).
De méme l'utilisation de la formule d’intégration de Simpson est a la base de la formule
de Runge-Kutta d’ordre 4 : (RK4).

C’est 'une des formules les plus utilisées, elle s’écrit :

0 donné pour ng > 0

ky =hf(t,,x,)

ky  =hf(t,+h/2,2,+ki/2)

ks =hf(ty+h/2,2, + ko /2)

ky =hf(tp, + h,z, + k3)

Tpi1 = Tp + 1/6[k1 + 2ko + 2k3 + Ky
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Chapitre 2
Le modele éléctrique

Dans ce chapitre, nous allons étudier un modele éléctrique, constituer d’un circuit
simple mais chaotique, nous avons analysé le comportement chaotique a l’aide des portraits
de phase, des diagrammes de bifurcation et des exposants de lyapunov.

C’est le circuit a montré que le circuit le plus simple capable de générer un attracteur chao-

tique.Nous avons performé des simulations numériques pour confirmer I’étude théorique.

2.1 Déscription du modele

Le modele est un circuit éléctrique chaotique simple [5] comprenant seulement trois
composants éléctriques brancher en séries, une bobine linéaire passive, un condensateur

linéaire passif et un memristor non linéaire actif. voir figure (2.1)

2.1.1 Memristor

En éléctronique, le memristor (ou memristance) est un composant éléctronique passif.
Il a été décrit comme le quatrieme composant passif élémentaire, aux cotés du condensateur,
de la résistance et de la bobine. Le nom est formé a partir des deux mots anglais memory
et resistor.
Un memristor est une résistance variable car la valeur de sa résistance éléctrique change,
de facon permanente, lorsqu’un courant est appliqué.
Le memristor a été prédit et décrit en 1971 par Leon Chua [19]. Depuis 1971, le memristor
était un composant hypothétique, aucun exemple physique n’étant connu. Jusque avril
2008 soit 37 ans plus tard, une implémentation physique du memristor a été reportée
dans le journal Nature par une équipe de chercheurs des laboratoires HP conduite par R.
Stanley Williams [20].
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FIGURE 2.1 — Shema du circuit simple chaotique basé sur le memristor [5]

Dans cette étude le memristor est décrit par une fonction polynomial de quatrieme degré

qui s’appelle memristance, donné par [5] :

M(q(t)) = dq(t)* +nq(t)* — 8

avec 0, n et [ sont des parametres.

Le memristor est ’élément responsable du chaos dans le circuit. Sa fonction memristance
M (q(t)) posseéde deux minimum et un maximum (figure (2.2)), et 'exposant de I’état
interne du memristor est une fonction de deuxiéme ordre (2.4), le systéme géneére un

attracteur a double-scroll et un attracteur a quatre-scroll [5].

2.1.2 Les équations du modele

Le memristor est un élément dans lequel le flux éléctrique @, est une fonction de la
charge éléctrique g qui a traversé le composant. Soit, &, = ®.(q). Le taux de changement

de flux avec la charge

M(q) = %G

est connu en tant que memristance. Ceci est comparable aux autres trois éléments fon-

damentaux des circuits, résistance(R(I) = 4¥), condensateur (% = %) et inductance
(L(I) = dz%). Ici q est la charge éléctrique, I est le courant éléctrique, V' est le potentiel

éléctrique et @p est le flux magnétique.

Comme par ailleurs V = 922 ot [ = %

i =, il en résulte que la tension V' aux bornes du
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FIGURE 2.2 — Graphe de la fonction du memristance M (z(t)) = 0.5z(t)* — 1.52(¢)? — 1.5

[5]

memristor est liée au courant I par la valeur instantanée de la memristance :

insi a ue instant donné, un memristor mpor mme une résistance ordinaire.
Ainsi a chaque instant donné, emristor se comporte comme une résistance ordinaire
Cependant, sa "résistance" M (q) dépend de I'histoire du courant. Un memristor linéaire
(celui pour lequel M est constant) n’est pas différent d’une résistance linéaire, avec M = R.
Cette étude se base sur le systeme memristive décrit par les équations suivantes [5] :

{ op = M(q)in (2.1)

1 =im = f(q,im)
avec f(q,iyr) fonction d’état interne.
ve, vy - le voltage aux bornes de la capaciteur C' et le memristor respectivement.

i, iy ¢ le courant a travers le dispositif de I'inductance L et le memristor respectivement.

q : la charge.
On sait que
_ 4
Vo = —
c
donc
dq. dve
= C—
dt dt
=g
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puisque le courant est constant dans un circuit en série alors

o =1 = —iym
et donc
dve .
c—— =1,
dt

On applique la lois de kirchhoff sur le circuit pour obtenir la second équation.
On a

Viotale = Z V;?artielle

donc
Vo + v =V
et i
lr
vy = L—
LT
alors d’aprés (2.1) on trouve
dip, —1 .
o T(Uc + M(q)ir)
La troisieme équation est donnée par
dq . .
i —ip —aq+i3q
On obtient le systeme d’ équations suivant
dv .
gt(t) = &ir(t)
G0 = FHvc(t) + M(g)ir)
W = —igt) — ag(t) + # (Dq(t)

1 1
0O==,7=+F

C L

Finalement on trouve le systeme dynamique suivant :

T =0y
§=—(z+M(z)y)
i=—y—az+y*z

avec :

M(z) = 62" + 022 — 8
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2.2 Etude Théorique

Nous allons étudier Le systéme dynamique (2.6), ’espace des phases est tridimensionnel.

Les parametres de controle sont «, 3,0,7,9 et n avec a €]0,2] et 5 € [0, 4].

2.2.1 L’équilibre du modele

On cherche les points d’équilibre qui sont les solutions du systeme :

=0
=0
2=0
c-a-d :
oy =
—y(z+M(z)y) =0
—y—az+y’z =0
on trouve :

r=0,y=0et 2=0
donc le seul point d’équilibre est E = (0,0,0).

L’étude de la stabilité des points d’équilibre dépond des signe de la partie réelle des valeurs
propres de la matrice Jacobienne A obtenu en linéarisant le systeme autour d’un point
d’équilibre.

L’expression de la matrice Jacobienne A du systéme est :

ofn ofi 9f
ox oy 0z
A= | 9 ok on
ox oy 0z
Ofs 9Ofs 9Ofs
oz oy 0z

0 o 0
A=| —y —7M(z) —yy(46z° + 2n2)
0 —1+2yz —a+ 12

2.2.2 Stabilité du point d’équilibre (1’origine) :

On a la matrice jacobienne associée

0 o 0
Ap=1 =y 8 0
0 -1 —«
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le polynéme caractéristique associe est donné par :

—A o 0
PA)=[A=XM[=] -y 8-X 0
0 -1 —a-—2\

alors
P(A) = (—a = NN = fyA +07)

Les valeurs propres de la matrice A, sont les racines du polynome p(\)

—a— A =0
P\ =0= ou
N —Byd+o0y =0
donc
A = —«
ou
A —BA+o =0
alors
A = [ 4%
= -4z - )
= 242 - )
N=j 4%—52

. Si 42 — 32 > 0, il existe deux valeurs propres complexes conjugués et dans ce cas les
B!

valeurs propres de A, sont

By — gy B2 By + gy 4=
/\0:—06<0,)\1: et Ay = .
2 2
On a
Ao = —a < 0, pour a €]0,2]
et

Re(A12) = 527 > 0, pour 3 € [0,4].

donc le point d’équilibre (0,0, 0) est un foyer instable.

. Si 42 — (32 <0, il existe deux valeurs propres réels

o— 32 o 32
57_7/(4 7Bv) 57+7/(4 757)
/\1: et>\2: .
2 2
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Donc la matrice A, possede les valeurs propres

o—fB2 o—B32
57_7/(4 757) 5,},_,_,)//(4 757)
/\0,/\1: 9 et>\2: 9 .

on a
Ao < 0 et ,puique §,v > Oalors Ay > 0

donc le point d’équilibre (0,0, 0) est un point selle .

2.2.3 Bifurcation de Hopf

posons
M2(B) = p(B) £ jw(B)
avec
(40—pB7)
By 7 v
p(3) =5 et w(p) = T
p(B) = 0si 6= 0 cary = T #0.
et
w(fe) =w(0)
- %\/7
= /Jo#0cary#0et o #0
et 5
M ol
|/3c =5 #0

Donc les conditions du théoreme de blfurcatlon de Hopf sont vérifiées au point de bifurcation
B, = 0 lorsque 40 — 3%y > 0.

alors :
((0,0,0),0) est un point bifurcation de Hopf de I’état d’equilibre (0,0, 0) vers un cycle

limite.

2.3 Etude numérique
Dans ce qui suit nous fixons les valeurs des parmetres ¢ et 7 telle que

0=05etn=-15 (2.7)
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2.3.1 Portraits de phase

Les Portraits des phases du systéeme pour a = 0.9 sont représentés dans les figures
(2.3, 2.4, 2.5, 2.6) et pour = 1.5 ils sont représentés dans les figures (2.7, 2.8, 2.9, 2.10,
2.11, 2.12, 2.13).

L L L L I I I I L
0 20 40 B0 G0 100 120 140 16O 180 200

L L 1 1 1 1 n
0 20 40 B0 80 100 120 140 180 180 200

z(t)
o

L L L L 1 1 1 1 n
L L | | L L L . 0 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200
248 -2 -18 -1 0.4 0 0s 1 15 2 258 t

R L L L L 1 1 1 1 n
0 20 40 B0 G0 100 120 140 16O 180 200

AN,

R L L L L 1 1 1 1 n
Ak t 0 0 40 B0 80 100 120 140 160 180 200

z(t)
o
¥l

L L L L L L L L L
. . ) ) . . . ) o 20 a0 B0 a0 100 120 1400 160 180 200
245 -2 -15 -1 0.5 1} 1% 1 15 2 2.5 t

FIGURE 2.4 — Solutions et portrait de phase du systeme pour o = 0.9 et § = 2.4

Les figures (2.3, 2.5) représente un attracteur chaotique a 2-scroll et un attracteur
chaotique a 4-scroll respectivement, les figures (2.4, 2.6) représente des cycles limites
périodiques.

La figure (2.7) réprésente un attracteur a 4-scroll, les figures (2.10, 2.12) réprésente
des attracteurs a 2-scroll et les figures (2.8, 2.9) représente des cycles limites-1période et
les figures (2.11, 2.13) représente un cycle limite-2 période et un cycle limite-3 période

respectivement
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FIGURE 2.5 — Solutions et portrait de phase du systeme pour a = 0.9 et § =3

4
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FIGURE 2.6 — Solutions et portrait de phase du systeme pour a = 0.9 et § = 3.4
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FIGURE 2.7 — Solutions et portrait de phase du systeme pour = 1.5 et a = 0.6

2.3.2 Les attracteurs chaotiques

Nous simulons le systéme avec (2.7) et nous choisissons les conditions initiales 2(0) = 0.1

N

y(0) =0, et 2(0) = 0.1, on obtient les attracteurs chaotiques qui sons représentés a
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z(t)

z(t)

F1GURE 2.10 — Solutions et portrait de phase du systéeme pour § = 1.5 et a = 1.35
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la figure (2.14) , dans le plan (x,y),(x,z) et (y,z).
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du systeme pour § =1.5et a = 1.5

0 20 40 60 G0 100 120 140 160 180 200

L L L L 1 1 1 1 L
0 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200

z(t)

L L L L L
o 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200

1 1 1 1 n
0 20 40 B0 80 100 120 140 160 180 200

L L L L L L
o 20 40 GO a0 100 120 140 160 180 200

z()

L I I I I L
0 20 40 B0 G0 100 120 140 16O 180 200

FIGURE 2.13 — Solutions et Portrait de phase du systeme pour = 1.5et a = 1.9

2.3.3 Section de Poincaré et diagramme de bifurcation

Pour tracer le diagramme de bifurcation on a besoin d’utiliser la section de Poincaré
¥ défini par ¥ = {(y, 2) € R?/x = 0.5} représenté a la figure (2.15).
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¥it)
=

FIGURE 2.14 — les attracteurs chaotique du systéeme pour a = 0.9 et § = 1.5

FIGURE 2.15 — Section pincaré > pour « = 0.9 et = 1.5

Nous tragons les diagrammes de bifurcation a partir des parametres donnés a (2.7).
La figure (2.16, 2.17) montre des diagrammes de bifurcation pour le parametre de controle
[ sur I'intervalle 0 < 8 < 4 avec o = 0,9 et le parametre de contrdle a sur 0 < o < 2 avec
£ =1,5.
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FIGURE 2.17 — Diagramme de bifurcation a-y(t)

Dans la figure (2.16), nous pouvons voir que le systéme montre un comportement non
linéaire ou chaotique.
La figure (2.3) montre que l'attracteur est double scroll lorsque § = 1.5. Suivi par un cycle
limite lorsque § augmente, voir figure (2.4).
Puis, dans l'intervalle 2.6 < § < 3.35, le systeme présente un nouveau comportement
chaotique, la figure (2.5) montre que l'attracteur est de 4-scroll lorsque 5 = 3.
Une troisieme région chaotique peut étre vu dans l'intervalle 3.55 < [ < 4, apres une
deuxieme fenétre de comportement périodique (figure (2.6)).

Dans la figure (2.17), nous pouvons voir que lorsque 0.3 < a < 0.7, le systéme peut
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présenter un comportement chaotique. La figure(2.7) montre que I'attracteur est de 4-scroll
lorsque av = 0.6, suivi par un cycle limite lorsque a augmente, voir figure (2.8).

Puis, dans l'intervalle 0.8 < o < 1, le systéme présente un nouveau comportement
chaotique, la figure (2.3) montre que I'attracteur est de double scroll lorsque o = 0.9.

Par suite une troisieme région chaotique peut étre observé dans l'intervalle 1.3 < a <
1.45 a la suite d'une deuxieéme fenétre de comportement périodique (voir figure ( 2.9))

La figure (2.10) montre que l'attracteur est de double scroll lorsque ov = 1.35. Suivi
par un cycle limite lorsque a augmente qui est représenté sur la figure (2.11).

Puis, dans l'intervalle 1.6 < o < 1.68, le systeme présente une quatrieme région
chaotique. La figure (2.12) montre que I'attracteur est de double scroll lorsque « est égale
a 1.62, suivi par un cycle limite périodique a nouvelle fenétre de comportement périodique

lorsque o = 1.9. voir figure (2.13).

2.3.4 Les exposants de Lyapunov

Maintenemt nous calculons les exposants de Lyapunov et les résultats correspondant
au portrait de phase.
En raison d’erreurs numériques dans le processus de calcul, on peut considérer dans ce

travail \; < 0.01 comme équivalente a \; = 0.

0a

—
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: ; ; : —h
DA b IR ] —— 2l
2 LE) S S
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=
2
2-EI2
£
|
@:rna_r,-._
2
2
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i 1 i i 1 i
0 0.2 0.4 08 0.8 1 12 14 16 18 2

FIGURE 2.18 — Les exposants de Lyapunov du systeme pour a = 0.9, 5 = 1.5

Pour (a« = 0.9, § = 1.5) les exposants de Lyapunov du systéme sont :
A1 = 0.14592, A2 = 0.000056, A3 = —0.397255

On remarque que le premier exposant est positif, ce qui veut dire que pour ces parametres,
le systeéme est chaotique (voir figure(2.3), avec I'attracteur est de type attracteur étrange

(car les signes des exposants sont (4,0, —)).
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FIGURE 2.19 — Les exposants de Lyapunov du systeme pour a = 0.9, = 2.4

Pour (a« = 0.9, = 2.4) les exposants de Lyapunov du systéme sont :
A1 = 0.000499, A2 = —0.108660, A3 = —0.213314

Le premier exposant est presque nul, c-a-d le systéme est périodique (voir figure (2.4)),

avec le type d’attracteur est un cycle limite périodique (car les signes des exposants sont

(Ov _7 _>>
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=
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FIGURE 2.20 — Les exposants de Lyapunov du systeme pour o = 0.9, § =3

Pour (aw = 0.9, 5 = 3) les exposants de Lyapunov du systéme sont :
A1 = 0.100783, A2 = —0.000526, A3 = —0.295885

le premier exposant est positif, donc le systéme est chaotique (voir figure (2.5)), lattracteur

est de type attracteur étrange (car les signes des exposants sont(+, 0, —)).
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FIGURE 2.21 — Les exposants de Lyapunov du systeme pour a = 0.9, = 3.4

Et pour (a« = 0.9, § = 3.4) les exposants de Lyapunov du systéme sont :
A1 = —0.001569, Ay = —0.027081, A3 = —0.077105

On a le premier exposant est null, c-a-d le systéme est périodique (voir figure (2.6)), et
'attracteur est un cycle limite périodique (car les signes est (0, —, —)).

Les exposants de Lyapunov et les résultats correspondant au portraits des phases
lorsque 8 = 1.5 sont illustrés dans le tableau 1.

Tableau.1 Exposants de Lyapunov

Figures parametres | exposants de Lyapunov le type d’attracteur
Fig (2.7) | a=0.6 {0.022132, —0.001649, —0.125701} | attracteur étrange

Fig (2.8) | a=0.75 {0.004170, —0.087918, —0.130827} | Cycle limite périodique
Fig (2.3) | a=0.9 {0.14592,0. — 000056, —0.397255} | attacteur étrange

Fig (2.9) |a=12 {0.000682, —0.221540, —0.225464} | Cycle limite périodique
Fig (2.10) | a« =1.35 {0.094548, —0.000020, —0.517400} | attacteur étrange

Fig (2.11) | a=1.5 {0.004738, —0.057654, —0.472997} | Cycle limite périodique
Fig (2.12) | a = 1.62 {0.108489, —0.000301, —0.631801} | attacteur étrange

Fig (2.13) | a=1.9 {0.004896, —0.069691, —0.586374} | Cycle limite périodique

Comme le montre les données du tableau.1, les simulations des figures (2.7, 2.3, 2.10,
2.12) présente ’état chaotique tandis que les figures(2.8, 2.9, 2.11, 2.13) produit des cycles

limites stables.

48



2.3.5 Dimension de lyapunov

On calcule la dimension de Lyapunov de l'attracteur :

lorsque (o = 0.9, f = 1.5) les trois exposants de lyapunov sont :

A1 = 0.14592, A2 = 0.000056, A3 = —0.397255

et

M

D
g | As]

o 0.14592
B |—0.397255|

Dy = 2.367.

Dy,

lorsque (o = 0.9, 5 = 2.4) les trois exposants de lyapunov sont :
A1 = 0.000499, A2 = —0.108660, A3 = —0.213314

Appliquant la formule (1.10), on trouve la dimension fractale de systéme, il est Dy = 1.

Conclusion 2.3.1. Dans ce chapitre, nous avons présenté et étudié un systéme chaotique
autonome de trois dimensions avec une non-linéarité polynomiale de quatrieme degré, ce
qui peut générer un attracteur chaotique a 2-scroll et un attracteur chaotique a 4-scroll,
avec une seule point d’ équilibre.

Les comportements dynamiques de ce systeme, y compris les propriétés dynamiques, bifur-
cations, fenétres périodiques, ont été analysés théoriqguement et numériquement, par les
diagrammes de bifurcation, la section de Poincaré, les portraits des phases et le spectre de

Lyapunov.
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Dans cette partie, nous introduisons des algorithmes utilisatrice en Matlab.

1.Résolution de systéme ( Algorithme rung kutta4)
clear all;

close all ;

cle;

T=2000;

j=0.5;

e=-1.5;

s=1;

m=1/3;

b=1.5;

a=0.9;

x(1)=0.1

y(1)=0;

2(1)=0.1
N=999999 ;
h=T/N;
t=0 :h :T;
for i=1:N
KL=h*(s*y (1))
H=-h*m* (x (i) + (% (2(1)."4)+e*(2(1).72)-b)*y (1)) ;
pl=b* (y(i)-a*a(i)+(y (i) "2)*2(1))
k2=h*s*(y(i)+11/2);

b (((0) K /2)+ (7((2(0) +D1/2). ) +e* (2(0)+D1/2).”2)-b) (3 (i)+11/2));
p2 D (-(y(1)+k1/2)-a*(2(1)+p1/2)+((y(1)+11/2).72)*(2(1)+p1/2)) ;
k3=h*s*(y(i)+12/2) ;
13=-hrm*((x(1)-+K2/2) + (7%((2(0) +D2/2).~4) +e* (a(0)+p2/2)."2)-b)*(5(1)+12/2))
P R/ 02/ 2 (2127243212

=h*s*(y(i)+13) ;

bt (1) -HK3)-+ (7%((2(0)+D3) -~ 4)+e((2(1)+D3)."2)-b) (3 (i)+13)) ;
p4 b (- (y (1) 3)-a* (2(0)+p3)-+ ((3(1)+13).“2)*(2(0) +p3));

x(i4+1)=x(i)+(1/6)* (k14 (2*k2)+(2*k3)+k4) ;
yv(i+1)=y()+(1/6)*(114+(2*12)+(2*13)+14) ;
2(i+1)=2(i)+(1/6)* (p1+(2*p2)+(2*p3)+p4) ;
end

nn=900000 ;
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for i=1 : N-nn

xx(i)=x(i4+nn);
yy(i)=y(i+nn);

zz(i)=z(i+nn) ;

end

figure(1) ;
plot(t,x,’k’t,y,’b",t,2,’g’) ;
title(’la solution du systeme 27) ;
figure(2) ;

plot(y.2)

title("attracteur de systeme 2’);

2.Diagramme de bifurcation :

close all ;
cle;
T=500;
j=0.5;
e=-1.5;
s=1;
m=1/3;
a=0.9;
x(1)=0.1;
y(1)=0;
z(1)=0.1;
N=999999 ;
h=T/N;
eps=0.005;
nn=700;
p=4/nn;
bb(1)=0;
yy(1)=0;
k=1;

t=0 :h :T;
for f=1 :nn
b=f*p;

for i=1 :N
K1=h*(s*y(i))

clear all;
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= h*m*(X() (7% (2(1). " 4)+e*(2(1).72)-b)*y (1)) ;
pl W (-y(1)-a*2(i)+(y(1).72)*2(1)) ;

=h*s*(y(i)+11/2) ;
12=-h*m*((x(i)+k1/2)+(*((2(1)+p1/2)."4)+e*((z(1)+p1/2).72)-b)*(y (1) +11/2)) ;
p2=h*(-(y (i) +k1/2)-a*(2(i)+p1/2)+((y (1) +11/2).72)*(2(1)+p1/2));
k3=h*s*(y(i)+12/2);
13=-h*m*((x(1)+k2/2)+(*((2(1)+p2/2)."4)+e*((2(i)+p2/2).2)-b) *(y () +12/2)) ;
p3 D (-(y (i) +k2/2)-a*(2(1) +p2/2)+((y (1) +12/2) 72)*(2(i) +p2/2)) ;

=h*s*(y(1)+13);
M=-h*m*((x(1)+k3)+(*((2(1)+p3).74)+e*((2(1)+p3).72)-b)*(y (1) +13)) ;
pA=h*(-(y (i) +k3)-a*(2(i)+p3)+((y (1) +13).72)*(z(1) +p3)) ;
x(i+1)=x(i)+(1/6)*(k1+(2*k2)+(2*k3)+k4) ;
y(i+1)=y(i)+(1/6)*(114(2*12)+(2*13)+14) ;

2(i+1)=2(i)+(1/6)* (p1+(2*p2)+(2*p3)+p4) ;
it i>90000
if abs(x(i+1)-0.5)<eps
yy(k)=y(i+1);
bb(k)=b
k=k+1;
end
end
end
end
figure(1);
plot(bb,yy,”);
title("diagramme de bifurcation du systeme’) ;
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Résumé

Dans ce travail, nous avons présenté quelgues notions des systemes
dynamiques (stabilité, bifurcations, Chaos, ...).

Nous avons étudié un modele électrique représente par un simple circuit
chaotique, composé detrois élements électriques en séries. La non linéarité
responsable du chaos dans ce modele vient de la fonction « memristance » qui
est une fonction polynémial de quatrieme degré. C’estle plus simple circuit
capable de générer un attracteur chaotique a 4-scroll.

Une étude systématique de la dynamique de ce modele a été réalisée en utilisant
les critéres de stabilité, les portraits des phases, les diagrammes de bifurcation,
les exposants de Lyapunov.

Les resultats obtenus montrent que le modele étudié présente une dynamique
riche (comportement stationnaire, comportement périodigque et la dynamique
chaotique).

Mots clés

Stabilite, Bifurcations, Chaos, Portraits de phase, Spectre de Lyapunov,
Diagramme de bifurcation.



Abstract

In this work, we have presented some concepts of dynamical systems
(stability, bifurcation, Chaos,...).
We have studied an electrical the model represented by a simple chaotic circuit
consisting of three elements per series. Non linearity responsible of the chaos
in this model comes from the "memristance" which is a fourth degree
polynomial function.lItis the simplest circuit witch can generat a 4-scroll chaotic
attractor.
A systematic study of the dynamics of this model was carried out using the
stability criteria, phase portraits, bifurcation diagrams and Lyapunov
exponents.
The results show that the studied model presents a rich dynamic (stationary

behavior, periodic behavior and chaotic dynamics).
Key words

Stability, Bifurcations, Chaos, Phase Portraits, Lyapunov spectrum, bifurcation
diagram.
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