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Introduction Générale

Le calcule différentiel et intégral est une branche des mathématiques qui prote sur les
taux de variation.Il remonte a’la gréce et a’la chine antiques, mais dans sa forme actuelle ,
il a commmencé avec Newton et Leibnitz au XVIle siécle.On "utilise aujourd’hui beaucoup
dans de nombreux domaines scientifiques.

Les notions de base du calcul différentiel et intégral englobent la limite, la dérivée et
I'integrale . la dérivée d’une fonction est son taux de variation instantané en rapport une
autre variable . Ainsi, la dérivée de la hauteur (en rapport avec la position) est pente;
la dérivée de la position (en rapoort avec le temps ) est la vélocité; et la dérivée de la
vélocité ( en rapport avec le temps) est 1'accélération.

L’intégrale d’une fonction peut étre pergue par exemple comme étant ’aire se trouvant
sous son graphe ou comme une sorte de total en fonction du temps. Ainsi 'intégrale de la
pente est ( & une costante prés) la hauteur ; I'intégrale de la vélocité est (4 une canstante
prés) la position et I'intégrale de I'accélération (en rapport avec le temps) est la vélociteé.

De nombreuses fonctions , mais pas toutes , peuvent étre représentées par des expres-
sions algébrique. Par exemple 1'aire d’un cerle est reliée & son rayon par la formule A = r?
,et la distance sur laquelle un corps tombe dans un temps ¢ ,en démarrant immobile,
séxprime comme suit : z = % . par de telles expressions, le calcul différentiel et intégral
nous permet de trouver des expressions pour 'intégrale et la dérivée de la fonction , quand
elles existent .

Ce mémoire constitue de deux chapitres, le premire chapitre présente calcul différentiel

,le deuxiéme chapitre application du calcul differentil a la géometrié de ’espace .



Chapitre 1

Calcul Différentiel

1.1 Applications Différentiables et formule des ac-

croissements finis
Définitions Et Notations.

Définition 1.1.1 Espace vectoriels normés.

Dans tout ce chapitre,E et ' désigneront des espaces vectoriels normés sur un corps k,
qui sera en général R et plus exceptionnellement C.Leurs normes seront notées ||.||, et
.1l » ou plus simplement ||.|| s’il n’ya pas de confusion possible .On dire que deux normes

et sur E sont équivalentes s’il existe des constantes C7,Cy > 0 telles
Vo € E,Cy||lz|| < |ll=]]| < Ca|l=|

Proposition 1.1.2 Sur les espaces vectoriels de dimension finie,toutes les normes sont
équivalentes et seuls les espaces vectoriels de dimension finie ,toutes les normes sont équi-
valentes et seuls les espaces vectoriels de dimension finie ont cette propriété.Soitn € N
{espace vectoriel R" est toujours muni de sa base canonique, notée {ey, es, ...e,} ({7, j, k}

dans le cas n = 3) ou encore par ses coordonnées

0 0
0 0

€1= . ,€2= . geesesaseces ,€n
0 0 1



X1
X2

Les normes usuelles sur kK™ sont, pour x=

Tn
[lly = fa] + fo] + ...+ |

H(E”oo = Sup{’$1| ) |x2‘ ) |$n|}

1/2
lolly = (21 + |22 + .. + [2a?)

La norme ||x||, provient du produit scalaire (,) défini par :

(x,y) = 2191 + Tay2 + ... + Ty

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien et la
norme associée,définie par ||z|| = ((z,2))"? est appelée une norme hilbertienne.

Notons que l’on peut vérifier I’équivalence des trois normes ci dessus de facon élémentaire
en écrivant :

2]l < llzlly < llzfly < n izl

Définition 1.1.3 Applications linéaires continues.

L’espace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F' sera noté L (E,F) ou
plus simplement L (E) si E = F.

Si F =k ,on notera E' sera appelé le dual de E.Les éléments de E' seront si de plus
JE =k, L(E;k)=L(k) s’identifie ak.

La valeur d’un élément T € L (E, F) sur un vecteur x € E sera notée simplement Tx.

Proposition 1.1.4 Une application linéaire est continue si et seulement sa norme est

finie.

Proposition 1.1.5 Si E et F' sont de dimension finie, toutes les applications linéaires

de E dans F sont continues.

Exemple 1.1.6 Dans le cas ou EE = Fy X Ey X ... X E,,avec E1, Es, ..., E, espaces vecto-



X1
X2

riels normés, on peut munir E de la norme : Vo =

Tn

lzll = llaill i € [L,n]
La norme associée de L(E, F') est alors définie par

17| = sup || 73]

1<i<n

pour T' tel que
Tx = Zﬂx“z €[1,n].

On dira qu’ une application linéaire continue de E dans F est un isomorphisme si cette

application est bijective et son inverse est continu.

1.2 Applications Différentiables

Définition 1.2.1 1)Soit E et F' deux espaces vectoriels normés,a € E et V' un voisinage
de a dans E Une application f :V — F est différentiable en a s’il existe une application
linéaire contine de E dans F', notée f'(a),telle Vh € E
tel quea +h eV, f

fla+h) = fla)+ f(a)h+ ||kl e(h)

ou }lliir(l)s(h) = 0-dans F.

2)L’application linéaire continue de E dans F f'(a) est appelée la dérivée (ou la diffé-
rentielle de f en a et dans ce cas, elle sera notée D f(a))ou encore dans certains cas
Uapplication linéaire tangente o f en a.

3)L’application affine de E dans F' ,x — f(a)+ f'(a)(x—a) est appelée application affine

tangente a f en a.

Remarque 1.2.2 On notera qu’ une application différentiable en un point est en parti-

culier continue en ce point.



1.3 Théoréme Des Accroissements Finis.

Définition 1.3.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés.

1)Une fonction f définie sur un ouvert Q0 de E est dite différentaible sur Q si elle est
différentiable en tout point de 2.

2)La fonction f': Q — L(E, F) est appellée la dériée de f sur SQ.

3)Si [ est différentiable sur Q et si sa dérivée f' : Q — L(E,F) est continue sur Q on
dire que f est continiment différentiable sur Q . On dire aussi que f est de classe C' sur
Q.

Rappelons le résultat classique pour les fonctions d’une variable scalaire, a valeurs sca-

laires :

Théoréme 1.3.2 (Théoréme des Accroissements Finis scalaire )
Soit f une fonction continue d’un intervalle |a, b],a valeurs dans k, dérivable surla, b[. Alors
il existe ¢ € Ja,b| tel que :

f(b) = f(a) = f'(c)(b—a)

On en déduit une premiére extension pour les fonction d’une variable vectorielle, a valeurs

scalaires :

Théoréme 1.3.3 (Théoréme des Accroissements Finis pour les fonction d’une variable
vectorielle & valeurs scalaires)
Soit E un espace vectoriel normé et f une application différentiable d’un ouvert €2 de F,

a valeurs dans k. Si le segment [a,a + h| C Q, il existe 6 € |0, 1] tel que :
fla+h)— f(a)= f'(a+6h)h
ce que s’écrit aussi : il existe ¢ € |a,a + h] tel que
F(1) = F(0) = F'(c)
ce qui prouve le résultat.

Théoréme 1.3.4 (Théoréme des Accroissements Finis)
Soient E et F' deux espaces vectories normés et f une application différentiable dans un
ouvert Q de E, a valeurs dans F . Si [a,a+h] CQ, on a :

[f(a+h)=Ffla)| <[n] sup [Hf’(x)!l

z€la,a+h



Preuve. :Soit v € F’.L’application v o f : 2 — k est telle que

vo f(z) =v(f(x) = (f(x),v)

C’est donc une application différéntiable sur €2, a valeurs scalaires. On peut donc écrire

d’apres le théoréme :
(fla+h) = f(a),v) =vo fla+h)—vo f(a) = (vo f)(a+0h)(h)

avec 0 € 10, 1[ (qui dépend de v ) . D'on

(fla+h) = f(a),v) = vof'(atOh)(h) < [[v[| [ f'(a+ OR)[ [|R]] < [[v]| ] sup {[|f'(a + OR]| /6 € ]0, L[}

On en déduit donc :

1f(a+h) = fa)ll = sup {[{f(a+h) = f(a), v)| / [[v]] <1} < [|hl|sup{|[f'(a + Oh]| /6 |0, 1[}

et ceci prouve le théoréme .

On notera que, pour évaluer la norme de f(a+h)— f(a), on a utilisé¢ la propriété suivante :
Vo € B, ||z]| = sup{|(z,v)| /v € E', |[o]] <1}

Cette propriété est vraie dans tous les espaces de Banach grace au théoréme de Hahn
Banach (hors programme).Il existe des démonstrations de ce résultat qui n’utilisent par
le théoreme de Hahn Banach mais qui sont plus difficiles .

|



Chapitre 2

Application du calcul différentiel a la

géométrié de espace

2.1 Equation d’une courbe dans I’espace

Considérons le vecteur OA = r joignant des coordonnées a un point variable A(z,y, z)
(fig.196). Ce vecteur est appelé rayon vecteur. Exprimons ce vecteur a 'aide de ses pro-

jections sur les axes de coordonnées :
r=uaxi+yj+ zk
Supposons que les projctions du vecteur r sont fonction d’un certain parameétre ¢

r=p(t),y =(t),z = x(t). (2.1)

la formule( 2.1) peut étre alors mise sous la forme
r=(t)i+y(t)j+x(t)k (2.2)

r=r(t). (2.3)




Fig. 187

Quand ¢ varie ,les coordonnées x, y, z varient et le point A , extrémité du rayon vecteur
r , décrit dans ’espace une certaine que ’on appelle hodographe du vecteur r = r(t).Les
équations( 2.1) et (??) sont appelées équations vectorielles d’'une courbe dans I’espace
ou courbe gauche .Les équation (2.3) sont appelées équation paramétriques d’une courbe
gauche . A chaque valeur de ¢ ,ces équations font corresponder des valeurs bien détérminées

des coordonnées z,y, z d'un certain point de la courbe.

Remarque 2.1.1 On peut également définir une courbe gauche comme étant le lieu géo-
métrique des points d’intersection de deux surfaces .La courbe peut donc étre définie par
les deux équations de ces surfaces

Qy(z,y,2) =0,Py(x,y,2) = 0. (2.4)

par exemple ,les équations
PP =4,2=1

sont les équations d’un cercle dans l’espace , ce cercle étant défini comme ['intersection
d’une sphére et d’un plan (fig 197).Une courbe gauche peut donc étre exprimée soit par
les équations paramétrique (2.3),soit par les deuz équation des surface (2.4).On passe des
courbes paramétriques aux courbes exprimées par l’intersection de deux surfaces en élimi-

nant t des équations (2.3) ;on obtient alors deuz équations reliant x,y et z .Inversement,

si l'on pose x = p(t) (o p(t) est une fonction arbitraire) et si l'on exprime y et z en

fonction de t a partir des équations

(I)l [(,D(t>, Y, Z] = 0<I)2 [Qp(t)v Y, Z] = 07

on effectue le passage des courbes exprimées par lintersection de surfaces aux courbes

définies paramétriquement.



Exemple 2.1.2 Soient x = 4t — 1,y = 3t,z = t + 2les équations paramétriques d’une
droite. En éliminant le paramétre t, nous endéduisons les équations de deux plans. Par
exemple, en retranchant successivement de la premiére équation la deuxiéeme et la troi-
sieme, on a x —y — z = —3. En retranchant de la premiére la troisiéme, multipliée
préalablement par quatre, on ar — 4z = —9. La droite donnée est donc la courbe définie
par intrsection des deux plans

r—y—2+3=0etx—424+9=0.

Exemple 2.1.3 Considérons un cylindre droit de révolution de rayon a, dont l’aze coin-
cide avec l'aze Oz(fig. 198). Enroulons autour du cylindre un triangle rectangle flexible
C1AC, de sorte que le sommetA du triangle coincide avec le point de rencontre de la
génératrice du cylindre et de l'axe Ox, et que le coté AC s’enroule sur la section de ce
cylindre située dans le plan Oxy.L hypothénuse détermine alors sur le cylindre une courbe
appelée hélice. Désignons par x, v,z les coordonnées d’un point variable M de [’hélice et
par t l'angle AOP (voir fig. 198). Alors x = acost,y = asint, z = PM = AP tan A, ou
0 désigne l’angle aigu du triangle C1AC. Remarquons que AP = at, car APest l'arc de
circonférence de rayon a correspondant o l’angle au centre t. En désignant tan @ par m,
on trouve les équations paramétriques de I’hélice x = acost, y = asint ,z = amt (ou est le
parameétre), ou sous forme vectorielle r = iacost+ jasint+kamt. On élimine le paramétre
t des équations paramétriques de l’hélice ; en élevant lesdeux premiéres équations au carré
et en les ajoutant on trouve x* + y? = a?. C’est précisément ’équation du cylindre sur
lequel est tracée ’hélice. Ensuite, endivisant terme a terme la deuxiéme équation par la
premiére et en remplacantdans la relation obtenue t par son expression tiré de la troisiéme

équation, ontrouve l’équation d’une autre surface sur laquelle est tracée ’hélice :

x z

— = tan —.

Y am
Elle est appelée hélicoide a plan directeur. On peut la considérer commeengendrée par une
demi-droite paralléle au planOxy d’extrémité située sur l’axe Oz lorsque cette demidroite
tourne avec une vitesse angulaire constante autourde l’axe Oz et qu’ elle se déplace vers
le haut avec une vitesse constante, de sorteque son extrémité reste constamment sur l’axe
Oz. L’hélice est définie par lintersection du cylindre et de la surface hélicoidale. C’est

pourquot, on peut la définir par les deux équations

z
= tan —

x
22y =al
Yy am

10
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2.2 Reégles de dérivation des vecteurs (fonctions vec-

torielles)

Nous avons défini la dérivée du vecteur par la relation
r(t) = )i + ¥ (t)j + x(t)k (2.5)
par la relation

ri(t) = ¢'(t)i+ ' ()] + X' (). (2.6)

Il résulte immédiatement de cette définition que les principales régles de dérivation
des fonctions sont valables également pour les vecteurs. Nouétablirons ici les formules
de dérivation de la somme et du produit scalaire de vecteurs, et nous nous bornerons a

énoncer les autres formules en laissant au lecteur le soin de les démontrer.

2.2.1 La dérivée de la somme de égale a la somme des dérivée

de ces vecteurs.

En effet, étant donnés deux vecteurs

ri(t) = er(t)i + 1)) + xa (0, r2(t) = wa(t)i + ¥o(t)] + X2tk (2.7)

leur somme est égale a

ri(t) +ra(t) = [ () + oo ()] i 4 10y (8) + o (D)] 7 + [xa (£) + Xa ()] F.
Par définition, la dérivée du vecteur variable est

O+ 1aO) _ 1 1) 4 04 [1(0) + 205+ D () + e &

11



ou

d[ry(t) +ra(t)]

o = [0 (t) + @a ()] i+[W5 (1) + 9o ()] J+ X3 (1) + Xa (0] k = [ (£)1 + 91(1)] + X3 (k] +[05!

Par conséquent,

dlri(t) +r2(t)] _ dr n dry
dt o dt dt

2.2.2 La dérivée du produit scalaire de deux vecteurs est donnée

par la formule

d(Tl,Tg) d?"l d’l“z
—_— = — —. 2.8
dt T (2:8)
En effet, si les vecteurs 1 (t) et r5(t) sont définis par les formules( 2.7), leur produit scalaire

est égal a

r1(t)r2(t) = @102 + V1Y + X1 X0

y . d(ry,r
Cest pourquoi TLr2) — oy + ol + Wity + il + XiXe + XaXh =

(©hs + 1y + X1X2) + (01605 + V105 + X1X5)
= (SpllZ + wllj + Xllk) (902i + 1Py + sz) + (Wli + g+ X1k) (90/22 + wlzj + Xlzk) =

dry dry
a2t g

Le théoréme est démontré.Nous déduisons de la formule (2.8) un corollaire d’une

grande importance.

Corollaire 2.2.1 La dérivée du vecteur unitaire e (c’est-a-dire tel que|e| = 1)est perpen-

diculaire a ce vecteur.

Preuve. Si a est un vecteur unitaire, alors

oo=1.

Dérivons les deux membres de cette égalité par rapport a ¢

do  do
—+ —0=0
at " ar®
ou p
0
20— =0
at
Donc, le produit scalaire
do 0-
th - 9



cela signifie justement que le vecteur % est perpendiculaire au vecteur e. m

dt

2.2.3 Sif(t) est une fonction scalaire et r(¢) une fonction vecte-
rielle, alors la dérivée du produit f(¢)-r(¢) est donnée par

la formule

d(fr) _ df
adt T f dt’
Preuve. Si le vecteur 7(t) est déterminé par la formule (2.5) alors

(2.9)

F@rt) = f()e()i+ fF([O)9 ()7 + FE)x )k,
Nous obtenons d’aprés la formule (2.6)
GO — (fo 1) i+ (o 15 5+ (7 6=
G (i +pj+xk) + f (Li+Lj+ Kg) = Ly 4 f&

2.2.4 On peut sortir un facteur numérique constant de sous le
signe de la dérivée
d(a.r(t)) dr

g A =ar (t). (2.10)

Cela découle de (2.9), si f(t) = a = const. Par conséquent, % = 0.

) dt
2.2.5 La dérivée du produi scalaire de deux vecteurs rl (t) et

r2 (t) est déterminée par la formule

d(ry,ra) @ drs
dt dt
Elle se démontre comme la formule (2.8).

(2.11)

2.3 Dérivées premiére et seconde d’un vecteur par

13



rapport a la longueur de ’arc. Courbure de la
courbe . Normale principale. Vitesse et accéléra-

tion du point dans un mouvement curviligne

La longueur de l'arc d’une courbe gaucheMyA = s est définie de la méme maniére
que pour une courbe plane (fig. 202). La longueur de 'arc s varie quand le point variable
A(z,y,z) se déplace le long de la courbe; inversement, quand s varie, les coordonnées
x, Yy, z du point variable A de la courbe varient. Par conséquent, on peut considérer les
coordonnées x, y, z du point variable A de la

courbe comme des fonctions de la longueur de I'arc s

Dans ces équations paramétriques le parametre est la longueur de I'arc s.

Le vecteur OA = r s’exprime de la maniére suivante

r=o(s)i+¥(s)j+ x(s)k
r=r(s)

c’est-a-dire le vecteur r est une fonction de la longueur de ’arc s. Elucidons la signification

géométrique de la dérivée %.
S

Il découle de la figure 202 les égalités

MoA = s,AB = As, MyB = s + As,

14



Ar B AB
As AB’
dr Ar

Nous avons vu, au , que le vecteur - = lim 7% est dirigé suivant la tangente a
As—0°25

la courbe au point A dans le sens des s croissants. D’autre part, nous avons 1’égalité

OA=r(s),0OB=r(s+As),AB = Ar =r(s+ As) —r(s),

lim‘ %‘ =1 (la limite du rapport de la longueur de la corde a la
longueur de ’arc soustendu ). Par conséquent , s est un vecteur unit air e dirigé

suivant la tangente. Désignons-le par o :

dr
dt
Si le vecteur r est donné par ses projections

g.

r=uxi+yj+ zk, (2.12)
alors p p p
T Y . 2z
_dz. dy. dz 2.1
o dtz+dtj+dtk’ (2.13)

ou

OROROR

12 . L, e, 2 . . R .
Considérons, ensuite, la dérivée second e % de la fonction vectorielle r, c’est-a-dire
la dérivée de %, et donnons la signification géométrique de cette dérivée seconde.ll vient

de la formule (2.12) que
d’r d {dr} _do

ds?  ds |ds)  ds’

Par conséquent, nous devons calculer lim %.D’aprés la figure (203),
As—0

AB =As, AL =0,BK =0+ Ao.
Menons du point B le vecteurBL; = o . Il vient du triangle BK L, :

BK = BL, + L\ K,

ou
c+ANo=0c+ L1 K

Par conséquent, L1 K = Aoc. Puisque la longueur du vecteur o est constante,

lo| = |o + Adcl;

15



il en résulte que le triangle BK Liest isocéle. L’angle Ay au sommet de ce triangle est
I’angle de rotation de la tangente & la courbe quand on passe du point A au point B.

Il correspond donc & l'accroissement de la longueur ds de I'arc As. Il vient du triangle
BKL, :

. A
sin —| .

LK = |Ac| =20 >

A
sin—gp‘ =2
2

(car |o| = 1). Divisons les deux membres de cette égalité parAs

sin %‘ﬁ

As

Ao
As

in Av
sin == | | Ay

As

Ap
2

Fiz. 203

Passons a la limite dans les deux membres de cette égalité, en faisant tendre As vers

zéro. A gauche, nous trouvons

Ao do
S ds

De plus,

As—0

puisque nous considérons des courbes pour lesquelles la limite lim 2€existe et que, par
As ’

conséquent, Ap — 0 quand As — 0.Ainsi, nous avons, apreés le passage a la limite,

do . Ay
As—0

On appelle courbure moyenne de 'arc AB de la courbe considérée le rapport de I’angle de
rotation A de la tangente, quand on passe du point A au point B, & la valeur absolue de

la longueur As de I'arc AB courbure moyenne :’ %’ .La limite de la courbure moyenne
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quand As — 0 est appelée courbure de la courbe au point A et désignée par la lettre K

k= lim |——

As

As—0

Mais alors il vient de ’égalité (2.14) que !Z—Z‘ = K, c’est-a-dire la longueur de la dérivée par
rapport a la longueur de I’arc du vecteur unitaire de la tangente est égale a la courbure

de la courbe en ce point. Le vecteur a étant un vecteur unitaire, la dérivée ds lui est

perpendiculaire . Ainsi, le vecteur ‘fl—‘; est dirigé suivant la perpendiculaire au vecteur de

la tangente, sa longueur est égale & la courbure en ce point.

Définition 2.3.1 On appelle normale principale & la courbe, en un point donné, une

droite coincidant avec le support du vecteuri—‘; . On désigne par n le vecteur unitaire de

cette direction. La longueur du vecteur Z—Z est égale a la courbure K de la courbe, par

conséquent,

do

— = Kn.

ds
La quantité % est appelée rayon de courbure de cette courbe au point donné, et on la

désigne par R, c’est-a-dire % = R, on peut donc écrire :

d*r _do_n

= T% (2.15)
1l vient de cette formule : ,
% = <%> . (2.16)
Mats dr Pz Py d*z
= ——i+ -]+ 55k

ds?  ds? ds?

1 22\ 2y 2 22\ 2
E:\/ () (%) + (%) (210

La formule (2.17) permet de calculer la courbure en un point quelconque d’une courbe

Par conséquent,

donnée par ses équations paramétriques, dont le paramétre est la longueur de l'arc s (c’est-
a-dire quand le rayon vecteur du point variable de cette courbe est une fonction de la
longueur de l'arc).Considérons le cas ot le rayon vecteur r est fonction d’un paramétre
quelconque r = r(t).Dans ce cas, nous considérerons s comme une fonction du paramétre

t. Le calcul de la courbure est alors effectué de la maniére suivante

dr B dr ds

T g d (2.18)
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Comme ‘%| =1 «alors

dr\? ds\?
— | = —= 2.19
() = (%) 210
Dérivons les deux membres de cette égalité et simplifions par 2, nous avons :

dr d?r - dsﬁ

e e (220
I1 vient de la formule (2.18) :
i _dr1

e ds
ds dt &

Dérivons par rapport & s les deux membres de cette égalité

d?s
&r  d&Pr 1 dr o3 ‘

2 12 (ds\Z  dt (ds\3
ds dt (d_i) dt (d_i)
en substituant [’expression trouvée pour % dans la formule (2.16), nous avons :

1

2 2
) 2 72 d2r (@)2_2&@@ﬁ+ (@)2 d?s
der 1 dr o= at? dt diZ dt dt dt dt dt2
R2 3 - :

dt? (@)2 dt (ﬁ)

dt

Ezprimons maintenant % et % a partir des formules (2.19) et (2.20) en fonction des

dérivées der(t), nous avons

— = . 2.21)
]%2 dr\? 3 (
(&)}
La formule (2.21) peut étre mise sous la forme
2

dr d?r

L[]
K= —tt (2.22)

Py

Nous avons donc établi une formule permettant le calcul de la courbure en tout point
d’une courbe donnée par des équations paramétriques de paramétre qu el con qu e .
Si, en particulier, la courbe est plane et est située dans le plan Ozy, elle a pour équations

paramétriques
x=p(t),y=19(),z=0.
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En substituant ces expressions de x, y, z dans la formule (2.22), nous retrouvons la formule
exprimant la courbure d’une courbe plane, donnée par des équations paramétriques, que
nous avions précédemment étabélice

K - O =02 o)
{lg @) +wor}

Exemple 2.3.2 Calculer la courbure de [’hélice
r =1acostjasint + kamt,

en un point quelconque.

o . . . 2 . . .
Solution 2.3.3 % = —iasint + jacost + kam, % = —iacost — jasint,
i j k
2 . . . .
@ xLr=| —asint acost am = ja’msint—ja’*m cost+ka?,

—acost —asint 0
T 27"
(% x 55) = a* (m* + 1),
(%)2 = a?sin®t + a®cos?t + a®>m? = a® (1 + m?).

par conséquent,
1 a*(m?+1) 1

R [a2(1+m2)]®  a2(1+m2)?
d’ot
R=a (1 + m2) = const.

Nous concluons donc que le rayon de courbure de [’hélice est constant.

Remarque 2.3.4 On peut toujours supposer qu’une courbe plane est située dans le plan
Oxy. (Il suffit d’effectuer un changement d’axes de coordonnées). Dans le plan Oxy,
z = 0; mais alors

d*z

=

et, par conséquent, le vecteur n est également situé dans le plan Oxy. Une conclusion

stmpose donc : la normale principale & une courbe plane est située dans le plan de la
courbe.vitesse d’un point en mouvement curviligne . Supposons qu’a linstant t du temps
le point mobile se trouve au point M déterminé par le rayon vecteur OM = r(t) ( fig. 200),
et qu’a Uinstant t + At au point M, déterminé par le rayon vecteur OM; = r (t + At) .
Le vecteur MM, est alors appelé vecteur du déplacement du point. Le rapport du vecteur

du déplacement MM, & ’accroissement correspondant du temps At est appelé vitesse
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moyenne du point au cours de ce laps de temps Vo, = MT]\fl = ﬁ—; = MN .Le vecteur de
la vitesse moyenne est également dirigé suivant la corde M My dans le sens du mouvement
du point (lors d’un mouvement rectiligne il est orienté suivant la trajectoire elle méme).

La vitesse du point & un instant donné est définie ainsi

) . Ar dr
V = Al}trilo(m‘gy) = lim Kt = %
autrement dit p
r
- 2.2
Vv o (2.23)

On peut dire ainsi que la vitesse du point a un instant donné est la dérivée premiére
du rayon vecteur du point par rapport au temps. I1 découle de la formule (2.12) que les

projections de la vitesse sur les axes de coordonnées seront

dx dy dz
%—aa%—%y‘[z—%

Le module de la vitesse est déterminé d’aprés la formule (2.7)

v (Y () (2 221

St Uon introduit la longueur de l’arc s, comme nous l’avons fait au début de ce paragraphe,

et si nous considérons la longueur de ’arc s comme une fonction du temps t, alors la

formule (2.23) peut s’écrire ainsi

dr  drds
= = 5V 2.25
it~ dsdt  ° (2.25)
oV = % est la valeur absolue de la vitesse, o le vecteur unitaire, orienté swivant

dt
la tangente dans le sens du mouvement.accélération du point en mouvement curviligne .

Deméme que nous l’avons défini au , on appelle accélération W du point en mouvement

curviligne la dérivée du vecteur vitesse par rapport au temps

av
W= (2.26)
orV = d—;, par conséquent
d*r
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Si nous nous basons sur la formule (2.25) nous obtenons :

dv  d(V.o)
W = — =
dt dt

Calculant cette derniére dérivée d’aprés la formule (2.9), nous obtenons

dV do
= — — 2.2
w o o+ V o (2.28)

Transformons la dérivée da en utilisant les formules (2.18) et (2.15)

do dods n

dt  dsdt R
Portant dans ’égalité (2.28) nous obtenons en définitive

av L

W:%—FV T (2.29)
Ici o désigne le vecteur unitaire orienté suivant la tangente dans le sens du mouvement,
n le vecteur unitaire orienté suivant la normale principale. La formule (2.29) peut étre
énoncée ainsi. La projection de l’accélération du point sur la tangente est égale a la dé-
rivée premiére de la valeur absolue de la vitesse, et la projection de ’accélération sur la
normale principale est égale au carré de la vitesse, divisé par le rayon de courbure de la
trajectoire au point considéré. Comme les vecteurs o et n sont perpendiculaires, le module

de l'accélération est déterminé par la formule

= () (%) 230

2.4 Plan osculateur. Binormale. Torsion d’une courbe

gauche

Définition 2.4.1 On appelle plan osculateur a une courbe donnée au point A leplan défini
par la tangente a la courbe et la normale principale en ce point. Il est évident que le plan
osculateur a une courbe plane coincide avec le plan decette courbe. Si la courbe n’est pas
plane, les plans osculateurs, correspondant & deux pointsP et Py de la courbe, forment
entre eux un angle diédre p. Plus i est grand, plus la courbe différe d’une courbe plane.

Pour étre plus précis, introduisons la définition suivante.

Définition 2.4.2 On appelle binormale la normale & la courbe perpendiculaire au plan
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Fig. 204 Fig. 205

osculateur. Choisissons, sur la binormale, un vecteur unitaire b et orientons-le de sorte
que les vecteurs o, n,b forment un triedre trirectangle de méme orientation que les vec-
teurs unitaires i, j, k des axes de coordonnées (fig. 204, 205).Nous avons, en vertu de la

définition des produits scalaire et vectoriel
b=oc xn;bb=1. (2.31)

Calculons la dém’vée%. En vertu de la formule (2.10), nous avons :

db  d(ocxn) do dn
@ - = — 2.32
ds ds ds XX ds ( )
Mazs ‘fi—‘; = %, c’est pourquoi
do

1
%xn—ﬁnxn—o

et la formule (2.32) peut étre mise sous la forme

db dn
— =0 X — 2.33
ds ds ( )
11 découle de la définition du produit vectoriel que le vecteur % est perpendiculaire au
vecteur de la tangente o. D’autre pm’t% est perpendiculaire a b, puisque b est un vecteur
unitaire .Nous concluons donc que le vecteur % est perpendiculaire & o et a b,autrement
dit, colinéaire au vecteur n Désignons par % la longueur du vecteur %, c’est-a-dire posons
| 1
ds| T’
alors b1
— ==Xn 2.34
ds T ( )

On appelle % torsion de la courbe donnée.L’angle diédre p formé par les plans osculateurs

correspondant & deux points de la courbe, est égal a l’angle formé par les binormales. Nous
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pouvons alors écrire une formule analogue a la formule (2.34)

@
ds

= lim H .
As—>O|AS|

Ainsi, la torsion de la courbe au point A est égale, en valeur absolue, a la limite du rapport
de l’angle p formé par les plans osculateurs au point A et au point voisin B, a la longueur
|As| de l’arc AB quand As — 0.Si la courbe est p 1 an e, le plan osculateur ne varie pas
et, par conséquent, latorsion est égale o zéro. Il résulte de la définition de la torsion que
cette quantité caractérise l’écart entre une courbe gauche et une courbe plane. La quantité
T est appelée rayon de torsion de la courbe. Trouvons la formule donnant la torsion. Il
vient des formules (2.33) et (2.34)

1 " dno
T ds

Multiplions scalairement les deux membres de [’égalité par n, nous avons :

Le second membre de cette égalité est ce que ['on appelle le produit mixte de Le second
membre de cette égalité est ce que l'on appelle le produit mixte de trois vecteurs n, o et
3—7; . On sait que ce produit ne varie pas lors de la permutation circulaire des facteurs.

Comme nn = 1, nous pouvons mettre la derniére égalité sous la forme

l_o'd—nxn
T ds
ou 1 d
=0 [nxd—ﬂ. (2.35)

d?r

oz alors

Mais comme n=R

i andy
ds  ds®  ds ds?

dn d*r d*r  dRd*r d*r  d3r dR [d*r  d?r
—| =R— R— 4+ ———}=R|— x — R— |— X —
{n % ds} ds? { i s dsz} [ds2 x ds3] LR [ds2 x ds2] ’
le produit vectoriel d’un vecteur par lui-méme étant égal a zéro,
2 2
{d T ﬂ} 0

ds? ~ ds?
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Ainsi

nx —|=R—|—

ds ds | ds XE

[ dn] Rgdr {dzr d37’] ‘

En remarquant que o = 3—2 et en revenant a l’égalité (2.35), on a

1 —R2ﬁ {d%" d%}

>0 2.36
T ds ( )

X —_—
ds?>  ds?
Sir est exprimé en fonction d’un paramétre arbitraire t, on peut démontrer, de la méme
maniére que dans le paragraphe précédent

dr [ d? d?
dr d27“xd3r _d_:[ z r}
ds | ds? ds | 2] 3
(%)

En substituant cette expression dans la formule (2.36) et en remplagant R*par son expres-

sion tirée de la formule (2.22), nous trouvons en définitive

dr [& % &}
1 dt | de2 dt3
T~ L@ (2.37)
(% x %]

Cette formule nous permet de calculer la torsion en tout point d’une courbe donnée par
ses équations paramétriques dans le cas d’un paramétre arbitraire t. Remarquons que les

formules exprimant les dérivées des vecteurs o, b, n sont appelées formules de Serret-

Frénet :
do n db n dn o b
ds R'ds T'ds R T
La derniére d’entre elles peut étre établie comme suit
dn_d(bxa)_alb>< +b><d0—n>< Lpx 1 " —|—1b>< .
ds  ds _ds  ° ds 17 R-T'"TOTRT
mais
nxo=-bbxn=—co

c’est pourquot

an _ b
ds T

g
=
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2.5 Plan tangent et normale & une surface

Soit
F(z,y,2) =0 (2.38)

I’équation d’une surface. Introduisons les définitions suivantes.

Définition 2.5.1 On dit qu’une droite est tangente & une surface en un point P(x,y, z)

si elle est tangente a une courbe quelconque tracée sur cette surface et passant par ce point.

Puisqu’une infinité de courbes tracées sur la surface passe par le point P(x,y, z),il y aura

également en ce point une infinité de tangentes a cette surface. Définissons les points

simples et les points singuliers d’une surface F(z,y,z) = 0.0n dit que le point M est un
OF OF OF

point singulier de la surface si les trois dérivées 5=, 5=, 5= s’annulent simultanément en
Ox? dy’ 0z

ce point ou ['une au moins les dérivées n’existe pas en ce point. Le point M est dit point
simple st les dérivées ?)_5’ %—5, %—Z existent et sont continues en ce point et si ['une d’entre

elles au moins est différente de zéro. Enongons le théoréme suivant.

Théoréme 2.5.2 Toutes les droites tangentes a la surface (2.38) au point simple P ap-
partiennent a un méme plan.

Preuve. Considérons sur la surface une courbe L (fig. 206) passant par un point P
donné de lasurface. Soient

r=(t);y=1(t),z=x() (2.39)

les équations paramétriques de cette courbe. La tangente a cette courbe est, pardéfinition,
une tangente a la surface. Les équations de cette tangente sont
X—z Y-y Z-=z

dr T4
dt dt dt
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Si I’on substitue les expressions (2.39) dans I’équation (2.38), cette équation devient une
identité en ¢ puisque la courbe (2.39) est tracée sur la surface (2.38). Dérivons cette
identité par rapport a t,

OFdx OFdy OFdz

e = (),

Ox dt Oy dt 0Oz dt

dr

or» bassant par le point P :

Considérons, ensuite, les vecteurs N et

oF . OF oF
N=—i+—j+—k.
8xl+8y +8zk

OF OF OF
oxr’ Jy’ Oz
P.Remarquons que ces projections ne s’annulent pas simultanément au point P,puisque

Les projections de ce vecteur dépendent des coordonnées x,y,z du point

P est un point simple. C’est pourquoi

- G+ ()

dr dx  dy. dz

est tangent & la courbe passant par le point P et tracée sur la surface. On peut calculer

Le vecteur

les projections de ce vecteur a partir de ’équation (2.39), en donnant au parameétre t la
valeur qui correspond au point P. Calculons le produit scalaire des vecteurs N et %; il

est égal & la somme des produits des projections correspondantes

dr _OFdr OFdy  OFdz
dt — Ox dt  Oydt 0z dt

En vertu de la formule (2.40), le second membre de cette expression est égal a zéro et,
par conséquent, N Z—; = 0 .On déduit de cette égalité que le vecteur N est perpendicu-
laire au vecteur % de la tangente & la courbe (2.39) au point P. La démonstration que

nous venons de donner est valable pour toute courbe (2.39) passant par le point P et
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tracée sur la surface. Par conséquent, toutes les tangentes a cette surface au point P sont
perpendiculaires & un méme vecteur N ; elles appartiennent donc toutes a un méme plan

perpendiculaire au vecteur N. Le théoréme est démontré. m

Définition 2.5.3 Le plan formé par toutes les tangentes en un point P aux courbes tracées
sur une surface et passant par ce point est appelé plan tangent a la surface au point P
(fig. 207).Notons que le plan tangent peut ne pas exister si P est un point singulier de la
surface. En de tels points, les drones tangentes a la surface peuvent ne pas appartenir a un
plan unique. Le sommet d’un céne, par exemple, est un point singulier et en ce point les
tangentes a la surface n’appartiennent pas & un plan unique (elles constituent précisément
la surface conique).Formons 'équation du plan tangent a la surface (2.38) en un point
simple. Ce plan étant perpendiculaire au vecteur (2.41), son équation est de la forme
oF OF oF

gzu;ﬂg+5§@zﬂg+552—zyﬂm (2.41)

Si la surface est donnée par l'équation z = f(x,y) ou z— f(x,y) = 0,alors

or _ _of oF _ _of oF _
or  O0x' Oy Oy 0z
et I’équation du plan tangent est
_of
Oz

(X —2)+ g(Y —y). (2.42)

7 —
z ay

Remarque 2.5.4 Si l'on pose dans la formule (2.42) X —x = Ax,Y —y = Ay,on a

le second membre est la différentielle totale de la fonction z = f(x,y). Par conséquent,
7 —z = dz. Ainsi, la différentielle totale dune fonction de deuz variables au point M(x,y),
qui correspond aux accroissements Ax et Ay des variables indépendantes x et y, est égale
a laccroissement correspondant de la cote (z) du plan tangent o la surface représentant

le graphique de cette fonction.

Définition 2.5.5 On appelle normale a la surface (2.38) en un point P(x,y, z) la droite
perpendiculaire au plan tangent a la surface en ce point (fig. 207). Formons l’équation cle

la normale. Celle-ci étant orientée suivant le vecteur N ,son équation est

oF  — ~oF . oF
ox oy 0z

X—o Y-y Z-
’ vy_2-° (2.43)

27



Si Uéquation de la surface est z = f(x,y) ou z — f(x,y) = 0.1’équation de la normale

sera
X—x Y-y Z-z

af __of
o -9 1

Remarque 2.5.6 Supposons que la surface F(x,y,z) = 0 soit la surface de niveaupour
une fonction de trois variables u(x,y, z) , autrement dit,F(x,y,z) = u(x,y,z) — C = 0.
I1 est évident que le vecteur N, défini par la formule (2.40), dirigé suivant la normale a

la surface de niveau F(x,y,z) — C = 0,sera

ou ou ou
N=—i+—j k
oz Tyt T o
c’est-a-dire
N = grad u.

Par cela méme nous avons démontré que le gradient de la fonction u(x,y,z) est dirigé

sutwant la normale o la surface de nivéau passant par le point donné.

Exemple 2.5.7 Former ’équation du plan tangent et I’équation de la normale a la sphére
22 4+ y? + 2% = 14 au point P(1,2,3).

Solution 2.5.8 Fz,y,2) =2 +1y°+2>2—-14=0
oF oF oF
CA M Wi
Ox “ oy Yoz =

pour x = 1,y = 2,z = 3 nous avons

OF oF oF
Ox " Oy " 0z 0

Par conséquent, ’équation du plan tangent est
2 —-1)+4y—2)+6(2—3)=0

ou
r+2y+3z—-14=0.

L’équation de la normale est

ou




Conclusion générale

En conclusion , on peut dire que calcul différentiel permet a étudier théoréme des
accroissements finis et ’application du calcul différentiel a la géométié de 'espace qui

sont incapables de résoudre par algeber.
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