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Introduction Général

La topologie est une théorie mathématique relativement jeune : elle émerge (sous le nom
d’analysis situs) au début du vingtieme siécle dans les travaux de Hausdorff et de Tychonoff. Le
besoin d’une telle théorie s’est déja fait sentir,a la fin du dix-neuviéme siécle dans les travaux de
Riemann et de Hilbert. Dans la recherche actuelle, la topologie joue un réle fondamental aussi
bien en Analyse Fonctionnelle qu’en Géométrie Diffierentielle ou encore en Topologie
Algébrique.
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Chapitre 1

Notion d’espaces

Définition 1.1 (Topologie)
Soit X un ensemble une topologie sur X est un sous ensemble A < p(X) vérifiant :
1)0 € A,etX € 4
2)Vu,v e A, unved
2) si (x;)er est une famille d’éléments de A, alors U;e; x; € A
Définition 1.2 (espace topologique, ouvert, fermé)

Un espace topologique est un couple (X, 4) ou X est un ensemle et 4 est un topologie sur X.
Un ouvert de (X, 4) est un élément de 4. Un fermé de (X, 4) est un ensemble Y tel que X — Y: (On
endéduit que I'unionfine de fermés est un fermé, et que I’interecection quelconque de fermés est
un fermé¢).

Définition 1.3 (Distance, espace métrique)
Une distance sur un ensemble X est une application X x X — R, telle que
VxeX , dx,x)=0

et vérifiant les axiomes de séparation, symétrie, et I’inégalité trianggulaire. Un espace
métrique est un couple (X,d), ou d est une distance sur X.

Définition 1.4 (pseudo-distances)

Soit X un ensemble. Une pseudo distance sur X est une application vérifiant les mémes
axiomes qu’une distance, sauf la séparation. Une famille de pseudo distance (d;) est dite séparante
si

dilx,y) =0 Vi=>x=y

Une semi-norme est une application vérifiant ||0|| = 0, au lieu de |x|| = 0 = x = 0.Une
famille de pseudo normes est dite séparante si la famille de pseudo distances associées est
séparante, ie le seul vecteur x € Xtel que [x[|, =0 ViestO.

Définition 1.5 (Topologie associée a une famille de pseudo distances)

Soit E un ensemble, et (d;)e; une famille de pseudo distances sur E. On définit O < p(X), par

UeO=VaecU,3Ir>0,3Jcl, finie,Ni € JBy(a,r) < U
On définit ainsi une topologie sur X.

Définition 1.6 (Partie dense)

D < Xestdense si D = X. Cette définition est équivalente a "tout ouvert non vide de X
rencontre D", ou encore " tout ouvert non vide d’une base d’ouverts de X rencontre D" .

2
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Définition 1.7 (Espace séparable)

Un espace topologique est séparable s’il existe une partie dénombrable dense.
Tout espace topologique a base dénombrable d’ouvert est séparable.

Définition 1.8 (Espace séparé)

Un espace topologique 4 est dit séparé si V(x,y) € 4% ,3U, V deux
ouverts/voisinages/¢éléments d une base de voisinages disjoints tels que x € Uety € V Cette
notion est invariante par homéomorphisme, et, si 4 est séparé¢, Vx € A, {x} est un fermé.

Tout espace métrique est sépar€.

Définition 1.9 (Groupe topologique)

Un groupe topologique est un groupe G muni d’une topologie rendant le produit et le passage
a I’inverse continus.

Définition 1.10 (Espace vectoriel topologique)

Un espace vectoriel topologique est un espace vectoriel muni d’une topologie telle que la
somme et la multiplication par un scalaire soient continus. Un morphisme (resp. isomorphisme)
d’espaces vectoriels topologiques est une application linéaire (resp. linéaire et bijective) qui est
continue pour la topologie de 1’espace vectoriel (resp. qui est un homéomorphisme).

Définition 1.11 (Espace complet )

On dit qu’un espace métrique est complet si toute suite de Cauchy converge.

Définition 1.12 (la convexité)

(1) Ensemble convexe :
Un ensemble X est dit convexe si pour tout Vx,y € Xet VA € [0,1]
Ona Ax + (1 — A)y € Xon dit que X n’est pas convexe.

Sisx,ye X,21€[0,1]0Onaix+(1-21)y ¢ X D’une fagon équivalente on dit que X est
convexe si est soulement si pour deux paint quelconques x et y pas dans X, le segment de droite
[x,v] tout entie est contenue dans X

(2) Fonction convexe :

Soit X un ensemble convexe de R”, alors la fonction F : X — R est convexe si soulement si
Vx,y € X,VA € [0,1],F(Ax + (1 = A)y) < AF(x) + (1 = L)F(p).

Toute fonction lineaire est convexe.

La somme de deux fonction convexe est une fonction convexe.


BENYOUCEF
Image importée 

BENYOUCEF
Texte tapé à la machine

BENYOUCEF
Texte tapé à la machine

BENYOUCEF
Zone de texte 
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Chapitre 2

Comparaison de topologies

Soit X un ensemble. Une topologie O, sur X est moins fine qu’une topologie O, sur X si O; est
contenue dans O», et plus fine si O; contient O,. La relation « étre moins fine que » est une
relation d’ordre sur I’ensemble des topologies de X, qui admet un plus petit et un plus grand
¢lément.

SoientO;, O, deux topologies sur X et, pour tout x dans X, soient med V; (x) et V>(x) deux
systemes fondamentaux de voisinages de x pour respectivement O; et O,. Il est immédiat de
montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

O, est plus fine que O ; tout fermé pour O, est fermé pour O; ; ’application identique
(X,01) — (X, 0>) est continue ; pour tout x de X, tout voisinage de x pour O est voisinage de x
pour O; ; pour tout x de X, tout ¢lément de V>(x) contient un élément de V; (x).

Exemple 2.1: La topologie grossiere est la topologie la moins fine sur X, et la topologie
discréte est la topologie la plus fine sur X.

Sin > 1, la topologie usuelle sur R” (i.e. celle induite par la distance euclidienne) est plus fine
que la topologie de Zariski sur A,(R) = R” (et de méme en remplagant R par C).

En effet, tout fermé de Zariski de R” est I’intersection des ensembles des zéros d’une famille

d’applications polynomiales, donc continues. Donc tout fermé de Zariski est un fermé de la
topologie usuelle de R” .

La topologie induite par la distance SNCF sur R? est strictement plus fine que la topologie
usuelle sur R2.

Pour tout ouvert non vide Q de I’espace euclidien usuel R” , la topologie de Schwartz sur
D(Q) est plus fine que la topologie de Whitney sur D(Q). En effet, pour tout voisinage B},g,k de
f € D(Q) pour la topologie de Whitney, si ¢'= inf {8,%}, alors &' € Cg, L(Q) et B},g,k contient le
voisinage B, de fpour la topologie de Schwartz.

Propriétés : Si O, est séparée, alors O, aussi : deux ouverts disjoints pour O, sont encore
deux ouverts disjoints pour O;.

Si O, est sépa-rable, alors O, aussi : comme O, < O;, une partie de X qui rencontre tout
ouvert non vide de O, rencontre aussi tout ouvert non vide de O,.

Pour toute partie A de X, I’intérieur de A pour O, est contenu dans I’intérieur de A pour O, et
I’adhérence de A pour O; est contenue dans 1I’adhérence de A pour O; (car I'intérieur d’une partie
est le plus grand ouvert contenu dans une partie et son adhérence est le plus petit fermé la
contenant).

Si une application F' : X — Y entre deux espaces topologiques est continue, alors elle est
encore continue pour toute topologie plus fine sur X et pour toute topologie moins fine sur Y.[1]



Chapitre 3

Topologie initiale

Soit X un ensemble, soit (y;);e; une famille d’espaces topologiques et pour tout i € 1, soit
fi + X — y; une application. La topologie initiale sur X définie par (f;)c; est la topologie la moins
fine rendant continues les application f; pour i € [ Celle-ci existe, car I’intersection d’une famille
de topologies sur X, rendant toutes les applications f; continues, rend encore toutes les f;
continues.

Propriétés : la topologie engendrée par :
{i'(U)) : i el , U ouvertdey;}.

Dans le cas particulier ou / est un singleton, nous pouvons omettre les mots "engendrée par " :
la topologie initiale est I’ensemble des images réciproques des ouverts de 1’espace d’arrivée par
I’unique €élément de la famille.

- Si B, est une base d’ouverts de y; pour tout i € [, alors I’ensemble des intersections finies
d’¢léments de

{fl_l(Ul) 1€ I,U,‘ S B,}
est une base d’ouverts de X.

En particulier, si / est dénombrable, et si y; est a base dénombrable pour tout i € /, alors X est
a base denombrable.

- Six € Xet V; est un systéeme fondamental de voisinages de f;(x) dans yi pour tout i € /, alors
I’ensemble des intersections finies d’éléments de

'V cieLVie Vi
est un systéme fondamental de voisinages de x dans X.

- Si Z est un espace topologique et si g : Z — X est une application, alors g est continue si et
seulement si chacune des applications f; o g est continue.

En effet, si g est continue, alors f; o g I’est par composition d’applications continues.
Réciproquement, comme les /7! (U;), ou i € I et Uy est un ouvert de Y;, engendrent la topologie de
X, pour montrer que g est continue, il suffit de montrer que les g7' (f;' (U;)) sont des ouverts de Z.
Or

g (i WU) = (fieg) (U

ce qui montre le sens réciproque.|[2]

3.1 Topologie image réciproque

Si X est un ensemble, si (v, O) est un espace topologique et si f : X — y est une application,
alors la topologie image réciproque /! (O) est la topologie initiale sur X définie par f.



3.2 topologie définie par une famille de pseudo-distances

Soit X un espace topologique dont la topologie est définie par une famille de pseudo-distances
(d:)er , alors cette topologie O coincide avec la topologie initiale O, sur X définie par la famille
d’applications (fox, : X — du(x,X0))x.exaca de pseudo-distances a un point.

En effet, comme la pseudo-boule B, (xo,€) est égale a ;1 ([0,€[) , la topologie O;est moins
fine queO:.

Réciproquement, soient

xo0€X, toeRe>0,xef; (to—¢€to+e€]), ete = €—|d.(x,x0) — to|

Alors € > 0 par définition de x. De plus, B,(x,€ ) est contenue dans
Sako(Qto =€, to +€[)

Carsiy € Bu(x,€), alors
da(v,x0) — to|< |da(y,x0) — dua(y,x0)|+Hda(x,Xx0) — to]
< da(xay) + |da(X,X()) - t0|

<€ +|da(x,x0) — to|= €

Donc

fuxo (o = €10 + €[)

est un voisinage pour O; de chacun de ses points. Comme ’ensemble des

Soxo _1(]10 —€,t0 + €[)

Pour xp € X, 1t € Rete > 0 estun pré base d’ouverts de O, par la seconde propriété
ci-dessus, la topologie O, est moins fine queO1, et les deux topologies coincident.

En particulier, la topologie d’un espace métrique (X, d) est la topologie initiale définie par la
famille d’application:
(x = d(x,x0))xex

De X dans R, c’est-a-dire la topologie la moins fine rendant continues les applications de
distance a un point.

3.3 Topologie définie par une famille de semi-normes

Soit X un espace vectoriel réel ou complexe, et (||. || ) wes une famille de semi-normes sur X.

- La topologie définie par la famille (||. || «)qes sur X est la topologie initiale définie par la
famille d’applications (fox, : x — [|x = Xol[a)  cx.es de X dans [0,+o0[ ¢ est-a-dire la topologie la
moins fine rendant continue ces applications.

-La topologie dé.nie par (||. || )qes €St exactement la topologie de X définie par la famille de
pseudo-distances
da(x,y) = lx =yl
par ce qui précede.
En particulier, elle est engendrée par les pseudo-boules



Bo(x0,€) ={x € X : |[x —x0lla < €}

Ouxg € X, € > 0.eta € 4. Donc elle 4 pour base d’ouverts les intersections finies de telles
boules. De plus, I’ensemble des parties

Nyey X E€X: [x=xolla <€)
De X, ot € > 0 et A estune partie finie de 4, est un systéme fondamental de voisinages d’un
point donné x¢ €X.

Notons que les translations sont des homéomorphismes : pour tout vy dans E, ’application ¢,,
de X dans X définie par x — x + vq est bijective, d’inverse z_,, , et elle est continue, car pour tous
xo €Xeta € A, nous avons

f axo © Lvy = f a,X0—vo

et on applique le quatrieéme point ci-dessus.

Soit y un espace topologique, soit yo € y, soit 4,, un systéme fondamental de voisinages de yy
dans y, et soit / : y —X une application. D’apres ce qui précede, si X est munie de la topologie
ci-dessus, alors fest continue en y si et seulement si

Ve>0,Vaed,3UceA4,,Vy e U, |fy) —fo)ll« <€

Proposition 3.1:
(1) La topologie définie par une famille de semi-normes est séparée si et seulement si
la famille est séparant.

(2) La topologie sur un espace vectoriel réel ou complexe, définie par une famille
dénombrable et séparante de semi-normes, est métrisable.

Preuve. (1) Si la famille n’est pas séparant, alors il existe deux points distincts x et y dans X
tels que ||y — x||« = 0 pour tout & € A, donc y appartient a tout voisinage de x , et X n’est pas
séparé. La preuve du sens direct est similaire a celle du fait que la topologie induite par (une
distance associée a) une norme est séparée.

En effet, si x, y €X sont distincts, soita € 4 tel que € = ||x —y||» > 0.
Les applications :

Setu— Jlu—x|a
et
Sfyiu—Jlu=ylla
sont continues. donc £, ([0, SDetfy I([o, < [) sont des ouverts contenant respectivement x et y.

Ces ouverts sont disjoints, par inégalité triangulaire, car s’il existait z dans X tel que

lz—x|la < €
et

lz=ylla <€
alors on aurait

[x=ylla <€

ce qui n.est pas possible.



Supposons que I’ensemble d’indice 4 soit égal a N ( ce qui est possible, a bijection

pres, quitte a rajouter, si A est fini, des semi-normes nulles). Notons d, la pseudo-distance
associée a la semi-norme ||. ||, , et d la distance définie par :

d(x,y) = Z 27"min{1,d,, (x,y)}

neN+1

Notons O,em €t Ogis respectivement la topologie définie par la famille de semi-normes et celle
induite par la distance d.

Comme les translations dans X sont des homéomorphismes a la fois pour O, €t Oy, il suffit
de montrer que tout voisinage du vecteur nul pour ’une contient un voisinage du vecteur nul pour
’autre.

Rappelons que {B4(0,€) : € > 0} est un systeme fondamental de voisinages de 0 pour Oy, et
que

No{xeX:|xl.<e :NeN,e<0

est un systéme fondamental de voisinages de 0 pour O -
Soit € > 0. Soit n € N tel que

+o0

2. 2"= 5

n=N+1

Soit x dans X. Si ||x||» < 5 pour 0 < n < N, alors

N
€ -n €
d(x,0) < ZZ:;Z +5 <e

Donc tout voisinage de 0 pour Og ;s contient un voisinage de 0 pour O o .

Réciproquement, soient € €]0,1[ et N € N. Soit x dans X. Si d(x,0) <€ 27V, alors pour tout
n € N, on obtient 27"min{1,d,(x,0)} € 27V. Donc, pour 0 < n < N,

x|l = min{l,d,(x,0)} <€

et le résultat en découle.

3.4 Topologie étroite

Soit X un espace topologique. Notons M(X) I’ensemble des mesures boréliennes positives de
probabilité sur X. Notons { 8, +(X) I’espace vectoriel réel des applications continues bornées de X
dans R. La topologie étroite sur M(X) est la topologie initiale définie par la famille d’applications

u — u(f) lorsque fparcourt ¢ 9(X).[3]



Chapitre 4

Sous-espace topologique

Soient X un espace topologique, 4 une partie de Xeti : 4 — X ’inclusion.

La topologie initiale sur 4 définie par i est appelée la topologie induite sur 4. L’ensemble 4
muni de cette topologie est appelé un sous-espace topologique de X. Sauf mention contraire, toute
partie d’un espace topologique sera munie de la topologie induite.

Propriétés:
Si Y est un espace topologique, sif : X — Y est une application continue et si B est une partie
de Y contenant f{A4), alors la restriction g : A — B de fest continue.

Une partie U de 4 est ouverte dans 4 si et seulement s’il existe un ouvert U’ de X tel que
U=UnNA.

Si B est une base d’ouverts de X, alors {U N A : U € B} est une base d’ouverts de 4.

Une partie Y de 4 est fermée dans 4 si et seulement s’il existe un fermé Y’ de X tel que
Y=Y nNA.

Pour tout x dans 4, une partie V' de 4 est un voisinage de x dans A4 si et seulement s’il existe un
voisinage V' de x dans X'tel que V' = V' N 4.

Si v est un systéme fondamental de voisinages de x € 4 dans X, alors {V’'NA4 : V' € v} estun
systéme fondamental de voisinages de x dans A4.

Tout ouvert de 4 est un ouvert de X si et seulement si 4 est ouvert dans X.
Tout fermé de A est un fermé de X si et seulement si 4 est fermé dans X.

SiA < B c X, alors I’adhérence de 4 dans B est I’intersection avec B de 1’adhérence de 4
dans X.

Parties connexes

Soit X un espace topologique. L’espace X est localement connexe si tout point de X admet un
systeme fondamental de voisinages connexes. L’espace X est localement connexe par arcs si tout
point de X admet un systéme fondamental de voisinages connexes par arcs.

Comme un espace connexe par arcs est connexe, un espace localement connexe par arcs est
localement connexe.

Sif:[0,1] —» Xetf :[0,1] — X sont deux chemins continus tels que f{1) = f'(0), on
appelle concaténation des chemins fet /' I’application g : [0,1] — X, notée souvent f - /', définie
par

e 0.1
¢ = {f(é(tz? 1) ssilzte [[3, i]]
> 1].
la concaténation g est un chemin (continu) de f{0) a f'(1).
Proposition 4.1:[4]
Si X est connexe et localement connexe par arcs, alors X est connexe par arcs.



Par concaténation de chemins, I’ensemble non vide 4 des points de X que I’on peut joindre par
un chemin a un point xo donné de X est par connexité locale par arcs, a la fois ouvert et de
complémentaire ouvert.

On conclut par connexité de X.

Une composante connexe de X est un sous-espace connexe maximal de X. Une composante
connexe par arcs de X est un sous-espace connexe par arcs maximal (pour I’inclusion) de X.

Un espace topologique est totalement discontinu si toutes ses composantes connexes sont
réduites a des singletons.

Exemple 4.1:

Un espace discret est totalement discontinu, et I’espace de Cantor triadique n’est pas discret,
mais est totalement discontinu.

Propriétés :
L’image d’un sous-espace connexe par une application continue est un sous-espace connexe.

L’image d’un sous-espace connexe par arcs par une application continue est un sous-espace
connexe par arcs, par composition des applications continues.

Pour tout sous-espace connexe C de X, si C = D < C, alors D est connexe. En particulier,
I’adhérence d’un connexe est connexe (mais il n’est pas toujours vrai que I’adhérence d’un
connexe par arcs est connexe par arcs).

Une composante connexe est fermée. Mais il n’est pas toujours vrai qu’une composante
connexe par arcs est fermée.

La réunion d’une famille de sous-espaces connexes d’intersection non vide est connexe. Donc
si 4 est une partie connexe non vide de X, alors la réunion de tous les sous-espaces connexes de X
contenant 4 est la composante connexe de X contenant 4. En particulier, deux composantes
connexes distinctes sont disjointes. L’ensemble des composantes connexes de X est donc une
partition de X.



Chapitre 5

Topologie produit

Soient (X;):e; une famille d’espaces topologiques et
X = HXl = {((x,-),-ej S (UX,)] 1 Vi e I,X,' (S le}
iel iel

L’ensemble produit, muni de ses projections canoniques pr; : X — X; avec pri(x) = x; six =
(x:)ier . La topologie initiale sur X définie par (pr;) csest appelée la topologie produit sur X. Sauf
mention contraire, I’ensemble produit d’une famille d’espaces topologiques sera muni de la
topologie produit.

Exemple 5.1:

Sin e N— {0} etsiXj,...,X, sont des espaces topologiques, alors la topologie produit sur
X =X x ...x X, est la topologie la moins fine rendant continues les projections
(X1,...,xp) — x;pour 1 <i<n.

Un ouvert élémentaire de X est une partie de X de la forme
VJ»(U])]eJ = {(xi)iel €eX:Vje Jaxj < UJ} = r}prj_1 (Uj)
jeJ
pour J une partie finie de / et U; un ouvert de X; pour tout j dans J.

Exemple 5.2:

SineN-{0}etX =X xX;x ...xX,,alors les ouverts ¢lémentaires de X sont exactement
les parties de la forme U; x U, x ...x U, avec U; un ouvert de X;.

Propriétés:

Les projections pr; sont continues, et la topologie produit est la topologie la moins fine rendant
continues les projections pr;.

L’ensemble des ouverts ¢lémentaires de X est une base d’ouverts de la topologie produit de X.

Si B, est une base d’ouverts de X; pour tout i € /, alors I’ensemble des ouverts ¢lémentaires de
la forme V; v;),.,» ou J est une partie finie de / et U; € B; pourj € J, est une base d’ouverts de la
topologie produit de X.

SiAd = (A4:)ier € X, siV; est un systeme fondamental de voisinages de A; dans X; pour tout i
dans 7, alors I’ensemble des parties de X de la forme

{(xi)iEI € X : vj € J 5 xj € I/j} = nprjl(V})a
jeJ
lorsque J est une partie finie de / et V; € V; pourj € J, est un systéme fondamental de
voisinages de 4 dans X pour la topologie produit.

Soient Y un espace topologique et f : ¥ — X une application. On note f; = pr; o f la i-eme
composante de f, de sorte que f{y) = (fi(y))ier . Alors fest continue en y € Y si et seulement si
fi 1 Y — X; est continue en y pour tout i dans /. De méme, f est continue si et seulement si
fi : Y — X; est continue pour tout i dans /.

(Associativité de la topologie produit) Si 7 = | J _, /. est une partition de /, et si ¥, = Hie , X
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, alors 1’application canonique
[T7—[1x
€A iel
définie par (Vo) aea — (Xi)ier S1 Yo = (Xi)ier, , €St un homéomorphisme.

* (Commutativité de la topologie produit) Si o : I — [ est une bijection, alors 1’application
[1.X — [1._Xow »définie par (x;)ier — (xo())ies, est un homéomorphisme.

* Si A; est une partie de X; pour tout i dans /, alors

[T+~ 7

iel iel

En effet, ’inclusion du terme de gauche dans le terme de droite découle de la continuité des
projections : pour tout i dans /,

pri((J [4)) < pri(] [4) = 4;
i€l i€l
Réciproquement, soit (x;)en € HielA_[ , soit J une partie finie de / et soit V/; un voisinage de x;
pour j € J. Posons V; = X;sii ¢ J. Puisque x; € 4, , il existe a; € A; N V; pour tout i € 1. Donc

(@)ier € ([T 0 ()or7 ).
iel jeJ
ce qui montre I’autre inclusion.

* [1 découle du point précédent que si 4; est une partie de X;, alors [ [;e;4; est fermé dans X si
A; est fermé dans X; pour tout i dans /, la réciproque étant vraie si les 4; sont non vides.

Topologie limite projective

Soit / un ensemble muni d’un ordre < ; pour tout i € /, soit X; un espace topologique ; et pour
tousi,j € [ telsquei <j,soitf; : X; — X; une application continue telle que f;; = idsii € [ et
Jip o fix = fix
sii < j < k. Une telle donnée ((X;),(f;; )) est appelée un systéme projectif d’espaces
topologiques.
On note (lz_m X; I’ensemble des éléments (x;),e; de I’ensemble produit ]_L_e ¢ tels que,
fii(Xi) = x; pour tout i < j. Pour tout i dans /, on note f; : [imX; — X; la restriction & [im X; de la
i-¢éme projection pri:[ [._ Xi — Xi, qui vérifie
Jiofi =fi
sii < j. La topologie initiale sur [im X; définie par (f;):<s est appelée la topologie limite
projective. Sauf mention contraire, I’ensemble [im X; sera muni de cette topologie.
Propriétés:

la topologie limite projective est la topologie la moins fine rendant continue les applications
Ji + limX; — X; ; elle coincide avec la topologie induite sur /im X; par la topologie produit sur

1_[iel)(i ;
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une topologie limite projective d’espaces topologiques séparés est séparée ;

la topologie limite projective d’un systeme projectif dénombrable d’espaces topologiques a
base dénombrable est encore a base dénombrable;

Supposons que / soit filtrant croissant (i.e. pour tous Z, j dans /, il existe & tel que i < k et

J < k). Pour tout i dans /, soit B; une base d’ouverts de X;. Alors I’ensemble des f;!(U; ) pour
i € IetU; € B; est une base d’ouverts de la topologie limite projective sur [im X;.

En effet, par les propriétés des sous-espaces et des espaces produits, on sait que 1I’ensemble des
intersections finies de la forme V' = f;'(U;,)) N --- N f; (U,), pour k € N, i; € Iet U;, € B;, Pour
1 <j <k, est une base d’ouverts de [im X;. Soiti € Itel que i; < i pour 1 <j < k. Alors
V=105 N 0 f5(UG)) < Done pour tout x dans , le point f;(x) appartient a ’ouvert
fiiUa) O N fii(U)).

Cet ouvert contient un élément W de B; contenant f;(x) . D’ou x € f;'(W) < V, et le résultat
en découle.

Exemple 5.3, soit p un nombre premier ; pour m < n, notons 7, la projection canonique de
Z/p"Z sur Z/p™Z, définie par x mod p” — x mod p™, qui vérifie 7, , =id et ., © Ty, = Ty, S
m < n < r. Nous munissons I’ensemble fini Z/p"Z de la topologie discrete (qui est évidemment
métrisable séparable) ; en particulier les z,,, sont continues.

)0 0
;:il: 0 - ) T~ B! 0,1
7/ T 0. e \\\ .2 1./ \.3 1.9
Z/p°T 0424 2406 1.4 \..5 3.4 \.T T2,
401 b Ao A T

=

Figure : L espace topologique Z, pour p = 2.
L’espace topologique limite projective
Z, = lim Z/p"Z
(—

est un espace topologique métrisable séparable, muni d’applications continues surjectives
Ttn @ L, — ZIp"Z



Chapitre 6

Topologie finale

Soit X un ensemble, soit (¥;),e; une famille d’espaces topologiques et pour tout i € /, soit
fi © Yi — X une application. La topologie finale sur X définie par (f;),es est la topologie dont les
ouverts sont les parties U de X telles que pour tout i dans /, la partie ;' (U) soit un ouvert de Y;. Le

fait que cette topologie vient du fait que les images réciproques commutent avec intersections et
réunions.

Propriétés:

« Une partie Y de X est fermée si et seulement si pour tout i dans 7, la partie f;'(Y) est un
fermé de Y.

« Cette topologie est la topologie sur X la plus fine rendant continue toutes les applications f;.

* Soient Z un espace topologique et g : X — Z une application. Alors g est continue si et
seulement si, pour tout i dans 7, ’application g o f; est continue.

6.1 Topologie somme disjointe

Soit (X;)e; une famille d’espaces topologiques. On rappelle qu’un ensemble X muni
d’applications f; : X; — X est une somme disjointe des X; si pour tout ensemble ¥ muni
d’applications g; : X; — Y, il existe une unique application (dite canonique) ¢ : X — Y telle que
le diagramme suivant commute pour tout i :

X;: X

gi "\ )
Y

L’ensemble {(x,7) € (|J,,,Xi) x I : x € X}, muni des applications f; : X; — X définies par
fi(x) = (x,i), convient. Il est unique modulo I’unique bijection faisant commuter les diagrammes
ci-dessus. On identifie x € X; avec son image par f;. On note X = ]_L.E ,Xi , muni des inclusions
ﬁ - X i & X.

La topologie finale sur X définie par (f;)ic; est appelée la topologie somme disjointe. Sauf
mention contraire, un ensemble somme disjointe sera muni de la topologie somme disjointe.

Il est immédiat qu’un espace topologique somme disjointe d’espaces topologiques séparés est
séparé, et qu’un espace topologique somme disjointe dénombrable d’espaces topologiques a base
dénombrable (resp. séparables) est a base dénombrable (resp. séparable).

6.2 Topologie faible définie par une famille de sous espaces

Soient X un ensemble et (X;);c; une famille de parties de X. On suppose chaque X; munie

d’une topologie, et on note f; : X; — X I’inclusion. La topologie finale sur X définie par (f;) < est
appelée la topologie faible définie par (X;) es.
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Si X est somme disjointe des X; , alors la topologie faible ci-dessus est la topologie somme
disjointe.

Propriétés:

Une partie Y de X est fermée si et seulement si ¥ N X; est fermée dans X; pour tout i dans / ;

une partie O de X est ouverte si et seulement si O N X; est ouverte dans X; pour

tout i dans / ;

Soient Z un espace topologique et g : X — Z une application. Alors g est continue si et
seulement si sa restriction g |y, : X; — Y a X; est continue pour tout i dans /.

La topologie faible définie par une famille dénombrable de parties (X;):e; de X, munies
chacune d’une topologie séparable et dont la réunion est X, est séparable, en prenant la réunion
d’une famille dénombrable dense dans chaque X; : tout ouvert non vide de X contient un point de
cette réunion.

Une topologie faible n’est pas forcément séparée : il est facile de vérifier que la topologie de
I’espace topologique X = {0_,0.,} U]0, 1] est la topologie faible définie par les deux parties
X+ = {04} U]0, 1], homéomorphes a [0, 1] donc séparées.

Exemple 6.1:

Si X = R?, etsi (X;)eest la famille des droites vectorielles de R?, munies de leur topologie

usuelle, alors la topologie faible définie par (X;).e; est plus fine que la topologie usuelle sur R?, et
méme strictement plus fine que la topologie induite par la distance SNCF sur R? .

6.3 Topologie de Schwartz

Soit Q un ouvert non vide de R”, ou » € N — {0}. L’espace vectoriel D(QQ) des applications
lisses a support compact sur Q est la réunion, pour K parcourant les compacts non vide de €, des
sous-espaces vectoriels Dx(Q) des applications dont le support est contenu dans K.

Munissons 1’espace vectoriel D(Q)de la topologie de Schwartz, de base d’ouverts
(Bfe) fen().eecy, @)

Nous avons muni 1’espace vectoriel Dx(€2) d’une topologie, définie par la famille de
semi-normes (||« ||, )men -

Etudions la relation entre ces topologies.

Soit (K, ) nen une suite exhaustive de compacts dans Q, i.e. Ko = @, K, est un compact de Q,
contenu dans I’intérieur de K1, et Q est la réunion des K, pour n € N. On a alors aussi que (2 est
la réunion des ouverts K, pourn € N.

Exemple 6.2:
On peut prendre, avec d la distance euclidienne, les fermés bornés contenus dans Q définis par

K,={xeR" :dx,Q >1/(m+1), d0,x) <n-1}.

Soit X un espace topologique. Un recouvrement ouvert de X est une famille d’ouverts de X, de
réunion X. Une famille (P,)qc4 de parties de X est localement finie si pour tout x dans X, il existe
un voisinage de x ne rencontrant qu’un nombre fini de P,,.

Une partition (lisse) de 1’unité de Q2 est une famille (¢,)qc4 d’applications C* de Q dans R,
d’images contenues dans [0, 1], dont la famille des supports est localement finie, et qui vérifie

2, 0= 1.

Soit U = (U;)er un recouvrement ouvert de Q. Une partition de 1’unité subordonnée a U est
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une partition de I’unité (¢;)e; de Q , telle que, pour tout i € I, le support de ¢, soit contenu dans
Ui.

Proposition 6.1 Tout recouvrement ouvert de Q admet une partition lisse de ’unité qui lui est
subordonnée.
La preuve de cette proposition utilisera le lemme suivant.

Lemme 6.1 Pour tout xo dans R” et tout voisinage U de x, il existe une application C* de R”

dans R, de support contenu dans U, constante égale a 1 sur un voisinage de xo, et a valeurs dans
[0, 1].

Preuve. Rappelons que lim,_,oﬂ%e‘% = 0 pour tout n dans R . Il est alors facile de vérifier
que, pour tous a < b,

I’application de R dans R

2—(a+b) \ —1
1 + e ¢-n0-a) ) si a<t<b —

Japit = Si t<a
0
0 Si t> e
a b
Preuve. Soit (K,).en une suite exhaustive de compacts dans Q. Posons K_; = 0, et

K, = Ku+1 — K, , qui est un compact de Q.
Soit u = (U,) ges un recouvrement ouvert de . Posons

Vn,a = U{x N (Kn+2 - Kn—l)

Alors (V.4) aea €st un recouvrement ouvert de K, .
Pour tout x dans K),, soit /¥, un voisinage ouvert de x, contenu dans ¥, , pour un a dans 4 .

une application ¢; de dans [0,1] de classe C*, de support contenu dans W, constante égale a |
sur un voisinage ouvert /¥ de x. Comme la famille d’ouverts (W)« recouvre le compact K, il
existe une partie finie B, de K, telle que (W.).ep, recouvre K, . Posons

gy Y 0:),

neN, xeB,

qui est une somme n’ayant localement qu’un nombre fini de termes non nuls, et qui est
strictement positive pour tout y dans Q.

Posons ¢, = ¢./¢p.Alors (¢,,) nenxes, €st une partition de 1’unité que ’on peut rendre
subordonnée a U.

La topologie de Schwartz sur D(Q)est strictement moins fine que la topologie faible définie
par la famille de sous-espaces D;(Q2) pour K compact de Q .

Mais ces deux topologies sont quand méme tres proches, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 6.2 Les ouverts convexes pour la topologie de Schwartz sur D(Q)sont exactement
les ouverts convexes pour la topologie faible définie par la famille des espaces topologiques

(D, (€2)) nen-

Donc il découle de cette proposition que les ouverts convexes pour la topologie de Schwartz
sur D(Q) sont aussi exactement les ouverts convexes pour la topologie faible définie par la famille
des espaces topologiques (Dx(Q2))k ou K parcourt tous les compacts non vides de Q.
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Preuve. Comme les translations préservent la convexité et sont des homéomorphismes a la
fois pour la topologie de Schwartz et pour la topologie faible, il suffit de montrer que tout
voisinage convexe de la fonction nulle 0 pour I’'une des deux topologies contient un voisinage de
0 pour I’autre, et réciproquement.

Puisque tout voisinage (convexe ou pas) de 0 pour la topologie de Schwartz contient B, pour
tout ¢ € Cj,(Q) , il suffit de démontrer, pour en déduire que la topologie de Schwartz est moins
fine que la topologie faible, que tout By, est un voisinage de 0 pour la topologie limite inductive.
11 suffit pour cela de démontrer que, pour tout z dans N, I’intersection B, N Dk, () est un
voisinage de 0 dans Dk, (Q) . Soit N = max ek, ﬁ, qui est fini car K, est compact et € est

continue non nulle sur K, et # = infiex,€(x) qui est strictement positif car K, est compact, et ¢ est
continue, strictement positive, sur K.

Alors
{f € Dk, () : |/, <nr

meN":|m|<N

est un voisinage de 0 dans Dk, (Q2), qui est contenu dans By, N Dk, (Q2) .

Réciproquement, soit /" un voisinage convexe de 0 pour la topologie faible, et montrons qu’il
contient un voisinage de 0 pour la topologie de Schwartz. Puisque V est un voisinage de 0 pour la
topologie faible, pour tout n dans , il existe N, € N— {0} et#n, > 0 tel que

Vo= () < Dru(@: I, <0}

meN":[m|<N,

soit contenue dans V' N Dk,., (Q).

Nous pouvons supposer que la suite (V) en st croissante vers +o et (7,) »en décroissante vers
0.

La famille U = (K,,,, — K,,) nen €st un recouvrement ouvert de . La proposition 5.2 fournit
une partition lisse de 1’unité (¢, ) .en subordonnée a ce recouvrement, que nous

fixons. Pour tout n dans N, comme le support de ¢, est contenu dans K,.» — K,,, et par la
formule de dérivation de Leibnitz, il existe une constante k, > 0 telle que pour tout f'dans D(Q) et
tout € > 0, si

Vx € ‘K,,vm e N, [m< N, = [0"fx)< € ,
alors
Vm € N',|m|< N, = 2" 0fllm < kne .

Nous pouvons supposer que la suite (k,)qen €st croissante vers +oo.

€n 4 .

€n4l 4 . .
€Ent2 | e =
€n4d L —e

0Ky 0Knp1 0Kayae OKaya

Posons €, = min{1-, -+
n n

construire une application ¢ dans C{ . (Q) telle que pour tout x dans °K, , on ait e(x) < €,.

}, de sorte que la suite (€,)en est décroissante vers 0. Il est facile de
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11 suffit de montrer que pour tout # dans N, I’application 2" ¢, fest dans V,, (qui est contenu
dans V). Or 2" g, f est nulle en dehors de K,..» — K,,, donc en particulier appartient a .Dg,_,(Q)
De plus, pour tout x dans °K,, et tout m € N’, si [m|< N,, alors |m| < L < % par la construction

— €5 —

de . Donc puisque f € By, pour tout x dans “K,, et tout m € N” tel que |m| < N,, nous avons

0" fx)|< e(x) < Zn .
Donc par définition de k,, pour tout m € N” tel que |m| < N,,, nous avons [|2"*g,f]| <7, .

Par conséquent, 2" ¢, f appartient bien a v, .




Chapitre 7

Topologie quotient

Soient X un ensemble et R < X x X une relation d’équivalence sur X. On note
Y = X/R ’ensemble des classes d’équivalences de ‘R et
T: X—>XR=Y
la projection canonique, qui a x € X associe sa classe d’équivalence R(x), que I’on notera
souvent [x] s’il n’y a pas d’ambiguité. On rappelle la propriété universelle des quotients :

pour tout ensemble Z et pour toute application f : X — Z constante sur chaque classe
d’équivalence de R, il existe une et une seule application /': X/R — Z telle que f = f o x, i.e. telle
que le diagramme

;
X — z
rl /S

X/'R

commute. On dit que /' est ’application obtenue par passage au quotient de f.

Si X est un espace topologique, alors la topologie finale sur Y définie par 7 est appelée la
topologie quotient. Sauf mention contraire, tout ensemble quotient sera muni de la topologie
quotient.

Propriétés :
une partie U de Y est ouverte si et seulement si 77! (U) est ouvert dans X
une partie ¥ de Y est fermée si et seulement si 77! (Y) est fermé dans X

la projection canonique 7 est continue, et la topologie quotient est la topologie la plus fine sur
Y rendant continue 7

* pour tout espace topologique Z, une application f: ¥ — Z est continue si et seulement si
fom : X — Zest continue.

En particulier, toute application obtenue par passage au quotient d’une application continue est
encore continue.

7.1 Distance quotient d’une pseudo-distance

Soit x un ensemble, muni d’une pseudo-distance d, celle-ci induit une topologie sur X, de la
méme manicre que pour les distances, les (pseudo-)boules ouvertes
B(x,e) = {y € X : d(x,y) < €} pour x € Xete > 0 formant une base d’ouverts de la topologie.

Considérons la relation d’équivalence R sur X définie par x ~ y si et seulement si d(x,y) = 0.
Remarquons que six ~ x' etsiy ~ ', alors d(x,y) = d(x',»'). L’ensemble quotient X' = X/R,
muni de application d' : X' x X' — [0, +oo[ définie par d'(x',y") = d(x,y) pour tousxex’, y e
', est clairement un espace métrique, appelé I’espace métrique quotient de 1’espace
pseudo-métrique (X, d).
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Comme les (pseudo-)boules ouvertes pour d sont des ouverts saturés, il est immédiat que la
topologie induite par d' sur X' est la topologie quotient de la topologie sur X induite par d.
L’espace topologique X' est le “plus grand” quotient séparé de X, au sens que si Y est un espace
topologique séparé et si f : X — Y est une application continue, alors il existe une application
(continue) /' : X' — Ytelle que le diagramme suivant commute :

X
N
¥ * vy

Si X est un espace vectoriel muni d’une semi-norme, alors il existe un - plus grand - espace
vectoriel normé quotient. Pour tout p € [0,+o[, pour k = R ou k = C, pour tout ouvert Q non
vide de R”, ou r» € N — {0}, il sera vu en cours d’Intégration et probabilité que, sur I’espace
vectoriel £,(€,k) des applications mesurables de Q dans k de puissance p-éme intégrable,
I’application

o ([ ora)”

est une semi-norme, et I’espace vectoriel normé quotient est noté L,(Q, k) : la relation
d’équivalence identifie deux fonctions si elles différent d’une fonction presque partout nulle.

7.2 Constructions topologiques par quotients.

La topologie quotient est I’une des plus utile en mathématiques (parfois tellement naturelle
que I’on n’y pense méme pas). Elle permet en particulier de donner un sens précis a de
nombreuses notions de recollements, pincements et autres modifications topologiques, pour
construire de nouveaux espaces topologiques a partir d’espaces topologiques donnés.

Exemple 7.1 : les écrasements. Soient X un espace topologique et 4 une partie de X.
L’écrasement de A dans X, noté X/(A4), est ’espace topologique quotient X/R ou ‘R est la relation
d’équivalence engendrée par x ~ x' pour tous x,x’ dans 4.

X

| X/(4)

On vérifie que si 4 est ouvert ou fermé, alors la restriction a X — 4 de la projection canonique

7 : X — X/{A) est un homéomorphisme sur son image. Par exemple, CX/(X) et SX sont
homéomorphes.

7.3 Topologie limite inductive
Soit 7 un ensemble muni d’un ordre < filtrant croissant ; pour tout i € /, soit X; un espace
topologique ; pour tous i, j € [ tels suri < j, soit f;;: X; — X; une application continue ;

20

=



supposons que f;; = id sii € I et que

Jig o fii = fri
sii < j < k. Une telle donnée ((X; ),(f;; )) est appelée un systéme inductif d’espaces
topologiques.
On note En)X i I’ensemble quotient de I’ensemble somme disjointe Hie[ X, par la relation
d’équivalence ~ définie par, pour,j € letx; € X;, x; € X,
xi~xj<=>3dkel,i<k,j<kfulx) =fix;)
Pour tout i dans 7, on note f; : X; — li_I)nX,- la composition de I’inclusion canonique

X; — | | _,Xiavec la projection canonique | | I lim X; , qui vérifie
IS 1€ —_

Jiofi =fi
si i <j. La topologie finale sur lim X; définie par (f; )ic; est appelée la topologie limite
—
inductive. Sauf mention contraire, I’ensemble lim X; sera muni de cette topologie.
—
Propriétés :

la topologie limite inductive est la topologie la plus fine rendant continue les applications
fi + Xi — limX; elle coincide avec la topologie quotient sur lim X; de la topologie somme
—

—
disjointe sur Hie] Xi;
une partie 4 de lim X; est ouverte si et seulement si ;' (4) est un ouvert de X; pour touti € I;
—

* si Z est un espace topologique et g : limX; — Z est une application, alors g est continue si et
—_—

seulement si, pour tout i dans /, I’application g o f; : X; — Z est continue.[5]



Chapitre 8

Groupes et corps topologiques

8.1 Groupes topologiques.

Un groupe topologique est un ensemble G muni d’une structure de groupe et d’une structure
d’espace topologique compatibles, i.e. telles que 1’application

Gx G — G

-1
(r,y) — xy
Soit continue. Par composition d’applications continues, il revient au méme de demander que
les applications d’inverse x — x~!, soient continues.[6]

Un morphisme de groupes topologiques entre deux groupes topologiques est un morphisme de
groupes qui est continu. Un isomorphisme de groupes topologiques est un isomorphisme de
groupes qui est un homéomorphisme. Deux groupes topologiques sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme de groupes topologiques de I’un sur I’autre.

La composante neutre d’un groupe topologique est la composante connexe de son élément
neutre.

Soit G un groupe topologique, d’élément neutre e. Définissons la translation a gauche
Lg : G — G et la translation a droite Rg : G — G, respectivement par x — gx etx — xg~'. Ces
applications sont des homéomorphismes, car continues et bijectives d’inverses L1 et R,

respectivement. Il est a remarquer que ces applications commutent : pour tous g,/ dans G,
RyoLy = LjoRg.
Sif: G — G' est un morphisme de groupes, avec G’ un groupe topologique, alors, pour
tout g dans G,
fole=Lpgof.

Donc un morphisme de groupes entre deux groupes topologiques est continu si et seulement
s’il est continu en 1’élément neutre.

Si Homéo (G) désigne le groupe des homéomorphismes de G, alors les applications de G dans
Homéo(G) définies par g — Lg et g — R, sont des morphismes de groupes :

Lgy = LgoLy, Ry = Ryo Ry

Lo =id(Lg)™" = Ly1,R, = id,(Rg)™ = Ry 1.[7]

8.2 Les groupes classiques.

Le corps des scaliaires k désigne soit R, soit C. rappelons que M, (k) désigne le k-espace
vectoriel des matrices carrées a n lignes et n colones et a coefficients dans k. C’est un k-espace
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vectoriel de dimention 7. on identifie canoniquement M,,(k) a £(k") grace a la base canonique
de k”. Ainsi, le choix d’une norme sur k” définit une norme sur M, (k). Notons aussi que toutes
les normes sur M, (k) sont équivalentes car M, (k) est de dimension finie. Donc, on peut choisir
n’importe quelle norme sur M, (k); cela dépend de la propriété que 14on cherche a montrer.
Rapplons aussi,

Sid = [a;] e M,(k), on a:

4 = ‘A= a;]sideM (R),
4= [By]sid e M, (O).

Ou aj = aj et B;j = a;. Notons aussi que I’on peut identifier M, (k) a k", par exemple au
moyen de I’isomorphisme linéaire v, qui a la matrice [a;] € M, (k) associe I’¢lément
(x1),1 < k < n? de k", défini par X1y = ajj, pourtouti,j e {1,...,n}.

GL(n,k) = {A e M (k) ; det(4) + 0}, c’est I’ensemble des matrices invisibles dans M, (k).
meni de la loi produit de deux matrices, c’est un groupe dont 1’é¢lément neutre est la matrice
identité /,, il est rappel¢ groupe linéaire.

SL(n,k) = {A e M (k);det(4) = 1} , ¢’est un sous-groupe distingé de GL(,,,k), appelé
groupe spécial linéaire.

O(n) = {4 € M, (R);'44 = I, } , ¢’est un sous-groupe de GL(n,R), appelé groupe
orthogonal.

SO(n)= {A € O(n);det(4) = 1} , ¢’est un sous groupe de O(n). appelé groupe spécial
orthogonal ou groupe des rotations.

U(n) = {4 € M,(0);4*4 = 1, } , ¢’est un sous-groupe de GL(n,C), appel¢ groupe unitaire.

SU(n) = {A € U(n);det(4) = 1}, c’est un sous-groupe de U(n), appelé groupe spécial
unitaire.[8]

8.3 Anneaux et corps topologiques.

Un anneau topologique est un ensemble 4 muni d’une structure d’anneau et d’une structure
d’espace topologique compatibles, i.e. telles que les applications

Ax A — A Ax A — A
et

(x,y) = x-y (x,y) — xy

soient continues. En particulier, le groupe additif (4,+) est un groupe topologique. Un
morphisme entre deux anneaux topologiques est un morphisme d’anneaux qui est continu. Un
isomorphisme d’anneaux topologiques est un isomorphisme d’anneaux qui est un
homéomorphisme. Deux anneaux topologiques sont isomorphes s’il existe un isomorphisme
d’anneaux topologiques de 1’un sur 1’autre.

Tout sous-anneau d’un anneau topologique, muni de la topologie induite, est un anneau
topologique. Le produit d’une famille d’anneaux topologiques, muni des structures d’anneau
produit et d’espace topologique produit, est un anneau topologique. Par continuité des opérations,
I’adhérence d’un sous-anneau d’un anneau topologique est encore un sous-anneau.



8.4 Corps valués.

de K dans [0,+[ telle que,

Soit K un corps. Une valeur absolue sur K est une application
pour tous x,y dans K,

(i) |x| = O si et seulement six = 0,

(i1) [xyl= x|y,

(iid) pe + yI< [xl+D -

Par (ii), on a |x|= |1|x|, et comme K contient un é¢lément non nul, (i) implique que
[1|= 1.Donc |-1|> = 1 et |-1|= 1.

Par (ii) encore, on en déduit que |—x|= |x].

L
i

Toujours par (ii), nous avons |x~!|=

On montre comme pour les distances que ||x|—[V||< |x — V.

Une valeur absolue est dite ultra-métrique si la troisieme condition est remplacé par la
condition.

e+ yl= max{jx], [y}

Une valeur absolue est dite triviale si elle est constante ¢gale a 1 en dehors de 1’élément
neutre.

Un corps valué est un corps muni d’une valeur absolue. Il est dit non discret si sa valeur
absolue n’est pas triviale. Un isomorphisme de corps valués d’un corps valué K dans un corps
valué K’ est un isomorphisme de corps f : K — K’ tel que |[f{x)|= |x| pour tout x dans K.

Les valeurs absolues usuelles sur R et C sont des valeurs absolues, et R et C (qui seront munis,
sauf mention contraire, de leur valeur absolue usuelle) sont des corps valués.

L’application d : K x K — [0,+00[ définie par d(x,y) = |x — y| est une distance sur K, qui est
ultramétrique si la valeur absolue I’est. La topologie induite par cette distance munit K d’une
structure de corps topologique (la preuve est la méme que celle pour C). Un corps valué sera muni
de la topologie induite par la distance associée a sa valeur absolue. Ainsi, un corps valué est un
corps topologique.[9]



Chapitre 9

Espaces vectoriels topologiques

Soit k un corps topologique. Un espace vectoriel topologique sur k est un ensemble X muni
d’une structure d’espace vectoriel sur le corps k et d’une structure d’espace topologique
compatibles, i.e. telles que les applications

Ax X— X

(x,y) — x—y
kx X —> X

(Ly) — Ay
soient continues. En particulier, le groupe additif (X,+) est un groupe topologique. Les
translations #,:y — y +x, oux € X, sont des homéomorphismes. Les homothéties

h;:y — Ay ,oul € k*, sont des homéomorphismes. Tous les espaces vectoriels topologiques
de ce cours seront réels ou complexes.

Un morphisme d’espaces vectoriels topologiques entre deux espaces vectoriels topologiques
est une application linéaire qui est continue. Un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques
est un isomorphisme linéaire qui est un homéomorphisme. Deux espaces vectoriels topologiques
sont isomorphes s’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques de 1’un sur 1’autre.

9.1 Espaces vectoriels normés sur un corps valué.

La classe la plus importante d’espaces vectoriels topologiques est bien stir fournie par celle
des espaces vectoriels normés.

Soit k un corps muni d’une valeur absolue |

Soit X un espace vectoriel sur K. Une norme sur X est une application de X dans [0, +oo[

telle que, pour tous x , y dans X et tout 4 dans k,

(1) [|x]l = 0 si et seulement six = 0,

(i) [pyxll= plllx

(iif) [lx + ylI< flx[l + ¢

Cette norme est ultramétrique si la troisiéme condition est remplacée par
e + yl[<max{|lx|[, [y}

9.2 Espaces vectoriels topologiques localement convexes.

Un espace vectoriel topologique réel ou complexe X est dit localement convexe si le vecteur
nul admet un systeme fondamental de voisinages convexes.

Par continuité des translations et puisque I’intérieur d’un convexe est convexe, tout point
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admet alors un systeme fondamental de voisinages convexes ouverts.
Lemme 9.1 Soient X un espace vectoriel topologique sur k=R ou k=C, et C un

voisinage convexe de (. Appelons jauge de C [’application:

c: X — [0,+00]
définie par |x|| . =inf{t > 0: Lx € C}

Elle vérifie les propriétés suivantes:
(1) Vx,y € X,Vi >0,

IAx||c = Allx |l -
et

I+ ylle < llxlc+ ylle

(2) L application c est continue. En particulier, si X est un espace vectoriel normé, alors il
existe M > 0 tel que Vx € X, |[x|| . < M|x].

(3) Si Cestouvert, alors C = {x € X:||x|[. < 1} .

(4) Sik = R et si C est symétrique i.e. si —x appartient a C pour tout x dans C, alors la jauge de
C est une semi-norme sur X.

<

(5) Si C' est un voisinage convexe de 0 tel que C' < C,alors ||+ || - c -

(6) Si (Cy)aea est une famille de convexes de X telle que Nyes C,, SOIt un voisinage

de 0, alors MNoesCa = SUPaeall*llc, -

(7) Pour tous A > Oetx € X, x| ,c = =[xl ..

Exemples 9.1 Les exemples suivants sont des cas particuliers d’espaces vectoriels réels ou
complexes, munis de topologies définies par une famille de semi-normes, Les espaces vectoriels
normés réels ou complexes sont localement convexes. L espace de Schwartz L(R") des fonctions
lisses a décroissance rapide sur R" est localement convexe. Pour tout ouvert Q non vide de R”,ou
r € N, pour tout compact non vide K dans , les espaces vectoriels réels ou complexes D(Q) et
Dk (Q) sont localement convexes.

Si X est un espace vectoriel topologique localement convexe, et f: D(2) — X est une
application linéaire, alors f'est continue pour la topologie de Schwartz sur D(Q) si et seulement si,
pour tout compact non vide K de Q , la restriction fp,(): Dx(€2) — X est continue pour la
topologie de Dk (Q).

9.3 Continuité des applications linéaires et multilinéaires.

Soit k un corps muni d’une valeur absolue non triviale |+|. Soient X, Y deux espaces vectoriels
normés sur k. Pour toute application linEaire f : X — Y, on pose

1 = sup AL

xeX—{0}
Lorsque k =R ou k = C, on a aussi ||f]| =supxex, [x|=1 [[/{X) || =supxex, jxj<1 [Fx) |
Si Y = k = R, ciest-a-dire lorsque f'est une forme linéaire réelle, on a aussi, par
invariance de la sphére unité et de la boule unité par passage a I’opposé



Il = sup flx) = sup  fx)[10]

xeX, |lx =1 xeX, [lx]I<1

Propposition 9.1 : soient(X1, || [|,),....(Xu, | [I,), (Y, |l ") des espaces normé et
f: X=X x...xX,, — Y une appliation multlinéaire.

Propriété .

(1) f est continue,

(i1) fest continue en 0,

(iii) Il existe M> 0 tel que pour tout (x1,...,x,) € X1 X...x X, , on ait :

!
xers-xn) [ < Ml ],

Preuve. I'implication (i) = (ii) est triviale .montrons I’implication (ii)) = (iii) concidérons
la norme || (x1,...,x,) [, =max |x;||, sur X comme f'est continue en 0, il exist n > 0 tel que pour
1<i<n

tout z € X vérifiant ||z|| < n.onait |[fz)||" < l.soitx = (xi,...,x,) € X, on peut supposer tous

/
les x; + 0 soit z;= ‘ <1.

xl, alors on a || (z1, .. z,,)|| <n, d’ou Hf( X ..,ﬁxn)
n

(RS H
D’autre part, on a f{ qu T X Wx”) =
1 nllp

s, .ox) |l <

montrer que f est continue en a d’aprés le lemme précédent, pour tout (xi,...,x,) € Xona:

n
Sx1,.nx0) = Ras,..,a0) = Zf(al,...,ai_l,xi—ai,xi+1,.--,xn).
i=1

Hl

|x1||l T G, xa),d’ou
n
... |[xx |l .preuve de (iii)) = (i). on fixea = («a1,...,0,) € X on veut
1 nP

D’otiona:
n n
V1) = flans. e | < Do Ian,. . aixi = aixi..ox) I < D Mlxi - ail,
i=1 =1
lailly... latll,_;...[Ixq[|n.en ne déduit que six = (x1,...,x,) € B(a,1),ona:
n
Axts..oxn) = far,..an)l <D Mllx—all ,(1+ [la]l )"
i=1

= nM|x —all ,(1 + all )"

Donc la restriction de f'a B(a, 1) est continue en a par conséquent, /' est continue en a.[11]

9.4 Topologie faible.

Soit X un espace vectoriel topologique sur un corps topologique k. La topologie de X (par
exemple celle induite par la distance induite par la norme, le cas échéant) est aussi appelée la
topologie forte, et une application continue de X, muni de la topologie forte, dans un espace
topologique est dite fortement continue. Le dual topologique X' (aussi noté X*, voire X, le plus
simple est de toujours préciser si I’on prend le dual algébrique ou topologique) de X est I’espace
vectoriel des formes linéaires fortement continues sur X.

La topologie initiale sur X définie par la famille (0) .y est appelée la topologie faible sur X,
voire pour préciser la topologie faible o(X, X"). Par définition, la topologie faible sur X est la
topologie la moins fine rendant continues les formes linéaires fortement continues.

Remarque. Pour tout ( dans X', ’application de X dans [0, +oo[ définie par x — |0(x)]| est
clairement une semi-norme sur X, par linéarité de (. La topologie faible sur X coincide avec la
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topologie définie par la famille de semi-normes x — |0(x)|,cy (toujours par linéarité des ( € X").
Les propriétés suivantes découlent de celles des topologies initiales, ou sont élémentaires:
*sixg € X, alors I’ensemble des parties de la forme

Veir,(xo0) = {x € X : |li(x) —li(x0)|< €,1 <i<n}

lorsque € > 0,n € N— {0} et (y,...,0, € X, est un systéme fondamental de voisinages de x
dans X pour la topologie faible ;

* les ouverts pour la topologie faible sont les unions d’intersections finies de parties de la
forme (~'(0O) avec O ouvertde k et € X’ ;

« la topologie forte sur X est plus fine que la topologie faible (car la topologie forte rend
continue les formes linéaires fortement continues, par définition) ;

* ’espace vectoriel X, muni de la topologie faible, est un espace vectoriel topologique (par la
linéarité des applications définissant la topologie initiale) ; si k est R ou C,

alors comme les voisinages Vg, ,(0) sont convexes, par linéarité des (;, I’espace vectoriel
topologique X est localement convexe ;

* si X est un espace vectoriel normé sur k = R ou k = C de dimension finie , alors la
topologie forte et la topologie faible coincident.

En effet, lorsque nous aurons montré que deux espaces vectoriels normés sur k de méme
dimension finie sont homéomorphes, cela découlera du fait que sur k” muni de la norme
11y .. v s Xn)l|o =mMaxi<i<plxil, sili,...,0, sont les formes linéaires coordonnées (qui sont continues,
car de norme 1), alors la boule ouverte de centre 0 et de rayon € > 0 est égale a
N, 0;'({x € k : |x|< €}), donc est un ouvert faible, ce qui conclut par les deux points
précédents.

9.5 Topologie faible-étoile.

Soient X un espace vectoriel topologique sur un corps topologique k, et X* le dual topologique
de X. La topologie faible-¢étoile est la topologie initiale sur X* définie par la famille d’applications
(@r: X* — K)ex, ou @x:  — ((x). Attention, ¢’est une topologie sur X*, pas sur X. C'est donc la
topologie la moins fine sur X* rendant continue les applications d’évaluation en tout point de X
des formes linéaires fortement continues sur X.

Proposition 9.2 La topologie faible-étoile sur X* est séparée.
La famille des semi-normes ({ — |0(x)|) exest clairement séparante.
Preuve. Si (' et (" sont deux éléments distincts de X*, alors il existe un élément x dans
Xtel que € = |0'(x) — (" (x)| > 0. Par conséquent {{ € X*:|0(x) —'(x)| < 5} et
{l € X*:|i(x) = 0"(x)| < %} .sont deux voisinages ouverts disjoints de (' et (" respectivement,
pour la topologie faible-¢toile.

Soit X un espace vectoriel normé réel. Pour tout 1 dans X*, posons

[l = sup 0| = sup  U(x).
xeX, [ x|<1 xeX, | x|I<1
L'application { — ||{|| est une norme sur X*, appelée la norme duale. Donc (X*,|| ||) un espace
vectoriel réel normé. Il est facile de voir que toute application ¢,, pour x € X, est une forme
linéaire fortement continue sur X* pour cette norme : |((x)| < ||x|| ||(]| pour tout { dans X*. La
topologie faible-¢étoile de X*est donc moins fine que la topologie faible de X*. Lorsque X est de
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dimension finie, il est facile de montrer que ces trois topologies sur X* coincident. Nous y
reviendrons ultérieurement.

Proposition 9.3 Soit X un espace vectoriel normé réel, D une partie de X, et Op la topologie
initiale sur X* définie par (¢p.: X* — R),ep. Alors Op est moins fine que la topologie faible-étoile
sur X*. De plus, si D est dense dans X, alors sur tout borné (pour la norme duale) de X*, les
restrictions des topologies Op et faible-étoile coincident.

Preuve. La premicre assertion est immédiate.
Par les propriétés des topologies initiales, pour tout (o € X*, ’ensemble des parties de la forme
Ve xi1,...,x,(lp) ={l e X : Vie{l,...,n},| l(x;) —lo(x;)| <e€}
lorsque € > 0, n € Netx,...,x, € D, est un systtme fondamental de voisinages de (o pour
OD.
Pour tous (,(p € X* de normes duales au plus c, et pour tous x,y € X, nous avons
[0Gx) = Lo (o) < [00x) = LO)IHIW) = Lo(r)] +lo(y) — lo(x)]
< [[0llllx = ¥l + 1007) = Lo O] + [[Collllx = ¥
< [l = bo)] + 2cflx — 1.
Le résultat en découle.

En analyse, on considére fréquemment des espaces vectoriels topologiques d’applications a
valeurs réelles ou complexes, que 1’on appelle souvent espaces fonctionnels, ainsi que des
applications linéaires entre espaces fonctionnels, que 1’on appelle souvent opérateurs.



Chapitre 10

Espace quotient d’une action de groupe

Un exemple important d’ensemble quotient est 1’ensemble des orbites de I’action d’un groupe
sur un ensemble. Il est important d’étudier les topologies quotients dans ce cadre.

Nous renvoyons au cours d’Algebre I pour les notions d’actions de groupes sur des ensembles.
Soient G un groupe topologique et X un espace topologique. Une action continue

(a gauche) de G sur X est une action (a gauche) de G sur X qui est continue, i.e. ¢’est une
application continue de 1’espace topologique produit G x X dans X, notée (g,x) — g « x ou tout
simplement (g,x) — gx s’il y a pas de risque de confusion, telle que

Vxe X,VgheG,e-x=x, et (gh)-x=g-+ (h+x).

Dans toute la suite de ce texte et sauf mention contraire, toute action d’un groupe topologique
sur un espace topologique sera une action continue (a gauche). Notons qu’alors, pour tout g dans
G, I’application x — g + x est un homéomorphisme de X, d’inverse x — g~! - x, et que
I’application du groupe G dans le groupe des homéomorphismes de X défini par g — (x — g+ x)
est un morphisme de groupes.

Si G est un groupe topologique, si H est un sous-groupe de G, alors les actions de H sur G par
translations a gauche (h,g) — hg et par translations a droite (4,g) — gh™! sont clairement
continues.

Soient G un groupe topologique et X un espace topologique muni d’une action (continue a
gauche) de G. Notons ‘R la relation d’équivalence définie par xRy si et seulement si x et y sont
dans la méme orbite, i.e. s’il existe g dans G tel que y = gx. Notons G/X = X/R I’ensemble
quotient de cette action et 7: X — G\X la projection canonique. Chaque orbite sera, sauf mention
contraire, munie de la topologie induite, et ’ensemble quotient G\X sera muni de la topologie
quotient.

La projection canonique 7 est alors continue par définition de la topologie quotient, mais elle
est de plus ouverte.

En particulier, si H est un sous-groupe de G, nous notons respectivement A/\G et G/H les
espaces topologiques quotients des actions par translations a gauche et par translations a droite.
Nous verrons dans le corollaire ci-dessous que 1’action de G par translations a gauche sur ’espace
topologique quotient G/H, définie par

Gx G/H — G/H
(g.8'H) — gg'H,
et ’action de G par translations a droite sur I’espace topologique quotient /\G, définie par

Gx HG — H\G

(g,Hg') — Hg'g™,
sont continues.

Proposition 10.1 Pour toute action continue d’un groupe topologique G sur un espace



topologique X, la projection canonique 7: X — G\X est ouverte.
Preuve. Pour tout ouvert U de X, son image 7 (U) est un ouvert de G\X,car
Y (n(U)) = U eG gU, qui est une union d’ouverts, car G agit par homéomorphismes.
g
Voici un critere simple pour savoir quand I’espace quotient d’une action est sépar€.

Proposition 10.2 L espace topologique quotient G\X est séparé si et seulement si ‘R est un
fermé de X x X. Dans ce cas, toute orbite de G dans X est fermée.

Preuve. Soient x et y deux points de X qui ne sont pas dans la méme orbite.

Si G\X est séparé, alors il existe deux ouverts saturés disjoints U et V' contenant respectivement
x ety. Donc U x V est un voisinage de (x,y) dans X x X ne rencontrant pas ‘R, et R est fermé.

Réciproquement, si R est fermé, alors il existe des voisinages ouverts U de x et V' de y tels que
(Ux V)NR = 0. Comme 7 est ouverte, 7(U) et 7(V) sont deux voisinages ouverts de 7(x) et
n(y) respectivement, qui sont disjoints par construction.

Donc G\X est séparé.

Comme les singletons d’un espace séparé sont fermés, I’image réciproque d’un fermé par une
application continue est un fermé, la derniére assertion est claire.

Porisme 10.1 Soient G un groupe topologique, H un sous-groupe, et 7: G — G/H la projection
canonique. Alors

-I’application 7 est continue et ouverte, et I’action de G sur G/H par translations a gauche est
continue ;

-si H est distingué, alors le groupe quotient G/H est un groupe topologique ;

-I’espace topologique quotient G/H est sépar¢ si et seulement si H est fermé.

Ce résultat est bien sir encore valable en remplacant G/H par H\G et translations a gauche par
translations a droite.

Preuve

(1) Soit w: G x G/H — G/H Paction de G sur G/H, définie par (g,g'H) — gg'H. Pour tout
ouvert U de G/H, I’ensemble

V=1{(gg)eGx Gegg en'(U)}

est ouvert, car la multiplication dans G et ’application 7 sont continues. I’application z': (G x
G) — (G x H\G) définie par (g,g') — (g,g'H) est ouverte, car g' — g'H ’est . Donc
w1 (U) = n' (V) est ouvert, et y est continue.

(2) L application de G x G/H dans G/H définie par (g,g'H) — g~' g'H est continue, donc, par
passage au quotient si H est distingué, I’application de G/H x G/H dans G/H définie par (x,y) —
x~! y est continue.

(3) Soient ‘R la relation d’équivalence " étre dans la méme classe a droite par H " sur G, et ¢:
G x G — G I’application continue (x,y) — x~! y. Alors R = ¢! (H). De plus, H est ’orbite de e
pour 1’action par translations a gauche de H sur G.

Exemples 10.1 Soient X un espace vectoriel, une semi-norme sur X, et
Y = {x € X||x|| = 0}. Il est immédiat de vérifier que Y est un sous-espace vectoriel fermé de X
muni de la topologie définie par la semi-norme, et que la seminorme quotient est une norme.

(2) si I n’est pas un singleton, alors la topologie quotient ne coincide pas forcément avec la
topologie définie par la famille des semi-normes quotients.



ly — x| <e

|y|<e‘{ /_F- -E/ -

Dans X = R2, la topologie définie par les deux semi-normes (x,y) — |y — x| et (x,y) — |y] est
la topologie usuelle. Mais si Y est le sous-espace vectoriel {0} x R de X, alors les deux
semi-normes quotients sur X/Y sont les semi-normes nulles. Donc la topologie définie par la
famille des semi-normes quotient est la topologie grossiere. Elle est strictement moins fine que la
topologie quotient, qui est la topologie usuelle sur X/Y ~ R.[12]
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