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Introduction

En mathématiques, la fonction zéta de Riemann est une fonction analytique complexe
définie sur {s € C,Re > 1} par :

(=3~

ns
n=1

Elle définit une fonction holomorphe sur le demi-plan complexe {Re > 0} et admet

la factorisation suivante, dite produit Eulérien :

¢ =[@-p=)"

p

p parcours I’ensemble des nombres premiers, ( apparue essentiellement dans la théorie
des nombres premiers. Elle est aussi importante comme fonction modéle dans la théorie
des séries de Dirichlet, et autour le temps la formule précédente a été améliorée plusieurs
fois de fagon méromorphe sur un voisinage de Re (s) < 1.

Cette fonction a été la premiére fois étudié par Euler autour des années 1750 et qui
a trouvé ainsi une forme particuliére de ce qui sera la relation fonctionnelle de la fonction
zéta.

Riemann est le précurseur de cette vision analytique dans son fameux article de 1859.
Il met en évidence un lien entre la distribution des nombres premiers et les zéros de la
fonction (. Pour la localisation de ces zéros, Riemann posé plusieurs hypothéses mais sans
démonstrations [19].

Depuis, dans tous les centres de recherches scientifiques des équipes étudient cette
fonction Zéta et ses applications. S’il est prouvé qu’il y a une infinité de zéros sur la ligne
critique, il n’est pas prouvé qu’il n’y ait pas de zéros non triviaux ailleurs.

les chapitres de ce mémoire sont organisés comme suit :

D’abord, dans le premier chapitre nous avons rappelé.les fonction d’une variable com-
plexe, de fonction gamme et des séries de Dirichlet .

En suite, dans le deuxiéme chapitre nous intéressons au développement de la fonction

zéta de Riemann en série et forme d’Euler et relations avec quelques fonctions et nombres



comme elle se prolonge analytiquement avec la fonction éta de Dirichlet.
puis, dans le troisiéme chapitre est réservé a la localisation des zéros( triviaux et non
triviaux) et les conjectures de ces zéros dans I’hypothése de Riemann, nous avons étudié
S ¢'(s)
les fonction OROR
Enfin, dans le quatriéeme chapitre la fonction zéta a plusieurs applications et nous

avons étudié la fonction zéta d’Epstein comme un cas particulier .



Chapitre 1

Fonctions d’une variable complexe

1.1 Fonction holomorphe-Fonction méromorphe

Définition 1.1.1 :
Une fonction f: Q) — C a valeurs dans C est définie par :

z=x+1y € Q, f(r+iy) = u(z,y) +iv(z,y).
ot u(x,y)est dite la partie réelle de f(z) et v(x,y) est dite la partie imaginaire de f(z).

Définition 1.1.2 :
Une fonction [ : Q0 — C est dite holomorphe si en chaque point zy de € le taux d’accrois-

f(z) = f (=)

zZ— 20

sement

Admet une limite lorsque z tend vers zy. Dans ce cas, on note f'(zq) cette limite. Lorsque

Q) =C, la fonction est dite entiére.

Exemple 1.1.3 :
La fonction f(z) = Re(z) = x est bien R-différentiable (différentiable par rapport a
x = Re(z) ety = Im(2)) mais n’est pas holomorphe. En effet,

flzo+Az2) = f(z0) Az
Az Az +iAy

1. D’une part si l’on prend Az = Ay, on a

. flzo+Az) — f(20)  Ax
A As “Ar !




2. D’autre par le choix Az = Ay donne

lim f(z0+ Az) — f(20)
Az—0 AZ

=0

Remarque 1.1.4 :

Une fonction holomorphe est nécessairement continue.

Proposition 1.1.5 :
St f et g sont deux fonctions holomorphes sur Q alors ¥\, u € C

1. La fonction \f + pg est holomorphe sur 0, de dérivée (\f + pg').
2. La fonction fg est aussi holomorphe, de dérivée (f'g+ fg') .

3. Si de plus g ne s’annule pas sur ), alors la fonction f/g est holomorphe sur €2, de
dérivée (f'g— fg)/9

4. St f(Q) C U et h est holomorphe sur Ualors ho f est holomorphe sur ), de dérivée
hof f.

Proposition 1.1.6 (condition de Cauchy-Riemann) :

Soit f une fonction de z = x + iy € Q. Pour tout (z,y) tel que (x + iy) € Q , on note
u(x,y) = Ref(x +1iy) et v(z,y) = Imf(x+iy). Alors fest holomorphe si et seulement u
et v sont différentiables comme fonctions de deux variables réelles, et vérifient de plus les

relations suivantes, dites équations de Cauchy-Riemann :

ou _ v
ox ~ Oy
ou _ _ow
oy = Oz

Dans ce cas, on a

f@+¢yf&+ﬁ@——£ﬁ+@
Y= 8 or oy Oy

Remarque 1.1.7 :

En coordonnées polaires, les conditions de Cauchy s’écrivent :

Définition 1.1.8 :
Soit D un domaine du plan compleze. Toute fonction f : C — C holomorphe dans D sauf

en un nombre fini de points qui sont des poles de fest appelée fonction méromorphe dans
D.



Définition 1.1.9 :
Iy a 2 types de développement en séries infinie de f(z) : un développement en série
entiere et un développement en série de Laurent.

— Une fonction holomorphe en a est une fonction f(z)qui admet un développement

en série entiere de la forme :
fz)=a+a(z—a)+--+ay(z—a)"+-- ,a,€C

— Une fonction méromorphe est une fonction f(z) qui admet un développement en

série de Laurent de la forme :
f(2)=9(2)/(z—a)" ,n>=1; g¢(z)= série entiere

a est un pole de f(z) d’ordre n.

Alors :
B[ CO R el C) B CO Bl C) VR ST
J(z) = (z —a)" Tt pl(z —a)" P L n! * (n+1)! ( )+
() (g
0= 3 ate -l = T

Avec ¢'Y =dérivée d’ordre d >0 de g et k= —n,—n+1,---

Le coefficient a_y est le résidu de la fonction f(z)au pole z = a de f(z).

1.2 Fonction gamma analytique I

Définition 1.2.1 :
La fonction gamma (ou fonction eulérienne de seconde espéce) est la fonction I :]0, +o00[—

R définie par la relation :

+oo
I'(z) = / t" e tdt
0

Proposition 1.2.2 :
La fonction analytique T'(x) satisfait les propriétés :
1. D(z+1) = 2l (z) <= T(z) = L&t
2.T(1) =1
5. T(3) = /7 (L'intégrale de Gauss)
4. limg_ #;)z = V2m (formule de Stirling)



1.3 Séries de Dirichlet

Définition 1.3.1 :
Soit (An)nen une suite strictement croissante de nombres réels positifs tendant vers l'infini.

Une série de Dirichlet f : C — C d’exposants (An)nen est une série de la forme :

f(z) = Z@ne’)‘”z ; a, €C,zeC

Exemple 1.3.2 :
Séries de Dirichlet proprement dites : Soit A, = log(n), alors

Qn

[(2) = Y ape stz = 3 e
neN neN

Proposition 1.3.3 :

La série de Dirichlet Z:g fgj) converge absolument pour Re(z) > 1, et sa somme dans

ce domaine est égale au produit infini convergent

[T+ f@p=+-+f™p ™ +-)

peP

Propriété 1.3.4 :
Les deux lois internes sur les fonctions arithmétiques se traduisent agréablement en termes

de séries de Dirichlet :

1. Concernant Uaddition (4) : étant donné deux fonctions f et g dont les séries de

Dirichlet convergent absolument pour s, nous avons
D(f +g;5) = D(f;s) + D(g; )

2. Concernant la multiplication (X) : étant donné deux fonctions f et g dont les sé-
ries de Dirichlet convergent absolument pour s, alors celle de f x g est également

absolument convergente, et nous avons

D(f x g;s) = D(f;s) x D(g;s)



Définition 1.3.5 :
Soit N un entier non nul. Un caractére de Dirichlet modulo N est un morphisme de

groupes
X:(Z/NZ)" — C*

1l est commode de voir également un tel x comme une application Z — C en posant

X (n) =0 sin nlest pas premier & N,y (n) = x (nmod N) sinon. Dirichlet associe & x la

L(S,x)=2%

n>1

série :

1.4 Le théoréme des nombres premiers

Définition 1.4.1 :
Un nombre entier est appelé un nombre premier s’il est plus grand que 2 et si ses seuls

diviseurs sont let lui-méme.

Exemple 1.4.2 :

1. 2,3,5,7,11 sont des nombres premiers.
2. 4 n’est pas un nombre premier car il est divisible par 2.

3. Par convention, 1 n’est pas un nombre premier.

Propriété 1.4.3 :
Tout nombre entier supérieur ou égal a 2 se décompose en produit de nombres premiers,

d’une seule facon a l'ordre pres des facteurs, comme :
24=2x2x2x3=2"x3

Théoréme 1.4.4 (Euclide, II1°"¢ siécle av. J.C.) Il existe une infinité de nombres

premiers.

Si 'on introduit la fonction de comptage :

T : R— N

x»—>7r(x):z:1

psT

1. Le théoréme d’Euclide affirme simplement que :

lim 7(z) =400
T——+00



2. Gauss observe que la proportion de nombres premiers plus petits qu'un entier N est

environ inversement proportionnelle au nombre de chiffres de N.
(a) Autrement dit, il prédit la formule :

N
log(N)

m(N)

(b) En fait, il prédit une formule bien plus précise :

7(N) ~ Li(N) = /0 logfx)

3. Gauss explique la derniére formule par la figure suivante

307 1200
25 1000+
20- 800
157 600
10§ 400
5_ 200
"10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
| n(x) x/lgg(x) Li(x)| | (x) x/loxg(x) Li(x)|

FIGURE 1-1 — Approximation de 7 par x/logz et Li

4. En 1896, La Vallée Poussin et Hadamard montrent indépendant que la fonction (
ne s’annule pas sur la droite R(s) = 1. En intégrant la fonction précédente sur un

contour bien choisi, ils en déduisent :

Théoréme 1.4.5 (de la Vallée Poussin, Hadamard, 1896 [16])

m(x) ~ Li(z) = lim ( /0 - IOZ?(Jy) T /1; 10;?3,)) - logx(x)

5. Le crible d’Eratosthéne ( 240 av J.C) :est un procédé efficace pour énumérer

les nombres premiers et il résume cet crible par les étapes suivantes :

Etape 1 : On considére I'ensemble A; = {2,3,4,5,---}, et on note p; = minA,.

9



Dans I'ensemble A; — {p;}, on élimine tous les multiples de p;. Statistiquement, on
¢limine donc un nombre sur p;. On note A, le sous-ensemble de A; — {p;} obtenu.
Etape n : Soit p, = minA,. Dans l'ensemble A, — {p,}, on élimine tous les
multiples de p,.Statistiquement, on élimine donc un nombre sur p,. On note A,
le sous-ensemble de A,, — {p,} obtenu.

Résultat : L’ensemble des nombre premiers est :

P = {p17p27p37 T }

Remarque 1.4.6 :
Le crible d’Eratosthéne se déroule comme un algorithme qui permet de trouver tous les

nombres inférieurs a un certain nombre donné.

10



Chapitre 2
Fonction zéta de Riemann

1. La fonction ((s) est définie sur le demi-plan ; = {s € C tel que Re(s) > 1} par la

série suivante :

()=~

ns
n=1

Cette fonction a été la premiere fois étudier par Euler autour des années 1750.

2. La fonction ¢ définie dans €2; se prolonge en une fonction méromorphe dans
Qg ={s € C,Re(s) > 0} qui a pour seule singularité un pole simple en 1, le résidu

en ce point est Res (¢, 1) = 1.

3. ( (s) converge absolument et uniformément sur tout compact du domaine Re(s) > 1
ol elle définit une fonction holomorphe, et diverge pour s = 1.

2.1 Développement en série et forme d’Euler

La fonction ¢ (s) admet une forme de produit d’Euler :

ks 1
=TI =T

pEP k>0 peP

Cette formule est valable pour Re (s) > 1, région sur laquelle ¢ converge absolument.

Définition 2.1.1 (Fonction de Von Mangoldt)
La fonction de Von Mangoldt A est définie par rapport a la dérivée logarithmique de la

fonction (, qui peut étre considérée comme une série de Dirichlet :

C) N~ Ay
o)~ 2 A

11



A T’aide de la formule du produit Eulérien, calculons maintenant A(p*) :

() = J[—

peP 1 _pis
logC(s) = — Zlog (1 — p_s)
¢ (s) (1-p)
1;3 (1=p~)

-y log (p) p~*
1—p—s

peEP

= > log(p)p* Y p™

peP n>0

= > log(p)p "t

peP n>0

= > ) log(p)p**

k>1 peP

= ZA(n) n*

n>1

log(p) si n=p" avec k>1
Donc A (n) = { 0 o

2.2 La fonction zéta et nombre de Bernoulli

On peut associer plusieurs séries génératrices a une suite des nombres ag; a;as; - - -
Par exemple, les deux séries
f(x) = ag + a1x + asx® + azx® + - -+ la série génératrice ordinaire

2 3 L. L . .
g(r) = ag + 4F + BF + BF + - la série génératrice exponentielle

Depuis Euler, les nombres de Bernoulli sont définit comme les coefficients de Taylor de la

série génératrice exponentielle

em—lz

+o0 n
i T
n=0

La relation (e* — 1)B(x) = x entraine que l'on a :

n—1 .

n 1 sin=1
LR
k=0

sin>1

12



Par suite :

By =1
1
2Bl + BO = 0 donc Bl = —5

1
3By + 2By + By = 0 donc B, = 5
Remarquer que : |By,| < 1 pour n < 6 et que Byy = % > 1

Proposition 2.2.1 :

On a 1
T T er T T
B — = — = — coth(=
(@) +5=5m—1~ 3hE3)
De plus, Boyy1 = 0 pour tout n > 0.
Preuve. :
Observons d’abord que
coth(z) = ef + eif = el
2 ez —e 2 et —1
Si on substitue a = e* dans 'identité
a+1 B 2 Y
a—1 a—1
On obtient que
e+ 1 B 2 Y
er—1 ev—1
Par suite .
x x T e T z x
yeoth(5) = s a1 T3~ B+

La fonction B(z) + 5 est paire puisque coth(z) est une fonction impaire. Cela montre
que Bs, 1 = 0 pour n > 0.

On définit les polynomes de Bernoulli B, (t)par la série génératrice

+00 n

x T
B(z)e™ = Bu(t)
n=0 ’

Cette définition implique que

13



On trouve

Remarquer que B, (0) = B,,. Les polynomes de Bernoulli satisfont plusieurs identités

remarquables m

Proposition 2.2.2 :

On a
+0o ) x?n +oo ) CL’2n
Proposition 2.2.3 (Euler)
e |Buu] (20)°
T n
2 _ 2n &)
) =" a0

pour tout n > 0. Les nombres Bsy, sont alternativement de signe contraire a partir de
By > 0.

Preuve. :
Si on remplace ensuite x par mx dans le développement de x coth x obtenue a la proposi-

tion, on obtient que :

+oo 2n
mx coth(rz) = Z(—l)”22”Bgn7r2” ém'
n=0 ’

Une comparaison avec les coefficients du développement d’Euler de 7z coth(7z) montre

l'on a : @ )2
7T n
2¢(2n) = —(—1)"BQnW pour n >0
Comme ((2n) > 0, on obtient que
Boal 2m)?"
Mm) —
)= ="

Cela montre aussi que (—1)""* By, > 0 pour tout n > 0.

14



Admirons quelques-unes des résultats d’Euler :

r, 1 N 1 N 1 N
23" T 12T 2T 3
1, S T S O
T — J— J— J— J— P
2.325 14 24 34 g4
1 1 1 1 1
™ = S+
32.5.7 16~ 26 36 46
La formule d’Euler
Bl =9 (2n)! 5
Banl = 2 3 2n)

Permet d’estimer la grandeur de |Bs,| lorsque n — +o00. En effet, on a ( (2n) — 1

lorsque n — +o0. Par suite
(2n)!

Bop| ~ 222
| 2 | (27T)2n

Si on utilise 'approximation de Stirling

n! ~V2mn <E>
e

On trouve que
2n
| Bay| ~ 4/ <£>
e

On voit que |By,| croit rapidement lorsque n — +o00. Par exemple

5
By = —
10 66
174611
By = —
20 330
5. _ 8615841276005
30 14322
261082718496449122051
By = -

13530

15



2.3 Fonction zéta et fonction gamma

Lemme 2.3.1 :
Si Re(s) > 1 alors :

Preuve. :

—ntysdt _ T'(s)
t* T

ns

I suffit d’écrire )7 -, e™" sous la forme - et d’utiliser la formule [~ e

Yo - Sy

n>1 n>0

Donc

< 1 dt o dt
ts_ — —nt ts_
[ - [z ) t

n>1

=S / —ntts

n>1

— Z/ —ntts ldt

n>1

Par changement de variable :

OnposeT:nt:Mf:% alors dT' = ndt = dt = %

Y R oy s

n>1 n>1
= Z / e~ TTs= 14T
n>1
_ ZF(S)
n>1 ne

16



On multiplie ﬁ

Proposition 2.3.2 :

St f est une fonction C'*° sur Ry a décroissance rapide a linfini, alors la fonction

L) =g [ FOFT

définie pour Re > 0 admet un prolongement holomorphe a C tout entier et, sin € N,

alors L(f;—n) = (=1)" f®(0).

Théoréme 2.3.3 [25] :

1. La fonction ¢ a un prolongement méromorphe a C — {1}tout entier, holomorphe en

dehors d’un péle simple en s = 1 de résidu 1.

2. Sin € Nalors ¢ (—n) = (—1)" % , en particulier ¢ (—n) € Q.

Preuve. :

On sait que

oo 4s—1 +oo  ys—1
C(S):rzs)/o ef_ldt:»g(s)r(s):/o P

en décomposant :

1 tsfl [e%e] tsfl
g(s)r(s):/ et_ldt+/1 R

0

Ou la seconde intégrale est une fonction holomorphe de s.On décompose en série de
Taylor dans la premiére. Les B,, désignant les nombres de Bernoulli
Et Vt tel que : [t| < 27

t B,t"
|

el —1 n!
n>0

17



en remplagant dans la premiére intégrale et en intégrant terme a terme, on obtient :

o0

1 1 Bn 1 00 ts—l
Cls) = (s—1)T(s) +F(s)z%n!(n—l—s—1) +F(s)/1 a1

n—=

la série est convergente et définie une fonction holomorphe sauf aux entiers négatifs

ou nuls. En effet lorsque s # —k, le rayon de convergence de la série entiére de coefficient

B
n!

entier négatif, elle est la somme d’une fonction holomorphe et du terme

n’est pas modifié lorsque 1’on divise ses coefficients par les n+s—1. Au voisinage d’un

Bi11
CESCE)

Quand s — k, comme ﬁ — 0, ¢ (s) est par conséquent la somme d’une fonction qui
tend vers 0 et du terme :

1 B N s+k Biy1 — (—1)F ! B
T(s)(k+ D) (s+k) 7" Re(—k)(k+ 1D (s+k) (k+1)!

Ainsi, on a le prolongement analytique de zéta en une fonction méromorphe sur tout

C/ {1}, sauf au point s = l.et 'on obtient au passage la formule d’Euler :

Bi11

2.4 Fonction zéta et nombre premier

Euler découvre aussi un rapport entre ces séries ( et les nombres premiers : la série

infinie ((k) se calcule aussi comme un produit infini

+00 1
(k) = Zﬁ
n=1
1
ppglier 1- p_k

Ce lien est donné par la formule d’Euler

=TI

_ S
p premier p

18



qui traduit la décomposition en facteurs premiers.Riemann la réécrit

1
log ((s) = Z log T
p premier
En utilisant la formule
+oo
1 1, 3 1.,
logl_ :u+§u +3u + - :Zﬁ“

On peut alors écrire

log¢(s) = logl_lp_s = Y ]%Jrg(S)

p premier p premier

ol g(s) est un « terme d’erreur » qui se comporte bien pour Re(s) > 1/2.

Proposition 2.4.1 :

Soit un nombre complexe S €

1. Le produit infini | |(1 — #)est convergent, et méme converge au sens strict au sens
ot il est non nul.

2. Le lien entre ce produit et la fonction ( est établit ainsi :

C(S):m;

[0

n=1

et la convergence est uniforme sur tout compact de €)y.

2.5 Equation fonctionnelle de la fonction zéta

Rappelons la fonction gamma (définie par Euler en 1730) :

“+o0o
I(s) = / t5 e tdt
0

Cette intégrale converge pour Re(s) > 0; on a I'(1) = 1 et I’équation fonctionnelle :

[(s+ 1) =sI'(s)

19



La fonction zéta de Riemann vérifie I’équation fonctionnelle suivante :

VseC'/{1}  aEL(G)(s) =7 F D)L - s)

En effet, pour Re(s) > 1, on a

2

En posant u = 7mn°x, on obtient

Alors
S S o too s 2
7T—5F(5)C(3) = Z/ 2t ™ dy
n=1"0

Le premier membre est défini pour Re(s) > 1. Dans le second membre, on permute
Z et [ grace a la convergence. On en déduit

+00 +oo
TG = [ (e

n=1

1 +o00
= / 2 lw(x) d:):+/ 22 w(z)de
0 1

+oo
ol w(x) = Ze"m% = 1(6(z) — 1) et f(z) est la fonction théta. la fonction théta
n=1
vérifie ’équation fonctionnelle

) = =0

-

Par conséquent

1) = 500 1) = Vaw(e) + (Vi - 1)

W(E

Avec le changement  — 1, la premiére intégrale devient

T

/+°° s (1)d /+°° S (2)dz + 1 N 1
x w(—)dx = x w(z)dx -
1 x 1 s—1 s
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Par suite, on obtient

S oo s+1 s
" 30()C(s) = (%1) n / (% 4 o8 (o)

Grace a l'estimation w(z) < e ™, 'intégrale dans le second membre de 1'égalité
précédente converge pour tout s et par suite 'égalité est vraie pour tout s € C*/{1}.
Ainsi la démonstration s’achéve en remarquant que le second membre est invariant par
I’application s — 1 — s.

Théoréme 2.5.1 [25] :
Soit La fonction &(s) définit par :

£(5) = gm i (s~ DT)C(s)

admet un prolongement méromorphe a C tout entier, holomorphe en dehors de poles

simples de résidus respectifs —1 et 1 en s =0 et s = 1, et vérifie ’équation fonctionnelle :

§(s) =&(1—s)

2.6 Prolongement analytique avec la fonction éta de
Dirichlet

Soit la fonction 7 définie tel que :

n>1

convergente pour s € R, , il en est de méme pour Re(s)> 0, que I'on peut démontrer
par le lemme d’Abel.

si Re (s) > 1

(W) = T =n0+2) G

n>1
2¢ (s)

= TI(S)JFT@ (1=2"°)¢C(s) =n(s)

On peut aussi écrire



Ceci réalise le prolongement analytique de ¢ sur Re(s) > 0, sauf aux points :

n 2ikm
In (2)

ou k € Zetn(l) =1In(2) . Ces points sont en fait les zéros de 1 — 2! 7%,

S =

En appliquant la relation fonctionnelle avec le prolongement analytique pour o =

Re (s) > 0, on obtient le prolongement analytique partout sauf en ces points. Comme :

0< ! + ! 2 _ | +0 !
3n—2 3n—1 3n 3n? n?
On déduit que :
_ 1 1 2\ _ 12,1, 1 2,1, 1_ 2
C3<S>—Zn21((3n_2)s+(3n—1)s_(37’1,)3>—1+2_S_§+4_s+5_5_@+ﬁ+§_9_5"',
convergente pour Re(s) =1, et on a :

C- (S) . 43 (S>
13l
11 suffit donc de calculer la série seulement pour ces points car ig—g €Qet1—3"%ne

peut s’annuler en méme temps que 1 — 2'7*, sauf pour s = 1.

De méme :

On déduit pour Re(s) >0

B 1 Ui
Cls) = (1—21_5)F(8)/0 Tru X
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Chapitre 3

Localisation des zéros

3.1 Les zéros de la fonction zéta

Considérons le demi-plan Re (s) > 1.I’expression :

§(5)2H<1_1%>

montre que ¢ (s) # 0 si R(s) > 1; il en résulte donc aussi que ¢ (s) # 0 pour Re (s) < 0.

Théoréme 3.1.1 /9] :
Pour tout s € C tel que Re(s) > 1 on a :

o-6-2)]

pEP

ot P désigne l’ensemble des nombres premiers. ¢ ne s’annule pas sur Re (s) > 1.

Proposition 3.1.2 :

Les zéros non triviauzx de ¢ sont contenus dans la bande 0 < Re (s) < 1.

Proposition 3.1.3 :

Les seules zéros de la fonction ¢ dans le demi-plan Re (s) < 0 sont situés en —2;—4;---;—2n.---

De plus ces zéros sont simples. On les appelle les zéros triviauzr de (.

Propriété 3.1.4 :

La fonction Zéta de Riemann a des zéros a chaque entier pair négatif.

((-2n)=0 , n=1,2,---
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Ceux-ci sont les zéros triviaux de la fonction Zéta. et que pour tous les autres s = o + it

pour les quels ¢ (o +it) = 0 satisfont a la condition 0 < o < 1.

Riemann a énoncé une conjecture remarquable (I’hypothése de Riemann) :
siC(o+it) =0 avecogaglalorsa:%
C’est & dire que les zéros non triviaux de ¢ se trouvent sur la droite Re(s) = 3 cela
conduit a la définition des ~ dans notre formule, ce sont les valeurs de v pour lesquelles
¢ (% + i'y) = 0, et voici quelques valeurs pour 7 :
sp =3 +1 14,1347 - -

So =1 4121,0220- -
3 =1 +1i 25,0108
S1=1+4130,4248- - -

S5 =3 +132,9350 - - -

Définition 3.1.5 :

— La bande critique désigne l’intervalle de valeur de o pour lesquelles 0 < o < 1.

— La ligne critique est la droite d’équation o = % du plan compleze.

Propriété 3.1.6 :

1. £(s) a seulement des zéros non triviauz se trouvent tous dans la bande critique
0<o<1.

2. La fonction ( a les méme zéros non triviauz de la fonction £ dans la bande critique
0<o<1.

3. La symétrie par rapport a la ligne critique Re (s) = % devient trivial.alors les zéros
sont non seulement symétrique par rapport a l’axe réel il sont aussi symétrique par

rapport a la ligne critique.

Théoréme 3.1.7 [13] :
La fonction C(s) ne s’annule pas sur la droite Re(s) = 1 et Re(s) = 0; elle ne peut

s’annuler que dans la bande critique définie par 0 < Re (s) < 1.

Théoréme 3.1.8 (Hardy1914 [12],[7]) ((s) a une infinité de zéros sur la droite cri-
tique (la démonstration dans [12]).

Théoréme 3.1.9 (Selberg, Levinson, Conrey 1989 [14], [7]) Au moins 2 des zéros

non triviauz sont sur la droite critique (pour plus de détaille voire [14]).
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Théoréme 3.1.10 (Ford, 2002 [18], [7]) Si s = o+ it est un zéro non trivial de ( (s)
avec |t| > 3, alors :

—_

oc<1-—

Wl

57.54 (log [t|)? (log log |¢|)

3.2 Fonction 1 et &

Soit i1 (1) = 1, u (n) = 0sin posséde au moins un facteur carré > 1 et p (p1, pa, ..., k) =

(—1)" sont des nombres premiers distincts (u Fonction de Mobius).
(exemple 1 (2) = 1 (7) = 1; o (4) = o (8) = 03 1 (6) = u (10) = 1)

Alors pour s > 1 :
iu(n _ 1
T )

: 00 u( _ 6
Soit 00 B =R et Yo n2 = -7 par exemple.
Beaucoup de résultats trés impressionnants concernant cette fonction existent. Parmi

eux, on peut citer aussi I’étonnante formule qui suit : en considérant () 1’ensemble des
entiers n € N*qui n’ont pas de facteur carré dans leur décomposition (c’est a dire tels que
| (n)] = 1) on obtient la formule suivante :

Z_:

neQ

Définition 3.2.1 (Fonction de Von Mangoldt)
La fonction de Von Mangoldt A est définie par rapport a la dérivée logarithmique de la

fonction ( qui peut étre considérée comme une série de Dirichlet :

C/
cj =2 A

n>1

Et on a (d’aprés chapitre 2) :

2:: ZZlog

k>1 peP
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3.3 Hypothése de Riemann

Considérons la fonction complétée ¢ de la fonction zéta de Riemann défini par :

£(s) = 55 (s— 77T () (o)

D’abord notons que les zéros triviaux de £ (s) sont tous des entiers pairs négatifs, qui
sont annulés par les poles simples correspondants de la fonction I' ainsi & (s) a seulement
des zéos non-triviaux se trouvent tous dans la bande critique 0 < Re (s) < 1 et admet un

développement en produit de Weierstrass, connu sous le nom produit de Hadamard|[19] :

e =T (1-2)

p

ot £ (0) = § et ou p parcourt les zéros non triviaux de ¢ (s).

De plus, la fonction ¢ vérifie ’équation fonctionnelle simple :

§(s) =¢&(1—s)

Par conséquent, la symétrie par rapport a la ligne critique Re (s) = % devient triviale

Alors, les zéros sont non seulement symétrique par rapport & l'axe réel, ils sont aussi

symétrique par rapport a la ligne critique I’hypothése de Riemann postule que tous les

zéros sont en fait sur la ligne critique Re (s) = %

Conjecture 3.3.1 (Hypothése de Riemann)

1
2

Pourquoi ’hypothése de Riemann est-elle importante ¢ D’abord a cause de la “formule

Les zéros non triviauz de C (s) sont situés sur la “droite critique” Re (s) =

explicite” reliant les zéros de ( (s) a la distribution des nombres premiers.

pour x € R posons

m(z) =Wp / p premier, p<ua}

et

de sorte que :
- 1 ]
- _H( ;)
m () n§:1 p(n) I {z

Conjecture 3.3.2 (Hypothése de Riemann généralisée)

Toute fonction L d’un caractére de Dirichlet vérifie I’hypothése de Riemann.
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Conjecture 3.3.3 (Hypothése de Riemann étendue)

Toute fonction ( d’un corps de nombre vérifie ’hypothése de Riemann.
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Chapitre 4

Application de la fonction zéta de

Riemann

La fonction zéta (d’aprés la lettre grecque zéta, ou () est le nom de nombreuses
fonctions en mathématiques. La plus connue est la fonction zéta de Riemann. Parmi les
autres fonctions zéta, on peut citer :la fonction zéta de Dedekind, la fonction zéta de
Hasse-Weil, la fonction zéta de Selberg, la fonction zéta de Weierstrass et la fonction zéta
de d’Epstein - - - etc
Beaucoup de ces fonctions zéta sont liées et impliquées dans des relations importantes.

Dans la suite on va définir la fonction zéta de d’Epstein et son approximation on

utilisant la formule de Chowla-Selberg.

4.1 Aux forme quadratique : La fonction zéta d’Epstein

une forme quadratique en n variables est un polynéme homogéne de degré 2 en les

variables x1,...,x,. On peut donc I’écrire sous la forme :
n n
Q (1'1, ce ,ZEn) = E Qi ;T = E E Q3 T;T 5 Qi €eR
1<i<j<1 i=1 j=1

On peut également distinguer la partie carrée de la partie rectangle :

n

Q ([E) = Z CLWT? + Z Qi X325

=1 1<j
n n—1 n
_ § 2 E E
= QT + aijxia:j
=1 =1 j=i+1
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Exemple 4.1.1 :

Q(l"l, T2, T3, Zlf4) = ZE% + 1T + (L’% + Tols + ZE% + T3y + IZ + T1X4 + T1T3 + Loy

Définition 4.1.2 :

soit Q(z,y) = ax® +bxy + cy*avec a > 0, b,c € R une forme quadratique définie positive,
c’est-a-dire avec A = 4ac — b*> > 0, La fonction zéta d’Epstein associée o Q(z,y) est
donnée par :

Zo(s)= Y, Q(mn)”

(m,n)#(0,0)

pour o > 1. Cette fonction peut étre prolongée analytiquement dans le plan complexe,

sauf en s = 1, ou elle a un pole simple, et elle satisfait a I’équation fonctionnelle :

<\2/_§> ['(s)Zg(s) = (2—\/5) I'(1-s5)Zg(1l—2s)

On prend la formule de Chowla-Selberg :

2s a® 1
Zo(s) = 20(25)a= + Q(Mf 2s- 01 (s
i ns"s Z d' %% cos n—ﬂb o 67<%) cosh 7 (s=3)7 g7

n=l  d//n —

telque : 0 <7< T
J % si % est entier
A sinon
et on obtient des approximations de la fonction zéta d’Epstein en prenant les sommes

partielles des termes dans cette formule.Pour n > 1 entier, on définit Zg , (s) par :

Zon(s) = 20(2s)a + i()A\/_ (25 1)r(s_1>+Ls_i

Z ks—f Zdl —2s COS @ 67(%) coshTe(Sfé)TdT

d/n >
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