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Résumé:
On propose dans ce mémoire quelques méthodes de

recherche linéaire on optimisation.

La premiére approche tend vers ramener les
problemes d’optimisation avec contrainte et sans
contraintes.

La deuxiéme approche utilise la méthode numérique
pour minimaser une fonction.

Dans le troisiéme approche on pressante quelques

méthodes de recherche linéaire.

Mots clés :

Optimisation sans contrainte, optimisation avec

contrainte, convexe point critique, recherche linéaires.
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Introduction

L’optimisation (c’est-a-dire les techniques permettant de chercher les minima ou les
maxima de fonctions ou de fonctionnelles) intervient dans pratiquement tous les processus
de modélisation actuels.

Qu’il s’agisse de problémes directs (ajustement de données, controle optimal, réso-
lution des systémes lin¢aires par moindres carres, etc ..) ou inverses (identification des
paramétres, controle de frontiéres libres etc..), il est rare qu’un probléme d’optimisation
plus ou moins complexe n’intervienne pas a un stade donné de la modélisation et/ou de
la simulation.

Avant de donner les définitions et principes de base de la théorie de 'optimisation,
nous allons présenter quelques exemples simples permettant d’introduire et d’illustrer par
anticipation notre propos.

Ce mémoire commance par une introduction générale et réparti en trois chapitres
actuels.

Dans le premier nous rappelons des notions sur I'optimisation sans contraintes et avec
contraintes.

Le deuxiéme chapitre contient la présentation de quelques méthodes numérique pour
minimiser une fonction et dans le dernier chapitre, nous présentons quelques méthodes de

recherche linéaire ( méthode fabonacci , newton... ) et leurs but.



Chapitre 1

Optimisation sans contraintes et

avec contraintes

1.1 Elément d’analyse convexe

Un sous ensemble C' de R"est dit convexe si :
(1-=Nx+IyeCVx, ye C,VXe|0,1]
Autrement dit, si le segment de droite joient deux points quelconques :
ryeC:lr,y={1-XNz+Ay : 0< A< 1}
est entierement inclu dans C.
Définition 1.1.1 Une fonction f : C' — R est dit convexe si :

Ve [0,1], Vo, ye C, f (1=Nz+dy) <(A1=Nf (x)+Xf (y).

Définition 1.1.2 une fonction f : C — R est dit strictement conveze si :
Ve [0,1,Vz, ye C, f (1=XNzxz+Ay) <(1=XN)f (z)+ X f (y).
Définition 1.1.3 Un ensemble conveze de la forme :
X ={x /) Az =b,2 > 0}

est appelé un polytope convexe ,un polytope borné sera appelé un polydére convexe .



Définition 1.1.4 Soit X un ensemble convexe non vide de R™ un point x € X dit extrémal
sil’on a :
vt e [0,1],Vy, ZGX:SU:(l—t)y+tz:>:U:y:z

1.2 Optimisation sans contraintes

Le probléme d’optimisation sans contraintes sécrit sous la forme suivante :

{min f (@)

r e R"

(@Q)

ou f est une fonction de R"™ vers RU {+o0}

1.2.1 Reésultats d’existence et d’unicité

Avant d’étudier les propriétés de la solution (ou des solutions) éventuelle(s) de (@) il
faut s’assurer de son/leurs existence.

Nous donnerons ensuite des résultats d’unicité.

Définition 1.2.1 On dit que f:C — R est coercive si :

lim f(x) = +o0

[l =00

Dans le cas ot C' = R™ les normes sont toutes équivalentes et || . || désigne une norme

quelconque de R™ .

Théoréme 1.2.2 : (existence)

Soit f : R" — R U {400} propre, continue et coercive alors (()) admet au moins une
solution.

Toutes les fois, on n’a pas forcément unicité. Nous donnons ci-dessous un critére pour
["unicité.

Théoréme 1.2.3 (unicité)
Soit f : R" — RU {400} strictement convexe alors le probléme (Q)) admet au plus une
solution.

Donnons pour terminer un critére qu’une fonction soit strictement convexe et coercive.



Théoréme 1.2.4 Soit f une fonction C'de R dans R . On suppose qu’il existe o > 0
tels que :
V(z,y) ER" x RYVf(z) = Vf(y),z —y) > alz—y |’

alors fest strictement convexe et coercive, en particulier (Q) admet une solution unique.
On donne dans ce qui suit les conditions pour powvoir calculer la (ou les) solution(s) op-
timale(s) de (Q).

1.2.2 Conditions d’optimalité
Conditions nécessaires et suffisantes du premier ordre

Les conditions que nous allons donner sont des conditions différentielles qui dépendent

de la dérivée de la fonction a minimiser.

Théoréme 1.2.5 (condition nécessaire d’optimalité du premier ordre )
Soit C' une partie de R" et f: C — R une fonction différentiable sur C si x* réalise un

minimum (global ou local ) de [ sur C alors V f(z*) = 0.

Définition 1.2.6 Un point * de C' vérifiant V f(x*) = 0 est appelé "point critique” ou

"point stationnaire”.

Théoréme 1.2.7 (CNS du premier ordre dans le cas convexe)
Soit f: C'— R fonction différentiable et convexe sur C', un point x* réalise un minimum
global de f sur C si et seulement si V f(x*) = 0.

Remarque 1.2.8 On peut raffiner le résultat précédent en ne supposant que la locale
convexité de f au voisinage de x*, c’est-a-dire en supposant que f est convexe sur une
boule centré en x*.

A ce moment la, nous pouvons affirmer que x* est un minimum "local” de f .

Le cas ou | est convexe est fréquent dans la pratique mais pas systématique.

Nous allons donc donner maintenant des conditions suffisantes pour qu’un point critique
réalise un minimum (ou un maximum ).

Ces conditions vont faire intervenir la dérivée seconde de f, ce sont des conditions du

"second ordre".



Conditions du second ordre

Nous commencons par une condition nécessaire permettant de préciser encore les

éventuels minimax.

Théoréme 1.2.9 (Condition nécessaire du second ordre )

On suppose que x* est un minimum (local) de f et que f est deux fois différentiables sur
C, alors :

a) VI(xz*)=0

b) (V?f(z*)z, ) >0,V € C

Remarque 1.2.10 Dans le cas ou C = R", b) est équivalent a dire que la matrice Hes-

sienne de f en x* : V2f(x) est semi-d’éfinie positive.

Théoréme 1.2.11 (Condition suffisante du seconde ordre)

Soit f deux fois dérivable sur f vérifiant :
Vi@)=0et 3a>0

tels que :
Vo € O(Vf(a")z,2) > a ||z |2 (%)

alors la fonction f admet un minimum "local strict” en z*.

Remarque 1.2.12 Si C' = R" la condition (x) revient o dire que la matrice Hessienne
V2f(z*) est définie positive, un choix possible pour o étant alors la plus petite valeur
propre, c’est une condition deité (locale) stricte au voisinage de x* .

1.3 Optimisation avec contraintes

La forme de probléme avec contraintes est :

{minf(x) )

reC

ou C est I’ensemble des contraintes.

1.3.1 Reésultats d’existence et d’unicité

Commencons par donner un résultat d’existence.



Théoréme 1.3.1 Supposons que f est continue, que C' est un sous-ensemble fermé non
vide de R™ et que l'une des conditions suivantes est réalisiée :

a) Soit C' est borné.

b) Soit f est coercive

Alors le probléme (P) admet au moins une solution.

Théoréme 1.3.2 Sous les hypothéses du théoréme (1-2-5), si f est strictement convexe

et si C est- conveze, alors le probléme (P) admet une solution unique.

1.3.2 Condition d’optimalité

Tout comme dans le cas sans contraintes, nous allons établir des conditions d’op-

timalité du premier et du second ordre permettant de calculer les éventuels minima de

L

Conditions d’optimalité du premier ordre

La condition nécessaire suivante est ’analogue de celle que nous avons dans le cas

sans contraintes. Elle fait bien sir intervenir I’ensemble des contraintes.

Théoréme 1.3.3 (Condition nécessaire du premier ordre)
Si f est une fonction différentiable et si C' est un convexe fermé, alors toute solution x*

de (P) wvérifie la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre.
VeeC (Vf(z"), z—x") >0 (1).

Théoréme 1.3.4 (CNS du premier ordre dans le cas conveze)

Supposons f convexe différentiable et C' convexe fermé de R™, soit x un élément de C'.
La condition (1) est nécessaire et suffisant pour que x* soit solution de (P). Elle caractérise
donc les minima de f sur C.

On suppose maintenant que C' est défini comme suit :

C={zreR":¢;(x)<0,i=1,.c.;p, hy(x)=0, j=1,..... q}

Les contraintes g; () < 0 sont appelées "contraintes d’inégalités” et les contraintes
h; (x) = 0 "contraintes d’égalités’.
L’obtention de conditions nécessaires d’optimalité nécessite que certaines conditions ap-

pelées conditions de qualification des contraintes soient vérifiées.



Contraintes en égalités

probléme (P) se réduit a

min f (z),x € R", h(z) = 0, avech(z) = (b (z), ....... By ()

et h est continue de R"dans RP.

Théoréme 1.3.5 (CN du premier ordre-contraintes en éqalité)

f et h sont de classe C' sur R™.

Le probléme (P) a une solution z*.

Les p vecteurs de R"™ : Vhy (2*),.....,.Vh, (z*) sont linéairement (et donc p < n) alors il

existe p réels (X{, ey )\;) tels que :

V(@) + Y MNiVh(z) =0.
j=1

Contrainte d’inégalité

L’ensemble de contraintes est donné par :
C={zxeR"/g(x)<0,¥i =1,.....,m}.

Contraintes d’égalité et d’inégalité

Le probléme P est de la forme :
min f (x),x € C.

C={zeR"/hj(z) =0, g;(x) <O},

Ici nous nous limiterons aux trois conditions de qualification suivantes :
* (CQ1) C est un polyédre convexe :

c’est le cas lorsque les fonctions g; et h; sont affines.

* (CQ2) condition de Slater :

la condition de qualification des contraintes de Slater est comme suit :
1- Les fonctions g; sont convexes et les fonctions h; sont affines.

2- 11 existe x*tels que g; (z*) < 0 et h;(z*) = 0 pour tout 1, j.



* (CQ3) condition de Mangasarian-Fromowitz :

la condition de qualification des contraintes de Mangasarian-Fromowitz en un point
x € C' est comme suit :

1) Les q vecteurs Vh; (2*) sont linéairement indépendants.

2) 1l existe d tels que (Vh; (z*),d ) = 0 pour tout j et (Vg; (z*),d ) <0

pour tout .

On associe au probléme d’optimisation suivant :

min f (z)
hj(x)=0,7=1,....q

la fonction L : R™ x [0, 00[ x R" — R définie par :
p q
i=1 j=1

est appelée le " Lagrangien ".

Le théoreme suivant de Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange donne une condition néces-
saire d’optimalité.

Supposons que les fonctions f , g;, h; sont C' 'dans un voisinage de z* € C' et que les
contraintes vérifient une condition de qualification. Si f a un minimum local en z*sur
C alors il existe A € R™ et € R"™ tels que :

VoL (", A\, 1) =0, VoL (", A\, 1) <0, V,L(z" A\ pn) =0, A>0, (A, V,L(z",\,pn)) =0.

Les quantités A\; et \; sont appelées "multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tuker" . Lorsque
le probléme est convexe (f etg; convezes et h; affine) on a la condition suffisante d’opti-

malité.

Théoréme 1.3.6 Supposons que les fonctions f,g; sont Ctdans un voisinage de x* € C

, convexes et que les fonctions h; sont affines. S7il existe A € RP et p € R? tels que :

p q
vV (m*)—i—z AV (95*)+Z 1 Vhi(z%) = 0,A >0, g; (%) <0, Aigi (27) = 0,h; (z") =0
i=1 j=1

Y i, j alors f a un minimum global en x*sur C'.

10



Conditions d’optimalité nécessaires du deuxiéme ordre

Théoréme 1.3.7 on suppose que f,h et g sont de classe C?, que x*et un minimum(local)
de f sur C.

1.3.3 Classification des problémes d’optimisation

Les problémes d’optimisation sont classifiés selon les caractéristiques des fonctions
[59is hy.

Parmi les cas particuliérs les plus étudiés, on note :

- La programmation linéaire (f linéaire g;, h; affine, C' orthant positif).

- La programmation convexe (f, g; convexe, h; affine, C' convexe).

- La programmation en nombres entiers (C' discrét).

11



Chapitre 2

Méthode numérique pour la

minimisation d’une fonction

2.1 Introduction

Nous allons exposer dans ce deuxiéme chapitre quelques concepts clés concernant 1’op-
timisation, l'effort définitionnel portera surtout sur la méthode du gradient conjugué, ou
les questions suivantes seront prises en considération les problémes proposés comportent-
ils des contraintes ?

- les fonctions en jeu sont-elles quadratiques ? sont-elles convexes ?

- les domaines de définition des fonctions sont-ils continus ou discrets 7

Chaque probléme posséde sa structure spécifique et demande donc d’étre traiter de
maniére particuliére.

Le présent projet ne se focalisera que sur les problémes d’optimisation sans contraintes

et non linéaires.

2.2 Fonction convexe deux foix défférentiable

Définition 2.2.1 soit C' C R™ non vide et f : R" — R est dite deux foix diférentiable S
au point ' € int (C) s’il existe un vecteur Vf (z') et une matrice symétrique H (z')

d’ordre (n,n) appelée matrice hessienne, et une fonction o : R" — R tels que :

Veec: f(x)=f(2")+ Vf (x')T (x — x’)T + - (z— x')TH(x’) + ||z — a:'||2a (', — ')

12



ou:a(x,r—2") — 0.0n peut écrire :

r—x!

r 0 f(a)  9*f(a) %f(@) 7
Ox101 0x102 ot 0x10n
GO (D) 2?f(a)
0x201 0x202 o 0x20n
H(z') =
2f(@)  ?f() 2 f(a)
L Oxn,01 Oxpn 02 ot 0TnOpn A

% La matrice H(x') est dite semi-définie positive si :

Vo € R": o' H (2/) 2 >0

* La matrice H(z') est dite définie positive si :
Ve eR" 2 #0:2"H(z))x >0

Théoréme 2.2.2 soit H(x') la matrice hessienne, on note par {t;} ses wvaleurs

i=1...n

propres ( réelles ) on a les équivalences suivantes :
* H(2)>0 < ;>0

* H(x')>0 < t;>0

2.3 Conditions d’optimalité des problémes de mini-

misation sans contraintes

Considérons le probléme d’optimisatin sans contraintes (P) :

(p)  minf(z)

r€ER”™

ou f[:R"—>R

13



2.3.1 Minima locaux et globaux

Définition 2.3.1 1) 2/ € R™ est un minimum local de (P) si et seulement si il existe un
voisinage v.(x') tels que :

f@) < f(z): Ve e Ve

2) &' € R"est un minimum local strict de (P) si et seulement si il existe un voisinage
V.(x') tels que :
f(@) < f(z) Ve e V(a),z # 2

3) ' € R™ est un minimum global de (P) si et seulement si :

f(@") < f(z) :Vx e R"

Remarque 2.3.2 Dans le cas d’une fonction objectif convexe, il n’y a pas de distinction
entre minimum local et global : tout minimum local est également global, comme [’établit

le théoréme suivant.

Théoréme 2.3.3 Soit f :R" — R une fonction convexe définie sur l’ensemble convexe
X. Alors tout minimum local de f est également un minimum global.

Si f est strictement convexe, alors il existe au plus un minimum global de f.

2.4 Conditions nécéssaires d’optimalité

Etant donné un vecteur x’, nous souhaiterions étrecapables de déterminer si ce vecteur
est un minimum local ou global de (P).

La propriété de différentiabilité de f fournit une premiére maniére de caractériser
une solution optimale.

Enoncons tout d’abord un théoréme, pour établir une premiére condition nécéssaire

d’optimalité.

14



2.4.1 Condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

Théoréme 2.4.1 Soit f : R™ — Rdifférentiable au point ' € R". si x’ est un minimum
local de (P), alors Vf(z') =0 .

Preuve. C’est une conséqence directe du théoréeme (2-3-3) .En effet, supposons que
Vf(z') = 0. Puisque la direction d = —V f (2’) est une direction de descente, alors il
existe 0 > 0 tels que :

f@'+td) < f(2h): Vtelo,d|

Ceci est contradiction avec le fait que 2’est une solution optimale locale de (p) . m

Remarque 2.4.2 si f est convexe, la condition nécéssaire du premier ordre est également
suffisante pour que z'soit un minimum global.

Dans le cas ot [ est deux fois différentiable, une autre condition nécéssaire est donnée
par le théoréme (2-4-1). Elle est appelée condition nécéssaire du second ordre car elle fait
intervenir la matrice hessienne de f (que nous noterons V*f (x) dont les éléments sont

ses secondes dérivées partielles).

2.4.2 Conditions nécéssaires d’optimalité du second ordre

Théoréme 2.4.3 Soit f:R™ — R deux fois différentiables au point x' € R™.

Si &’ est un minimum local de (P) , alors Vf(x') =0 et H(z) est semi définie positive.

Preuve. Soit © € R" quelconque, étant f deux foix différentiable au point ' on aura
pour tout A # 0 :

1
f @ +Xx)=f (o) + 5)\2xTH (N + Xz ||*al@, ), a(@,\r) e 0

Ceci implique :

2’ est un optimum local, il existe alors § > 0 tels que :

f(@' + ) — f (o)
)\2

>0 Vte]-6,49].

15



Si on prend en considération (1-1) et on passe & la limite quand ¢ — 0
t # 0 on obtient :
o"H ()2 >0 VreR"

2.5 Conditions suffisantes d’optimalité

Les conditions données précédemment sont nécéssaires (si f n’est pas convexe), c¢’est-
a-dire qu’elles doivent étre satisfaites pour tout minimum local .

Cependant, tout vecteur vériffirant ces conditions n’est pas nécessairement un mini-
mum local.

Le théoréme (2-4-3) établit une condition suffisante pour qu'un vecteur soit un mini-

mum local, si f est deux fois différentiables.

2.5.1 Condition suffisante d’optimalité du second ordre

Théoréme 2.5.1 Soient f : R — R deux fois différentiables au point ©' € R"™ Si

Vf(x)=0 et H(z') est déffinie positive, alors x' est un minimum local strict de (P).

Preuve. [ étant deux foix différentiables au point 2/, on aura pour tout = € R"™
fl@)=f(@)+s(@—a) H@) (@ —a)+ || o=’ [P a@@ o —a) (Vf()=0) (1-2)

Supposons que 2’ n’est pas un optimum local strict. Alors il existe une suite {@}, . tels
que :
£V xp — et f(xp) < f(2") (1-3)

Dans (1-3) prenons z = x;, divisons le tout par || z — 2’ ||%et notons dj, = ij Lz on
obtient :
f(xk:) - f (:B/) 1 T / / /
(1-3) et (1.4) impliquent :
1
§dzH (@) dp +a (2, (zp —2') <0 VEk.
D’autre part la suite {dy},.y. est bornée (|| di [[= 1,Vn). Donc il existe une sous suite
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{dr} pen, o tels que dy, 7 d . Finalement lorsque £ — oo on obtient :
—00

1

La derniére relation et le fait que d # 0(|| d' ||=1) impliquent que la matrice

hessienne H (2') n’est pas définie positive. Ceci est en contradiction avec ’hypothése. m
Remarque 2.5.2 Dans le cas ou | est convexe, alors tout minimum local estaussi global.

De plus si f est strictement convexe, alors tout minimum local.

Théoréme 2.5.3 Soit f : R® — R convexe et di fferentiable au point x € R si V f (i’) =
0
alors, & est un minimum global de f.

f étant convexe on a :

fAz+ (1= N)2') < Af(z) + (1= A) f(2)

Ceci implique :
fQz 42" = xa') < Af(z) + (1 - A)f(2)

f@ + Mo — 2))Af(x) + (1= A) f(2)

Ou encore :

f@'+ Ma —2) < AMf(@) + f(2) = Af(2)
[+ Ma =) < f(2) + A(f(z) = f(a'))

[+ Mz = 2")) = f(2) < AMf(x) = f(2))

Divisons par t on obtient :

[+ A=) — f(x))

. < f (@) - £ (@)
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Et comme [ est dit defferentiable au point x’'on a :

f (@' 4+ M) = f(a') + AV f(2)d + \||d]| a(z', \d)

avec a(x', Ad) — 0 quand t — 0 ,donc on obtient :

f @+ Ad) — f (@)

; =V'f(2)d

St on pose d = x — x' on obtient :

V(@) (x =) f(x) = f(2)

Et comme Vf(x') =0 on a donc :

0 < fz) = f(a) = fz) < f(2)

D’ou x' est minimum global.
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Chapitre 3

Les méthodes de recherches linéaires

Dans ce chapitre nous allons d’écrire les différentes maniéres de déterminer un
pas A\x > 0 le long d’une direction de descente dj. C’est ce que 'on appele faire de la
recherche linéaire. Il existe deux grandes classes de méthodes qui s’intéressent a ’optimi-
sation unidimensionnelle sans contraintes c-a-d aux méthodes numériques pour résoudre
le probléme de type : f(z) — min\co € R f étant une fonction au continue sur 'axe
D’habitude. Il ya principalement deux méthodes de recherche linéaire savoir :

-Recherche linéaire d’ordre zéro

-méthode de gradient conjugué.

-Direction de descente.

-Méthode de Dai-Yuan.

-Méthode de newton.

3.1 Objectifs de la recherche linéaire

Il s’agit de réaliser deux objectifs :

3.1.1 Le premier objectif

Consiste a faire décroitre f suffusamment. Cela se traduit le plus souvent par la

réalisation d’une inégalité de la forme :
flxp + Aedy) < fxg) + € un terme négatif 7 (2.4)

Le terme négatif, disons v joue un role clé dans la convergence de ’algorithme utili-

sant cette recherche linéaire. L’argument est le suivant :
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Si f(xy) est minorée (il existe une constante ¢ telle que f(x;) > ¢ Vk) alors ce terme
négatif tend nécessairement vers zéro (v — 0) . C’est souvent a partir de la convergence
vers zéro de cette suite que l'on parvient & montrer que le gradient lui méme doit tend
vers zéro. Le terme négatif devra prendre une forme bien particuliére si on veut pouvoir

entirer de 'information . En particulier, il ne suit pas d’imposer f (zx + Adi) < f (xx) .

3.1.2 Le second objectif

Consiste d’empécher le pas A\ > 0 d’étre trop petit, pour assurer la convergence
d’algorithme au point stationnaire . Le premier objectif n’est en effet pas suffisant car
I'inégalité (2.4) est en générale satisfaite par des pas A\, > 0 arbitrairement petit. Or ceci
peut entrainer une “ fausse convergence ”, c’est-a-dire la convergence des itérés vers un
point non stationnaire comme le montre ’observation suivante :

Si on prend :

g
O< N\ < ——
"= ok |dy|

la suite {xy} générée par (2.4) est de Cauchy, puisque pour 1 <[/ < k on a :

k—1 k—1 c
;Aidi g%ﬁeo

|zr — 21|| =

lorsque | — oo donc {z}} converge, disons vers un point z. En prenant [ = 1 et
k — oo

dans I'estimation ci-dessus, on voit que # € B (71.) et donc  ne saurait étre solution
s’il n’y a pas de solution danc B (1,). On a donc arbitrairement forcer la convergence de
{z}} en prenant des pas trés petits.

Pour simplifier les notations, on définit la restriction de f a la droite {z) + tdy : t € R}
comme la fonction ¢: Ry = R; t — ¢ (t) = f (x) + tdy) .

3.2 But de la recherche linéaire

Dans le cas non-quadratique les méthodes de descente (2, 2), nécéssitent la recherche

d’une valeur de \; > 0 optimale ou non, vérfiant :

[, + Mdi) < f (z)
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Rappellons que si f est différentiable, le pas optimal ¢ peut étre caractérisé par :
p (A) =0

e (A) <@(A) pour 0 <A<\

Autrement dit , A*est un minimum local de ¢ qui assure de plus la décroissance de f.

3.3 Intervalle de sécurité

Définition 3.3.1 On dit que [a,b] est un intervalle de sécurité s’il permet de classer les
valeurs de A de la fagon suivante :

* S5t A< a alors \ est considéré trop petit.

*Sib>\>a alors A\ est satisfaisant.

*Si A >b alors \ est considéré trop grand.

Le probléme est de traduire de fagon numérique sur ¢ les trois conditions précédentes,
ainsi que de trouver un algorithme permettant de déterminer a et b. L’idée est de partir
d’un intervalle suffisamment grand pour contenir [a,b] et d’appliquer une bonne stratégie

pour itérativement réduire cet intervalle.

3.4 Recherche linéaire d’ordre zéro

Nous commencons par la recherche linéaire d’ordre zéro, c-a-d par des méthodes qui
utilisant des valeurs de f seulement pas ces dérivées.

Les méthodes que nous sommes sur le point de dévlopper résolvent pas le probléme
f(z) — min | z € R tels qu'il est, mais le probleme f(z) — min | a < x < b de
minimisation de l'objectif sur un segment fini donné [a, b] (—oco < a < b < co) pour assurer
que le probléme soit bien conditionné .nous faisons I’hypothése suivante : f est unimodale
sur [a, b] c-a-d posseéde un minimum local unique = sur le segment.cette hypothése comme

on le voit facilement implique qui f strictement décroissante sur [a, b] & gauche de z* :

agxlgxﬁgx*_)f(x/)>f(x//)

est strictement croissante sur [a, b] & droite de z* :

et <al <a" <b— f(2)) < f(2")
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En effet, si (2) étaient faux, il existerait =’ et z” tels que :
agx/<x//§$*_>f(m/)gf(x//)

Il suit que I’ensemble de minimiseurs de f sur [a, 2] contient un minimiseur, x quiest
différent de 2.

Comme z* est un minimiseur de f sur [a,2”] et « difféere de 2”7, z et un minimiseur
local de f sur [a, b] alors qu’on a supposé que le minimizer local unique de f sur [a, b] est
x*. Ceci donne la contradiction désirée. On a (3) de fagon analogue.

Notez que les relations (2) et (3), a leur tour, impliquent qui f est unimodal sur [a, b]
et méme sur chaque segment [a’,b”] C [a, b] plus petit.

Etant donné que f est unimodal sur [a,b] nous pouvons préciser une stratégie pour
approcher z* :

choisissons deux points x~et 2" dans [a, b].
a<z <zxt<b

et calculons les valeurs f(z7) et f(z™) On observe que si :

-Cas A : f(x7) < f(a™)alors z*se trouve a gauche de z™ [en effet, si 2* était a droite
de z* on aurait f(z~) > f(z7) d’aprés (2)].

-Cas B: f(z7) > f(a™),a* est alors & droite de 2~ [raisonnement “symétrique”].

En conséquence dans le cas A nous pouvons remplacer le “segment d’incertitude”
initial Ag = [a,b] par le nouveaux segment d’incertitude A; = [a, "] et dans le cas B
par le segment Ay = [z, b

Dans les deux cas les nouveau “segment d’incertitude” Ajcouvre x et est strictement
plus petit que Ag.

Puisque, l'objectif étant unimodal sur le segment initial Ay = [a,b], est unimodal
également sur le segment plus petit A; C Ag nous pouvons réitérer ce procédé choisir
deux points dans A; calculer les valeurs de ’objectif en ces points, comparez les résultats
et remplacez Ay par un plus petit segment A, contenant la solution désirée = et ainsi de

suite.

3.5 Meéthode de gradient conjugué

L’objectif est de minimiser la fonction f : z — 1 (Az,z)— (b, ) ou A est une matrice
carrée symétrique définie positive de taille n.

Le calcule montre qu'une solution du probléme est la solution du systéme Ax = b .
En effet, on a Vf (z) = Az — b

22



3.5.1 La méthode du gradient conjugué vue comme une mé-
thode directe

On rappelle que deux vecteurs non nuls u et v sont conjugués par rapport a A si
ul Av = 0.

Sachant que A est symétrique définie positive, on en déduit un produit scalaire
(u, V) A = (Au,v) = (u, ATv) = (u, Av) = uT Av

Deux vecteurs sont conjugués s’ils sont donc orthogonaux pour ce produit scalaire.

La conjugaison est une relation symétrique : si u est conjugué a v pour A, alors v est
conjugué a u.

Supposons que {pk} est une suite de n directions conjuguées deux a deux. Alors les

{pk} forment une base de R", ainsi la solution z* de Az = b dans cette base :

n

*

Tr = E Q;p;.
i=1

Les coefficients sont donnés par :

b= Az" = i a; Ap;.
i=1

n
pib=pL Az = aipf Ap; = axpi Ap.

i=1
(car Vi # k, p; prsont conjugués deux a deux)

kb (peb) (e, b)
A = =

PEADe  (Dpe)a |pel?

On a ainsi I'idée directrice de la méthode pour résoudre le systéme Ax = b : trouver

une suite de n directions conjuguées, et calculer les coefficients «y, .

3.5.2 La méthode du gradient conjugué vue comme une mé-

thode itérative

En choisissant correctement les directions conjuguées pg, il n’est pas nécessaire de
toutes les déterminer pour obtenir une bonne approximation de la solution z*. Il est ainsi
possible de considérer la méthode du gradient conjugué comme une méthode itérative.
Ce choix permet ainsi de considérer la résolution de systémes de trés grande taille, ou le
calcul de ’ensemble des directions aurait été trées long.
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On considére ainsi un premier vecteur xy , qu’on pourra supposer nul (sinon, il faut
considérer le systéme Az = b — Axg). L’algorithme va consister, partant de xg, & se «
rapprocher » de la solution z* inconnue, ce qui suppose la définition d’une métrique. Cette

métrique vient du fait que la solution z*est I'unique minimiseur de la forme quadratique :

f(x) = %xTAx —2'h,x € R"

Ainsi, si f(x) diminue aprés une itération, alors on s’approche de z*.

Ceci suggere donc de prendre la premiére direction p; comme 1'opposé du gradient
de f & x = xg. Le gradient vaut Axrqg — b = —b, d’aprés notre premiére hypothese. Les
vecteurs suivants de la base seront ainsi conjugués au gradient, d’ott le nom « méthode
du gradient conjugué ».

Soit ry, le résidu a la k° itération :
T = b— Ail?k

Notons que 7 est 'opposé du gradient de f en x = x;, ainsi, 'algorithme du gradient
indique d’évoluer dans la direction 7. On rappelle que les directions p, sont conjuguées
deux & deux. On veut aussi que la direction suivante soit construite a partir du résidu
courant et des directions précédemment construites, ce qui est une hypothése raisonnable
en pratique.

La contrainte de conjugaison est une contrainte d’orthonormalité, aussi le probleme
partage des similitudes avec le procédé de Gram-Schmidt.

On a ainsi :

T
b; Ary,
Pry1 =Tk — E T 1 Di
i<k b; Ap;

Suivant cette direction, le point suivant est donné par :

Tyl = T + Qpg1Pk+1

avec : v, . ) .
Gy = Pri1d Py (et Aze)  praTe
1= = =
P£+1Apk+1 p};HApkH p%ﬂAkarl

la derniére égalité venant du fait que pg,; et xy sont conjugués.
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3.6 Meéthode de Dai-Yuan

une motivation pour nos nouvelles méthodes est la proprité de descente de la méthode

de descente conjuguée :
ed ||9k+1|| ?
.

La méthode de descente conjuguée produit toujours une direction de descentesi les
conditions de Wolfe fortes sont satisfaites.Nous essayons de trouver des méthodes de
gradient conjugué qui produisent des directions de descente avec seulement des conditions
de Wolfefaibles. C’est ’'objet du paragraphe suivant : Cette méthode a été découverte par

Dai -Yuan.

3.7 Direction de descente

En optimisation différentiables, qui est une discipline d’analyse numérique en mathé-
matiques étudiant en particulier les algorithmes minimisant des fonctions différentiables
sur des ensembles, une direction de descente est une direction le long de laquelle la fonc-
tion & minimiser a une dérivée directionnelle strictement négative. Ces directions sont
utilisées par les méthodes a directions de descente. C’est le long de ces directions qu'un
déplacement est effectué afin de trouver l'itéré suivant, en lequel la fonction & minimiser
prend une valeur inférieure a celle qu’elle a en l'itéré courant. Des directions de des-
cente peuvent étre calculées par de nombreuses techniques dont les plus classiques sont
présentées ci-dessous.

Soient F un espace vectoriel et f : E — R une fonction réelle définie sur £/, admettant
des dérivées directionnelles au point x € E considéré. On note :

f(x+ Ad) — f(x)
t

f/(xQ d) = limy_o teR

la dérivée directionnelle (au sens de Dini) de f en z € E dans la direction d € E.
La notation ¢ — 0 signifie que le réel ¢ tend vers zéro dans R par des valeurs strictement
positives.

La notion de direction de descente est surtout utilisée en optimisation numérique.
Une direction de descente de f en x est un vecteur d € E tels que : f'(z,d) < 0.

On en déduit que VA > 0 petit :

flx+Xd) < f(x)

Si bien que f décroit en x dans la direction d. Cette propriété justifie le nom donné
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a cette direction. Certains auteurs utilisent cette dernieére propriété comme définition
d’une direction de descente. cependant, comme cette propriété n’implique pas que la
dérivée directionnelle soit strictement négative, elle n’est pas suffisamment forte pour les

algorithmes a directions de descente.

3.7.1 Exemples de direction de descente

Il existe de nombreuses méthodes permettant de calculer une direction de descente.
Les principales sont présentées dans cette section , chacune avec ses propres caractéris-
tiques. Un algorithme qui utilise une telle direction hérite d’elle son nom. Ainsi ’algo-
rithme du gradient est l'algorithme & directions de descente qui utilise la direction du
gradient, l'algorithme du gradient conjugué utilise la direction du gradient conjugué, etc.

On suppose dans cette section que E est un espace hilbertien, dont le produit scalaire
est noté (.,.) et la norme associée ||| et que f : E — R est au moins une fois différentiable
au point = considéré. On note f’(x) sa dérivée, qui est une application linéaire continue
de E dans R et f'(z)-d = f'(x;d) la valeur en d € E de cette dérivée. Par le théoréme
de Riesz-Fréchet, il existe alors un vecteur V f(x) € E, appelé le gradient def en = défini
par :

Vd e E f'(z)-d=(Vf(x),d)

3.7.2 Direction du gradient

La direction du gradient d est réalité 'opposé du gradient :
d=-Vf(z)
Il s’agit bien d’une direction de descente si f'(z) # 0 puisqu’alors :
fl@) - (=Vf(x)) = (Vf(x), =V [(2)) = = [V f(@)|" <0.

3.7.3 Direction de Newton

On suppose ici que la fonction f & minimiser est deux fois différentiable en x et on
désigne par V2f (x) son hessien en x lequel est I'unique opérateur linéaire auto-adjoint
V2f(x) : E — E vérifiant :

V(h, k) € E*: f"(x)- (h k) = (V2f(x)h, k)

La direction de Newton est définie en un point = en lequel le hessien de f est inversible
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par :

d= —(V2f ()" f(2).
Cette direction est une direction de descente si :

* fi(z) #0.
* V2f(z) est définie positive.
En effet :

fl@)-d=(Vf(z),d) = (=V[(2), V2 f(2) 'V [(2)) € Apax [V (@)]* <0

Ol Amax désigne la plus grande valeur propre de V? f(x). La seconde condition as-
surant le caractére descendant de la direction de Newton sera vérifiée dans le voisinage

d’une solution vérifiant les conditions suffisantes d’optimalité du deuxiéme ordre.

3.7.4 Direction de quasi-Newton

Les algorithmes de quasi-Newton en optimisation définissent une direction de descente
en prenant une approximation convenable du hessien du critére au moyen d’un opérateur
M auto-adjoint M ~ V2 f(z).

Une direction de quasi-Newton est donc de la forme :

d=—M"'Vf(z).

Comme pour la direction de Newton, cette direction est une direction de descente si :

* fl(z)#0
% M est définie positive.
En effet :

fl(x)-d=(Vf(z),d) = —(Vf(x), V2f(2) 'V (2)) < Ak IVF(@)]? <0

ol Apaxdésigne la plus grande valeur propre de M.

3.7.5 Direction de Gauss-Newton

La direction de Gauss-Newton est utilisée pour résoudre les problémes de moindres-

carrés dont le critére est de la forme :

fl) = 5 IF@)?

ol F': E — F ( F est un espace hilbertien dont le produit scalaire est aussi noté (., .)

et ||.][est la norme associée). On calcule aisément :

f'(@) - b= (F(x), F'(x) - h)
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= (F'(z)"F(x), h)
f"(@) - (h, k) = (F'(x) - h, F'(x) - k) + (F(2), F"(z) - (h, k))
= ((F"(2)" F'(x)h - k) + (F(x), F"(x) - (h, k) -
La direction de Gauss-Newton s’obtient en ne gardant du hessien de f que son premier
terme dans l'expression ci-dessus, de maniére & éviter le calcul des dérivées secondes de

F. C’est en réalité une solution arbitraire de 1’équation normale.
(F'(2)"F'(x))d = —F'(z)"F(x).

On reconnait dans le membre de droite 'opposé du gradient de f. Cette équation
linéaire a en fait une solution unique si et seulement si F’(z) est injective. Les directions

de Gauss-Newton sont aussi les solutions du probléme de moindres-carrés linéaire suivant :
. 1 / 2
minsess | F(r) + F(z) - d|

Une direction de Gauss-Newton d est une direction de descente de f en x si f'(x) # 0.
En effet :

f'(@)-d = (Vf(x),d) = —((F(2)"F'(2))d - d) = = ||F'(x)d]]* < 0.

L’inégalité stricte vient du fait que si F'(z)d = 0, alors : Vf(x) = F'(x)*F(x) est

nule par I’équation normale, ce que nous avons supposé ne pas avoir lieu.
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