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Introduction

Le probléeme de transport, souvent observe dans différents domaines de I’industrie, est introduit
pour la premiére fois par Hitchcock en 1941, traité et étudié en détail par Koopmans en 1947,
Kantorovitch et Savourine en 1949 et puis Dantzig en 1951. Le probléme de transport largement
étudie dans la littérature, est un modéle générique pour les problémes d’affectation et peut étre
formulé comme un programme linéaire avec une structure spéciale des contraintes. Dans sa forme
classique, le probléme de transport consiste & minimiser le coiit de transport des marchandises
disponibles en m sources (nceds des disponibilités) et demandés pour n destinations (noeds des de
mandes). Ensuite, I’étude est prolongée au probléme a un nombre d’indices supérieur a deux. Depuis
les années soixante, plusieurs études ont été publiées sur le probléme de transport a trois indices et
plus général, sur celui a indices multiples sans capacités. Déterminer une solution initiale est un pas
important dans la résolution du probléme de transport, c’est pour cette raison que les chercheurs
se sont intéressés a trouver une méthode d’initialisation permettant de trouver une solution la
plus prés possible de la solution optimale. Dans ce travail, on va présenter trois méthodes les plus
connues a ce jour pour trouver une solution initiale d’un probléme de transport (classique).

Ce mémoire est compos de trois chapitres. Dans le premier chapitres est consacré a la program-
mation linéaire et étude la méthode de simplex.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I'nmtroduction du probléme d’optimisation combinatoire
et les problémes classiques d’optimisation combinatoire (probléme d’affectation ,le probléme du
voyageur de commerce ,probléme d’ordonnancement )..

Le troixiéme chapitre est consacré a la présentation du probléme de transport et contient
aussi la description de quelques méthodes d’initialisation les plus connues (matrice minimale, Coin
Nord-Ouest, Vogel ) avec des exemples correspond.



Chapitre 1

Programmation linéaire

1.1 Introduction

En mathématiques, les problémes de programmation linéaire (PL) sont des problémes d’opti-
misation ou la fonction objectif et les contraintes sont linéaires. Aujourd’hui, ils existent Beau-
coup d’applications industrielles de la Programmation Linéaire dans les domaines pétrolier, agro-
alimentaire, I'industrie lourde, le transport et la nance.

1.2 Formes générales d’un programme linéaire

1.2.1 Forme canonique

la forme canonique s’écrit :
: n
MiN (g 10000 [F(T1, Ta .. Ty) = 121 + C2To . .. + Cpy = Zj:1 ;]
n . y —_—
Zj:l Q35 5 Z bi,VZ = ]_, oo,
x; >0,Vj=1,...,n

et I’écriture matriciélle est de la forme canonique est :

min ctx
ar > b
z >0

1.2.2 Forme standart

la forme standard s’ecrit :

Ming,, ) [F(z1,...2,) = 1z + ... + cpxp = Z;.Lzl iz
Z?:l Q5 = bl,VZ == 1, oo,
&€ ZO,ijl,,n

Preuve : Tout PL sous forme standard secrit de facon equivalente en un PL sous forme cano-
nique et inversement.



1.3 Equivalence de deux programmes mathématiques

Deux programmes mathématiques (en particulier deux programmes linéaires) sont dits "équi-
valents" si &4 toute solution réalisable de I'un on sait faire correspondre une solution réalisable de
I’autre, de telle sorte que les fonctions objectives soient égales pour cette paire de solution.

1.4 Dualité

1.4.1 La dualité en programmation linéaire
A chaque programme linéaire est associé un autre programme linéaire appelé dual.

Définition 1 : Soit le programme linéaire écrit sous forme standard :

minclz

Ar =b

x>0

c,v € R,A e M,,(R),beR™

On appellé dual du (primal) le programme linéaire :

maxb'y
Aly < ¢
z>0
yeR"

1) Le dual du dual est le primal.

2) partir de la relation primale-duale définie pour la forme standard, il est possible de retrouver
le programme dual de tous les programmes linéaires non formulés sous cette forme.

3) les variables du dual sont en bijection avec les contraintes du primal.

4) les contraintes du dual sont en bijection avec les variables du primal.

Soit le probléme linéaire suivant, considéré comme étant le primal.

min(xy + x2)
1'1—1‘220
T+ a0 +2x3=1
;> 0,0=1,2,3

Le dual de ce programme s’écrira :

maxys
y1+y2 <1
Y2 — 1 <1
Y2 <0
y € R"}

Exemple soit le programme suivant :
.
minc'x

Ax > b
z >0



la dual de ce programme est :

mazxb'y
Aly < c
y=>0

Proposition 1 (dualité faible )
Si x est primal réalisable et y est dual réalisable alors b'y < c'z

Proposition 2 (dualité forte )
Si x est optimal pour le programme primal, alors le programme dual a une solution optimal y
telle que by = c'z

Proposition 3 Soit x primal réalisable et y dual réalisable avec s = c— Aly, alors on a : clx—bly =
st

Remarque :
Si Pobjectif d’un probléme (dual ou primal ) n’est pas borné, 'autre probléme n’admet pas de
solution réalisabl

1.4.2 Application de la dualité

terminons ce paragraphe en signalant 'importance de la dualité aussi bien sur le plan pratique
que théorique. en effet, en plus de I'éclairage qu’elle apporte sur certains points d’ordre théo-
rique permettant de mieux caractériser les propriétés du probléme donné, les résultats précé dents
montrent qu’en résolvant un programme linéaire primal, on résout en méme temps son dual.

1.5 Meéthode du simplexe ou methode de G. B Dantzing

Cette méthode est la plus souple et la plus universelle; elle s’applique & la résolution de tout
programme linéaire. Mais elle est plus compliquée et exige plus de temps. Le fondement mathéma-
tique de cette méthode garantit une grande précision des résultats. Les fondements de la méthode
simplexe ont été énoncés en 1949 et publiés en 1959 par G. B. Dantzig.

La méthode du simplexe consiste en une suite d’étapes : On trouve d’abord une solution de
base, puis on regarde si cette solution est optimale. Si elle ne I’est pas, on remplace une des variables
de la base par une autre variable. On obtient ainsi une nouvelle base. Si ce n’est pas encore une
solution optimale, on recommence, et ainsi de suite, tant que cela est nécessaire.

Par conséquent, le probléme se réduit trouver une solution de base quelconque et & améliorer
cette solution, tant qu’elle n’est pas optimale.

En un nombre 6ni d’itérations, on détermine ainsi la solution optimale parmi les solutions de
base. Deux autres cas peuvent aussi se présenter : la fonction objective prend des valeurs inonies
ou bien les contraintes sont incompatibles L’étude des problémes de programmation linéaires par
la méthode du simplexe fait I'objet du prochain paragraphe. Les étape de I'algorithme :

Pour pouvoir appliquer I'algorithme du simplexe il est nécessaire de connadtre une base réali-
sable. On suppose donc que 'on dispose d’une telle base de départ. A itérationk, soit B la base
courante, J I'ensemble des indices de B, ceux-ci sont placés dans un vecteur ligne noté (col(1);
col(2);...; col(m)) :



Les différentes étapes sont les suivantes :

Etapel : calculer :

B~! (la matrice inverse de B )

7 = ¢jB~! ( les multiplicateurs du simplexe )

Etape2 : Calculer : ¢; = ¢; — 7R (les cotits réduits)

Etape3 : Déterminer s de J tel que : ¢, = maxjecjcj

S’il existe plusieurs indices, choisir le plus petit.

Si C" < 0; Arrét : Poptimum est atteint.

Sinon

Etape4 : calculer la colonne A/, par la formule :A”, = B~ A,.
Etapeb : Déterminer 'ensemble I = {i/a}, > 0}

Si I = &; Arrét : optimum non borné.

Sinon :

Etape6 : calculer b’ par la formule b’ = B~1b

Etape7 : déterminer I'indice 7 tel que : f—i = Mznzef{%}
S’ils existent plusieurs indices qui vérifient la condition choisir le plus petit.
Etape8 : Mise & jour de la base :

J = JU{s} —col(r),col(r) =s

la colonne dont l'indice est col(r) = s est remplacée par la colonne A®.
Etape9 : retourner 4 étape 1.

Exemple :Considérons le programme linéaire :

MaxZ = 4x1 + dxo

2.I1 + 22+ 23 = 8
ZE1+2I2+JZ4:7 (p)
To+x3=3

T1, Ty, X3, Te,Ts > 0

Ecrit sous forme canonique par rapport & la base réalisable dont les colonnes forment 1’ensemble
J ={3;4;5} et on a col(l) = 3, col(2) = 4, col(3) = 5 La solution de base est : 1 = x5 = 0,25 =
8,x4 = 7,x5 = 3. Les conditions d’application du théoréeme d’optimalitée ne sont pas réunies
puisque ¢; =4 > 0;¢2 = 5 > 0 On voit qu’on a intérét & augmenter x2 (puisque c2=5>c1=4) pour
faire croitre z , donc : s = 2. Le domaine de variation de x, est :
Ty

D ={25/0 < 25 < Min]

C’est la troisiéme contrainte :

b
= Min;er{bi/ais}
as321

qui limite 'augmentation xs, 1a2°*° colonne entre dans la base et la 5™ en sort.
La nouvelle base est alors formée par les colonnes 3; 4 et 2 c’est & dire que : J =JU{2} {5} =
{3,4,2}etcol(3) = 2 Ecrivons (P ) sous forme canonique par rapport a.J .

MaxZ = 4x1 — dbxs + 15
21‘1+$3-3§'5:5

T+ x4 — 225 =1 x; >0 (pl)
ZE2+I5:3



La base B’ dont les colonnes sont 3:; 4 et 2 n’est pas optimale puisque ¢; = 4 > 0 et s — 1.
Cherchons l'indice d’entrée r :
b; b; 51
Minie{—} = Minje;{—} = Min{=, =
in el{ais} in el{aﬂ} m{2 1}

Duor =2
Par conséquent I'ensemble des indices des colonnes devient

J" = J{1} — {col(2)} = {3,1,2}etcol(2) = 1
Ecrivons le probléme(P ) sous forme canonique par rapport a la nouvelle base dont les colonnes
sont 3: 1 et 2.

MaxZ = —4x4 + 325 + 19
$3-2$1+3ZL’5:5
1+ x4 — 225 =1 z; >0 (p2)
To + Ty = 3
La base n ’est pas optimale puisque c; = 3 > 0. On applique le méme processus l'indice r :
Minjei{—} = Minge{—} = Min{=,=-} = —
mer 25} = Minier{Z-} = Min{3. 2)

Q15

donc r=1 et par conséquent la lere colonne de la base sort (puisque r=1), et la colonne A, = A;
entre dans la base. [L’ensemble des indices devient alors :

J" ={5,1,2}etcol(1) =5

La base en question est alors constituée des colonnes 5; 1 et2 Ecrivons encore une fois (P )
sous forme canonique par rapport & cette nouvelle base.

MaxZ = —x3 — 224 + 22
%[E3—§ZE4+CL’5: 1
T+ 21’3 — 11'4 =3 (p3)
1‘2—31'3—{—31‘4:2
Ty, T, T3, Ta, Ts 2> 0

On a :
Z:22—|—0[E1—|—01‘2—ZL‘3—21}4+01‘5:—I3—2IL‘4—|—22

cest & dire que :
C1 = Cy = Cy = 0,03 = —1,64 = -2
Le vecteur cotit est négatif ou nul par conséquent la base courante est optimale. La solution

optimale est :
X*=1(3,2,0,0,1)etZ* =22



Chapitre 2

Optimisation combinatoir

2.1 Introduction

Un probléme d’optimisation combinatoir, consiste minimiser une fonction f de domaine S fni.
(C’est-a-dire trouver un minimum selon le contexte, f est la fonction de cotit, la fonction économique
ou la fonction objectif.

2.1.1 Formulations mathématique
Fonction Objectif

Maximiser ou minimiser

2 =0T +Cxo+c3x3+ ...+ Cry,
Contraints

a1 + 199 + a13T3 + ...+ alnl’n(S, =,
A91%1 +92 ATy + A23T3 + . .. + A2 T (<, =
Am1T1 + Am2T2 + Am3T3 + ...+ amnl‘n(ga ) Z)bm

Contraintes de non-négativité

X; >0;7=1;2;3;...;n avec X; variables de décision (inconnues)
a;;; bi; ¢; paramétres du programme linéaire

2.2 Problémes classiques d’optimisation combinatoire

Un probléme d’optimisation consiste a chercher une instanciation d’un ensemble de variables
soumises a des contraintes, de facon & maximiser ou minimiser un critére. Lorsque les domaines de
va leurs des variables sont discrets, on parle alors des problémes d’optimisation combinatoire. Nous
présentons rapidement ici quatre problémes classiques d’optimisation combinatoire : le probléme
d’affectation, le probléme du voyageur de commerce et le probléme d’ordonnancement.



2.2.1 Le probléme d’affectation

Le probléme connu dans la littérature sous le nom de probléme d’affectation est souvent présenté
dans le cadre du scénario suivant ; n personnes doivent étre affectées a n travaux, chaque personne
doivent affecter un travail (ou une tache) et un seul, le coit de formation de la i éme personne
lorsqu’elle est affectée au j éme travail est ¢;; Il s’agit d’affecter les personnes aux travaux de sorte
que le cott total de formation soit minimum, ce probléme peut se formuler comme un programme
linéaire en variables bivalentes en posant :

SL’Z'j =

1 sila ¢ éme personne est affectée a la 7 éme tache.
{ 0 sinon

Formulation du probléme d’affectation

min/ = Z Z CijTij
i=1 j=1
s.C

n
Zl’ij =1

j=1
1=1,...,n

n
ZIU =1

i=1
.] = 17 * 7n

zri; €{0,1}i=1,....n;5=1,...,n

Les n premiéres contraintes du probléme expriment que chaque tache est prise en charge par un
personne exactement ; les n contraintes suivantes expriment que chaque personne s’est vue affecter
a un travail.

Propriété

la relaxation linéaire du probléme est toujours entiére.

-exemple(Méthode hongroise) :

Un pére propose 3 travaux a ses enfants : tondre la pelouse, peindre le garage et laver la voiture.
Il demande a chaque enfant combien il voudrait étre payé pour chaque travail.

tondre piendre laver
john | 15 10 9
karen | 9 15 10
terri | 10 12 8

- Sélectionner le prix minimum dans chaque ligne.

tondre piendre laver
john | 15 10 9 9
karen | 9 15 10 9
terri | 10 12 8 8




-Soustraire ce prix de chaque ligne et sélectionner le prix minimum dans chaque colonne.

-Soustraire ce prix de chaque colonne.

tondre piendre laver
john | 6 1 0 9
karen | 0 6 1 9
terri | 2 4 0 8
0 1 0
tondre piendre laver
john | 6 0 0 9
karen | 0 5 1 9
terri | 2 3 0 8

0 1 0

- Les "0" en bleu donnent une affectation admissible optimale.

- L’optimalité est assurée par la valeur des variables duales (en rouge).

- Nombre d’opérations :0(n?)

- Il arrive que les valeurs nulles du tableau ne permettent pas de trouver de solution admissible.

1 4 6 3

6 7 10 9

4 5 11 7

8§ 7 8 5
0 3 2 2|1
2 0 0 2|7
0 1 4 3|4
32 0 0|5
00 3 0

-Sélectionner un nombre minimum de lignes et colonnes couvrant tous les 0.

3 2 2|1
1 4 3|4
0 3 0

-Sélectionner le plus petit élément non couvert, le soustraire a tous les éléments non couverts
et I’ajouter aux intersections

0 2 1 1|2
3 0 0 2|7
00 3 2|5
4 2 0 0|5
-1 0 3 0

- Répéter jusqu’a trouver une solution admissible.
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2.2.2 Probléme d’ordonnancement

Le probléme d’ordonnancement consiste a séquencer et placer dans le temps un ensemble d’ac-
tivités (entités élémentaires de travail), compte tenu de contraintes temporelles (délais, contraintes
d’en chainement,. .. ) et de contraintes portant sur I'utilisation et la disponibilité des ressources re-
quises par les activités. Posé ainsi, il s’agit d’'un probléme de satisfaction de contraintes qui trouve
ses applications dans domaines (gestion de projets, ateliers de production,...) et qui fait objet de
travaux de recherche d’un point de vue de 'aide a la décision, notamment par des approches par
contraintes. Dans un contexte d’optimisation, on cherche de plus & minimiser (ou maximiser) un
critére, comme par exemple la durée totale de réalisation des activités (minimisation du Mazepa).

2.2.3 Le probléme du voyageur de commerce (pvc)

Le probléme du voyageur de commerce, étudie de puis le 19 siécle, est 'un des plus connus
dans le domaine de la recherche opérationnelle. Jouez a trouver le meilleur parcours possible. . . et
découvrez différentes méthodes informatique proposes pour ré soudre ce probléme :

- méthode de résolution du pve : Un voyageur de commerce doit visiter un certain nombre de
ville.

- il doit visiter chaque ville une et une seule fois étant donné des distances entre chaque paire
de villes, il doit minimiser la distance totale par courue.

- On peut représenter ce probléme par un graphe : Chaque ville correspond a un sommet et
chaque aréte & une paire de villes pouvant étre visitées I'une a la suite de 'autre. Le probléme
correspond & trouver un tour complet (circuit Hamiltonien) dans ce graphe qui minimise la somme
des distances.

11



Chapitre 3

Probléme de transport

3.1 Introduction

C’est en 1941 que Frank L. Hitchcock a formulé pour la premiére fois le probléme de transport,
qui consiste & minimiser le colt de transport total d’un plan d’expédition. Le fait de minimiser
a la fois la distance totale et le cotut de transport fait partie de la théorie des flux de réseaux; il
ne sera pas abordé ici. Le probléme de transport "classique" est en fait un cas particulier d’un
probléme de flux de réseaux.

3.2 Formulation du probléme de transport

On peut d’écrire un probléme de transport de la fagon suivante. Une quantité donnée d’un
produit uniforme est disponible & chacune des origines (par exemple des dépots). Il s’agit d’en
envoyer des quantités spécifiées 4 chacune des destinations (par exemple des points de vente).
Onconnaitlecotit de transport d’une unité de I'une des origines vers l'une des destinations. En
supposant, qu’il est possible d’expédier des produits depuis n’importe quelle origine vers n’importe
quelle destination, il s’agit de déterminer le cotit de transport minimum des origines vers les points
de destination.

Nous supposerons qu’il y a m origines et n destinations. La variable z;; représentera le nombre
d’unités expédiées de I'origine 7 vers la destination j . x;; > 0 pour tout ¢, j . Pour chaque origine
i donnée, il y a n valeurs de j possibles; cela implique qu'il y a (m x n) z;; diférents.

On note par a; la quantité disponible du produit & l'origine 7 , et par b; la quantité requise &
la destination j .

3.3 Equations

Le total recu par chacune des destinations est la somme des quantités regues de chaque origine.
Les besoins des destinations sont satisfaits si :

{ Doy i = Z?:l b; (1)
Si ¢;; est le coiit de transport d’une unité de I'origine 7 vers la destination j , exprimé en francs,
alors le coiit total de 'expédition se traduit par ’équation :

12



{ Z =370 3 i CijTi

= (1111 + cp®ia + oo+ C1p®1n) + oo F (G T + oo F ConnTin)  (2)

Dans le cas d’'un probléme de transport équilibré selon 1’équation (3.1), nous devons donc
résoudre le programme linéaire :

MinimiserZ = E E CijTij
j=1 i=1
sous les contraintes :
JIZ]ZO izl,...,m et j: o

n .
ijlxij:ai 2:1,...,m

m .
Zizlxij:bj jzl,...,n

Outre les n X m contraintes de non négativité, le premier ensemble de m contraintes garantit
que la quantité envoyée depuis le dépot ¢ est égale au stock disponible & cette origine. L’ensemble
de n contraintes garantit que chaque destination recoit la quantité demandée.

Ceci est un probléme de programmation linéaire avec m x n variables et m + n contraintes.

Nous ne faisons pas la restriction a;,b; > 0 car les variables x;; son > 0. Nous admettons
cependant que les cotits ¢;; sont négatifs. Ainsi, notre probléme de transport peut aussi représenter
des problémes de maximisation car :

MazimiserZ = E CijTij
i?j
est équivalent & :
MinimiserZ = E (—cij) s
1,7
Notons encore que le probléme de transport posséde toujours une solution réalisable, le lecteur
pourra vérifier qu’elle est donnée par :

by,
aT] Vietj

T:i(li :ibj
1 j=1

l’ij =

ou

1=

Les contraintes sont celles décrites ci-dessus. En outre, & cause de la non négativité, chaque variable
est bornée vers le haut et vers le bas

0 < z;; < min{a;b;}

Ainsi, le probléme ne peut pas étre illimité et une solution optimale doit exister.

13



3.4 Exemple illustratif

Une fabrique de conserves expédie des caisses vers des dépots. Nous voulons que le programme
d’expédition des caisses minimise le cott de transport total des usines vers les dépots. Pour sim-
plifier, nous supposerons qu’il y a deux usines I et II et trois dépots A, B et C. Les disponibilités
en caisses dans les usines a; et les besoins des dépots b; sont représentées dans le tableau 3.1.

a; bj
350 caisses a 'usine I | 300 caisses au dépot A
550 caisses a I'usine II | 300 caisses au dépot B
300 caisses au dépot C

TABLE 3.1 — Disponibilités des usines

On voit tout de suite que la condition (3.1) est vérifié, puisque :
2 3
> ai=) b; =900
i=1 j=1
Le cotit d’expédition, par caisse, entre chaque usine et chaque dépot est consigné dans le tableau
3.2 ci-dessous.

Origines | Destinations
A B|C
I[]25 17 | 16
IT | 24 18 | 14

TABLE 3.2 — Cotts d’expédition (en francs par caisse

Le probléme consiste a déterminer le nombre de caisses que chacune des usines doit expédier
vers chacun des dépots de facon & ce que le coiit de transport total soit le plus faible possible. La
fonction objectif & minimiser est :

MinimiserZ = 2bx11 + 17219 + 16213 + 24797 + 18199 + 14293
sous les contraintes

T11 + X190 + 213 = 350
T + Loy + x93 = 550 (dues aux origines)

et

T11 + Top = 300
T12 + x22 = 300
213 + x93 = 300 (dues aux destinations)

3.5 Reésolution du probléme

Le tableau .3 du probléme de transport sert & exposer tous les éléments essentiels, constantes
et variables, d’un probléme de transport. Chaque ligne, & I'exception de la derniére, est associée
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& une origine, chaque colonne, & I'exception de la derniére, & une destination. Le coiit unitaire
cij est entré dans la partie supérieure gauche de la case, ou cellule, qui se trouve & l'intersection
de la ligne i et de la colonne j . Par la suite, nous nous référerons a cette cellule (7;7 ). On peut
représenter une solution réalisable donnée au probléme de transport en écrivant la valeur de chaque
variable z;; dans la partie inférieure droite de la cellule (i;j ). Nous déciderons par convention que,
lorsqu’une solution réalisable de base est exposée dans un tableau de transport, la valeur d'un x;;
particulier n’y est effectivement rentrée que si et seulement si z;; est dans la base. Comme les
variables non-basiques (dont la valeur est zéro) ne sont pas montrées dans le tableau, 'apparition
d’un ou de plusieurs zéros indique que la base est dégénérée. Finalement, les différentes offres et
demandes sont respectivement inscrites dans la colonne la plus & droite et la ligne du bas. Ainsi,
on peut tout de suite déterminer si une solution réalisable de base satisfait toutes les contraintes
en sommant tous les x;; sur les lignes et les colonnes. Les éléments ; et v;
seront étudiés plus tard.

01 | U9 coe | O
Uy C11 | C12 .| Cipn ai
U2 C21 | C22 - | Cop ag
U, Cm1 Cm2 o Cmm Am
by | by R Y/

TABLE 3.3 — Modéle du tableau de transport

Définition 2 Uneséquence de quatre cellules différentes, ou plus, dans un tableau de transport est
appelée une boucle, si elle posséde les propriétés suivantes :
— deux cellules consécutives doivent se trouver soit sur la méme ligne, soit sur la méme colonne.
— 1l ne doit pas y avoir trois cellules consécutives dans la méme ligne ou la méme colonne.

3.6 Boucles et dépendances linéaires

Dans cette section, nous allons établir les fondements théoriques du développement de 1’algo-
rithme de transport et de I’algorithme de Stepping Stone qui en dérive. Comme cela deviendra
évident plus tard, cet algorithme est essentiellement une adaptation de la méthode du simplexe,
qui utilise la notion de boucle pour effectuer des pivots directement sur le tableau de transport.
Nous remarquons premiérement qu'un ensemble S de cellules d’un tableau de transport est dit
contenant une boucle si les cellules de S ,ouunsous ensemble parmi elles, peuvent étre rangées de
sorte a former une boucle. Voyons le théoréme .1.

Théoréme 1 Soit S représentant un ensemble de colonnes de la matrice A d’un probleme de
transport. Les colonnes de S sont linéairement dép endantes si et seulement si leurs cellules cor-
respondantes dans le tableau de transport contiennent une boucle. Il découle du théoreme .1 qu’une
solution contenant m + n — 1 variables réelles est une solution réalisable si et seulement si ses
cellules correspondantes dans le tableau de transport ne contiennent pas de boucle.
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Théoréme 2 Soit les colonnes by, ..., bynin11 , constituant une base réalisable pour le probléme de
transport. Dans la représentation d’une colonne non basique ap, comme combinaison linéaire des

vecteurs de base :
m+n—1

Qpg = E , Yipgbr
k=1

chaque élément Y est -1, 0 ou 1.
Dans ’exposé du théoréme, le symbole by représente la
sdr une des colonnes a;; de la matrice des contraintes.

k™ colonne dans la base, qui est bien

3.7 Recherche de la solution réalisable de base initiale

3.7.1 Méthode de la matrice minimale (Minimum Entry Method)

Etape 1 : Trouver la cellule (p;q), telle que c,, est le plus petit cotit de tout le tableau
Etape 2:Envoyer le maximum d’unités pour la cellule (p; ¢).Ainsi Tpg est initialisé comme étant
le min{a,; b, }. Ajuster ensuite a,etd, ,entenantcompte du montant z,, & expédier. Exprimons cette
phrase a ’aide d’inégalités :
Tpg = min{ay, by}
a

b

= Ap — Tpq

=~

= by — Tpq

Q- ~

/

Entourer(ou mettre en évidence d’une autre maniere) le cotit ¢,, Ala fin de cette étape, soit a,

,80it b; estnul,soit les deux.

Etape 3:

(a) Si a;, =0et b; > 0 ,ce la signifie que Porigine p a été "vidée". 1l faut donc éliminer la ligne
p du tableau.

(b) Si b'q =0et a;, > 0, cela signifie que la destination ¢ est entiérement satisfaite et qu’il reste
des marchandises dans le dépot p.Ilfaut donc éliminer la colonne ¢ du tableau.

(c) Si a;) =0et b; = 0, nous nous trouvons dans un cas dégénéré. On élimine alors la ligne p,
a moins qu’elle ne soit la seule ligne restante du tableau ; auquel cas il faut éliminer la colonne gq.

Etape 4 :

(a) S’il reste un total de deux ou plusieurs lignes et colonnes non encore éliminées, reprendre a
I’étape 1.

(b) S’il ne reste qu’une ligne non éliminée, la solution réalisable de base initiale est déterminée
par les cellules entourées. Appliquons cette méthode a notre probléme de référence. Le tableau de
transport initial est :
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destinations offre
origines | 1 2 3
125 17 116 350
2|24 18 | 14 950
demande | 300 300 300 900

TABLE 3.4 — Tableau de transport initial

Pour des raisons pratiques dues a l'utilisation d'un traitement de texte, nous utiliserons les
notations suivantes pour la suite de ce travail :

— & a gauche d’une ligne ou en haut d’une colonne pour montrer que cette ligne ou cette

colonne a été éliminée ;

— [0 montrer qu’une cellule (p; q) fait partie de la base;

— b pour mettre en évidence la nouvelle valeur de a, ou b,.

Etape 1 : La cellule (p;q) choisie est la cellule (2;3) dont le cotut (14) est le plus petit de
I’ensemble du tableau.

Etape 2 : Calculons o3 , amet by.

To3 = min{550; 300} = 300

(y = Gy — Ta3 = 550 — 300 = 250
by = by — 225 = 300 — 300 = 0
Etape 3 : Comme ay, = 250 et by = 0, il faut éliminer la colonne 3.
Etape 4 : [lreste deux lignes (1et2) et deux colonnes (1et2),il faut donc choisir un nouvel z,,

qui entrera a son tour dans la solution réalisable de base initiale. Rédigeons d’abord le tableau
aprés cette premiére itération.

destinations offre
origines | 1 2 3
&
1125 17 |16 350
2|24 18 | 14 550
0 300 |b» 250
demande | 300 300 300 900
b 0

TABLE 3.5 — Tableau aprés la premiére itération
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Reprenons nos calculs & I'étape (1) avec un tableau réduit aux lignes 1 et 2 et aux colonnes 1
et 2.
Etape 1 : Le colit minimum sur ce tableau est 17, soit celui de la cellule (1;2); on va donc
initialiser x1o
Etape 2 :
xr1o = min{ay; be} = min{350;300} = 300

ay = ay — x5 = 350 — 300 = 50
by = by — 215 = 300 — 300 = 0

destinations offre

origines | 1 2 3
L) %

1125 17 | 16 350

J 300 p 50

2|24 18 | 14 550

O 300 | b 250

demande | 300 300 300 900
b 0

TABLE 3.6 — tableau apré 1’étape 2

Etape 3 :a, = 50 et b, = 0, il faut donc éliminer la colonne 2. Comme il reste deux lignes et
une colonne, nous n’avons pas terminé, nous cherchons alors le troisiéme x,, a entrer dans la base.
Etape 1 : Le cofit minimum sur la ligne 1, la ligne 2 et la colonne 1 est 24, soit le coiit de la
cellule (2;1).
Etape 2:
T = min{ag; b1} = min{250;300} = 250

y = Gy — Ta1 = 250 — 250 = 0
b, = by — 91 = 300 — 250 = 50

Etape 3: ay =0 et b, = 50, on élimine donc la ligne 2.
Etape 4 : Il reste une ligne (1) et une colonne (1), il faut donc procéder a une quatriéme
itération.

destinations offre
origines | 1 2 3
L) &
1125 17 | 16 350
300 p 50
2|24 18 | 14 550
LY O 300 | b 250
demande | 300 300 300 900
50

TABLE 3.7 — tableau aprés la troisiéme itération
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Etape 1 : Le seul z,, qui peut encore entrer dans la base est z1;.
Etape 2:
x11 = min{ay; b} = min{50;50} = 50

a1:a1—$11:50—50:0
b, =by — 33 =50 —50 =0

Etape 3 :a; =0 et b, = 0, la ligne 1 est la derniére des lignes, on élimine donc la colonne 1.
Etape 4 : Il ne reste que la ligne 1, nous avons donc terminé !

destinations offre
origines | 1 2 3
L) L)
1125 17 |16 350
& 050 [ O 300 b 50
2|24 18 | 14 550
& | 0250 O 300 (b
demande | 300 300 300 900
b0 b 0 b 0

TABLE 3.8 — tableau aprés la quatrieme itération

A P’aide de cet exemple, nous pouvons vérifier les affirmations formulées précédemment. Tout
d’abord, en raison de la redondance, on trouve une

solution réalisable de base initiale avec (m +n — 1) variables, ici 2+3 - 1=4. Ensuite, & chaque
itération, une seule contrainte est satisfaite, ce qui se voit facilement sur le tableau. La derniére
contrainte est automatiquement satisfaite a la derniére itération ; donc, si aprés la quatriéme ité-
ration I'une des origines ou des destinations avait eu une valeur non-nulle, cela aurait signifié qu’il
n’existe pas de solution réalisable. Nous pouvons maintenant calculer le colt de transport total de
ce plan d’expédition :

Z =Y cymi; =25(50) + 17(300) + 24(250) + 14(300) = 16550

j=1 i=1

Il ne s’agit pas encore du coiit minimum ; il sera déterminé lors de la recherche de la solution
réalisable optimale.

3.7.2 Meéthode du coin nord-ouest (Northwest Corner Rule)

De méme que la méthode que nous verrons plus loin, cette méthode ne différe de la précédente
que par le critére appliqué a l'étape (1), exposée ici, les étapes (2), (3) et (4) restant les mémes.
Nous présenterons les calculs complets des diférentes itérations, ainsi que les tableaux obtenus. De
cette maniére, le lecteur pourra juger des diférences entre chacune des méthodes.

Etape 1 : Localiser la cellule (p;q) qui se trouve dans le coin nord-ouest, c’esta-dire en haut
a gauche, de la partie non-éliminée du tableau de transport. Voyons immédiatement a l'aide de
notre exemple quels sont les résultats obtenus. Nous repartons du tableau initial.
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destinations offre
origines | 1 2 3
125 17 116 350
2|24 18 | 14 950
demande | 300 300 300 900

TABLE 3.9 — tableau initial

Etape 2 :Le tableau restant se compose de deux lignes et de trois colonnes ; son coin nord-ouest
est la cellule (1:1), x1; entre donc dans la base.

xr11 = minf{ay; by} = min{350;300} = 300
ay = ay — x11 = 350 — 300 = 50
b, = by — 21, = 300 — 300 =0

Etape 3:a; = 50 et b; = 0, on élimine donc la colonne 1.
Etape 4 : Il nous reste deux lignes et deux colonnes, nous n’avons donc pas terminé.

destinations offre
origines | 1 2 3
&
1125 17 | 16 350
1300 p 50
2| 24 18 | 14 550
demande | 300 300 300 900
50

TABLE 3.10 — tableau aprés la premiére itération

Etape 1 : Le tableau restant se compose des lignes 1 et 2 ainsi que des colonnes 2 et 3; son
coin nord-ouest est donc le cellule (1;2).
Etape 2:
x12 = min{ay; be} = min{50;300} = 50
a) = ay — 12 =50 — 50 =0
by = by — 15 = 300 — 50 = 250
Etape 3:a; = 0 et by, = 250, on élimine donc la ligne 1.

Etape 4 : Il reste une ligne et deux colonnes, il faut donc reprendre la démarche a I'étape (1)
afin d’opérer une troisiéme itération.
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destinations offre
origines | 1 2 3

[ 3
1125 17 |16 350
& 0300 | O 50 b 0
2|24 18 | 14 550

demande | 300 300 300 900
b0 b 250

TABLE 3.11 — tableau aprés la deuxiéme itération

Etape 1 : Le tableau est maintenant constitué des colonnes 2 et 3 et de la ligne 2, son coin
nord-ouest est donc la cellule (2;2).
Etape 2 :
Tgo = min{ag; by} = min{550; 250} = 250
Uy = gy — Tgo = 550 — 250 = 300
by = by — @9y = 250 — 250 = 0

Etape 3 :ay, = 300 et by = 0, on élimine donc la colonne 2.
Etape 4 : Comme il reste une ligne et une colonne, une quatriéme itération est nécessaire.

destinations offre
origines | 1 2 3
L) &
1125 17 |16 350
& 1300 (O 50 b 0
2|24 18 | 14 550
1 250 b 300
demande | 300 300 300 900
50 b 0

TABLE 3.12 — tableau aprés la troisiéme itération

Etape 1 : 1l ne reste que la ligne 2 et la colonne 3, donc le coin nord-ouest est la cellule (2;3).
Etape 2 :
To3 = min{as; bs} = min{300;300} = 300

y = Gy — Tog = 300 — 300 = 0
by = by — 95 = 300 — 300 = 0

Etape 3: a/2 =0et bé =0, la ligne 2 est la derniere ligne, on élimine donc la colonne 3.
Etape 4 : Il ne reste que la ligne 2, la solution réalisable de base initiale est trouvée.
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destinations offre
origines | 1 2 3
L) L) L)
1125 17 |16 350
& 0300 | O 50 b 0
2|24 18 14 550
O 250 0O 300 (b 0
demande | 300 300 300 900
b0 b 0 b 0

TABLE 3.13 — tableau aprés la quatriéme itération

Nous pouvons calculer le cotit de transport total de ce plan d’expédition
z = 25(300) + 17(50) + 18(250) + 14(300) = 17050

On voit tout de suite que la solution trouvée n’est pas optimale. En effet, le cotit total de ce plan
de transport est plus élevé que celui trouvé a ’aide de la méthode de la matrice minimale, qui était
de 16 550.

3.7.3 Meéthode de Vogel (Vogel’s Approximation Méthod)

Cette méthode est assez proche de celle dite de la matrice minimale, mais elle est un peu plus
élaborée. Le critére de choix de z,, est en apparence un peu plus compliqué, mais il est par contre
efficace. Le reste de la démarche ne change pas comme nous 1Savions déja signalé ci-dessus. Ce
critére est le suivant : pour chaque ligne (i = 1,...,m) restant dans le tableau, trouver dans des
colonnes non éliminées le plus petit cott et le second plus petit ; calculer leur diférence. Procéder
de méme pour les colonnes. On choisit ensuite la cellule (p;q),dontle colt est minimum dans la
ligne ou la colonne déterminée par une diférence de cotits maximum. Si des lignes ou des colonnes
ont une diférence de cotits égale, alors on choisit la ligne ou la colonne en utilisant 1Sordre de
préférence suivant :

ligne 1, ligne 2,..., ligne m, colonne 1, colonne 2,..., colonne n. Voyons, itération par itération,
les résultats obtenus pour notre exemple. Comme précédemment nous présenterons des tableaux
a chacune des itérations, en repartant comme il se doit d’un tableau vide.

destinations offre
origines | 1 2 3
1125 17 | 16 350
2|24 18 |14 550
demande | 300 300 300 900

TABLE 3.14 — tableau initial
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Etape 1 : Pour la ligne 1, les deux coiits les plus bas sont 16 et 17, leur différence est 1. Pour la
ligne 2, on prend 14 et 18, la différence est 4. Pour la colonne 1, la différence est 1. Pour la colonne
2, la différence est 1. Pour la colonne 3, la différence est 2. La différence maximale est celle de la
ligne 2 (elle est égale a 4), on cherche donc sur la ligne 2 quel est le cott minimal. 11 s’agit de 14,
Co3. Alors T, = Ta3

. Etape 2:

x93 = min{ag; b3} = min{550;300} = 300

Gy = Gy — Tog = 550 — 300 = 250
by = bg — 33 = 300 — 300 = 0

Etape 3 : ay, = 250 et by = 0 , il faut donc éliminer la colonne 3.
Etape 4 : Il reste deux lignes (1et2) et deux colonnes (1let2),il faut donc choisir un nouveau
Tpg qui entrera & son tour dans la solution réalisable de base initiale.

destinations offre
origines | 1 2 3
&
1125 17 |16 350
2|24 18 | 14 550
O 300 |b» 250
demande | 300 300 300 900
b 0

TABLE 3.15 — tableau aprés la premiére itération

Reprenons donc nos calculs a I'étape (1) avec un tableau réduit aux lignes 1 et 2 et aux colonnes
1 et 2. Etape 1 : La différence maximale est obtenue pour la ligne 1; elle est égale a 8. Le cofit
minimum de cette ligne est 17, celui de la cellule (1;2); on va donc initialiser x1s.
Etape 2 :
x12 = min{ag; b3} = min{550;300} = 300

y = ag — 13 = 350 — 300 = 50
by = by — 215 = 300 — 300 = 0

destinations offre
origines | 1 2 3
L) L)
1125 17 | 16 350
J 300 p 50
2|24 18 | 14 550
O 300 |b 250
demande | 300 300 300 900

TABLE 3.16 — Tableau aprés la deuxiéme itération
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Etape 3 : ay = 50 et by = 0, il faut donc éliminer la colonne 2.
Etape 4 : Comme il reste deux lignes et une colonne, nous n’avons pas terminé, on cherche
alors le troisiéme z,, a entrer dans la base. On revient a I’étape 1 pour la troisieme itération.
Etape 1 : x,, = x1; entre dans la base, car la différence de la premiére ligne est 25, celle de la
deuxiéme ligne 24 et celle de la premiére colonne 1.
Etape 2 :
x11 = min{ay; by} = min{50;300} = 50

a; = a; — 211 = 50 — 50 = 50
b, = by — 11 = 300 — 50 = 250

Etape 3 :a; =0 et b, = 250, on élimine donc la ligne 1.
Etape 4 : Il reste la ligne 2 et la colonne 1, une quatriéme itération est nécessaire.

destinations offre
origines | 1 2 3
L) &
1125 17 |16 350
& | 050 | O 300 b 0
2|24 18 | 14 550
O 300 |b» 250
demande | 300 300 300 900
b 250 | b 0 b 0

TABLE 3.17 — Tableau aprés la troisiém itération

On revient a ’étape 1 par la quatriéme itération.
Etape 1 : Il ne reste que la cellule (2;1) qui se trouve a la fois sur une ligne et une colonne
non-éliminées.
Etape 2 :
x91 = min{ag; b} = min{250;250} = 250
ay = a1 — Toy = 250 — 250 = 0
by = by — 291 = 250 — 250 = 250

Etape 3 :a/2 =0et b'1 = 0 on élimine donc la colonne 1, puisque la ligne 2 est la derniére des
lignes.
Etape 4 : Il reste une ligne (2), nous avons donc terminé.
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destinations offre
origines | 1 2 3
L) L) L)
1125 17 |16 350
& [ OO50 (O 300 b 0
2|24 18 | 14 550
(1250 0O 3005 0
demande | 300 300 300 900
b0 b 0 b 0

TABLE 3.18 — Tableau aprés la quatriém itération

Nous pouvons maintenant calculer le cotit de transport total de ce plan d’expédition :

Z = Z Z Cz’sz’j

j=1 i=1

= 25(50) + 17(300) + 24(250) + 14(300) = 16550

On obtient par hasard la méme solution réalisable de base initiale qu’avec la premiére méthode
proposée. Ceci est a considérer comme une exception due aux dimensions réduites du probléme
choisi comme exemple.

Remarques

Les trois méthodes exposées ci-dessus sont équivalentes. Cependant, les résultats obtenus ne le
sont pas. La méthode du coin nord-ouest est celle qui demande le moins de temps pour trouver
la solution réalisable de base initiale, car son critére de choix a I'étape (1) est trés simple. En
revanche, elle ne donne en général pas une "bonne" solution de départ; le coit total du plan de
transport généré étant assez éloigné de 'optimum. On le remarque déja pour notre petit probléme.
Les deux autres méthodes exigent davantage de temps de calcul, leur étape (1) étant plus longue.
En revanche, elles donnent de meilleurs résultats. Le surcroit de temps nécessaire pour trouver la
solution réalisable de base initiale est compensé par la suite, car on arrive plus rapidemen t a la
solution optimale. On considére que la méthode Vogel donnée les meilleurs résultats.

3.8 Optimisation de la solution

Nous allons maintenant étudier un algorithme permettant de trouver la solution réalisable de
base optimale. Cet algorithme utilise la propriété des boucles.

Algorithme Stepping Stone

Comme dans la méthode du simplexe, il s’agit de faire entrer un nouvel élément, représenté
par sa cellule (p;7), dans le tableau, c’est-a-dire dans la base, et d’en faire sortir un autre.

A partir de la solution réalisable de base initiale que nous avons obtenue par la méthode de la
matrice minimale, essayons de voir quel effet I'introduction de la cellule (2;2), puis de la cellule
(1;3) dans la base peut avoir sur la fonction objectif. La quantité de marchandises "expédiée" pour
cette cellule sera représentée par la lettre s. En partant du tableau final obtenu par la méthode de
la matrice minimale (tableau 3.8), on introduit une nouvelle cellule avec un mon tant s. Il faudra
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faire les corrections suivantes sur la base initiale en parcourant la boucle (le sens de parcours peut
se choisir de maniére arbitraire) : soustraire s a la cellule adjacente sur la boucle; additionner
s a la cellule suivante sur la boucle. Continuer ainsi alternativement jusqu’a la fin de la boucle.
Représentons sur un tableau simplifié I'introduction de la cellule (2;2).

destinations offre
origines | 1 2 3
1125 17 16 350
50-+s 300-s
2124 18 14 550
250-s S 300
demande | 300 300 300 900

TABLE 3.19 — Introduction de la cellule (2;2)

Notons que toutes ces opérations ne changent en rien les montants disponibles aux origines ni
les montants demandés aux destinations. Il est évident que s doit étre positif, donc les expressions
250 — s et 300 — s doivent, toutes deux, étre non-négatives. Ainsi, I’éventail des valeurs possibles
pour s est 0 < s < 250.

Voyons l'effet obtenu sur la fonction objectif; z avait auparavant la valeur suivante :

2 = 25(50) + 17(300) + 24(250) + 14(300)

Il vaut maintenant :
2z =25(50 + s) + 17(300 — s) + 24(250 — s) + 14(300) + 18s

La différence est donc :
185 — 245 + 255 — 17s = +2s

Ainsi, comme s < 0, z augmentera de 2s; on n’améliore pas la solution initiale en introduisant

la cellule (2;2) dans la base. Reprenons le méme raisonnement pour lintroduction de la cellule
(1;3) dans la base.

destinations offre
origines | 1 2 3
1125 17 16 350
50-s 300 S
2|24 18 14 550
250+s 300-s
demande | 300 300 300 900

TABLE 3.20 — Introduction de la cellule (1;3)
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Les valeurs possibles pour s sont 0< s < 50.

L’effet sur z est 16s - 255 +24s - 14s = s.

Il n’est pas non plus optimal d’introduire la cellule (1:3) dans la base. Avant de formaliser ce
que nous venons de voir, rappelons-nous briévement la notion de boucle, vue précédemment dans
la section (3.5). Une boucle est définie par les deux critéres suivants :

(a) deux cellules consécutives doivent se trouver soit sur la méme ligne, soit sur la méme colonne,

(b) trois cellules consécutives ne doivent pas se trouver dans la méme ligne ou la méme colonne.

De plus, la solution réalisable de base ne forme jamais une boucle ; il faut introduire une nouvelle
cellule, qui, elle, permettra de former une boucle avec au moins trois cellules de base.

Définition 3 :

La valeur d’une boucle, ou évaluation d’une cellule, est déterminée de la facon suivante : soit
B(p; q) la boucle unique formée lorsque la cellule (p;q) est introduite dans la base. En partant de
(p;q), dans l'une ou lautre des directions, nous parcourons la boucle en nommant alternativement
les cellules soit recevantes, soit cédantes, le tout en considérant (p;q), comme cellule recevante. La
valeur de B(p;q),notée v(p;q) est obtenue en additionnant les coits des cellules recevantes et en
soustrayant les coiits des cellules cédantes.

Dans notre exemple, la boucle associée a la cellule (2;2) est formée par les cellules (2;2), (2;1),
(1;1) et (1;2). Elles sont nommeées alternativement, recevante, cédante, recevante, cédante. Ainsi
la valeur de cette boucle est :

0(2;2)2022—021+011—012:18—24+25—17:2

Lorsqu’il faudra choisir les cellules candidates pour entrer dans la base, on sélectionnera celles
dont la valeur de boucle associée est négative. Ensuite, on peut appliquer une démarche analogue
a celle de la phase 2 du simplexe, a savoir choisir la cellule associée a la valeur de la boucle la
plus négative. Voyons maintenant la méthode a suivre pour opérer le changement de base. Les
seuls changements a faire concernent les cellules de la base incluses dans la boucle avec la cellule
candidate sélectionnée.

Soit z7,, , le montant a déterminer pour la cellule (p;¢) entrant dans la base, z;; les montants
des cellules dans la base avant le changement et z; les montants apres le changement de base.

Voici la méthode pour faire entrer une cellule candidate :

(a) 7, = minz;; des cellules cédantes de la boucle associée a (p; q) ;

(b) pour les cellules recevantes x}; = x;; + i, ,

pour les cellules cédantes x7; — x; - 7}, ;

(c) la cellule (p;q) est introduite dans la base et la cellule (i;j) cédante avec x;; minimum est
sortie de la base.

Définition 4 :
Un probleme de transport est dit non dégénéré si pour toute solution réalisable de base nous
avons x;; > 0 pour les m + n - 1 cellules de la base correspondante.

Le théoréme 3.3 est a la base de I'algorithme Stepping Stone.

Théoréme 3 Supposons qu’une solution réalisable de base d’un probléme de transport est telle
que les valeurs de boucle associée a toutes les cellules hors de la base sont non-négatives. Alors la
solution réalisable de base est optimale.
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Il est possible d’exprimer ce théoréme différemment.

Théoréme 4 Soit une solution réalisable de base donnée d’un probléeme de transport non dégénéré.
Supposons que pour l'une des cellules hors de la base, la valeur de boucle soit négative. Alors
l'introduction d’une telle cellule dans la base permettra de former une nouvelle solution réalisable
de base, pour laquelle le coit total de transport sera inférieur a celui de la solution actuelle, qui
n’est donc pas optimale.

Nous disposons maintenant de tous les éléments nécessaires pour formuler I’algorithme Stepping
Stone.

Etape 1 : Etablir le tableau de transport initial.

Etape 2 : Utiliser 'une des méthodes de calcul vues dans la section 3.7, pour obtenir une
solution réalisable de base initiale.

Etape 3 : Calculer les valeurs de boucles associées aux cellules hors de la base.

(a) Si toutes ces valeurs sont non-négatives, la procédure est achevée, la solution réalisable de
base courante est optimale.

(b) Si, pour une cellule hors de la base, on obtient une valeur de boucle négative, celle-ci est
candidate pour entrer dans la base; passer alors a la phase 4.

Etape 4 : Introduire une cellule candidate (p; q) dans la base a Paide de la méthode d’entrée.
Reprendre ensuite a I'étape 3.

Appliquons cet algorithme a notre exemple.

Etape 1:
destinations offre
origines | 1 2 3
1125 17 |16 350
2|24 18 | 14 550
demande | 300 300 300 900

TABLE 3.21 — Tableau de transport initial

Etape 2 : A l'aide de la méthode du coin nord-ouest, nous avions obtenu la solution réalisable
de base initiale suivante :
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destinations offre
origines | 1 2 3
1125 17 16 350
(1300 | OO 50 (3)
2|24 18 14 550
(-2) 0 250 | OO 300
demande | 300 300 300 900

TABLE 3.22 — Solution réalisable de base initiale

Etape 3 : Calculons maintenant les valeurs de boucles pour les cellules hors de la base (1;3)
et (2;1).

0(1;3):C13—023+022—012:16—14+18—17:3
v(2;1) =cop — 11+ 12— Cop =24 —25+ 17— 18 = =2

Ces valeurs sont du reste reportées dans le tableau ci-dessus, a I'endroit réservé aux z;;. C’est
ainsi que l'on procédera lors de tout calcul fait a la main. On remarque que v(2;1) < 0; par
conséquent, la solution actuelle n’est pas optimale.

Etape 4 : On peut améliorer la solution en faisant entrer (2;1) dans la base. Opérons donc le
changement de base tel qu’il est décrit dans la méthode d’entrée.

(a) x4, = min{x11, X2} = min{300;250} = 25

(b)ay = w12 + %, = 50 + 250 = 300

x), = x1; — xh = 300 — 250 = 50

Thy = Xog — xhy = 250 — 250 =0

(c) La cellule (2;1) entre dans la base; la cellule (2;2) en sort.

Voici le tableau obtenu apres le changement de base :

destinations offre
origines | 1 2 3
1125 17 16 350
150 ] 300 (1)
2124 18 14 550
1 250 (2) | O 300
demande | 300 300 300 900

TABLE 3.23 — Tableau apreés la premiére itération
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Le calcul des valeurs de boucle pour (1;3) et (2;2) nous a permis d’obtenir les résultats reportés
dans le tableau 3.23. On voit quev(1;3) = 1 etv(2;2) = 2. Comme toutes deux sont non-négatives,
la solution actuelle est la solution réalisable de base optimale du probléme.

Une remarque concernant la boucle b(1; 3) s’impose. La cellule (1;2) ne fait en aucun cas partie
de cette boucle, par conséquent, il n’y a pas trois cellules consécutives sur la ligne 1, contrairement
a ce que l'on pourrait croire. Lors de la recherche d’une boucle, on peut ignorer toute cellule de
base unique sur une ligne ou une colonne.

Revenons a notre solution ; nous remarquons qu’elle est la méme que la solution réalisable de
base initiale trouvée, soit par la méthode de la matrice minimale, soit par la méthode Vogel, pour
lesquelles z =16550. Ceci montre, sur ce petit probléme, que ces deux méthodes sont plus efficaces
que celle du coin nord-ouest. Il est bien clair que pour des problémes plus grands que celui envisagé
ici, ni la méthode de la matrice minimale, ni la méthode Vogel ne donnent directement la solution
réalisable de base optimale.

3.8.1 Exemple

1. Trouver la solution réalisable de base initiale du probléme donné cidessous par son tableau
a l'aide des trois méthodes exposées (matrice minimale, coin nord-ouest et Vogel) et comparer les
résultats.

1 2 3 4 offre
1110 2 20 11 15

2112 7 9 20 25

314 14 16 18 10

Demande | 5 15 15 15

solution

par la mathrice minimale

1 &2 & (3 & 4 & | offre
11|10 2 20 11 15
& O 15 b 0
2112 7 9 20 25
& O 150 10 |5b 0
314 14 16 18 10
& O 5 O 510 0

Demande | 5 15 15 15
0 b |0 b | 0 b |0 b
Z = Z Z CijTij
j=1 i=1

= 2(15) 4 9(15) + 20(10) + 4(5) + 18(5) = 475

par coin nord-ouest
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1 &2 & 3 & 4 & | offre
1110 2 20 11 15
& O 5|0 10 b 0
2112 7 9 20 25
& O 510 150 51D 0
314 14 16 18 10
& O 10 b 0

Demande | 5 15 15 15
0 b |0 b |0 b |0 b

Z =10(5) + 2(10) + 7(5) + 9(15) 4+ 20(5) + 18(10) = 520
Approximation de Vogel (VAM)

1 &2 S 3 S|4 &|offre
11|10 2 20 11 15
s O 15 b 0
2112 7 9 20 25
& O 150 10 |5b 0
314 14 16 18 10
& O 5 0 5|b 0

Demande | 5 15 15 15
0 b | 0 b |0 b |0 b

7 = 2(15) + 9(15) + 20(10) + 4(5) + 18(5) = 455

alors la méthode Vogel donnée les meilleurs résultats
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conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté une étude générale d’un probléme de transport.

En présentant la optimisation combinatoire et du programmation linéaire, on a vu aussi la
formule d’un probléme de transport, et essentilement quelques méthodes de résolution de ce dernier
probléme avec des exemples correspond.
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