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Introduction

Selon les auteurs, une chaine de Markov est de maniére générale
un processus de Markov a temps discret. En mathématiques, un processus
de Markov est un processus stochastique possédant la Markov: de
maniere simplifiée, la prédiction du futur, sachant le présent, n'est pas
rendue plus précise par des eléments d'information supplémentaires
concernant le passé, toute I'information utile pour la prédiction du futur
est contenue dans I'état présent du processus. Les processus de Markov
portent le nom de leur découvreur, Andrei Markov.

Quand Markov avait introduit son fameux modeéle en 1906, il ne s'est pas
réoccupe. Il a juste voulez prouver I'indépendance n'est pas necessaire
pour la lois des grands nombres, il a considéré I'exemple d'alternance
entre les consonnes et les voyelles qui a été décrit comme une chaine a
deux états presque en méme temps, et fidelement a la tradition francaise
des jeux de probabilistes, Poincaré a étudié les chaines de Markov de
group fini. Les physiciens Australiens et Thana Ehrenfels ont proposé en
1907 un modele de la chaine de Markov qui a beaucoup aide a clarifier
I'issue controversée de l'irréversibilité dynamique. Sir Francis Galton, un
cousin de Darwin, qui était intéressé par la probabilité de suivre de pairie
anglaise, était I'inventeur de processus de branchement. Une
généralisation a un espace d'état infini dénombrable a été publiée par
Kolmogorov en 1936.

Une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires (X,,) ey Qui
permet de modéliser I’évolution dynamique d’un systeéme al€atoire :
X,représente I’état du systeme a ’instant n.

Les applications des chaines de Markov sont trées nombreuses : réseaux,
génétique de populations, mathématique financiéres, gestion de stock,
algorithme stochastique d'optimisation...



http://fr.wikipedia.org/wiki/Processus_de_Markov
http://fr.wikipedia.org/wiki/Math%C3%A9matiques
http://fr.wikipedia.org/wiki/Processus_de_Markov
http://fr.wikipedia.org/wiki/Processus_de_Markov
http://fr.wikipedia.org/wiki/Processus_stochastique
http://fr.wikipedia.org/wiki/Andre%C3%AF_Markov_(math%C3%A9maticien)

Les motivations

Il Ya plusieurs motivations comme suit:

1. Dans les nouveaux programmes, les chaines de Markov mobilisent les
compétences C2 (modéliser et simuler des phénomenes aléatoires ou
déterministes et les traduire en langage mathématique) et C4 (représenter
et interpréter les différentes convergences).

2. Les familles (X,,),ende variables aléatoires indépendantes sont des
objets fondamentaux en probabilités mais souvent trop « naifs » pour
décrire en pratique des phénomenes aléatoires. Les chaines de Markov
constituent un exemple fondamental de familles (X,,)de variables
exhibant une dépendance suffisamment riche pour étre pertinente et
suffisamment simple pour se préter a une étude détaillee.

3. Les chaines de Markov sont le pendant aléatoire des suites récurrentes

Xn+1 = f(xn).

4. Certains phénomenes se présentent spontanément comme des chaines
de Markov. Ce sont souvent des hypotheses d’indépendance inhérentes au
phenomene qui se transforment en propriété de Markov.

5. On peut aussi fabriquer une structure markovienne pour s’adapter au
plus pres a la modélisation d’une situation réelle. A ce titre, les chaines de
Markov constituent des approximations de la réalité dont il convient de
mesurer ensuite la pertinence (notamment en termes de prédictions).
Notons que la structure markovienne a choisir peut étre subtile: certains
phénomeénes ne sont pas directement markoviens en eux-mémes mais
proviennent d’un processus markovien sous-jacent (chaine de Markov
cachée).

6. Enfin, les chaines de Markov peuvent étre utilisées comme outils dans
des problémes qui n’ont a priori rien de markovien. Par exemple, les
bonnes propriétés asymptotiques des chaines de Markov peuvent
permettre la simulation exacte ou approchée d’une loi de probabilité
(algorithmes de Métropolies-Hastings et de Propp-Wilson) ou le calcul
approché d’une espérance sous cette loi (méthodes dites MCMC pour
Monte Carlo Markov Chainse). Elles peuvent aussi servir dans des
probleémes d’optimisation (algorithme de recuit simulé).

7. Pédagogiquement, les chaines de Markov permettent de nouer un lien
fort entre probabilites et algebre linéaire.
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1. Définition
Une suite (X;,),en de variables aléatoires a valeurs dans un ensemble au

plus dénombrable E est une chaine de Markov d’espace d’états E si et
seulement si pour tout n € N, pour tout (iy, i; ..., i,4+1)dans E telle que,

l:)(Xn+1 = in+1|Xn = Iy, ---fXO = io) = P(Xn+1 = in+1|Xn = in)-
Une chaine de Markov (X,,) ey €St homogene si:

P(Xn :jlxn—l = i) = P(Xn+k :len+k—1 = i)=P(X1 :leO = i)-
Pour toutk > 0,i,j € E.

1.1. Exemples de chaines de Markov

1. (Lasouris dans le labyrinthe)
Une souris se déplace dans le labyrinthe .Initialement, elle se trouve dans
la (case 1). A chaque minute, elle change de case en choisissant, de
maniéré équiprobable, I'une des cases adjacentes. Dés qu’elle atteint soit
la nourriture (case 4), soit sa taniére (case 5), elle y reste. On se pose alors
les questions suivantes:

e Avec quelle probabilité la souris atteint-elle la nourriture plutdt
que sa taniere?
e Au bout de combien de temps atteint-elle sa taniére ou la
nourriture?
On peut essayer de répondre a ces questions en construisant un arbre
d’écrivant les chemins possibles. Par exemple, il est clair que la souris se
retrouve dans sa taniére au bout d’une minute avec probabilité 1/3. Sinon,
elle passe soit dans la case 2, soit dans la case 3, et depuis chacune de ces
cases elle a une chance sur deux de trouver la nourriture. Il y a donc une
probabilité de 1/6 que la souris trouve la nourriture au bout de deux
minutes.

2 4
Bsro)
S 1 3

Figurel:La souris dans le labyrinthe.
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2. (laroulette)
Une personne décide de jouer a la roulette suivant la stratégie suivante :
elle possede 15 Franc, et elle veut gagner un Franc ; alors elle mise un
Franc sur le rouge.

Si elle gagne elle s’arréte de jouer si non elle continue a parier sur le
rouge mais en doublant la mise a chaque fois.

e Quelle est sa probabilité de gagne ?
On considére la chaine suivante:

On cherche la probabilité partant de 15 d’atteindre 16 = La probabilité de
gagne=%+l — L2

4 816 16

Suit de I’exemple:

Supposons que la personne soit plus prudente elle adopte le méme
stratege que ci-dessus mais elle s’arréte si elle n’a pas gagné au bout de
deux fois

@ 77 D 3@ 1

Sa probabilité de gagné est de % + % = %.

3. (Jeu de Pile ou Face)
On lance une piece reguliere (pile=1, face=0) jusqu’a ce qu’on obtienne
pour la premiere fois soit 11 (deux piles consécutifs) soit 01 (face suivi de
pile). A parie sur 11 alors que B parie sur 01

e Calculer les probabilités de gagner respectivement de A et B.
On peut représenter le déroulement de la partie par la chaine :




1/2

2D

Départ 1/2
/2
! (0% 1
1/2

2. Probabilité de transition
Soit (X,,) ey Une chaine de Markov a espace d’états E.
Y i,j € E La probabilite:
bij = P(Xn = jlXp_1 = 0).
Est appelée probabilité de transition de 1’état i a j.
2.1. Matrice de transition

Soit (X,,),enChaine de Markov de matrice de transition P. alors IP
vérifie :

e Pourtouti,j € E,onap;; € [0,1].

e Pourtouti € E,onaycgp;;j = 1.
Une matrice de transition d’une chaine de Markov est une matrice
stochastique.

J . - -
** Quelgue exemple sur matrice de transition .

P1:(0.8 . 04 04 02 08 02

0,55 0,45) b _(0'75 0,1 0'15) b _ (025 0,65)
’ 2 - y 3 — .
06 01 03

On peut aussi traduire ces informations a 1’aide d’un graphe probabiliste

ol e ol _,T_\ V0,55

.

045 2y ‘r.-'u_n_ 0,055
b Y\ -

o1 ) Fo.s




e Le graphe n°1 est un graphe probabiliste d’ordre 2.

e Le graphe n°2 est un graphe probabiliste d’ordre 3.

e Le graphe n°3 n’est pas un graphe probabiliste car la somme des
poids des arcs issus du sommet C est égale a 0,9 et non a 1.

2.2. Probabilité initial

La probabilité d’une chaine de Markov (X,,),en €St entierement
détermine par la donnée de sa matrice de transition P et de la loi de X,
appelée probabilité initialeet notée p,:

Pour touti € E, uy(i)=P(X, = i).
2.2.1. Propriété de Vecteur initial
Soit(X,),en Une chaine de Markov de matrice de transition IP.

Et m, le vecteur-ligne décrivant I’état initial du systéme étudié telle que:
Ty = (ﬂo(l)»ﬂo(z); ---».Uo(d))-
Soit ,, le vecteur-ligne décrivant 1’état probabiliste a I’étape n du
systeme étudié.
Alors:
Tny1 = T, X Ptelle que m, = my X P,
Cela se traduit en écriture matricielle par: m,,,; = m, X P.
On a alors:
Ty = o X P.
Ty,=m XP=my X PX P =m, x P2

Ty =Ty XP=1nXP"1 XP=m,xP"
Exemple:
Les joueurs d’un club de football sont partagés en deux €quipes : une
équipe A et une équipe B.I’entraineur change la composition de ces
équipes apres chacun des matchs, suivant les performances des joueurs.
Une étude statistique menée au cours des saisons précédentes permet
d’estimer que :
» Siun joueur fait partie de 1’équipe A, la probabilité qu’il reste dans
cette équipe pour le match suivant est 0,6.
» Si un joueur fait partie de 1’équipe B, la probabilité qu’il change
d’équipe le match suivant est 0,2.




La situation précédente peut étre schématisée par le graphe probabiliste
ci-dessous et sa matrice de transition.

*=(02 o)

.2

Pour une entier naturel n donné, on note m,, = (a,, by) le vecteur-ligne
décrivant 1’état probabiliste lors du match n.
Enzo vient d’arriver dans le club et la probabilité a, qu’il joue dans
I’équipe A pour le match de préparation (match 0) est 0,1.

» L’état probabiliste initial est donc m, = (0,1 0,9).

» On adonc, par exemple, ;= m,xP=(0,24 0,76).
La probabilité a, qu’Enzo joue dans I’équipe A pour le match 1 est 0,24.

> On aaussi, par exemple, m,= myxP? =(0,296 0,704).
La probabilité a, qu’Enzo joue dans 1’équipe A pour le match 2 est 0,296.

3. Equations de Chapman Kolmogorov

Théoreme:

Les probabilités P;; (") sont appelées probabilités de transition en
m étapes.

On note:

Démonstration:
Par induction. Le résultat est vrai pour m = 0 et 1.supposons le vrai pour
m — 1. Utilisant la loi des probabilités totales, nous obtenons,

Pour tout i,j € E.
P = P(Xy = jlIXo = D)
=P(Xin = j1Xm—1 = K)P(Xpp_1 = k|Xo = D).
=YikeE Pk(il) Piim_l) = XkeE Pigcm_l)Pk(il)
=Ykes(P™ D). (p(m))kj_




Corollaire:

Soit P(™ ]a matrice de transition en n iéme étapes d’une chaine de
Markov. Alors, pour tout entier non négatif [ et m

pl+m) — pOpm)
Ce qui s’écrit sous forme développée :

P ™ = Syer P VPy™ Vij €E.

4. Classification des états

4.1. Etats irréductibles

Définition 1:
L'état j est accessible depuis I'état i si et seulement s'il existe:
n > 0 telle que Pig.") > 0.

Définition 2:
Les états i et j communiquent si et seulement s'il existe:
n = 0etm = 0telle que Pig.n) >0et Pjgm) > 0.

Remarque:

Les états iet j communiquent s'ils sont accessibles I'un a partir de l'autre.
Exemple:

Considérons une chaine de Markov a valeurs dans E = {a, b, c,d, e} et
dont la matrice et le graphe de transition sont données par :

1/2 1/2 0 0 0
1/4 1/2 1/4 0 0
P=| o 0 o 1 O
o 0 1/2 0 1/2/
o o o 1 0
1,/2
A RN I Vi N Vi
l/ZC.‘\__/ .\\J.v.
1/4 1/2 1
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La chaine comporte deux classes irréductibles : {a, b} et {c, d, e}.

4.2. Etats récurrents et transitent
Pour tout état i, designons par T; le temps d’atteinte de 1’état i a partir de
I’instant 1 ; autrement dit
T, =infiln>1,X, =i}
ce temps d’atteinte est un temps d’arrét de la chaine.

Définition:
On dit que I’état i est récurrent si, partant de 1’état i, la probabilité que la
chaine de Markov retourne a I’état i en un temps fini est égale a 1
P(T; < +oolX, = i) =1.
L’"état i est dit transitent dans le cas contraire i.e.
P(T; = +0lX, = i) >0.

Exemple:

Reprenons le cas de la chaine de Markov a valeurs dans

E ={a, b, c,d, e} définie dans le paragraphe précédent. L’état b est
transient en effet, 1’état ¢ est accessible depuis b mais pas I’inverse.
Autrement dit, en allant en ¢ depuis b, on est sir de ne jamais y revenir :

P(Ty = +oo|Xo = b) = P(X; = c|Xo = b) = .
Et méme cas pour I’état a.
Les états c, d et e seront quant a eux récurrents.

4.3. Etat absorbant

Définition:

L'état i est absorbant si et seulementsip;;=1,Vi € E.
Exemple:

Soit P une matrice de transition a un systeme étudier

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
1/4 1/4 1/4 1/4
o 0 o0 1

L’état {4} est absorbant.

11




4.4. Périodicité

Définition:

Soiti € E. On appelle période de i, et on note d (i) le PGCD de tous les
entiersn > 1 pour lesquels Pign) > 0,d(i) = pged(n = 1,F’iff) > 0).
Sid(i) =d = 2 ondit que i est périodique de période d.

Sid(i) = 1, on dit que i est apériodique.

Une chaine apériodique est une chaine de dont tous les états sont
apériodiques.

Exemple:
On consideére 5 points équité partis sur un cercle. Un promeneur saute
chaque instant, d’un point a I’'un de ses voisins avec la probabilité 1/2
pour chaque voisin.
L’ensemble des états est E = {1, 2,3,4,5}.
Onap;;1 =pii-1 =1/2pouri € {2,3,4}, et py, = py 5 =1/2
elps1 =psq =1/2
Ce qui donne la matrice:
o 1/2 0 0 1/2
( 1/2 0 1/2 0 0 w
P=| o 1/2 0 1/2 0
0 0 1/2 0 1/2
1/2 0 0 1/2 0

La chaine est irréductible (tous les états communiquent). Comme tous les
états sont dans la méme classe, leur période est la méme.

Onad(1l) =pgcd{n = 1; Plll(n) > 0}.

1 1
P1,1(2) = P12P21 =7 > 0. P1,1(5) = P1,2P2,3P3,4P45Ps5,1 = 55 > 0.
Or le seul diviseur communa?2etabestl.Onadoncd = d(1) = 1
cette chaine est donc apériodique.

12




5. Applications de chaine de Markov

Exercice 1:

Dans un certain pays, il ne fait jamais beau deux jours de suite. Si un jour
il fait beau, le lendemain il peut neiger ou pleuvoir avec autant de
chances. Si un jour il pleut ou il neige, il y a une chance sur deux qu’il y
ait changement de temps le lendemain, et s’il y a changement, il y a une
chance sur deux que ce soit pour du beau temps.

a) Former, a partir de cela, une chaine de Markov et en déterminer sa
matrice de transition.

b) Si un jour il fait beau, quel est le temps le plus probable pour le sur
lendemain?

c¢) Si on suppose que 1’0n a que deux etats (beau temps et mauvais
temps), déterminer la matrice de transition de la nouvelle chaine ainsi
obtenue.

Exercice 2:

On considere sur E = {1, ...,6} la matrice de transition IP:

pp1 0 1/2 0 0

0 p, O 3/4 0
1/2 0 0 0 1/2
| o 1/2 0 Psa O |
1/4 0 1/2 0 pss /

0 0 0 0 0  DPes

P =

© C ooco

1. Completer la matrice IP pour en faire une matrice de
transition.

2. Représenter le graphe de la chaine de Markov.

3. Quels sont les états récurrents et transitoires de cette chaine

Exercice 3:
Soit (X,,) ey Une chaine de Markov sur {1,2,3} de matrice de transition.

0 1 0
P= (0 2/3 1/3)
p 1-p 0
Calculer P(X5 = 1|X, = 1) dans les cas suivants: p = 1/6¢et p = 1/12.

13




Exercice 4:
On considere la matrice de transition suivante :
1/2 1/2 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0

p|1/3 0 0 1/3 1/3

000 1/2 1/2 0
00 0 0 1/2 1/2
0 0 0 0o 1/2 1/2

a) Représenter le graphe de la chaine.
b) Peut-on parler de chaine péeriodique, apériodique?
¢) Quelles sont les classes de la chaine.

Les solutions:

Solutionl;:

a) On a I’ensemble des états suivants E = {BT, PL, N} et le temps
pour un jour ne dépend que du temps du jour précédent,
indépendamment de la période de 1’année également. On a donc
bien une chaine de Markov, de matrice de transition :

0 1/2 1/2
P’=:<1/4 1/2 1/4).
1/4 1/4 1/2
b) Pour le temps du surlendemain, il faut déterminer P2. Mais seule

la premiére ligne de P2 nous intéresse car on veut déterminer les

probabilités a partir d’un jour de beau temps. On a:

2
pl(?T),BT = PBr,BT X PBT,BT T PBT,PL X PPLBT T PBT,N X PN,BT
0% 0+ 1 1 4 1 1 1
=0Xx X —F=—X—=—,
2 4 2 4 4

@ _
Pprp = PBr,BT X PBT,P T PBT,PL X PPLPL t PBT N X DN,BT

1 1 1 1 1 3
=0X—+-X=—+=-X-—=-—,

Ainsi, si un jour il fait beau, le temps le plus probable pour le sur
lendemain est la pluie ou la neige.

14




¢) On suppose maintenant que E'={BT, MT}, ce qui est possible
puisque la pluie et la neige se comportent de la méme fagon pour

ce qui est des transitions. Donc Q = (124 3}4).

Solution 2:

Ona:

e Pourtouti,j € E,onap;; € [0,1].
e Pourtouti €E,onaycgp;; = 1.
P11 =1— (P12 + P13 +Dra+Dis+Pis)
=1—-(0+1/24+0+0+0)=1/2
Me@me cas pour : pz 2, P44, Pss: Pes

Donc

N~

/
0
1/2 0 0 0 1/2
0
/
0

_-o O O OO

Le graphe de la chaine de Markov est comme suite :

15




L’état E est transient En effet, 1’état {1} est accessible depuis {5} mais
pas I’inverse.
Autrement dit, en allant en 1 depuis 5, on est slr de ne jamais y revenir,

La chaine comporte 3 classes recurrentes:{1,3},{2,4},{3,5}

Solution 3:
Ona:

P11(3) = P(X3 = 11X, = 1)
Etonapourp=1/6etn=1

p,® =o.
Pourn = 2
0 1 0 0 1 0
1P<2>=IP>2=(0 2/3 1/3)(0 2/3 1/3)
1/6 5/6 0 1/6 5/6 0

0 2/3  1/3
=<1/18 13/18 4/18>
0 13/18 5/18

Donc P;;? = 0.
Pourn =3

0 2/3  1/3 0 1 0
1P><3>=[P3=[P2[P=(1/18 13/18 4/18)(0 2/3 1/3)

0 13/18 5/18/\1/6 5/6 0

1/26 39/54 13/54

1/18 13/18 4/18)
_(5/108 77/108 13/54

Donc P, ® = 1—18.
Etonapourp =1/12etn=1
P,® =0
Pourn = 2
0 1 0 0 1 0
P®@ = p2z = ( 0 2/3 1/3)( 0 2/3 1/3)
1/12 11/12 0 /\1/12 11/12 0
0 2/3 1/3
=<1/36 3/4 2/9 )
0 5/7 11/36
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N| —

Donc P,;® = 0.
Pourn = 3.
0o 2/3 1/3 0 1
PG = p3 = pP2p = (1/36 3/4 2/9 >( 0 2/3

0 5/7 11/36/\1/12 11/12

1/54 79/108  1/4

1/36 3/4 2/9)
_<11/432 2287/3024 5/21

Donc P,,® = i

Solution 4:
Le graphe de la chaine de Markov est comme suite :

N[ =

17

0
1/3
0

)




Comme tous les états sont dans la méme classe, leur période est la méme.
Ona: d(1) = pged{n = 1; P, > 0}.

Pl,l(l) =>p1g = % > 0. P1,1(3) = P12D23P31 = % > 0. Or le seul diviseur
communalet3estl.Onadoncd = d(1) = 1, cette chaine est donc
apériodique.

La chaine comporte 4 classes irréductibles: {1,2,3},{3,4},{3,5},{5,6} .
On a L’état 3 est transient, 1’état 4 est accessible depuis 3 mais pas

I’inverse. Autrement dit, en allant en 4 depuis 3, on est sir de ne jamais y

revenir:
P(T3 = +o|X, = 3) = P(X; = 4|X, =3) = 2.
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1. Rappels
1.1. Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire a valeurs non-négatives et 1’espérance E(X)
est finie, pour tout réel a > 0.

P(XZa)S%X)

Démonstration:
La démonstration qui suit s’applique a une variable X continue

de densité f.

+0o a

xf (x)dx = j xf(x)dx + j+°° xf(x)dx = J+Ooxf(x) dx

0

E(X) = f

0

> j+°° af (x)dx = aj+oof(x)dx =aP(X = a)

1.2. Bienaymeé-Tchebychev

Soit X une variable aléatoire d’espérance u et de variance ¢ finies. Pour
toutréel k > 0,P(I X —ul=k) < Z—j

Démonstration:

On peut appliquer I’inégalité de Markov, avec a = k?, a la variable

(X — n)? puisque celle-ci est a valeurs non-négatives.

On obtient

E[(X — w)?]

P(X—w?*=k? < e

Mais comme (X — u)? > k? équivaut a | X — u |> k la formule peut

fmpi E[(X-w)?] 2
écrite P(1 X —u 1= k) < k—z“ = %
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1.3. Lemme de Borel-Cantelli

Soit (X,,),,=n Une famille d'événements, on note

s = | (U&-)-

n20 \ j=n

Jm otk = J (ﬂxj)-

n=0 \ j=n

Dans un espace probabilisé (£, E, P), considérons une suite
(X;)nen d'€léments de X.

1. Si Y50 P(X,) < +ooalors P(lim,_,e Supren (X)) = 0.
2. Si Y0P (X,) = +ooalors P(lim,,_,o Sup,en(X;,)) = 1.

Démonstration:

Soit (X;,) une suite d'événements dans un espace de probabilité et
supposons que la somme des probabilités de la (X,,) est fini.

On suppose que :

z P(X,) < +co

n=0

et pour tout i € N on a:

lim sup(X,) = ﬂ U X; © U X;
n—0 peN

n=0 j=n j=i

donc

p (lim Sup(Xn)) <P UXJ' < Z P(X;)

n—% neN ] et
j=i j=i

Ce dernier terme tends vers 0 quant j tends vers 4o car c¢’est la reste
d’une série convergente donc: P(lim,,_,, sup,en (X)) = 0.

20




2. Mode de convergences

Soit (X,,),en Une suite de variables aléatoires et soit X une variable
aléatoire. On deéfinit les modes de convergence suivants:

2.1. Converge en loi
2.1.1. Définition

Définition 1:

On note Fy_ la fonction de répartition de X, et Fy la fonction de répartition
de X. On dit que la suite(X,,),,en CONverge en loi vers X si:

lim,,_,., Fx_ (x) = Fx(x) pour tout x point de continuité de Fx et on note

L
X, > X.
Définition 2:
On note @y _la fonction caractéristique de X, et ¢ la fonction
caracteristique de X. On dit que la suite(X,,),,cn CONverge en loi vers X si:

vVt e R limn—mo <an (t) = (pX(t)
Exemple 1:

La suite de variables aléatoires (X,,),,en+ Vérifiant:

PX,=0)=1 —%etP(Xn =1) = %converge en loi vers X.

0 , six <0
Eneffet pourn € N*ona: Fy (x) = P(X, <x) = 1—% ,0<x<1
1 , six=>1

0 six<0

Et Fy(x) = P(X < x) = { eI

Fy est continue sur R* et pour x € R*ona:

Six <O0alors Fy (x) =0 — 0 = Fy(x)
Etsi0 < x < 1 alors Fy (x) = 1—%—> 1= Fy(x)
n—oo

Etsix = lalors Fy (x) =1-— 1= Fx(x)
n—oo
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L
Donc: Vx € R* Fy (x) — Fx(x)i.e X;, > X.
n—oo

2.1.2. Propriétés sur la convergence en loi

Proposition 1:

Si (X,,) converge en loi vers X, poura € Retb € R, aX,, + b
convergence en loi vers aX + b.

Démonstration:

Si (X;,) converge en loi versX, poura € Retbh € R, aX,, + b
convergence en loi vers aX + b.

L
Xp> XS VEER @y () — @x(b)
n—-oo

: — i it(aX,+b)
lim oy, (1) = lim E{e }

— 1imn—>+oo eith{ei(at)Xn}

=e't? limy 40 Px, (at)

ith

= e py(at)
= Qax+p(t)
Proposition 2: (Théoréme de Slutsky)
Soient(X,,, X),, , (X,,),, deux suites de variables aléatoires et a une
constante si: X, ki XetY, 5a

On a:
) L
. X,+Y,-X+a

L
. X,Y, - Xa.

.. X, L x
. Y——>;avecYn¢0p.seta¢0

n
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Remarque: (lemme de Slutsky)

Soient (X,,) ey €t (Y3,),en deux suites de variables aléatoires, et X, Y
deux variables aléatoires réelles définies sur (Q, E, P) telles que X,, » X
enloietY, — Y enloi et X, et Y, sont indépendantes pour toutn > 1 et X
et Y sont indépendantes donc (X,,,Y,,) — (X,Y) en loi.

Démonstration:
L
On a: Xy 2 X & limy 0 @x (£) = @x (), VE € Ret
L
Y, oY o lirP ¢y, (2) = ¢y(2),Vz ER
n—->4+oo

Donc (X, Yy,) e X, Y) & limy 100 Yix, v, (8 2) = xp(E 2)
Yx, vt 2) = E{eitXn+izyn}
= E{eitxneizYn}
= E{e!*n)E{ei?) = gy (D)Py, (2)

nl_IHIOO Yix, vt z) = nETOO @x, (1) nl_lflloo ¢y, (2)
donc
Yy (6 2) = px(t)Py(2)

— E{eitXneiZYn}
= E{eitX”}E{eiZY”} = @x (D by, (2)

Proposition 3:
Soient (X,,, X),, et (¥,,,Y),, deux suites de variables aléatoires telle que :

X, 5 Y,
. L L
Si X,, » Xalors Y, — X.
1.4. Convergence en probabilité
2.2.1 Deéfinition

On dit que la suite (X,,),,en COnverge en probabilité vers X si :

Ve > 0: lim (P(|X, —X| >¢€)) =0
n—»>oo

On note: X, 5x.
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Exemple:

Soit X,, une variable aléatoire définie par

1
1 avec une probabilté —.
X = n
=
0 avec une probabilté 1 — —

On démontre que X, 5o.

1
Ve>0,P(|X,—0|>¢)=P(Xp|>e)=PX,>e)=PX,=1)=——0

n n—-o
. p
D’ou X,, — 0.
2.2.2 Propriéetés sur la convergence en probabilité

Proposition 1: (unicité de la limite en probabilite)

Six,>xetx, SyalorsXx =Y
Démonstration:

Pourtoute >0ona:
(X Y| = ¢} < 1, - X] z%}u{p(n—n z%}
Et

PUX Y1 > &) <P (1Xu = X1 >5) +P (1%, = ¥1 > 3)

Et on déduit que X, > X etX, Y. Ve > 0: P([X — Y| > &) = 0.
. — 1 —_
Onaalors: P(X # Y) = P (Uk21{|x —Y|> E}) = 0.

D’ou X = Y.Donc I'unicité de la limite en probabilité.

Proposition 2:

Soient (X,,) nen €t (Y;,)nen deux suites de variables aléatoires avec
p p

X, > XetY, »Y lorsque n — +oo alors:

X, +Y, >X+Y.
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Proposition 3:

Soient (X,,)nen €t (Y2),,en deux suites de variables aléatoires
1. XY, 5 XY,

2. % g%avec Y, # 0etY =+ 0 (presque sire)

Proposition 4:

Soit(X;,),en Une suite de variable aléatoire, soit X une variable aléatoire
et g application continue de R dans R:

Xa DX = g(Xn) 5 g(X)
Démonstration:
X, 5 X ve>0P( X, — X| > £) —0

g Continues-enx,,

Ve>036>0Vx|x—xy| <= |gx)—g(xy)]

<|gx) —glxp)|>e=[x—xo| > 6

9(Xn) > g0 Ve > 0 P(Ig(Xy) — g(X)]| > &) —0.
Donc0 < P(|g(X,) —g(X)| > &) < P(| X, — X| > §) mO.
2.3. Convergence presque sire

2.3.1. Définition

On dit que la suite X,, converge vers X presque sire Si :
P ({weE, 1111—1;20 X,(w) = X(a))}) =1

p.s
Dans ce cas on note: X,, —» X
Exemple :

Soit (Y;,),en Une suite des variables aléatoireset X,, =Y, + -+ +
Y,,.On montre que % converge presque sire vers 0. En effet ’ensemble
E ={0 < |X,,| < n,pour tout n} et telle que P(E) = 1.
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Xn(w)
nZ

Donc pour w € Eonaque 0 <

lim,,_ g0 252 = 0,

1 <. .
| < - cequ implique que

Pour w € E et donc que:

P <1im Xn(@) = o) = 1.

n—-oo n2

Qui montre la convergence presque sare.

3.3.2. Propriétes sur la convergence presque sire
Proposition 1:
Soit (X,,),en Une suite de variables aléatoires réelles

1. Sipourtoute > 0, %1% P(|X,, — X| = ) < +oo alors X,, = X.

. . p . Ty p.s .
2. Si les variables aléatoires X,, sont indépendantes alors X,, — 0 ssi
pour tout e > 0,0na Y 3 P(|X,] = &) < +oo.

Proposition 2:

Soit f est une application continue de R? dans R, (X)) nen €t (Yn)nen
deux suites de variables aléatoires réelles convergeant presque sire

respectivement vers les v.a.r XetY, alors la suite de v.a.r (f (X, ¥,))
converge presque sare verslav. a.r f(X,Y).

Proposition 3:

Soit (X,,, X) et (Y,,,Y) deux suites de variables aléatoires réelles alors:
(X, Y,)5(X,Y) = (an—'fx, an—'fy)
i p.s p.S
Si X,, » Xet Y, —>Y lorsque alors:

. p.s
i X, +Y,->Y+X

i X, Y, 5YX

X, PS X .

. —=—>avec ¥, # 0etY #0 (presque sare).

n
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2.4 La convergence dans I’espace P

Convergence dans L! (en moyenne)
]Ll
X, X lirE E(|X,—X]) =0
n—+oo
Convergence dans L?(en moyenne quadratique)
]LZ
X, X lir£1 E( X, —X|*) =0
n—+oo

2.4.1 Définition

On dit que la suite (X;,),,en COnverge vers X dans ILP pour p = 1, si X,, et
X sont dans LLPet lim,,_,, E(]X,, — X|P) = 0.

LP
On notera: X,, — X.

2.4.2. Propriétes sur la convergence dans I’espace L7
Propriéte 1:

Si la suite (X;,),,en converge dans ILP vers la variable aléatoire réelle X,
alors la suite des esperances (E(Xn))neN converge dans R vers E(X).

Propriéte 2:

Si la suite (X;,),,en CONverge presque sare vers la variable aléatoire réelle
X et si pour tout entier naturel n, X,, = 0, alors (X,,),,ey converge dans LL*

vers lav.a.r X si et seulement si, (E(Xn))n converge dans R versE(X).

3. Liens entre les différents modes de
convergences

Proposition 1: (Convergences en probabilité et en loi)

La convergence en probabilité implique la convergence en loi.

P L
Xp=2X=>X,-X
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Démonstration:

(Q, E, P) est un espace probabilisé

X, 5X no+o @Ve>0,P(X,—X|>e) — 0

n—-+oo
L
X,oXn-+o ©E(x) — F(x),Vx € C(F)

EcQ,PX,<x)=PXp,<x,(X>x+couX<x+¢))
<PX,<x,X>x+e)+PX<x+¢)
E(x)<P(X,—XI|>e)+F(x+¢)
PX<x—-g)=P(X<x—¢&(X,=x0uX, <x))
<SPX<x—g&X,=x)+PX, <x)
Fix—e)<P(X,—XI|>¢)+E,x)
=FEMX)=>2Fx—¢)—PUX,—XI>¢)
Lorsque n - +oo
F(x —¢€) < liminfFE, (x) <limsupF,(x) < F(x + ¢)
Lorsque e — 0
Donc:XngX =>Xn£>X
Proposition 2:

Soit (X,,),en UNne suite de variable aléatoires et a un réel. Alors X,,
converge en probabilité vers a si et seulement si X,, converge en loi
Vers a.

L P
X,maeX,»a

Démonstration :

L
Onsuppose que X,, > X =a

Soit Fy la fonction de répartition de X définit par :
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Osix<a

Fe(x) =P(X < x) = {1 PO

Fy est continue sur R — {a} donconaVvx € R,
Fx, (x) m Fy(x).
On montre que
X, L aeveso: lim,_, P(|X,, —a| >¢) =0.
Soite >0o0na
P(|X,—a|>¢e)=1—-P(|X,, —a| < &)
=1—-P(—e<X,—a<eg)
=1—-Pla—ec<X,<a+¢)
=1- (FXn(a +¢&) - Fx (a— e))
=1-Fx (a+¢)+Fy (a—e).
Or a+e>a=>FXn(a+e)7H—oo>FX(a+e)=1
a—e<a=>FXn(a—e)mFX(a—e)=0

= lim P(|X, —a|>¢e)=1-1+0=0.
n—->0oo

P
Donc X,, — a.

Proposition 3:(Convergences ILP et probabilite)

LP
Si (X;,) et X sont dans IL? alors la convergence en IL?, X,, — X entraine la
convergence en probabilité X,, 5x
Démonstration:
11 suffit d’appliquer I’inégalité de Markov : Soit € > 0

E[|X, — X|?]
cp

P(X, —X|=¢)=P(X,, —X|P =2 ¢€P) <

I X, =X 15
:Mao,n—>+oo
&b
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Proposition 4: (Converge en probabilité et presque sare)
Si la suite (X;,),,en CONverge presque sdre vers X, elle converge en
probabilité (et donc aussi en loi) vers X.

X, 5x=x,5x%

Démonstration:

Soit £ > 0 fixé .on pose f,, = 1 x,—x 1>¢ les fonctions f, sont
mesurables positives et majorées par 1. Par ailleurs d’apres la
convergence presgue sure pour presque tout w € E il existe n, tel que
pour tout n > n,

1X,(w) —X(w) I <¢

C’est-a-dire f,,(w) = 0 pour tout n = n,. On a donc écrit que la suite f;,
converge presque stre vers 0. D'apres le théoreme de convergence
dominée

P(l Xp(@) = X(@) 12 &) = E[f,] » E|lim f,| = E[0] = 0.

Les liens entre les différentes convergences sont donnés par le diagramme
suivant :

pbs LP
Xn =X X, —X
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4. Application de mode de convergence

Exercicel:

Soit (X,,),>1une suite de variables aléatoires réelles indépendantes telles
que pour n = 1, X,,suit une loi exponentielle de parametre 4,, = n.

a) Calculer la fonction de répartition de
Y, = min{X,, ..., X,,} pourn > 1.

b) Montrer que Y, 5o.
c) Montrer que Y, 2.

Exercice 2:

Soit (X,,) =1 Une suite de variables aléatoires telle que pour toutn > 1
1 1
Ona:P(X, =-1)=1-—etP(X, = n?—1) ==

a) Montrer que la suite (X,,),>; converge vers—1 en probabilite.
b) Montrer que la suite (X,,),,=1 converge presque strement vers—1.

Exercice 3:

Soient X; des variables aléatoires indépendantes suivantes une loi
uniforme sur[0,1].

A partir des X; nous définissons la suivante suit des variables aléatoires :

Z, =n min X;
i=1,...n

Montrer que Z,, est converge en loi vers Z.
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Les solutions
Solution 1:

a. FYH(Y) =PV, <y)=1-P(Y,>y)
=1-PX;>y,.X,>y)

n
=1—exp (—y Zk_1k>
— 1 exp (201D

1—exp(w) siy>0

Donc Fy_(y) = {
0 sinon

La quatriéme égalité résulte de I’indépendance des variables aleatoires et
de P(X) > y) = exp(—Ay) = exp(—ky)

Lacinquiemede 1+ 2+ -4+ n = n(nz+1)

—en(n+1)) 5

b. Soite > 0. P(|Y,| > £) = P(¥, > ) = exp (<2

0 lorsque — +o0, doncY, 5o.

c. Soite > 0.
- 1
Ba1 P(I¥rl > €) = Tas P(Yy > £) = Ty exp (Z205D)

_ _ n
< Zn21 exp (%) = an1 <exp (;)) < 400
Donc: Y, =o.

Solution 2:
a. Soite > Ounreel. Pourtoutn > 1,onaP(|X, + 1| >¢) = iz

n

donc: limy,, e, P(IX, + 1] > &) = = = 0.

Puisque ceci a lieu pour tout € > 0, la suite (X,,),,»; CcOnverge en
probabilité vers —1.

b. Ona, pourtoutn > 1, P(X,, # —1) = % donc
anl P(Xn i _1) < o0,
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D’apres le lemme de Borel-Cantelli, ceci entraine qu’avec probabilité 1, il
n’y a qu’un nombre fini de valeurs de n pour lesquelles X,, n’est pas égal
a —1. Autrement dit, avec probabilité 1, X,, est égal —1.a pour n assez
grand. En particulier, avec probabilité 1, lasuite (X,,),,=; converge

vers —1.

La suite (X,,),>1 converge donc presque sare vers —1.

Solution 3:
Ona: Z, =nmin;=; _,X;
et

Fra(x) = P(Zy > %)
= P (minX; > )
- p((x1 >0 (x> n.n (X, > %))
=P (x> 3) = Mo (1 -7 (% <)
M (1) = (1=5)
Commelimy,_... (1 -2)" = exp(~2), il suit
limypo0 Fy, =P(Zy < %) =1 — exp(—x) = F,.

L
EtdoncZ,, - Z.
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