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Introduction

L�intégrale multiple est une forme d�intégrale qui s�applique aux fonctions de plusieurs

variables réelles. A l�instar des intégrales simples, les intégrales multiples possèdent des

interprétations géométriques signi�catives. Limitons-nous pour commencer aux fonctions

à valeurs réelles positives. Tandis que l�intégrale dé�nie de fonctions d�une variable re-

présente la mesure de l�aire délimitée par leur courbe représentative, l�axe des abscisses

et les deux droites à ses bornes d�intégration (d�équations respectives x = a et x = b),

l�intégrale de fonctions de deux variables (intégrale double) représente le volume délimité

par leur surface représentative et le domaine d�intégration D.

En général, les intégrales de fonctions de trois variables (intégrales triples) sont inter-

prétables comme des mesures d�hypervolumes, soit de solides à 4 dimensions, donc non

représentables graphiquement.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons de quelque propriétés et dé�nitions sur les

integrales doubles, la formule de fubini et le changement de variables en coordonnées

polaires pour calculer ces intégrales.

Dans le second chapitre nous donnons la dé�nition de l�integrales triple, la formule de

fubini sur un parallélépipède puis sur un domaine quelconque borné et les changements

de variables (sylindrique et sphérique).

En�n,dans le dernier chapitre ,on étudions les géométrie a¢ ne des surfaces classique

de R3;qui contient le plan tangent et le vecteur normale et comment caculer l�aire d�une
surface.
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Chapter 1

Intégrales doubles

Dans ce chapitre, on se propose d�établir des formules avec lesquelles on sera

en mesure de calculer l�aire d�un domaine plan ou le volume d�un domaine de l�espace

R3 qui est limité par le graphe d�une fonction bornée f (x; y). Les formules qu�on va
établir seront appelées intégrales doubles.

1.1 Dé�nition et propriétés

Dans une intégrale dé�nie on intégre une fonction f(x) dans un intervalle [a; b] fermé

borné de R. De manière analogue ,dans une intégrale double on intègre une fonction
f(x; y) dans un domaine D fermé borné de R2, délimité par une courbe continue fermé
� de classe C1par morceaux.

Soit f(x; y) une fonction numérique continue sur D. Subdivision D en n petits

domaines 4Dk (voir fégure 1) d�aires égales à 4Ak, 1 � k � n. Considérons dans

chaque 4Dk un point (xk; yk) et formons la somme

Vn =
nX
k=1

f(xk; yk)4Ak

appeler somme intégrale de f dans D.

Si f � 0, Vn représente la somme des volumes des cylindres de bases 4Dk et de

hauteurs f(xk; yk):

Puisque f est continuesur D, alors (on admet) la limite de la suite (Vn) existe et

ne dépend ni de la manière de subdiviser D ni du choix des points (xk; yk) dans 4Dk:

1
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1. Intégrales doubles 2

Figure 1.1: La subdivision de D en n domaines dans R2.

Dé�nition 1 .
La limite de la suite (Vn) s�appelle intégrale double de la fonction f sur le domaine D,

qu�on note

ZZ
D

f(x; y)dxdy

Par dé�nition, on a doncZZ
D

f(x; y)dxdy = lim
n�!x

nX
k=1

f(x; y)4Ak

Remarque 2 .
Si f (x; y) = 1 alors:RR
D

dxdy = Aire de D et ds = dxdy est l�élément d�aire en coordonnées cartésiennes.

Propriétés 3 .
Soient f et g deux fonctions continues sur un domaine D fermé et borné, délimité par

une courbe fermée de classe C1: On a :

1) Pour � et � de R; L�intégrale double sur un domaine D est linéaire :ZZ
D

(�f + �g) (x; y) dxdy = �

ZZ
D

f (x; y) dxdy + �

ZZ
D

g (x; y) dxdy
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2) Si D et D0 sont deux domaines tels que D\D0 = f? ou une courbe ou fpoints isolésg g
alors ZZ

D\D0

f (x; y) dxdy =

ZZ
D

f (x; y) dxdy +

ZZ
D0

f (x; y) dxdy

3) Si f (x; y) � 0 en tout piont de D , avec f non identiquement nulle , alorsR R
D f (x; y) dxdy est strictement positive.

4) Si f (x; y) � g (x; y) ;8 (x; y) 2 D alors
RR
D

f (x; y) dxdy �
RR
D

g (x; y) dxdy:

5)

����RR
D

f (x; y) dxdy

���� � RR
D

jf (x; y)j dxdy

1.2 Méthodes de calcul d�un intégrale double

1.2.1 Formule de Fubini

Théorème 4 .
Soit f une fonction continue sur un rectangle D = [a; b]� [c; d] :nous avons:Z Z

D
f (x; y) dxdy =

Z b

a
(

Z d

c
f(x; y)dy)dx =

Z d

c

�Z b

a
f (x; y) dx

�
dy

Exemple 5 .
Dans cette exemple, on intégrant d�abord par rapport à x entre a et b (en laissant y

constant). Le résultat est une fonction de y. En suite, on intégrant cette expression

de y entre c et d. où

a/
R R

D f (x; y) dydx =
R 2
1 (
R 1
0 xy + x dx)dy

=
R 2
1

�
1
2yx

2 + 1
2x
2
�1
0
dy

=
R 2
1

�y
2 +

1
2

�
dy

= 2
h
y2

4 +
y
2

i2
1

= 5
4

Alternativement , on peut faire de même en intégrant d�abord en y puis en suite en x.

b/
R R

D f (x; y) dxdy =
R 1
0 (
R 2
1 xy + x dy)dx

=
R 1
0

�
1
2xy

2 + x
�2
1
ydx

=
R 1
0 4x� (

1
2x+ x)dx

=
R 1
0
5
2xdx =

�
5
4x
2
�1
0

= 5
4

Exemple 6 .
Calcul de I =

R R
[0;�2 ]�[0;

�
2 ]
sin(x+ y )dxdy
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D�aprés Fubini, on a:

I =
R �
2
0

hR �
2
0 sin (x+ y) dx

i
dy

=
R �
2
0

hR �
2
0 sin (x+ y) dy

i
dx

=
R �
2
0 (cos (y) + sin (y))dy

= [sin y � cos y]
�
2
0

= 2

Dans cette exemple x et y jouent le même rôle.

Pour calculer donc une intégrale double sur un rectongle en calculant deux inté-

grales simple.

Remarque 7 .
Si g : [a; b] �! R et h : [c; d] �! R sont deux fonctions continues, alorsZ b

a
(

Z d

c
g(x)h(y)dxdy =

�Z b

a
g(x)dx

��Z d

c
h(y)dy

�
Théorème 8 .
Soit f une fonction continue sur un domaine borné D de R2. L�intégrale double

I =
R R

D f (x; y) dxdy se calcule par l�une ou l�autre des façons suivantes:

a/ Si le domaine D de la forme :D = f(x; y) a < x < b ,'1 (x) < y < '2 (x)g alorsZ Z
D
f(x; y)dxdy =

Z b

a

Z '2(x)

'1(x)
f(x; y)dydx

b/ Si le domaine D de la forme :D = f(x; y) c < y < d ; '1(y) < x < '2(y)g alorsZ Z
D
f(x; y)dxdy =

Z d

c

Z '2(y)

'1(y)
f(x; y)dxdy

Exemple 9 .
Calculer

R R
D dxdy où D est le triangle de sommets (0; 0); (0; 2) et (2; 0).

On fait la projection de D sur (ox). Pour cela on va dé�nir D analytiquement par les

inégalités

D =
�
(x; y) 2 R2; 0 < x < 2 et 0 < y < 1� x

2

	
AlorsR R

D dxdy =
R 2
0

R 1�x
2

0 1dydx

=
R 2
0 1�

x
2dx

=
h
x� x2

4

i2
0

= 1
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Figure 1.2: Les formes du domaine D dans l�intégrale double.

1.2.2 Changement de variables

Pour une intégrale double on peut faire un changement de variables de la forme

x = ' (u; v) ; y =  (u; v)

où ' et  sont deux fonctions numériques de classe C1 sur un domaine 4 du plant

uv , choisies de sorte que l�application

T : 4 �! D

(u; v) 7�! (' (u; v) ;  (u; v)) = (x; y)

soit bijective et T (4) = D:

Dé�nition 10 .
On appelle Jacobien de la transformation T;le déterminant

J (u; v) =

����� '0u '0v
 0u  0v

�����
Si le Jacobien J ne s�annule pas sur 4 alors
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Figure 1.3: L�image du domaine � par le changement de variables dans R2.

Z Z
D
f (x; y) dxdy =

Z Z
4
f (' (u; v) ;  (u; v)) jJ j dudv

C�est la formule de changement de variables pour les intégrales doubles.

Remarque 11 .
1- Si JT 6= 0 alors T est bijective .
2- JT�1 =

1
JT

Exemple 12 (Changement de variables en coordonnées polaire)

Calculer l�intégrale

I =
R R

D e
�(x2+y2)dxdy,oú D =

�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 � R2

	
; R � 0

On utilise le changement de variables suivant , donné à l�aide des coordonnées

polaires (�; �) par

x = � cos �; y = � sin �; 0 � � � R; 0 � � � 2�

D est l�image du domaine � =
�
(�; �) 2 R2; 0 � � � R , 0 � � � 2�

	
par cette trans-

formation

Le jacobien J de T est

J (�; �) =

����� '0� '0�
 0�  0�

����� = '0� �  0� �  0� � '0��

J�;� =

����� cos � �� sin �
sin � � cos �

����� = � cos2 � � (�� sin2 �)

= �(cos2 � + sin2 �)

= �
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J est non nul sur �, donc

I =

Z Z
�
e�r

2
�d�d�

=

Z R

0
�e��

2
d�

Z 2�

0
d�

=
1

2
(1� e�R2)2�

= �(1� e�R2)



Chapter 2

Intégrales triples

Dans ce chapitre, nous dé�nirons l�intégrale triple d�une fonction f(x; y; z) sur une

région bornée de R3 et nous présenterons quelques-unes de ces propriétés. Ensuite
nous verrons comment calculer ces intégrales au moyen d�intégrales itérées. Nous

conclurons ce chapitre en discutant des coordonnées cylindriques et sphériques et du

théorème de changement de variables pour l�intégrale triple dans ces cas particuliers.

2.1 Dé�nition et propriétés

D�une façon analogue à l�intégrale double , on dé�nit l�intégrale triple sur un domaine

G fermé et borné dans R3, délimité par une surface fermée assez regulière .
Soit f une fonction numérique continue sur G .Subdivisons G en n petits domaines

4Gk de volumes égales à 4Vk ,1 � k � n:Considérons dans chaque 4Gk un point
(xk; yk; zk) et formons la somme intégrale

Tn =

nX
k=1

f (xk; yk; zk)4Vk

Puisque f est continue sur G, alors (on admet) la limite de la suite Tn existe et ne

dépend ni de la maniére de subdiviser G ni du choix des points (xk; yk; zk) dans 4Gk.

Dé�nition 13 .
La limite de la suite (Tn) s�appelle intégrale triple de la fonction f sur le domaine G

,qu�on note
RRR
G

f (x; y; z) dxdydz.

Ainsi, on a ZZZ
G

f (x; y; z) dxdydz = lim
n!1

nX
k=1

f (xk; yk; zk)4Vk

8

AISSA
Texte tapé à la machine
Chapitre 2
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Figure 2.1: La subdivision de D en n domaines dans R3.

Remarque 14 .
Si f (x; y; z) = 1 sur G alorsRRR
G

dxdydz =volume de G et dv = dxdydz est l�élément de volume en coordonnées

cartésiennes.

Propriétés 15 .
Elles découlent de celles de l�intégrale simple et de l�intégrale double pour f et g

intégrables sur G

Linéarité:
Pour tout couple de fonction continues f et g sur un domaine fermé et borné G;et

pour tout couple de nombres réels a et b on aZZZ
G

(af (x; y; z) + bg (x; y; z)) dxdydz = a

ZZZ
G

f (x; y; z) dxdydz+b

ZZZ
G

g (x; y; z) dxdydz

Additivité:
Si G1 et G2sont deux domaines fermés et bornés de R3tels que G1 \ G2 = ? ou

G1 \G2 = G est une surface alors on aZZZ
G1\G2

f (x; y; z) dxdydz =

ZZZ
G

f (x; y; z) dxdydz +

ZZZ
G

f (x; y; z) dxdydz

Positivité:
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Figure 2.2: Les diagonales de tous les rectangles Rk se rétrécissent à zéro.

Si G un compact élémentaire et f : G �! R est une fonction continue positive alors
on a ZZZ

G

f (x; y; z) dxdydz � 0

Plus généralement,si deux fonctions continues f et g : G �! R véri�ent l�inégalité f
� g alors on a ZZZ

G

f (x; y; z) dxdydz �
ZZZ
G

g (x; y; z) dxdydz

2.2 Formule de Fubini dans l�intégrale triple

2.2.1 Sur un parallélépipède

Le théorème de Fubini s�applique de façon assez naturelle quand

G = [a; b]� [c; d]� [e; f ] ,on se ramène à calculer trois integrales simples:ZZZ
G

f (x; y; z) dxdydz =

Z b

a

�Z d

c

�Z f

e
f (x; y; z) dz

�
dy

�
dx

=

Z f

e

�Z d

c

�Z b

a
f (x; y; z) dx

�
dy

�
dz = � � �

Exemple 16 .
Calcul de l�intégrale I =

RRR
G

(x+ 3yz) dxdydz où G = [0; 1]� [1; 2]� [1; 3]

a/ I =
R 1
0

R 2
1

R 3
1 (x+ 3yz) dxdydz

I =
R 1
0

hR 2
1

hR 3
1 (x+ 3yz) dz

i
dy
i
dx

I =
R 1
0

R 2
1

�
3x+ 27

2 y � x�
3
2y
�
dxdy
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I =
R 1
0

R 2
1 (2x+ 12y) dxdy

I =
R 1
0

�
2xy + 6y2

�2
1
dx

I =
R 1
0 (4x+ 24� 2x� 6) dx

I =
R 1
0 (2x+ 18) dx

I =
�
x2 + 18

�1
0

I = 19

b/I =
R 1
0

R 3
1

R 2
1 (x+ 3yz) dydzdx

I =
R 1
0

R 3
1

�
2x+ 6z � x� 3

2z
�
dxdz

I =
R 1
0

R 3
1

�
x+ 9

2

�
dxdz

I =
R 1
0

�
xz + 9

4z
2
�3
1
dx

I =
R 1
0

�
3x+ 81

4 � x�
9
4

�
dx

I =
R 1
0 (2x+ 18) dx

I =
�
x2 + 18x

�1
0

I = 19

2.2.2 Sur un domaine quelconque borné

Soit G domaine fermé et borné dans R3 , délimité par une surface S fermée .
On supose que G est régulier selon l�axe oz ,c-à-d que toute droite parallèle à oz passant

par l�itérieure de R rencontre de S en deux points.

On suppose que G se projette sur le plan oxy en un domaine régulier D.

Dans ce cas, on peut supposer que G est dé�ni par

G =
�
(x; y; z) 2 R3 ; (x; y) 2 D '1(x; y) � z � '2(x; y)

	
Où '1 ,'2 sont deux fonction numériques continues sur D.

Ainsi, la frontière S est formée par les surfaces d�équations z = '1(x; y); z = '2(x; y).

Si f : G ! R est une fonction continue alors l�intégrale triple de f(x; y; z) au-dessus
du domaine V est donnée par la formule de Fubini,ZZZ

G

f(x; y; z)dxdydz =

ZZ
D

 Z '2(x;y)

'1(x;y)
f(x; y; z)dz

!
dxdy

Remarque 17 .
Notons que si le domaine d�intégration est dé�ni par l�expression analytique

G =
�
(x; y; z) 2 R3; (y; z) 2 D; '1(y; z) � x � '2(y; z)

	
alors l�intégrale triple d�une fonction continue f : G! R est donnée par la formule de
Fubini : ZZZ

G

f(x; y; z)dxdydz =

ZZ
D

 Z '2(y;z)

'1(y;z)
f(x; y; z)dx

!
dydz
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De meme, quand le domaine d�intégration est dé�ni par l�expression analytique,

G =
�
(x; y; z) 2 R3 ; (x; z) 2 D '1(x; z) � y � '2(x; z)

	
la formule de Fubini s�́ ecrit sous la forme :ZZZ

G

f(x; y; z)dxdydz =

ZZ
D

 Z '2(x;z)

'1(x;z)
f(x; y; z)dy

!
dxdz

Exemple 18 .
Calculer l�intégrale I =

RRR
G

dxdydz où G =
�
(x; y; z) 2 R3 x � 0; y � 0; z � 0; x+ y + z � 1:

	
D =

�
(x; y) 2 R2; 0 � x � 1; 0 � y � 1� x

	
I =

RRR
G

dxdydz =
RR
D

(
R 1�x�y
0 dz)dxdy

=
RR
D

[z]1�x�y0 dxdy

=
RR
D

1� x� ydxdy

=
R 1
0 (
R 1�x
0 (1� x� y)dy)dx

=
R 1
0

�
y � xy � 1

2y
2
�1�x
0

dx

= 1
2

R 1
0 (1� x)

2 dx

= 1
2

h
�1
3 (1� x)

3
i1
0

= 1
2
1
3 =

1
6

2.3 Changement de variables dans l�intégrale triple

Pour une intégrale triple, on peut utiliser un changement de variable de la forme8><>:
x = ' (u; v; w)

y =  (u; v; w)

z = � (u; v; w)

9>=>;
où '; et � sont des di¤éomorphismes sur un domaine G de l�éspace ouvw , choisies

de sorte que l�application T : G0 �! G

T : G0 �! G

(u; v; w) 7! (' (u; v; w) ;  (u; v; w) ; � (u; v; w)) = (x; y; z)

soit bijective de G0 vers son image T (G0) et que T (G0) = R:

Le Jacobien de la transformation T est le déterminant

J(u;v;w) =

�������
'0u '0v '0w
 0u  0v  0w
�0u �0v �0w

�������
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Si le Jacobien de T ne s�annule pas sur G0 alors la forme de changement de variables

pour les intégrales triples est:ZZZ
G

f (x; y; z) dxdydz =

ZZZ
G0

f (' (u; v; w) ;  (u; v; w) ; � (u; v; w) ) jJ j dudvdw

Figure 2.3: L�image du domaine � par le changement de variables dans R3:

2.3.1 Changement de variable en coordonnées cylindrique

En intégrale triple ,les coordonnées cylindriques sont données par :8><>:
x = � cos �

y = � sin �

z = z

9>=>;
Le déterminant de la matrice Jacobienne de

T : G0 �! G

(�; �; z) 7! (� cos �; � sin �; z) = (x; y; z)

sera

jJ (�; �; z)j =

�������
cos � �� sin � 0

sin � � cos � 0

0 0 1

������� = �

alors on a ZZZ
G

f (x; y; z) dxdydz =

ZZZ
G0

f (� cos �; � sin �; z ) �d�d�dz
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Figure 2.4: Changement de variable en coordonnées cylindrique

Exemple 19 .
Calculer le volume V du cône G délimité par les surfaces z = 1 , z =

p
x2 + y2

G est régulier selon l�axe oz;sa projection sur le plan oxy et le disque unité

D =
�
(x; y) 2 R2;x2 + y2 � 1

	
Ainsi ,G est dé�nie par

G =
n
(x; y; z) 2 R3; (x; y) 2 D;

p
x2 + y2 � z � 1

o
On utilise le changement de variable suivant,donnée à l�aide des coordonnées cylin-

driques (r; �; z) par

x = r cos �; y = r sin �; z = z

G est l�image du domaine

G0 =
�
(r; �; z) 2 R3; 0 � r � 1; 0 � � � 2�; r � z � 1

	
Par la trasformation

T : G0 �! G

(r; �; z) 7�! (r cos �; r sin �; z) = (x; y; z)

LeJacobien J deT est
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J =

�������
cos � �r sin � 0

sin � r cos � 0

0 0 1

������� = r 6= 0

Donc
V =

R R R
R dxdydz

=
R R R

R0 rdrd�dz

=
R 1
0 rdr

R 2�
0 d�

R 1
r dz

= 2�
R 1
0

�
r � r2

�
dr

= �
3 :

2.3.2 Changement de variables en coordonnées sphériques

En dimension trois, les coordonnées sphériques sont données par :8><>:
x = r cos � sin'

y = r sin � sin'

z = r cos'

9>=>;
Le déterminant de la matrice Jacobienne de

T : G0 �! G

(r; �; ') 7! (r cos � sin'; r sin � sin'; r cos') = (x; y; z)

sera

J =

�������
cos � sin' �r sin � sin' r cos � cos'

sin � sin' r cos � sin' r sin � cos'

cos' 0 �r sin'

������� = r2 sin'

Exemple 20 .
Calculer le volume V de la sphère

R =
�
(x; y; z) 2 R3;x2 + y2 + z2 � e2

	
:

On utilise le changement de variables suivant , donnée à l�aide des coordonées sphériques(r; '; �)

par

x = r sin' cos � ; y = r sin' sin � ; z = r cos'

R est l�image du domaine

R0 =
�
(r; '; �) 2 R3; 0 � r � exp; 0 � ' � �; 0 � � � 2�
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Figure 2.5: Changement de variables en coordonnées sphériques

par la transformation

T : R0 �! R

(r; '; �) 7�! (r sin' cos �; r sin' sin �; r cos') = (x; y; z)

Le Jacobien J de T est J = r2 sin' .

Donc
V =

R R R
R dxdydz

=
R R R

R0 r
2 sin'drd'd�

=
R 1
0 r

2dr
R �
0 sin'd'

R 2�
0 d�

= 2�
R 1
0 (r � r

2)dr

= 4� exp(3)
3 :



Chapter 3

Intégrales de surfaces

3.1 Géométrie a¢ ne des surfaces classiques de R3

3.1.1 Surfaces

Dé�nition 21 .
Une surface S est une partie de R3 dé�nie par :
1/ Soit une représentation paramétrique

f : 
 � R2 �! R3

(u; v) 7�! (x(u; v); y(u; v); z(u; v))
avec (u; v) 2 
 � R2

2/ Soit par une équation cartésienne F (x; y; z) = 0 telle que F : R3 �! R:

Exemple 22 .
Les sphère de R3 ont des équations cartésiennes de la forme (x� a)2 + (y � b)2 +
(z � c)2 = R2

et une représentation paramétrique

S =

8><>:
x = R cos � cos'

y = R cos � sin'

z = R sin �

9>=>;
Avec (�; ') 2 [��

2 ;
�
2 ]� [0; 2�]

Remarque 23 .
- Lorsqu�une surface S est donnée par sa représentation paramétrique, on l�appelle une

nappe paramétrée.

- Si f est de classe Ck alors S sera dite de classe Ck:

- Toute surface donnée par équation cartésienne admet une représentation paramétrique

et l�inverse est vraie .

17
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3.1.2 Plan tangent et vecteur normale

Dé�nition 24 .
Soit S une surface dé�ni par S =

�
(x; y; z) 2 R3; F (x; y; z) = 0

	
:

On dira que le point (a; b; c) 2 S est régulier si le vecteur gradient gradF (a; b; c) 6=
!
0

Un point (a; b; c) 2 S non régulier (i.e. gradF (a; b; c) =
!
0 ) est dit singulier. Quand

la surface S ne possède aucun point singulier on dira qu�elle est régulière.

Dé�nition 25 .
Consédérons une surface S dé�nie par

F : R2 �! R3

(u; v) 7�! (x(u; v); y(u; v); z(u; v))
avec F 2 C1

M (u; v) un point régulier de S:

On appelle plan tangent � enM à S le plan passant parM et dérigé par:
�
@F
@u (u; v);

@F
@v (u; v)

�
Exemple 26 .
Soit S la surface de�nie par : S : F (u; v) =

�
u+ v2; u2 + v; uv

�
On veut trouver l�équation cartésienne du plan tangent � en A(u = 1; v = 1)

On pose :M(x; y; z) 2 S
On a A (1; 1) = (2; 2; 1)
@F
@u (u; v) = (1; 2u; v) donc

@F
@u (1; 1) = (1; 2; 1)

@F
@v (u; v) = (2v; 1; u) donc

@F
@v (1; 1) = (2; 1; 1)�������

x� 2 1 2

y � 2 2 1

z � 1 1 1

������� = (x� 2) 1� 1 [(y � 2) + (z � 1)] + 2 [�2 (z � 1)] = x+ y� 3z� 1 = 0

Donc � : x+ y � 3z � 1 = 0

Corollary 27 .
Le plan tangent à une surface S dé�ni par une équation cartésienne F (x; y; z) = 0 au

point régulier M0(x0; y0; z0) admet pour équation:

@F

@x
(M)(x� x0) +

@F

@y
(M)(y � y0) +

@F

@z
(M)(z � z0) = 0

Dé�nition 28 .
Le vecteur normale de la surface S au point M (u; v) est par dé�nition le vecteur

normale au plan tangent en ce point et on note:
�!
N =

�!
@F
@u (u; v) ^

�!
@F
@v (u; v)

Le vecteur unitaire de cette vecteur normale est �!n =
�!
N

k�!N k
.
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3.2 Calcul l�aire d�une surface

3.2.1 Cas d�une surface paramétrée

Considérons deux vecteurs non nuls et non colinéaires A et B de l�espace.ces deux

vecteurs engendrent un parallélogramme dont la srface est égale à:

S = kAkkBk jsin �j

� étant l�angle des deux vecteurs.

Or

kA ^Bk = kAkkBk jsin �j

Soit la surface paramétrée suivante:

X(u; v) = (x(u; v); y(u; v); z(u; v)) (u; v) 2 D � R2

Si A et B sont les tangentes @X@u et
@X
@v à cette surface en un point (u; v),alors:

k@X@u ^
@X
@v k est égale à l�aire du parallélogrammme engendré par

@X
@u ^

@X
@v

Ce parallélogramme apartient au plan tangent.Alors si les composantes x(u; v); y(u; v); z(u; v)

Figure 3.1: L�aire du parallélogrammme engendré par @X@u ^
@X
@v

avec (t; u) 2 D sont de classe C1 on dé�nit l�aire de la surface S par:

Aire(S) =

Z Z
D
k@X
@u

^ @X
@v
kdudv

On écrit symboliquement:

ds = k@X
@u

^ @X
@v
kdudv

Exemple 29 Calculons l�aire d�une sphère de rayon a . nous savons que :
0 � ' � � et 0 � � � 2�
Alors:k@X@'

@X
@� k = a2 sin' =) S =

R R
S ds =

R R
R a

2 sin'd'd� = a2
R 2�
0 d�

R �
0 sin'd' =

4�a2

S = 4�a2
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3.2.2 Cas d�une surface en coordonnée cartésiennes

Soit la surface donnée en coordonnées cartésiennes par z = f(x; y):une représentation

paramétrique de cette surface peut s�écrire:

Figure 3.2: La projection de f sur (Oxy)

X(x; y) = (x; y; f(x; y))

d�où
@X
@u = (1; 0; f 0x) et

@X
@y = (0; 10f 0y) donc

@X
@x ^

@X
@y = (�f 0x;�f 0y; 1) et k@X@x ^

@X
@y k =q

1 + f 02x + f
02
y

Alors Z Z
S
ds =

Z Z
D

s
1 + (

@f

@x
)2 + (

@f

@y
)2dxdy

Exemple 30 Calculer l�aire de la portion de paraboloïde dé�nie par:

z = x2 + y2; 0 � z � 2

En appliquant la formule précèdent, on obtient:

S =
R R

D

p
1 + 4x2 + 4y2dxdy avec D =

�
(x; y) =x2 + y2 � 2

	
En passant en coordonnées polaires ,on obtient:

S =
R 2�
0 d�

R p2
0 r

p
1 + 4r2dr = 13

3 �
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Exemple 31 .
Calculer l�aire d�une partie S du paraboloïde d�équation z = xy se projectant le plane

(xoy) suivante le disque D dé�nie par x2 + y2 � 1
S = f(x; y; z) ; z = xyg
D =

�
(x; y) ; x2 + y2 � 1

	R R
S ds =

R R
D
p
1+f 02x +f

02
y
dxdy

Où f (x; y) = xy = z

f 0x = y; f 0y = xR R
S ds =

R R
D

q
1 + f 02x + f

02
y dxdy =

R R
D

p
1 + x2 + y2dxdy

Changement de variables en coordonnées polaire

(�; �) 7�! (x; y)(
x = � cos �

y = � sin �

jJ j = � et 0 � � � 1 , 0 � � � 2�R R
S ds =

R 1
0

R 2�
0

p
1 + �2d�d�

=
R 2�
0 d� � 1

2

R 1
0 2�

�
1 + �2

� 1
2 d�

= 2� � 1
2

1

0

h
2
3 �

�
1 + �2

� 1
2

= 2�
3 � (2� 1)

= 2�
3

�
2
p
3� 1

�
3.3 Quelque surfaces dans l�espace

3.3.1 Sphère:

L�équation cartésienne d�une sphère centrée en (x0; y0; z0) et de rayon R est :

(x� x0)2 + (y � y0)2 + (z � z0)2 = R2
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3.3.2 Ellipsoïde:

est une surface d�équation de la forme:

x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1

3.3.3 Cône:

C�est une surface de l�espace d�équation de la forme :

x2

a2
+ y2

b2
= z2

c2

3.3.4 Paraboloïde elliptique (bol):

Est d�équation de la forme :

z = x2

a2
+ y2

b2
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3.3.5 Paraboloïde hyperbolique:

Est d�équation de la forme:

z = x2

a2
� y2

b2

par un changement de variable l�équation se transforme en z = xy

3.3.6 Hyperboloïde à une nappe:

D�équation de la forme:
x2

a2
+ y2

b2
� z2

c2
= 1

3.3.7 Hyperboloïde à deux nappes:

Est d�équation :
x2

a2
+ y2

b2
� z2

c2
+ 1 = 0



 

        

 

 

 

 

 

Conclusion 
 

 

 

               Nous sommes accomplir ce modeste travail que nous avons touché à travers les trois 

chapitre d’étude de calcul les intégrales multiples  

             Dont à partir de ce thème nous donnons les techniques des calculs des intégrales 

doubles et triples en utilisant la formule de Fubini ou en effectuant un changement de 

variables, savoir calculer la surface et le volume d’un domaine plonger dans l’espace   . 
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