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Introduction

L’intégrale multiple est une forme d’intégrale qui s’applique aux fonctions de plusieurs
variables réelles. A l'instar des intégrales simples, les intégrales multiples possédent des
interprétations géométriques significatives. Limitons-nous pour commencer aux fonctions
a valeurs réelles positives. Tandis que l'intégrale définie de fonctions d’une variable re-
présente la mesure de ’aire délimitée par leur courbe représentative, ’axe des abscisses
et les deux droites a ses bornes d’intégration (d’équations respectives x = a et © = b),
l'intégrale de fonctions de deux variables (intégrale double) représente le volume délimité
par leur surface représentative et le domaine d’intégration D.

En général, les intégrales de fonctions de trois variables (intégrales triples) sont inter-
prétables comme des mesures d’hypervolumes, soit de solides a 4 dimensions, donc non
représentables graphiquement.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons de quelque propriétés et définitions sur les
integrales doubles, la formule de fubini et le changement de variables en coordonnées
polaires pour calculer ces intégrales.

Dans le second chapitre nous donnons la définition de I'integrales triple, la formule de
fubini sur un parallélépipeéde puis sur un domaine quelconque borné et les changements
de variables (sylindrique et sphérique).

Enfin,dans le dernier chapitre ,on étudions les géométrie affine des surfaces classique
de R3,qui contient le plan tangent et le vecteur normale et comment caculer 1'aire d’'une

surface.



Chapitre 1

Intégrales doubles

Dans ce chapitre, on se propose d’établir des formules avec lesquelles on sera
en mesure de calculer ’aire d’un domaine plan ou le volume d’un domaine de ’espace
R3 qui est limité par le graphe d’une fonction bornée f (,y). Les formules qu’on va

établir seront appelées intégrales doubles.

1.1 Définition et propriétés

Dans une intégrale définie on intégre une fonction f(x) dans un intervalle [a, b] fermé
borné de R. De maniére analogue ,dans une intégrale double on intégre une fonction
f(z,y) dans un domaine D fermé borné de R?, délimité par une courbe continue fermé
I de classe C''par morceaux.

Soit f(x,y) une fonction numérique continue sur D. Subdivision D en n petits
domaines ADy (voir fégure 1) d’aires égales & AAg, 1 < k < n. Considérons dans

chaque A Dy un point (xg,yx) et formons la somme

Vo= > flmn, y) DAy

k=1

n

appeler somme intégrale de f dans D.

Si f > 0, V,, représente la somme des volumes des cylindres de bases ADy, et de

hauteurs f(zk, yx)-

Puisque f est continuesur D, alors (on admet) la limite de la suite (V},) existe et

ne dépend ni de la maniére de subdiviser D ni du choix des points (zk, yx) dans ADy.
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1. Intégrales doubles 2

L 2

Figure 1.1: La subdivision de D en n domaines dans RZ.

Définition 1 .

La limite de la suite (Vy,) s’appelle intégrale double de la fonction f sur le domaine D,

qu’on note

// f(z,y)dzdy
D

Par définition, on a donc

[ s@wizay= 1w 3 f@maa,
D k=1

Remarque 2 .
Si f(xz,y) =1 alors:

[[ dzdy = Aire de D et ds = dxdy est I’élément d’aire en coordonnées cartésiennes.
D

Propriétés 3 .
Soient f et g deux fonctions continues sur un domaine D fermé et borné, délimité par
une courbe fermée de classe C*. On a :

1) Pour v et B de R, L’intégrale double sur un domaine D est linéaire :

[ @+ 59wy dsay=a [[ 1 @vydody+5 [ [ g6 dsdy
D D D



1. Intégrales doubles 3

2) 8i D et D' sont deuz domaines tels que DND' = {& ou une courbe ou {points isolés} }

[[ 1@ty = [ f@pyasdy+ [[ 1.0 day
DNnD’ D D’

3) Si f(z,y) > 0 en tout piont de D , avec f non identiquement nulle , alors

alors

ffD x,y) dxdy est strictement positive.
4) Si f(z,y) < g(2,y),Y(2,y) €D alors [[ f(x,y)dxdy < [[ g (x,y) dudy.
D D

5) ‘fff(m,y) dmdy\ < [[1f (@.y)| dedy
D D

1.2 Meéthodes de calcul d’un intégrale double

1.2.1 Formule de Fubini

Théoréme 4 .

Soit f une fonction continue sur un rectangle D = [a,b] X [c,d] .nous avons:

//Df(x,ymmdy:/j(/cdf(x,y)dy)d:c:/Cd (/abf<x,y>d:c> dy

Exemple 5

Dans cette exemple, on intégrant d’abord par rapport ¢ x entre a et b (en laissant y
constant). Le résultat est une fonction de y. En suite, on intégrant cette expression
de y entre c et d. ot

a/ [ [pf (=, y)dydx— fl f xy + x dx)dy

= I} [39a® + 52 dy

Alternativement , on peut faire de méme en intégrant d’abord en y puis en suite en x.
o/ [ [pf(zy dzdy—fo fl xy + x dy)dz

— 2 [ + )2

= fol 4z — (32 + z)dx

= 01 %azd:p = [%xQ](l)

o

Exemple 6 .
Calcul de I = [ f[o =]x[0,2] sin(z +y )dzxdy
’2 ’2
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D’aprés Fubini, on a:
I=J¢ [fo5 sin (z + ) dx] dy
= fog [fog sin (z +y) dy} dx

= [i? (cos (y) +sin (y))dy
= [siny — cosy|§
=2

Dans cette exemple x et y jouent le méme role.

Pour calculer donc une intégrale double sur un rectongle en calculant deux inté-

grales simple.

Remarque 7 .

Sig:la,b) — Reth:[c,d — R sont deux fonctions continues, alors

/ K / " g(a)hly)dedy = (/ bg(a:)d:c> (/ dh(y)dy)

Théoréme 8 .

Soit f une fonction continue sur un domaine borné D de R%. L’intégrale double
I=1 fD x,y) dxdy se calcule par l'une ou lautre des fagons suivantes:

a/ Si le domaine D de la forme :D ={(z,y) a <x <b ,p; () <y <y (x)} alors

Po(w)
//fxyd:pdy—// fx,y)dydx
o1 (

b/ Si le domaine D de la forme :D = {(z,y) c<y<d, ¢,(y) <z < py(y)} alors

d rea(y)
// f(w,y)dwdy=/ / [z, y)dzdy
D c Jpi(y)
Exemple 9 .

Calculer [ [, dxdy ot D est le triangle de sommets (0,0),(0,2) et (2,0).

On fait la projection de D sur (ox). Pour cela on va définir D analytiquement par les
iméqalités

D={(zy) eR*0<z<2 et O<y<l-%}

Alors

R S
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(x)

J1(x)

x1(y) xy)

Figure 1.2: Les formes du domaine D dans l'intégrale double.

1.2.2 Changement de variables

Pour une intégrale double on peut faire un changement de variables de la forme

J::(,O(U,U), yziﬁ(uﬂf)

ol ¢ et 1 sont deux fonctions numériques de classe C'! sur un domaine A du plant

uv , choisies de sorte que 'application

T : A—D
(U,Q}) — (90 (uvv) P (u,v)) = (xay)

soit bijective et T (A) = D.

Définition 10 .

On appelle Jacobien de la transformation T,le déterminant

O e

J (u,v) =
i

Si le Jacobien J ne s’annule pas sur A alors
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x | u

Figure 1.3: L’image du domaine A par le changement de variables dans R2.

//Df(x’y)dxdy_//Af(‘P(“7U)>¢(U,U))\J]dudv

C’est la formule de changement de variables pour les intégrales doubles.

Remarque 11 .

1- Si Jp # 0 alors T est bijective .
- 1

2- Jr1 = -

Exemple 12 (Changement de variables en coordonnées polaire)
Calculer 1 z'ntégmle
I=[[ye —(2%+y? d:rdyouD {(z,y) eR%,2? +y> < R?*} , R > 0

On utilise le changement de variables suivant , donné a ’aide des coordonnées

polaires (p, 0) par
x=pcosh,y=psinf, 0<p<R, 0<60<2rm

D est I'image du domaine A = {(p, ) eR%0<p<R ,0<60< 27r} par cette trans-
formation
Le jacobien J de T est

©, vy

J(p,0
(p,0) = o

‘Iﬁplpx%—%xwée

cosf —psind

0o = = pcos?h — (—psin? 0)

sinf  pcosf
= p(cos® 6 + sin? 0)
= p
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J est non nul sur A, donc

I = //eszdde
A
R R 27
= / pe P dp/ de
0 0

1
= —(1-e™)2r
2

= 7w(l-— e_RQ)



Chapitre 2

Intégrales triples

Dans ce chapitre, nous définirons 'intégrale triple d’une fonction f(z,y,z) sur une
région bornée de R? et nous présenterons quelques-unes de ces propriétés. Ensuite
nous verrons comment calculer ces intégrales au moyen d’intégrales itérées. Nous
conclurons ce chapitre en discutant des coordonnées cylindriques et sphériques et du

théoréme de changement de variables pour 'intégrale triple dans ces cas particuliers.

2.1 Définition et propriétés

D’une facon analogue a I'intégrale double , on définit I'intégrale triple sur un domaine
G fermé et borné dans R3, délimité par une surface fermée assez reguliére .

Soit f une fonction numérique continue sur G .Subdivisons G en n petits domaines
AG) de volumes égales & AV ,1 < k < n.Considérons dans chaque AG un point

(Tk, Yk, 2r) et formons la somme intégrale

n
T =) f @k, Ykr 2) AVi
k=1

Puisque f est continue sur G, alors (on admet) la limite de la suite T, existe et ne

dépend ni de la maniére de subdiviser G ni du choix des points (zx, Yk, 2x) dans AGk.

Définition 13 .

La limite de la suite (T,) s’appelle intégrale triple de la fonction f sur le domaine G
.qu'on note  [[[ f(z,y,z)dzdydz.
G

Ainsi, on a

] 7 @2 dodyaz = tin > f (@m0 A1
G k=1
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Figure 2.1: La subdivision de D en n domaines dans R3.

Remarque 14 .

Si f(x,y,2) =1 sur G alors

[[] dzdydz =volume de G et dv = dzdydz est ’élément de volume en coordonnées
G

cartésiennes.

Propriétés 15 .

Elles découlent de celles de l'intégrale simple et de l'intégrale double pour f et g
intégrables sur G

Linéarité:

Pour tout couple de fonction continues f et g sur un domaine fermé et borné G,et

pour tout couple de nombres réels a et b on a

/// (af (z,y,2) +bg (z,y,2)) dedydz = a///f(:v,y,z) da:dydz—i—b///g(:r,y,z) dzdydz
G P J

Additivité:
Si G et Gosont deux domaines fermés et bornés de R3tels que G1 N Gy = @ ou

G1 N Gy = G est une surface alors on a

///f(x,y, z) dxdydz = ///f(as,y,z) dzxdydz + ///f(:v,y,z) dzdydz
G G

G1NGo

Positivité:
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Figure 2.2: Les diagonales de tous les rectangles Ry se rétrécissent a zéro.

Si G un compact élémentaire et f : G — R est une fonction continue positive alors

/G//f(m’y’ z) dzdydz > 0

Plus généralement,si deux fonctions continues f et g : G — R wérifient l'inégalité f

///f(%y, z) dzdydz > ///g(:r,y,z) dadydz
¢ G

2.2 Formule de Fubini dans I’intégrale triple

on a

> g alors on a

2.2.1 Sur un parallélépipéde

Le théoréme de Fubini s’applique de fagon assez naturelle quand

G = [a,b] X [¢,d] X [e, f] ,on se rameéne a calculer trois integrales simples:

v - L1 renoelas
G
B /ef [/cdbe(%y,z)dx]dy]dz:...
Exemple 16 .

Calcul de Uintégrale I = [[[ (z + 3yz) dzdydz ou G = [0,1] x [1,2] x [1, 3]
G

a/ I = [} [Z[2(x+3yz) dedydz
I=Jy | [ Ji (@ + 3y2) dz| dy| du
I= [y [} Gut Ty~ — §y) dudy
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I= fol ff (2x + 12y) dzdy
I= fol [2zy + 6y2ﬁdm

I= [y (4z+24 — 2z — 6)dz
I= [} (22 +18)dx
I=[22+18],

I=19

b/I = fol I2 [7 (z + 3yz) dydzda
I= fof1 (22 + 62—z — 32) dadz
I—fo fl (z + 3) dzdz

I:fol (22 + 22 2]3dx

I= [ (Bz+8 —z—9)da

I= [} (22 +18)dz

I = [z +182],

I1=19

2.2.2 Sur un domaine quelconque borné

Soit G domaine fermé et borné dans R3 | délimité par une surface S fermée .

On supose que G est régulier selon I’axe 0z ,c-4-d que toute droite paralléle a oz passant
par litérieure de R rencontre de S en deux points.

On suppose que G se projette sur le plan oxy en un domaine régulier D.

Dans ce cas, on peut supposer que G est défini par

G={(z,5,2) eR®;(x,9) € D py(x,y) < 2 < poa,9)}

Ou ¢; ,py sont deux fonction numériques continues sur D.

Ainsi, la frontiere S est formée par les surfaces d’équations z = ¢, (x,y), z = @y(z,y).
Si f: G — R est une fonction continue alors l'intégrale triple de f(z,y, z) au-dessus

du domaine V est donnée par la formule de Fubini,

Pa(z,y)
// flz,y,z da:dydz—// (/ ’ xy,z)dz) dxdy
e1(z,y)

Remarque 17 .

Notons que si le domaine d’intégration est défini par l’expression analytique

G= {(w,y,z) € Rg? (yvz) €D, (pl(y7z) <z < ch(y,z)}

alors lintégrale triple d’une fonction continue f : G — R est donnée par la formule de

Fubing :
o (y,2
// flz,y, z)dxdydz = // / flz,y, z)dx | dydz
v1(y,2)



2. Intégrales triples 12

De meme, quand le domaine d’intégration est défini par ’expression analytique,
G={(z,9,2) €R’ ;(z,2) €D y(x,2) <y < po(w,2)}

la formule de Fubini s’ “ecrit sous la forme :

/ / / f(z,y, 2)dzdydz = / / ( /¢ wjm:) f(=,y, z)dy> dadz
G /s

Exemple 18 .
Calculer Uintégrale I = [[[ dzdydz ou G = {(z,y,2) € R®* >0,y >0,2>0,z+y+2z<1.}
G
D:{(:E,y)eRz;Og:L‘gl,Ogygl—x}
I = [[[dwdydz = [[([} """ dz)dzdy
G D

= [[ [l " dady

D
= [[1—-2—ydzdy

D

1(fol_%(l —x— yl)_dy)dx

y—ay— 5y, de
1—z)%dx

I
)

S
—

D)—‘
—

1

o

N— D= N %

=

CAJ“_ll—|
|
W=
—~
—_
|
8
S~—
w
| S

2.3 Changement de variables dans ’intégrale triple

Pour une intégrale triple, on peut utiliser un changement de variable de la forme

€T = ()0 (u7 U? w)
y =1 (u,v,w)
z=¢(u,v,w)
ou ¢, et ¢ sont des difféeomorphismes sur un domaine G de I’éspace ouvw , choisies

de sorte que lapplication T : G' — G
T : G —G
(u7v7w) — (SO (u?v7w)7w(u77’]7w)7¢(u7v7w)) = ($7y7 Z)

soit bijective de G’ vers son image T(G’) et que T(G') = R.
Le Jacobien de la transformation 1" est le déterminant
Oy Py Pu
J(u,v,'w) = QML 1/); 1/];1)
Py Py P
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Si le Jacobien de T' ne s’annule pas sur G’ alors la forme de changement de variables

pour les intégrales triples est:

///f(x,y,z)dxdydz:///f(go(u,v,w),¢(u,v7w),¢(u7v7w))’J| dudvdw
G o

Figure 2.3: L’image du domaine A par le changement de variables dans R>.

2.3.1 Changement de variable en coordonnées cylindrique

En intégrale triple ,les coordonnées cylindriques sont données par :

x = pcosf
y = psinf
z=2z

Le déterminant de la matrice Jacobienne de

T : @ —G
(p,0,2) +— (pcosb,psinb, z) = (z,y,2)

sera
cosf —psinf 0O
|J(p,0,z)] =| sinf@ pcosh 0 |=p
0 0 1
alors on a

/G//f(:zr,y, z) dedydz = /G//f(pcos 0, psinb, z ) pdpdfdz
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‘-q::'.

X

Figure 2.4: Changement de variable en coordonnées cylindrique

Exemple 19 .
Calculer le volume V du come G délimité par les surfaces z =1 , z = /22 + 12

G est régqulier selon 'axe oz,sa projection sur le plan oxy et le disque unité

D= {(a.y) € R%a? +y* < 1)

Ainsi ,G est définie par
G = {(ac,y,z) eR3 (z,y) € D, Va2 +y2 <z < 1}

On utilise le changement de variable suivant,donnée a l’aide des coordonnées cylin-

driques (1,0, z) par

T =rcosb, y=rsinb, z=2z

G est l'image du domaine
G = {(r,@,z) eER%0<r<1,0<0<2m,r<z< 1}
Par la trasformation

T:G — G

(r,0,z) — (rcosf,rsind, z) = (x,y, z)

LeJacobien J deT est
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cosf —rsinf 0
J=1|sinf rcos® 0 |=7r#0
0 0 1
Donc
V=[] [pdrdydz
:fffR, rdrdfdz
= fol rdr 027r do frl dz
=27 fol (r—r?)dr

™

5
2.3.2 Changement de variables en coordonnées sphériques

En dimension trois, les coordonnées sphériques sont données par :

x =rcosfsing
y =rsinfsinp

Z = TCoS
Le déterminant de la matrice Jacobienne de
T : @ —G

(r,0,p) — (rcosfsinp,rsinfsing,rcosp) = (z,y,2)

sera
cosfsingp —rsinfsing rcosfcosp
J=|sinfsing rcosfsing rsinfcosp | =rising
Cos 0 —rsinp
Exemple 20 .

Calculer le volume V' de la sphére
R={(z,y,2) eR}a? +y? + 22 < €*}.
On utilise le changement de variables suivant , donnée a l’aide des coordonées sphériques(r, @, 6)

par

r=rsinpcosf ,y=rsinpsing ,z=rcosp

R est l'image du domaine

R ={(r,¢,0) €R3;0§r§exp,0§<p§7r,0§9§277}
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Figure 2.5: Changement de variables en coordonnées sphériques

par la transformation

T:R — R

(r,p,0) — (rsinpcosf, rsinpsin @, r cos p) = (z,y, z)

Le Jacobien J de T est J = r?sing .

Donc

V=[] [pdrdydz
= [ [ [w r?sinedrdedd
= fol r2dr f07r sin dp fOQW do
=27 fol(r —r2)dr

_ 47re§p(3).



Chapitre 3

Intégrales de surfaces

3.1 Géométrie affine des surfaces classiques de R?

3.1.1 Surfaces

Définition 21 .
Une surface S est une partie de R3 définie par :

1/ Soit une représentation paramétrique

f:QCcR? —R3 (u,v) € Q C R?
(u,v) — (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) avee v

2/ Soit par une équation cartésienne F (x,y,z) = 0 telle que F : R — R.

Exemple 22 .
Les sphere de R ont des équations cartésiennes de la forme (z —a)® + (y — b)? +
(z—c¢)? = R?

et une représentation paramétrique

x = Rcosfcosp
S=4¢ y=Rcosfsinyp
z = Rsin6

Avee (8,¢) € [-%, Z] x [0, 2n]

Remarque 23 .

- Lorsqu’une surface S est donnée par sa représentation paramétrique, on l’appelle une
nappe paramétrée.

- 8i f est de classe C* alors S sera dite de classe CF.

- Toute surface donnée par équation cartésienne admet une représentation paramétrique

et l'inverse est vraie .

17
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3.1.2 Plan tangent et vecteur normale

Définition 24 .

Soit S une surface défini par S = {(:E,y,z) ER3 F(x,y,2) = O}

On dira que le point (a,b,c) € S est régulier si le vecteur gmdzent gradF(a,b,c) # 6
Un point (a,b,c) € S non régulier (i.e. gradF(a,b,c) = 6) est dit singulier. Quand

la surface S ne posséde aucun point singulier on dira qu’elle est régquliére.

Définition 25 .

Consédérons une surface S définie par

F:R2 RS

avec ct
(u,v) — (z(u,v),y(u,v), z(u,v) ke

M (u,v) un point régulier de S.
On appelle plan tangent ™ en M a S le plan passant par M et dérigé par: (8F (u,v), ‘?9]; (u, v))

Exemple 26 .
Soit S la surface definie par : S : F (u,v) = (u + 02 u? + v,uv)

On veut trowver [’équation cartésienne du plan tangent m en A(u = 1,v =1)
On pose :M(x,y,z) € S
OnaA(l1,1)=(2,2,1)

OE (u,v) = (1,2u,v) donc 9E (1,1) = (1,2,1)
9 (u,v) = (2v,1,u) donc §E (1,1) = (2,1,1)
z—2 1 2

y—2 2 1|=@-21-1[(y—2)+(z—-1]+2[-2(z—-1)]=z+y—32—1=0
z—1 1 1
Doncm:z+y—32—-1=0

Corollary 27 .
Le plan tangent & une surface S défini par une équation cartésienne F (x,y,z) =0 au

point régulier My(xo, Yo, 2z0) admet pour équation:

oF oF OF

%(M)(ﬂﬂ —x0) + o~ (M)(y — yo) + B

3y (M)(z—20)=0

Définition 28 .

Le vecteur normale de la surface S au point M (u, v) est par deﬁmtzon le vecteur
—
normale au plan tangent en ce point et on note: N = —F( V) A< 8F o (u,v)

ZLQ’

—
Le vecteur unitaire de cette vecteur normale est m = TN
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3.2 Calcul l’aire d’une surface

3.2.1 Cas d’une surface paramétrée

Considérons deux vecteurs non nuls et non colinéaires A et B de l'espace.ces deux

vecteurs engendrent un parallélogramme dont la srface est égale a:
S = [AlllB] [sin 0]

0 étant 'angle des deux vecteurs.
Or
AN B = [[Alll|B]|[sin 0]

Soit la surface paramétrée suivante:

X (u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) (u,v) € D CR?

et 8X

Si A et B sont les tangentes a— a cette surface en un point (u v),alors:

5 OX A 6X °|| est égale a l'aire du parallelogrammme engendré par au A 8X

Ce parallelogramme apartient au plan tangent.Alors si les composantes x(u, v),y(u,v), z(u,v)

Figure 3.1: L’aire du parallélogrammme engendré par % BX A aX

avec (t,u) € D sont de classe C' on définit Paire de la surface S par:

Aire(S // Ha—X/\a—XHd dv

On écrit symboliquement:

X X
ds = ||8— A 8—Hdudv

Exemple 29 Calculons l'aire d’une sphére de rayon a . nous savons que :
0<p<met 0<O0< 2

. . 2 .
Alors:||%%%—§|| =a%sing = S = [ Jgds= ffRa2 sin pdpdf = a® Jo " do [ sinpdp =
4ra?

S = 47a?
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3.2.2 Cas d’une surface en coordonnée cartésiennes

Soit la surface donnée en coordonnées cartésiennes par z = f(z,y).une représentation

paramétrique de cette surface peut s’écrire:

Figure 3.2: La projection de f sur (Ozy)

X(z,y) = (2,9, f(z,9))
d’ou
9X = (1,0, f%) et %—f = (0,10f,) donc %—f/\%—f = (—fr,—fy,1) et II%—f/\%—fll =

Alors
e wﬂg)u(g_gwy

Exemple 30 Calculer ’aire de la portion de paraboloide définie par:

z:x2+y2,O§z§2

En appliquant la formule précédent, on obtient:

En passant en coordonnées polaires ,on obtient:

S = [2d0 [\ rVT+ drkdr = B
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Exemple 31 .

Calculer laire d’une partie S du paraboloide d’équation z = xy se projectant le plane
(woy) suivante le disque D définie par z% +y? < 1

S=A{(z,y,2), 2 =zy}

D ={(z,y),2* +y* <1}

ffsds:ffDdedy

Ou f(x,y) =2y ==z

fo=y fy=2

[Jgds= [ [p\/1+ f2+ fPdedy = [ [, /1+ 22 +y2dxdy

Changement de variables en coordonnées polaire

(p,0) — (z,y)
x = pcosb
y = psinf

|Jf=p et 0<p<1,0<6<27
[ Isds= [y Jo™ /1 + p*dpde

= OQWdOX%f012p(1+p2)%dp
:27T><11[%><(1+p2)%

20
=2 x(2-1)
=% (23 -1)

3.3 Quelque surfaces dans ’espace

3.3.1 Sphére:

L’équation cartésienne d’une spheére centrée en (zo, yo, 20) et de rayon R est :

(z—20)2+ (y —90)° + (2 — 2)* = R
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3.3.2 Ellipsoide:

est une surface d’équation de la forme:

3.3.3 Cone:

C’est une surface de l'espace d’équation de la forme :

QMI E%M
_|_

)
I

mwl Nm

3.3.4 Paraboloide elliptique (bol):

Est d’équation de la forme :
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3.3.5 Paraboloide hyperbolique:

Est d’équation de la forme:

par un changement de variable ’équation se transforme en z = zy

3.3.6 Hyperboloide & une nappe:

D’équation de la forme:

3.3.7 Hyperboloide & deux nappes:

Est d’équation :

v

- A". !

P P OOAY
AV AR,
KR




Conclusion

Nous sommes accomplir ce modeste travail que nous avons touché a travers les trois
chapitre d’étude de calcul les intégrales multiples
Dont a partir de ce theme nous donnons les techniques des calculs des intégrales
doubles et triples en utilisant la formule de Fubini ou en effectuant un changement de

variables, savoir calculer la surface et le volume d’un domaine plonger dans 1’espace R3.
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