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Introduction Générale

L’analyse fonctionnelle est un domaine des mathématiques qu’est ’étude des vecteurs,
espaces vectoriels et de leurs opérations. En particulier, qu’il est souvent considérée comme
I’étude des espaces vectoriels normés complets. Ces espaces vectoriels s’étendent sur deux
nombres réels et complexes et sont appelés officiellement les espaces de Banach.

Un espace de Hilbert (nomé en 'honneur de David Hilbert) est un exemple d'un
espace de Banach et c’est un espace dont le produit intérieur crée une norme.

L’analyse fonctionnelle est normalement introduite par I’étude des espaces linéaires
et normés et suivie par les concepts d’espaces de Hilbert et fonctionnelles linéaires. Cette
étape est suivie par la notion d’espaces de Banach double, la théorie de Hahn-Banach,
les opérateurs linéaires bornés (ainsi que les opérateurs compacts et les opérateurs inver-
sibles), et enfin les nombreux aspects de la théorie spectrale.

L’étude des premieéres équations intégrales remonte & D. Bernoulli vers 1730. La théo-
rie des équations intégrales connait un important développement au travers des travaux de
H. Poincaré, H. Schwarz et V. Voltterra, lorsque se mettent en place les outils de I'analyse
fonctionnelle & la fin du XIX®" siécle. Mais ce sont surtout les travaux de I. Fredholm de
1903 qui permettent de dégager avec son alternative de Fredholm une analogie forte avec
les systémes linéaires de dimension finie. Ces travaux ameneront D. Hilbert a introduire
les espaces et dans lesquels pourra se développer la théorie des opérateurs.

Dans ce projet notre objectif est la théorie des opérateurs, nous avons organisé notre
mémoire en deux chapitres :

— Dans le premier chapitre on discute de nombreux exemples importants de tels
espaces, on insistant plus particulierement sur les espaces topologiques, espaces
métriques, espaces vectoriels normés, espaces de Banach et espaces hilbertiens.

— Dans le deuxiéme chapitre, nous abordons I’étude des opérateurs bornés, I’espace
de ces opérateurs, I'adjoint et le spectre. De plus nous énoncons les opérateurs

compacts et positifs.
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: L’ensemble des nombres naturels.

: L’ensemble des nombres entiers.

: L’ensemble des nombres rationnels.

: L’ensemble des nombres réels.

: L’ensemble des nombres complexes.

: Espace euclidien réel de dimension n.
: Le produit scalaire.

: Espace topologique.

: Topologie discrete.

: Topologie grossiere.

: Boule ouverte.

: Espace métrique.

: Corps commutatif.

: Groupe commutatif.

: L’élément neutre de F.

: Espace vectoriel normé.

: La norme de A.

: Espace hilbertien.

: L’orthogonal de M.

: L’ensemble des opérateurs de H dans H.
: ’adhérence de B.
: Le graphe d’une application linéaire A.
: L’adjoint de A.

: L’identité de F.

: La partie réelle.

: Linverse de A.

: La partie imaginaire.

: Le noayau de A.

: La boule unitée fermée de H.
: Le spectre de T.

: Le spectre ponctuel de T'.

: L’ensemble des opérateurs compacts de F dans F.
: La somme directe de F dans F' .

: L’ensemble des fonctions bornées de C dans C' .



Chapitre 1
Rappelles et généralités

Résumé.Ce chapitre est consacrée aux notions de base nécessaires pour travailler
avec des espaces abstraits aussi généraux que des espaces topologiques, métriques avec
des espaces vectoriels normés, et plus particulierement avec des espaces de Banach et de
Hilbert.

1.1 Espaces topologiques

1.1.1 Généralités

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble. Une topologie sur X est une famille T de parties
de X wvérifiant les propriétés suivantes :

(Oq) : Toute réunion infinie d’éléments de T appartient a T.

(O9) : Toute intersection finie d’éléments de T appartient a T.

(O3) : T contient I’ensemble X et le sous ensemble () de X .

St T est une topologie sur X, les éléments de T sont appelés des ouverts de la topologie
et le couple (X, T) est applé un espace topologique. S’il n’y a aucune confusion ni
nécessité de spécifier la topologie, on sous-entend la topologie T et on parle simplement de

l’espace topologique X .

Exemple 1.1.2
— La topologie discréte sur 'ensemble X est la topologie T4 =P(X).

— La topologie grossiére sur l’ensemble X est la topologie T, = (¢, X) .

Proposition 1.1.3 Toute boule ouverte de (X,d) est un ouvert de la topologie induite

par la distance d.

Preuve. Soient B (z,79) une boule ouverte de (X,d) et x € B (g, 79).

Alors d (z, ) < 19 et par suite p = —ro_démv””o) > 0.



On a B (z,0) C B (x9,70)-
En effet, pour tout y € B (x, 0), on a
d(zo,y) < d(zg,x)+d(z,y) <d (xo,z)—i—ro_dz(x’“) = r"*déx’“[’) < 1o, car d (xg, ) < 19

1.2 Espaces métriques

1.2.1 Définition d’un espace métrique

La définition suivante généralise la notion de la distance dans R et R".

Définition 1.2.1 Un espace métrique (X, d) est un ensemble X muni d’une application

d: X x X — R, appellée distance ou métrique, qui satisfait les propriétés suivantes :

(D1) Vx,y € X,d(x,y) >0 et d(x,y) = 0 si et seulement si x =y,
(D2) d(x,y)=d(y,x) (symétrie),
(D3) Vx,y,z € X,d(x,2z) <d(x,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Exemple 1.2.2 [’ensemble des nombres réels R muni de la distance usuelle
d<XJY) :l X -y |7 X,y € R
est un espace métrique.

Exemple 1.2.3 Sur l’espace R™, on peut définir plusieurs distances faisant intervenir les
distances entre les composantes. Soient x = (x1,...,x,) ety = (y1, ..., yn) € R".

On définit deux distances, a savoir

di(x,y) = Z |x; —y; | et de(2,y) =max{|x -y |, i=1,...,n}
i=1

la troisiéme est ce qu’on appelle la distance euclidienne :

n

di(x,y) = Z (x; — yi)*.

i=1

Exemple 1.2.4 On peut définir une distance, dite discréte, sur un ensemble quelconque



X en posant, pour r,y € X :

0 siz=y
d(ﬂc,y)Z{

1 siz#vy

Exemple 1.2.5 (Distance induite) Si (X, d) est un espace métrique et A un sous en-
semble de X, la restriction : d/axa : AX A — R est une distance sur A. Ainsi, la distance

euclidienne sur R® induit une distance sur la sphére
S={(z,y,2) eR*: [2®+y*+2°|=1}.
Proposition 1.2.6 Pour tous x,y et z des points d’un espace métrique (X,d), on a :
|d(x,y) —d(x,2) [< d(y, 2).
Preuve. La condition D2 qui vérifie la distance d nous donne
d(x,z) —d(x,y) <d(y,z).
En utilisant la symétrie, on obtient
d(x,y) — d(x,2) < d(z,y) = d(y, z).
De ces deux inéquations, on en déduit que

| d(x,y) —d(x,2) [< d(y, ).

1.2.2 Suites de Cauchy et espaces métriques complets

Définition 1.2.7 (Suite de Cauchy) Soit (X, d) un espace métrique.

-Une suite (z,,),~, dans (X, d) est dite suite de Cauchy si pour tout € > 0, il existe ng € N
tel que tout n,ﬂ; € N werifiant n > ng et m > ng, on ait d(x,,x,) < . Il revient au
méme de dire que pour tout € < 0, il existe ng € N tel que pour tout n € N wvérifiant

n > ng et pour tout p € N, on ait d (Tpip, Tn) < €.



Corollaire 1.2.8 Soient X un ensemble, d et d des distances uniformément équivalentes

sur X. Alors on a :

1. Toute suite de Cauchy pour l'une des distances est de Cauchy pour l’autre.

2. Les espaces métriques (X,d) et (X , d') sont simultanément complets ou non com-

plets.

Définition 1.2.9 (Espace métrique complet) Soit (X,d) un espace métrique.

1. On dit que (X,d) est complet si toute suite de Cauchy dans (X, d) est convergente.

2. Un sous-ensemble A de (X,d) est dit complet si A muni de la distance induite est

un espace métrique complet.

L’importance fondamentale des espaces métriques complets réside dans le fait que
pour démontrer qu'une suite est convergente dans un tel espace, il n’est pas nécessaire de

connaitre d’avance la valeur de la limite.

Exemple 1.2.10 Soit (X, d) un espace métrique discret, alors (X,d) est complet car on

ad(z,y) =1+#y, donc toute suite de Cauchy dans X est stationnaire, donc convergente.

1.3 Espaces vectoriels normés

Dans tout ce que suit, les espaces vectoriels considérés sont des espaces vectoriels sur

le corps R des nombres réels, non réduits au vecteur nul.

1.3.1 Espace vectoriel

Dans tout ce qui suit, on designe par (k, +,.) un corps commutatif. Les éléments de k
seront, sauf mention expresse du contraire, désignés par des petites lettres grecques. Les

éléments neutres des lois de composition internes + et . seront respectivement notés 0 et
1.

Définition 1.3.1 Soit (E,+) un groupe commutatif dont l’élément neutre est noté O est

soit
l:kx FE—F

(N z) — \x



une application telle que pour tout v € £, y € E, A€k, p € k on ait :

(L1) Az +y) =z + Ny,
(L2) (A +p)x=x+ p,
(L3)  (Ap)z=A(px),
(L4) lx=ux.

Le triplet (E, +,1) s’appelle un espace vectoriel sur le corps (k,+,.) (ou k-espace vectoriel).

1.3.2 Normes, espace véctoriel normé

Définition 1.3.2 Soit E un espace vectoriel sur k.
- Une norme sur E est une application
|.|: E—R
telle que, pour tout (x,y) € E X E et pour tout X\ € k, on ait :

)zl =0,

) el =0=2=0,
) Az =[] =],
)

|z +yll < |lz|| + ||ly]|, (I'inégalité triangulaire).

Ny
Ny

TN TN N TN
=z

-Le couple (E,|| . ||) s’appelle espace vectoriel normeé.

-Plus généralement, on définit une semi-norme comme une application

P: F—R

satisfaisant seulement aux propositions N;,N3,N,.

-On sait que la condition (Ny) a pour conséquence que pour tout vecteurs x,y de E :

(VD =l =Nyl 1< e =yl

Les applications suivantes, trés classiques, fournissent des normes qui seront

systématiquement utilisées :



1. L’application valeur absolue, de R vers R

r =z

est une norme sur R, considéré comme espace vectoriel sur lui méme.

2. Pour tout x = (x1, %2, ..., ) € K" pour tout n € N*et pour tout p € N*, on pose :

. !
— p . —
||x||p—<;|m)  Nolloo = max | 2]

Les applications de K™ vers R

z— [zl =zl

sont des normes sur K".

1.3.3 L’équivalence des normes

Définition 1.3.3 Soit E un espace vectoriel sur R, et soient || . ||y et || . ||2 des normes
sur E. On dit que || . |1 est équivalente & || . ||2, s’il existe un couple (o, B) de nombres

réels strictement positifs, tel que pour tout x € E :
allzlly < flzlls < Bzl

Rappelons que sur k™, toutes les normes sont équivalentes. Rappelons aussi que toute

norme est canoniquement associée une distance. Plus précisement :

Proposition 1.3.4 Soit (E, || . ||) un espace vectoriel normé sur k. On définit sur E une

distance d en posant pour tout couple (x,y) € E X E :

d(z,y) = [z =yl

10



L’application

ExE — R
(z,y) = d(z,y)

s’appelle la distance associée a la norme || . | .

1.4 Espace de Banach

Rappelons qu’un espace métrique (F,d) est dit complet si toute suite de Cauchy de

E convergente.

Définition 1.4.1 Un espace de Banach est un espace vectoriel normé qui est complet

pour la distance associée a la norme.

Proposition 1.4.2 Soient E un espace vectoriel, || . ||1 et || . |2 des normes équivalentes
sur E. Alors (E,|| . ||1) est un espace de Banach si et seulement si (E,| . ||2) est un
espace de Banach.

voict quelques exemples d’espaces de Banach :

-L’espace (k,| . |) est un espace de Banach. Il en est de méme de k™ pour tout n > 2.
-L’espace ((C°[a,b],Kk),| - |le) des applications continues du segment [a,b], a < b a va-

leurs dans k est un espace de Banach.

Théoréme 1.4.3 Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Ba-

nach.

Théoréme 1.4.4 Un k-espace vectoriel normé est un espace de Banach si et seulement

st toute série absolument convergente de cet espace est convergente.

1.5 Espace de Hilbert

Tout au long du suivant, on travaillera sur un corps, qui sera soit R soit C.

11



1.5.1 Produit scalaire et espace de Hilbert

Définition 1.5.1 Un produit scalaire sur un espace vectoriel H est une application (., .)
vérifiant

_ Pour tout h € H, Uapplication g — (g, h) est linéaire,

_ Pour tout g,h € H, (g,h) = (h,g),

__Pour tout g € H \ {0}, {g,9) > 0.

On note alors ||g|| = \/(g,g) et on verifie que c’est une norme sur H.

Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, qui est de plus
complet pour la norme || . ||. Tous les espaces de Hilbert que nous considérerons seront
supposés séparable. C’est-a-dire admettant un sous-ensemble dénombrable dense.

Une inégalité fondamentale est l’tnégalité de Cauchy-Schwarz.

[{g, )| < llgll-Il

On en déduit immédiatement la formule suivante :

lgll = sup [{g,h)]
heH,|[hl|<1
Proposition 1.5.2 (complété hilbertien) Soit (Hy,(. | .),) unk-espace vectoriel muni
d’un produit scalaire. Soit (H,||.||) le complété de Hy pour la norme || . |o= /(. | .), sur
Hy. Alors H peut étre muni d’un produit scalaire (.| .) tel que (.| .) |moxm,= (. | .)q est tel
que la norme associée & ce produit scalaire soit la norme || . || sur H. L’espace de Hilbert

(H,(.].)) ainsi obtenu est appelé le complété hilbertien de (Ho, (.| .),)-

1.5.2 Espace pré-hilbertien

Définition 1.5.3 Espace pré-hilbertien est un espace vectoriel E muni d’un produit sca-
laire (dite structure euclidienne). C’est -a-dire d’une application bélinéaire de E x E — C,
notée (x,y) tell que :

Y

1. (x,y) = (y,x) Vx,y € E (conjugaison dans C : a + ib — a — ib),
2. (x+z,y) = (z,y) + (2,y) Vo,y,2 € E,

3. {ax,y) = alx,y) Y,y € E,Va € C,

4. (x,x) > 0Vr € E,

9. (r,x) =

T, T 0 x=0.

Dans le cas d’un espace vectoriel sur R, la premiére propriété se produit o la symétrique

12



(x,y) = (y,x) dans la suite du cours, sauf mention contraire, le corps des scalaires sera
réel.

La notation (x,y) est parfois utilisée pour noter un produit scalaire.

Exemple 1.5.4 L’espace euclidien R™
-Dans R définissons (x,y) = x xy (le produit de deuz nombres réels).
-Dans R? soit x = (v1,%2), y = (y1,y2) deux vecteurs. Définissons (x,y) = z1y1 + Tays

Vérifier les axiomes euclidiens. Généraliser ¢ R™.

1.5.3 Projection orthogonale

Définition 1.5.5 (Projection) Soit X une partie d’un espace préhilbertien (F,(.|.)),

et z un point de E. On dit qu’un point xo de X est une projection de z sur X si

d(z,z0) =d(z,X).

On sait que si X est une partie compacte d’un espace métrique quelconque (E,d), tout

point z de E admet une projection sur X, (qui n’est pas unique en générale).

Définition 1.5.6 (Orthogonalité) Si g,h € H, on dit que g et h sont orthogonauz,
et on écrit g L h si (g,h) = 0. Si M est une partie de H, l’orthogonal de M est defini
par

M*+*={he€H tqVge M, hlg}

La remarque sutvante est souvent utile : un sous-sepace M C H est dense seulement si

M+ =1{0}.

De plus, si M est un sous-espace fermé, alors H se décompose en somme direct
_ I
H=M®&M-—.

On peut énoncer le théoréme de Pythagore : Si f, ..., f, € H sont deux o deux ortho-

gonaux, alors
I+t £l = AN+ o+ Ll

13



Une identité o retenir est ’identité du parallélogramme : si f,g € H

Lf =+ gl +11f = all> =2 (11" + lgl*)

St M C H est un sous-espace fermé, on peut définir la projection orthogonal sur M
notée Py, de la maniére suivante : pour h € H, Pyh est l'unique élément M tel que
h — Pyh L M. Alors Py est une application linéaire telle que Py = Py, ||Pah| < ||1|
pour tout h € H, ker Py; = M~ et Im Py, = M.

Corollaire 1.5.7 Soit E un espace de Hilbert, muni d’un produit scalaire (.,.) et de la
norme associée ||.|. Soit M un sous-espace vectoriel fermé de E. Alors tout vecteur x de

E se décompose de maniére unique sous la forme

T=9y+z, ye M, ze M*.

De plus, on a
|z —yll = inf {{|lz — ul|, we M}

et y est caractérisé par le fait que pour tout w € M, (x — y,u) = 0. On dit que y = Pyx

est le projeté orthogonal de x sur M.

Preuve. Le sous-espace vectoriel M est fermé dans un ensemble complet, il est donc

complet. m

1.5.4 Base hilbertienne (ou orthonormale )

L’équivalent de l'outil aux bases algébriques dans un espace vectoriel est pour un

espace de Hilbert la base orthonormale.

Définition 1.5.8 Une famille (e;),.; est une base orthonormale d’un espace de Hilbert
H si:

o lleill = 1.

e L’espace engendré Vect{e;} est dense dans H,

o ¢, Lle;j pouri#j.

14



Tout espace de Hilbert admet une base orthonormale qui est finie si et seulement si ’espace

est de dimension finie.

Exemple 1.5.9 Dans [? la famille formée de vecteurs e; = {0,0,...,1,...} le 1 étant a la

i éme coordonnée, est une famille orthonormale.

Définition 1.5.10 Soit E un espace de Hilbert; (e;); ¢; une famille de vecteurs. Si le seul

vecteur orthogonal a tous les éléments e; est le vecteur nul, cette famille est dite totale.
Définition 1.5.11 Un espace de Hilbert est appelé séparable s’il posséde une suite totale.

Théoréme 1.5.12 Soit E un espace de Hilbert séparable. Il posséde une base et méme une
infinité de bases orthonormales. Toutes ces bases possédent le méme nombre d’éléments

appelé la dimension de l’espace de Hilbert E.

1.5.5 Dual d’un espace de Hilbert

Si a est un élément de H, nous noterons f, la forme linéaire (et continue) définie en

posant pour tout z € H,

fa(x) = (x]a).

Théoréme 1.5.13 (Théoréme de représentation de Riesz) Soit ¢ une forme linéaire
continue sur un espace de Hilbert H. Alors il existe un unique vecteur y, € H tel que,

pour tout v € H
(x) = (x,yp).

Enfin, voici une différence fondamentale entre k™ et les espaces de Hilbert de dimen-

sion infinie.

Théoréme 1.5.14 Soit H un espace de Hilbert et By sa boule-unité. Alors By est com-

pacte si et seulement si H est de dimension finie.

15



Chapitre 2

Les opérateurs Bornés

L’objet de ce chapitre est d’obtenir une généralisation pour les opérateurs bornés.
Nous souhaitons de définir la notion des espaces des opérateurs bornés puis ’adjoint de
ces opérateurs. Ensuit, nous énoncons le théoréme de Baire et nous parlons sur la diago-
nalisation des opérateurs compacts auto-adjoints et normaux. De plus, nous présentons
les opérateurs compacts et les opérateurs positifs. Nous terminons par ’étude du spectre

d’un opérateur borné.

2.1 Propriétés élémentaires et premiers exemples

Nous étudierons les applications linéaires continues d’un espace de Hilbert H dans
lui-méme. Une grande partie des théorémes est également valable pour les applications
linéaires continues entre deux espaces de Hilbert H et K mais nous n’en parlerons pas

pour plus de concision.

Proposition 2.1.1 Soit H un espace de Hilbert et A : H — H une application linéaire.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est continue.

2. A est continue en 0.
3. 1l existe x € H tel que A est continue en x.
4. 1l existe une constante ¢ > 0 telle que ||Ah|| < c||h|| pour tout h € H.

Définition 2.1.2 On appelle opérateur sur H une application linéaire continue de H
dans H. On note L(H) Uensemble des opérateurs sur H. Si A € L(H), on définit sa

norme opérateur par :

|AR] = sup {[|AR[| : h € H, |[A]] <1}
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Proposition 2.1.3 Voici quelques propriétés de la norme opérateur :

1. Si A€ L(H), alors ||A|| =0 si et seulement si A= 0.

2. St A,Be L(H), alors A+ B e L(H) et |A+ B|| < || Al + || B]-
3. Siae K etAe L(H), alors A € L(H) et ||aAl =| a | .||A].
/.

SiA,B € L(H), alors AB € L(H) et ||AB|| < ||A||||B]|| (AB désigne la composition
AoB).

Les trois premiers points de la proposition précédente affirment que ||.| définit une

norme sur L(H).

Définition 2.1.4 Un opérateur A tel que |A|| < oo est dite borné.

une propriété remarquable et admise est qu’il ya équivalence, dans les espaces Hil-

bertiens, entre opérateur borné et opérateur continue.

Exemple 2.1.5 Si H est de dimension finie n, toute application linéaire de H dans H
est continue. Etant donnée une base (eq, ....,e,) de H, on peut identifier A € L(H) a la
matrice (a;j) défnie par :

a;; = (Ae;, €))

2.2 L’espace des opérateurs bornés

Nous commencons par définir I’espace des opérateurs bornés entre espaces vectoriels

normés et nous définissons ensuite plusieurs topologies sur cet espace.

Définition 2.2.1 Si (E, ||.||g) et (F,||.|r) sont des espaces vectoriels normés, un opé-
rateur borné de E dans F est une application linéaire continue T' : E — F, telle
que

AC > 0,Yu € E, ||Tu|lr < C|lu||g.

Notation 2.2.2 On désigne par L (E, F') 'ensemble des opérateurs bornés de E dans F.
Lorsque E = F, on notera L(E) = L(E,E) .

L (E,F) est un espace vectoriel sur lequel on introduit la norme,

Tu F
ITlowm = sup 4E _ g .
werr{0} [ullE  jujp=1
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La topologie induite par cette norme sur L (E, F') est appelée topologie uniforme des opé-
rateurs.

Si (F,||.|F) est un espace de Banach, (L (E,F),||.|lz,r)) est aussi un espace de Banach.
De plus, la norme ||.||z(e,p) est une norme d’algébre sur (L (E, E),+,.,0) et plus généra-
lement, si (E,||.|g), (F,|.||lr) et (G,]|.||q) sont des espaces vectoriels normés et si T} €
L(E.F)etTy,e L(F,G), alorsTyoTy; € L(E,G) et

|72 0 Th| 0y < | T2llecma) | Thll oz, Fy-

Exemple 2.2.3 Soit T, : (*(N) — (*(N), T, (zo, 71, ...) = (%:L‘O, %a:l, ) Alors (T,,) e

converge uniformément vers 0, l'opérateur nul.

Exemple 2.2.4 Soit S, : /? (N) — (*(N), S, (zg,21,...) = (0,...,0, Ty, Tpy1, -..). Alors

(Sn)neN converge fortement vers 0, mais pas uniformément.

Exemple 2.2.5 Soit W,, : (?(N) — 2 (N), W, (zo,71,...) = (0,...,0, 9,71, ...) avec n
fois 0 au début de la suite. Alors (W), oy converge faiblement vers 0, mais pas fortement

ni uniformément.

2.3 Autour du théoréme de Baire

Le théoréme de Baire est un outil fondamental lorsqu’on travaille en dimension infinie.
Les résultats de cette section n’ont rien de spécifique aux espaces de Hilbert et sont vrais

dans n’importe quel espace de Banach. La propriété importante est ici la complétude.

Théoréme 2.3.1 ( Baire) Soit X un espace métrique complet et (U,),>1 une suite d’ou-
verts denses de X. Alors NU,, est dense dans X. De méme, si (Fy,),>1 est une suite de

fermés d’intérieur vide de X, alors UF,, est d’intérieur vide dans X.

Preuve. Soit By C X un ouvert non vide. Comme U; est dense, il existe une boule
By, de centre x; et de rayon r < 1 telle que adhB1 C Uy N By. Ensuite, comme Us; est
dense, il existe une boule By, de centre x5 et de rayon r < 1/2 telle que adh By C Uy N By.
De proche en proche, on construit B,,, de centre x,, et de rayon r, < 1 /n, telle que
adB, C U, N B,_1. En particulier, la suite (adhB,,) est décroissante, et la suite (z,)
est de Cauchy donc converge; soit x sa limite. Pour tout n,x € adhB, C U,, et donc
r, € NU,. Comme on a aussi x € By, on a montré que ’ensemble NU,, intersecte tout
ouvert, donc il est dense. La deuxiéme partie de ’énoncé découle de la premiére en passant

au complémentaire. [ ]
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Théoréme 2.3.2 (De ’application ouverte) Si T € L(H) est un opérateur sur-

jectif, alors pour tout ouvert U C H,T(U) est ouvert.

Preuve. Comme T est linéaire, il suffit de montrer que I'image de la boule-unité

contient un voisinage de 0. Soit B = B(0,1) la boule-unité ouverte de H. Comme 7" est
surjectif, on peut écrire T = U, eyadh (nT (B)). Par le théoréme de Baire, il existe
n € N tel que adh(nT(B)) est d’intérieur non vide. Soit z € H et ¢ > 0 tel que
adh(nT(B)) D B(z,e). On a aussi adh(nT(B)) D B(—=x,¢), et donc adh(nT(B)) étant
convexe, adh(nT(B)) D B(0,¢) et donc B C adhT(AB) avec A =n /e.
Montrons que cela implique que B C T'(2AB). Soit z € B; comme z € adhT(AB), il existe
xq avec ||z 1|| < 1et ||z—Ta| < 1/2. De méme, comme z —Tx; € adhT(5B), il existe 5
avec ||za| < 3, et ||z — Ty — Tas|| < 1. On construit ainsi par récurrence une suite ()
vérifant [|xy, || < 28t et ||z — (Toy +...+Tx1,)|| < 1/2* La série convergeant normalement,
on peut poser x = Y 1z, et ||z|| < 2\, donc x € 2AB. Comme 7' est continue, on a
Tx = z. Ainsi z € T(2AB). Ceci conclut la preuve. m

Théoréme 2.3.3 (De 'opérateur inverse) Si A € L(H) est un opérateur bijectif,
alors A~ est aussi un opérateur. Si H est un espace de Hilbert, on peut aussi munir

H x H d’une structure d’espace de Hilbert a l’aide du produit scalaire

(@1, 91), (02, 42)) = (01, 22) + (Y1, Y2).

Théoréme 2.3.4 (Du graphe fermé) Le graphe d’une application linéaire A : H — H
est la partie de H x H défnie comme suite G(A) = {(h, Ah) : h € H}.
Si G(A) est fermé dans H x H, alors A est continue.

2.4 L’adjoint d’un opérateur borné

Proposition 2.4.1 (Définition) Soit H un espace de Hilbert et A € L(H). Alors il
existe un unique opérateur A* € L(H), appelé adjoint de H, qui vérifie la relation sui-
vante :

pour tous x,y € H

(Az,y) = (z, A™y).

De plus, on a [|[A*||op = || Al|op-
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Preuve. D’apres 'inégalité de Cauchy Schwarz et la définition de la norme opérateur,
on a l'inégalité
| (Az,y) [< | Allop-[[]]-[[y]]-

Ainsi, Papplication ¢, : x +— (Ax,y) est une forme linéaire continue sur H, et par le
théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique élément dans H notons-le A*(y)
tel que

(Az,y) = (z, Ay).

On vérifie facilement que pour tous y,z € H et A € K, A*(y) + A*(z) vérifie la propriété
qui définit A*(y + Az). Par unicité, A*(y) + A*(z) = A*(y + Az), ce qui prouve que A* est
linéaire.

Enfin, on calcule la norme opérateur de

[A*lop = sup [ (A",y) [=  sup [ (y,A"x) [=  sup | (Ay,x) [= [|Alle.

l=l<L[lyll<1 l=zl<L[lyll<1 lzl<L[lyll<1

[ |
Exemple 2.4.2 Pour tout espace de Hilbert H, Id}; = Idy.

Proposition 2.4.3 Soit A,B € L(H) et o € K. Alors
(A + B)* =aA* + B*.

(AB)* = B*A* .

(A7) =

1.

2.

3.

4. Si A est inversible d’inverse A7, alors A* est inversible et (A*)~1 = (A~1)*.

Rappelons que A € L(H) est dit inversible s'il existe B € L(H) tel que
AB=BA=1d

L’opérateur B est alors unique et on le note A~

Proposition 2.4.4 5i A € L(H), alors |A| = ||A*]| = || AA*|=.

Preuve. Pour h € H avec ||h]| <1, on a

|AR|* = (Ah, Ah) = (A"Ah, h) < ||A"A|L||h]| < [|AA]l < | A%[|.[IA]l.
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et donc en prenant le supremum sur £, ||A|* < ||[A*Al| < ||A*||.]|A]] En simplifiant par
|Al|, on obtient ||A|| < ||A*||. En remplagant A par A*, on obtient || A*|| < [|[A™| = ||A].

Ainsi ||A]| = ||A*|| et la chaine d’inégalités est en fait une chaine d’égalités. m

Définition 2.4.5 Un opérateur A € L(H) est dit :

1. Hermitien ou auto-adjoint si A* = A.
2. Positif s’il est hermitien et si de plus (Ah,h) > 0 pour tout h € H.
3. Unitaire si A est inversible et A* = A1,

4. Normal si AA* = A*A.

Définition 2.4.6 Un opérateur P € L (H) est appelé un projecteur lorsque P?> = P. Si
de plus P* = P, on dit que P est un projecteur orthogonale.

Proposition 2.4.7 Si A est auto-adjoint, alors
[A[l = sup {[ (Ah, h) |}« |[2]] = 1.
Preuve. Soit M = sup{| (Ah,h) |} : ||h]| = 1. Si ||h|| = 1, alors (Ah,h) < ||A]| et
donc M < ||A||. D’autre part, remarquons d’abord que pour tout f dans H, | (Af, f) |<

M| fI?. Si[[al] = [lgll = 1, alors

(A(h*g),h£g) = (Ah,h) £ (Ah,g) £+ (Ag,h) + (Ag, )
= (Ah,h) £ (Ah,g) £ (g, A"h) + (Ag, 9)

Puisque A = A*, cela implique

(A(h+g),h+g) = (Ah,h) £ 2R(Ah, g) + (Ag, g)

En soutrayant I'une de 'autre de ces inégalités, on obtient

AR(Ah,g) = (A(h+g), h+g) —(A(h—g) ,h—g) <M (|h+gl>+Ih —g[]?) .

On obtient alors, par 'identité du parallélogramme

AR(AR, g) < 2M (|[2]* + llgll*) = 4.
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Soit maintenant 8 € [0,27] tel que (Ah,g) = € | (Ah,g) |. En appliquant I'inégalité
précédente avec ¢l ala place de h, on obtient | (Ah, g) |< M deslors que ||h]| = ||g]| = 1.

On prenant le supremum sur g et h, on obtient ||A|| < M. =

Corollaire 2.4.8 Si A* = A et si (Ah,h) = 0 pour tout h, alors A = 0.

Ce corollaire n’est pas vrai si on ne suppose pas A = A*. Par exemple, soit

Az( 0 1) sur R2.
-1 0

Alors (Ah,h) = 0 pour tout h € R2.
Si H est un espace de Hilbert compleze et si A € L(H), alors les opérateurs B = (A+A*)/2
et C = (A—A*)/2i sont auto-adjoints et A = B+iC. Les opérateurs B et C' sont appelés

respectivement partie réelle et partie imaginaire de A.

Proposition 2.4.9 Soit A € L(H). Les assertions suivantes sont équivalentes

1. A est normal.

2. ||Ah|| = ||A*R|| pour tout h.

Dans le cas complexe, ces assertions sont équivalentes a

3. Les parties réelles et imaginaires de A commutent.
Preuve. Si h € H, alors
|AR[|* — [[A*h|[* = (AR, Ah) — (A*h, A*h) = ((A"A = AA")h, ).

Puisque A*A — AA* est hermitien, ’équivalence de 1 et 2 découle du corollaire 2.4.8.

Si B et C' sont les parties réelle et imaginaire deA, alors on calcule

A*A = B?—iCB+iBC + C?,
AA* = B?4+iCB—iBC + C?,

et donc A*A = AA* si et seulement si BC =CB . =
Un opérateur A € L(H) est une isométrie si il préserve la norme, c’est-a-dire si
|AR|| = ||h|| pour tout h.

Proposition 2.4.10 Si A € L(H), les assertions suivantes sont équivalentes
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1. A est une isométrie.
2. A*A = Id.
3. (Ah, Ag) = (h,g) pour tout h,g dans H.
Preuve. Comme (A*Ah, g) = (Ah, Ag), on voit facilement que (2) et (3) sont équi-

valents on obtient (1) a partir de (3) en prenant g = h. Pour montrer (1) = (3), on

utilise la formule de polarisation

(Ah,Ag) =~ (|A(h+ ) | = A (h — g) |I* + il A (h +ig) |* — ill A (h — ig) ) -

>~ =

Terminant avec un théoréme facile mais important.
Théoréme 2.4.11 Si A € L(H), alors ker A = (Im A*)*.

Preuve. Sih € ker Aetge H,alors (h, A*g) = (Ah,g) = 0 donc ker A C (Im A*)*.
Dans l'autre direction, si h € Im A* et ¢ € H, alors (Ah,g) = (h, A*g) = 0, et donc
(ImA*) Cker A. m

2.5 Opérateurs positives

Définition 2.5.1 Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur T € L(H) est dite positif
s’il est auto-adjoint et si, pour tout w € H, (Tu,u) > 0.

Notation 2.5.2 Si T € L(H) est un opérateur positif, on note T > 0. Si S € L(H), on
note S > T lorsque S — T > 0.

A Taide de ces notations, on peut reformuler la proposition 2.4.7

Proposition 2.5.3 Soit T' € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors ||T| zmy < M si et
seulement si —MI <T < M.

Preuve. Supposons que [|T||zz) < M. Alors, par la proposition 2.4.7, pour tout
ue H,
—M|Jull® < (Tu,u) < Mjul]?

Soit encore 0 < ((T'+ MI)u |u) et 0 < (MI—T)u|u),donc —MI <T < MI.
Réciproquement si —M 1 < T < M1, on obtient que pour tout v € H,

—M|ul* < (Tu,u) < Mul®
donc ||T'||zay £ M encore par la proposition 2.4.7. m
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Lemme 2.5.4 La série entiére en 0 de /1 — z est absolument convergente sur le disque
|z | <1

Corollaire 2.5.5 Soit T} € L(H) et Ty, € L(H) deuz opérateurs positifs qui commutent.
Alors, T\Ty est un opérateur positif.

Preuve. Soit S la racine carrée de T;. Alors TiT5 = SST, = ST5S, car T, commute

avec S puisqu’il commute avec T7. Soit © € H. Alors
(TiThu | u) = (ST2Su | u) = (TaSu | Su)

car S est auto-adjoint. Puis, comme T3 est positif, (To2Su | Su) > 0, donc 1175 est positif.
[

Nous pouvons maintenant définir le module d’un opérateur borné.

Définition 2.5.6 Soit T' € L(H). On appelle module de T' [’opérateur positif

| T |= VT*T

2.6 Opérateurs compacts

Nous introduisons dans cette section les opérateurs compacts, qui en un certain sens
se comportent le méme maniére que les opérateurs en dimension finie. On note By la

boule-unité fermée de H.

Définition 2.6.1 7" € L(H). On dit que T est compact si l'adhérence de T'(By) est

compacte dans H. On note K(H) [’ensemble des opérateurs compacts.

Quand H est de dimension finie, le théoréme 1.5.14 implique que Id n’est pas com-
pact.

Proposition 2.6.2 K(H) est un idéal fermé de Ualgébre L(H), c’est-a-dire que
1. K(H) est un sous-espace fermé de L(H) (pour la norme opérateur).

2. SiAe L(H) et Be K(H), alors AB et BA sont compacts.

Définition 2.6.3 Un opérateur T' € L(H) est dit de rang fini si ImT est de dimension

finie , son rang est la dimension de ImT.

Corollaire 2.6.4 Si T € L(H) est un opérateur compact et (ey,eq,...) est une base

orthonormale de H, et si on note P, la projection orthogonale sur Vect(e;...e,), alors
\P, T —T| — 0
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Définition 2.6.5 Soit T € L(H)

1. Un nombre complexe est une valeur propre de T s’il existe un vecteur h € H,
h # 0 tel que Th = Ah. Un tel vecteur h est appelé un vecteur propre de T.

2. On appelle spectre ponctuel de T, et on note 0,(T), l’ensemble des valeurs propres
de T.

3. Le spectre de T est défini comme
o(T):={ e C t.qT — \d n’est pas inversible.}

Comme un opérateur inversible est nécessairement injectif, on a o,(T) C o(T).

Proposition 2.6.6 Soit T' un opérateur compact et X € o,(T"). Si X # 0, alors ’espace
propre ker(T — A d) est de dimension finie.

Preuve. Supposons par 'absurde que ker(7 — AId) contienne une suite orthonormale
infinie (e, ). Comme T est compact, on peut en extraire une sous-suite (e, ) telle que (Te,,, )

converge. Mais pour n; # n;, on a

ITe,, —Te, | =I X llen, — en;ll = V2] A,

N

ce qui contredit le fait que (7'e,, ) est une suite de Cauchy. ]
La proposition suivante est utile pour prouver qu’un opérateur compact a des valeurs

propres.

Proposition 2.6.7 Soit T' un opérateur compact et A # 0. Si
inf {|| (T" = ALd) h|| - ||| = 1} = 0,

alors A € o,(T).

Preuve. Par hypothése, il existe une suite (h,) de vecteurs de norme 1 telle que
(T — Ald)h,|| — 0. Comme T" est compact, il existe une sous-suite (h,, ) telle que (Th,, )
converge vers f € H. En écrivant

B, = AN HThy,, — (T — Md)H,,],

k

on voit que h,,, converge vers A ' f. En particulier || f|| =| A | donc f # 0. De plus, (Th,,)
converge alors vers A 'T f, ce qui montre que A\'T'f, donc T'f = f.

On a donc bien trouvé un vecteur propre, et 0,(7). =
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2.6.1 Généralités

Définition 2.6.8 Soient E et F' deux espaces de Banach et T : E — F un opérateur.

On note Bg la boule unité de E. On dit que T est compact si T (Bg) est une partie

compacte de F'.
Notation 2.6.9 On note i, (E, F) l’ensemble des opérateurs compacte de E dans F'.

Exemple 2.6.10 57 E = F est de dimension infinie, lidentité Id : E — E n’est pas
compacte. En effet, par le théoréme de Riesz, Bg n’est pas compacte. Pourtant Id est

continue donc tous les opérateurs bornés ne sont pas compactes.

Définition 2.6.11 Un opérateur T' € L(E, F) est dite de rang fini si ImT est de di-

mension fini.

2.7 Diagonalisation des opérateurs compacts auto-

adjoints et normaux

Voici le principal résultat du chapitre : tout opérateur compact auto-adjoint est dia-

gonalisable.

Théoréme 2.7.1 Soit T € L(H) un opérateur compact auto-adjoint. Alors il existe une
suite (\,) de réels tendant vers 0, et une famille orthonormale (e,) dans H tels que, si

P, désigne la projection sur Vect e,,
T=> AP,
n=1

la convergence ayant lieu au sens de la norme opérateur.

Avant de démontrer le théoréme 2.7.1, énongons quelques résultats généraux. Un
sous-espace fermé £ C H est dit invariant par A si A(E) C E. Le lemme suivant est

facile

Lemme 2.7.2 Soit E C H un sous-espace fermé, et A € L(H). Alors E est invariant

par A si et seulement si E+est invariant par A*.

Proposition 2.7.3 Si A est un opérateur normal et A € K, alors ker(A—\Id) = ker(A—
A d)*. De plus, lespace ker(A — M\Id) est invariant par A et par A*.
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Proposition 2.7.4 Si A est un opérateur normal, et X\, ;i sont deux scalaires distincts,

alors ker(A — A d) L ker(A —uld).
Proposition 2.7.5 Si A est auto-adjoint, alors o,(A) C R.

Pour démontrer le théoréme 2.7.1, il faudra exhiber des valeurs propres de 7. Pour

cela, le lemme-clé est le suivant

Lemme 2.7.6 Si Test un opérateur compact auto-adjoint, alors l'un des deux mombres

+||T|| est une valeur propre de T

Preuve. Si T = 0, c’est évident. Sinon, la proposition 2.4.7 fournit une suite (h,,) de
vecteurs de norme 1 telle que | (T'hy, hy,) |— ||T|| Quitte & remplacer (h,) par une de ses

sous-suites, on peut supposer que | (T'hy, h,) |[— A, avec A = £||T'||. On a

0 < (T — Md)hy||? = |Thy||* = 2XM(Thy, hy) + X2 — 0,

et donc lim (7" — AId)h,|| = 0. Par la proposition 2.6.7, cela implique que A € 0,(T). =

Preuve. Du théoreme 2.7.1 Par le lemme 2.7.6, 0,(T") contient un nombre réel,
A1, égal & £||T||. Soit E; = ker (T — M\ Id) et m; la projection sur E;. Soit Hy = Ei.
Par la proposition 2.7.3, F; et Hy sont des sous-espaces invariants de T'. On appelle T5 la
restriction de T & Hy; on vérifie que Ty € L(H;) est un opérateur compact auto-adjoint.
On applique le lemme 2.7.6 & 7. Alors ¢,(73) contient un nombre réel, Ao, égal & £+ ||T7||.
On pose FEy = ker (Ty — AoId) C ker (T — A21d). De plus on a nécessairement \; = Ay
puisque Ey | E;. On note P, la projection sur Ey et Hy = (E1qE>)*". Notons aussi que
175 < 171 et [hell < Al

On construit ainsi par récurrence une suite (\,) d’éléments distincts de 0,(T) telle que
L | M= A= ..
2. Si B, = ker(T — \,), alors | Ay |= (| T (50 0m,)L |

La premiére propriété implique que la suite (| A, |) converge vers a > 0. Montrons que
a = 0. Sinon, on pourrait choisir un vecteur e,, dans FE,, avec |le,|| = 1. On a Te, = A\,e,
et donc ||Te, —Ten||? = A2+ X2 > 2a2. Aucune sous-suite de (Te,,) n’est donc de Cauchy.
Mais comme 7" est compact, on peut extraire de (7'e,,) une sous-suite convergente, ce qui
est absurde.

Notons 7, la projection sur F,,, on vérifie que :

IT =Y Aimill = 1Ty r6... By Il =1 An 1 [— 0,

J=1
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Ce qui montre que la série Y A\, 1, converge normalement vers 7. Pour obtenir la forme
voulue par le théoréme, on choisit une base orthonormale dans chaque espace propre FE,,.
Cela induit une écriture de m,, comme la somme d’un nombre fini de projecteurs de rang
1. On rassemble ensuite les bases orthonormales de F,, en une famille orthonormale de H.
[ ]

Avant de poursuivre, énon¢ons un théoréme sur les opérateurs qui commutent avec

un opérateur diagonal.

Théoréme 2.7.7 Soit (P,) une suite de projecteurs deuzr & deux orthogonauz, et ()
une suite bornée de scalaires non nuls deux o deux distincts. Soit A opérateur diagonal

Y AuP. Soit B € L(H) un opérateur les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. AB = BA.

2. Pour tout n, le sous-espace Im P,, est invariant par B et B*.

Preuve. 1. = 2. Supposons que AB = BA et soit h € Im(P,). Comme les

(A\,) sont deux a deux distincts, Im P, = ker(A — A\,Id), et donc Ah = A,h. Alors
ABh = B(A\h) = BAh = ABh, et comme \ # 0 cela implique Bh € Im P, et donc
Im P, est invariant par B. On peut appliquer le méme raisonnement a A* = "\, P, et
B*(qui commute avec A*), donc B * laisse aussi invariant Im P,
2. = 1. On a B(Im P,) C Im P,, ce qui implique que P,BF, = BP,. Le méme raison-
nement appliqué & B*donne P,BP, = B*P,, et donc en prenant P,BF, = P,B. On a donc
P,B = BP,. On en déduit facilement que AB = BA. [

Dans le cas complexe, on peut maintenant étendre le théoréme 2.7.1 aux opérateurs

compacts normaux.

Théoréme 2.7.8 Soit H un espace de Hilbert complexe et T € L(H) un opérateur com-
pact normal. Alors il eziste une suite (\,)de nombres complexes tendant vers 0, et une

famille orthonormale (e,) dans H tels que, si P, désigne la projection sur Vect e,,
T=> AP
n=1

la convergence ayant lieu au sens de la norme opérateur.

Preuve. On définit les parties réelle et imaginaire de T par A = (T + T*)/2 et
B = (T — T*) = 2i. On vérifie que A et B sont deux opérateurs auto adjoints compacts

qui commutent. On applique le théoréme 2.7.1 & A, en découpant selon les espaces propres
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on obtient une écriture A = > a,, P, ou les (ay,) sont des réels non nuls tous distincts et
(P,) des projecteurs de rang fini. Puisque AB = BA, le théoréme 2.7.7 implique que pour
tout n, Im P, est invariant par B. On vérifie que la restriction de B, p, € £(Im P,) est
un opérateur auto-adjoint. On applique le théoréme 2.7.1 & By, p, (ou bien la version -
dimension finie- du théoréme spectral), ce qui permet de décomposer Bjym p, = >, B,(C") Qr
ou (Q,(C")) sont des projecteurs de rang 1. De méme, ker A est invariant par B. On applique
aussi le théoréme 2.7.1 & By 4 - On réunit les bases orthonormales obtenues pour chaque
application du théoréme 2.7.1, ce qui donne une suite (P,) de projecteurs de rang 1 deux

a deux orthogonaux et deux suites (), (/3,,) tendant vers 0, telles que

+oo
A = Z anP,,
n=1

+oo
B = Zlﬁnpm

En posant A\, = a,, + 3,,, on a bien I’écriture voulue pour 7. [
Une conséquence du théoréme 2.7.1 est que 'on peut définir f(A) lorsque A est un

opérateur compact normal et f une fonction bornée de C' dans C.

Définition 2.7.9 On note (= (C') l’ensemble des fonctions bornées de C' dans C. Si A
est un opérateur compact normal écrit sous la forme du théoréme 2.7.8 et ¢ € {>(C'), on

pose :

P (T) = o) Pt (0) Ry

ot Py est la projection orthogonale sur ker T'.

Théoréme 2.7.10 (Calcul fonctionnel borné pour les opérateurs compacts normaux)
Soit T un opérateur compact normal sur un espace de Hilbert complexe H. L’application
o+ o(T) de £=(C) dans L(H) a les propriétés suivantes :
1. p— p(T) est linéaire et multiplicative, au sens ou (pY)(T) = p(T)Y(T).
2. Sip=1, alors (T) = 1d. Si p(z) = z pour tout z € o,(T) U{0}, alors o(T) =T.
3. |o(T)| =sup{l ¢ (N) [: A€ o (T}
4. o(T) =9(T).
5. Si Ae L(H) vérifie AT =TA, alors Ap(T) = p(T)A pour tout p € (>°(C).
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2.8 Le spectre d’un opérateur

2.8.1 Spectre, résolvante et rayon spectral

Nous commencons par donner la définition du spectre d’un opérateur borné. Dans
toute la suite, (E, ||.||g) est un C-espace de Banach. Quand il n’y a pas d’ambiguité sur
la notation, nous noterons, pour T € L (E), [|T']| := T z(g)-

Notation 2.8.1 Pour T € L(E) et A € C, on note T — X\ := T — Mdg ou Idg est
Uapplication linéaire identité de L (E) .

Définition 2.8.2 Soit T € L (E). Le spectre de T est la partie de C définie par :

o(T)={N e C|T — X nlest pas inversible dans L (E)} .

Les éléments de o (T') sont appelés valeurs spectrales.
Proposition 2.8.3 Soit T € L (E). Alors o (T) = {\A € C| T — X n’est pas bijectif}.

Définition 2.8.4 L’ensemble des valeurs propres de T € L (FE) est I'ensemble des \ € C
tels que T — X\ n’est pas injectif. L’ensemble des valeurs propres de T est appelé spectre
ponctuel de T et est noté o, (T'). Un vecteur u € E non nul tel que Tu = Au est appelé
vecteur propre de T associé a la valeur propre \. Enfin, on appelle multiplicité de la valeur
propre A, la dimension (finie ou infinie) de ker (T — \).

Onao,(T) C o (T). Toute valeur propre est une valeur spectrale, mais ces deux ensembles

ne sont pas égauxr en général.

Notation 2.8.5 L’ensemble o (T)° est appelé ensemble résolvant de T et est noté p (T).

C’est un ouvert non borné de C.

Définition 2.8.6 Soient T € L(E) et z € C. L’application R(T) : p(T) — L(E)
définie par R(T) (z) = (T — 2)~" est appelée résolvante de l'opérateur T. Pour z € p(T),
Uapplication linéaire R, (T') := R(T') (z) est appelée résolvante de T au point z.

Définition 2.8.7 (Rayon spectral) Soit T' € L (E). On appelle rayon spectral de T le
réel positif r (T') = supye, ) | A |-

Proposition 2.8.8 Soit H un espace de Hilbert et soit T € L (H). Alors
c(T)=c(T)={A:Ae€a(T)}.
De plus, pour tout z € p(T), Rz (T*) = Rz (T)".
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Preuve. En effet, d’aprés le point 4 de la proposition 2.4.3, T'— A est inversible si et
seulement si (T — \)* T'est. Or (T — A)" =T* — X .
Donc A € o (T) < T — A mnon inversible < (7' — \)* non inversible < T* — X non inver-
sible < A € o (T*), d’oti la premiére assertion. puis, si z € p (T,

Ry(T"=2) ' =((T-2)) "' =(T-2)") =R, (T)",

toujours d’aprés le point 4 de la proposition 2.4.3. m

Lemme 2.8.9 Soit T € L(H) avec ||T' — Id|| < 1. Alors T est inversible et on a la

formule suivante (dite série de Neuman)

o0

T => (Id-T)".

n=0

Preuve. Posons S = 1Id—T, et soit r :=||S]||; on a r < 1. Puisque ||S™|| < [|S]|™ =

n Ari n Ars A o0 n
r™, la série ) ||S™|| converge et donc la série R := )", S™ converge normalement. On a

(Id+S+S%+..+5)Id—S)=(Id+S+..+S5") - (S+ 52+ ...+ ") = [d— 5"

Comme ||S™"!| — 0, on a R(Id — S) = Id. De méme, on a (Id — S)R = Id. Ainsi
T = 1Id— S est inversible et 77! = R. =

Corollaire 2.8.10 Soit Ty un opérateur inversible. Si un opérateur T' vérifie
17— T0|| < 175~
alors T est inversible.
Preuve. Alors
Ty T — 1d|| = ||Ty (T = To)|| < |75 (T = To)|| < 1.
Par le lemme précédent, T;, IT est inversible. m

Théoréme 2.8.11 L’ensemble G des éléments inversibles de L(H) est ouvert (pour la

topologie induite par la norme opérateur). De plus, 'application T +— T~ est continue de

G dans G.
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Preuve. Le fait que G est ouvert est une conséquence du corollaire 2.8.10. Montrons
d’abord que T' +— T~! est continue en Id. Soit (T'n) une suite convergeant vers Id. Soit

0 < § < 1 et supposons que ||T;, — Id|| < §. Par le lemme précédent,

T,)'=(Id—(Id=T,)) "' => (Id-T,) =Id+> (Id-T,)"
k=0 k=0

et donc .

[iras Id||_||z Id—T,)" | <> (Id-T,)" <6/ (1-9)

k=0

Cette quantité peut étre rendue inférieure a n’importe quel € > 0 fixé en choisissant
assez petit. Alors ||T,, — Id|| < ¢ implique ||T,;! — Id|| < €, ce qui prouve la conti-
nuité voulue. Si maintenant une suite (7)) d’éléments de G' converge vers T € G, alors
|77 — Id|| < e converge vers Id. Par ce qui précede |1, 1T = ((T‘lTn)_1>, converge
vers Id, et en multipliant & droite par 7! on obtient que (7, !) converge vers T1.
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