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Introduction

Apres la deuxiéme guerre mondiale, la méthode du simplexe s’est imposée comme la
seule méthode efficace pour la résolution des programmes linéaires (PL). L’appartition
de I'algorithme de NARENDRA KARMARKAR en 1984 a permis le développement des
méthodes de points intérieurs qui se sont révélées comme une véritable alternative a la
méthode du simplexe. La méthode du simplexe est basée sur le principe fondamental
suivant :

la valeur optimale (supposée finie) d’un probléme linéaire est atteinte en au moins
un sommet (ou point extrémal) du domaine des solutions réalisables, qui est un polyedre
convexe. Elle consiste, alors a parcourir les sommets du polyédre jusqu’a ’obtention d’une
solution optimale.

* Ce mémoire est constitué d’une introduction générale, quatre chapitres et une

conclusion générale

- On a commencée par donné des définitions et des résultats préliminaires.

Dans le premier chapitre, nous avons présenté la défintion de probleme d’optimisation

et les conditions d’optimalité sans contrainte et résultats d’existance et d’unicite.

Dans le deuxieme chapitre on présente la défintion de probléme d’optimisation avec

contrainte, les conditions de ce probleme et le résultat d’existance et d’unicite.

Enfin dans le dernier chapitre on donne une présentation génerale de la méthode de

KARMARKAR dont nous citons des notions fondamentales qui se trouve dans ce
chapitre puis nous précisons des préliminaires et nous cloturons ce chapitre par une

description de la méthode



Premiére partie

Définitions et résultats préliminaires



0.1 Espace de Hilbert

Définition 0.1.1 un espace de Hilbert (H,{.,.)) sur K est K-espace vectoriel H muni
d’un produit scalaire (.,.) tel que l’espace vectoriel normé (H,(.,.)) = </{.,.) soit complet
.Le role de la complétude dans la définition d’un éspace de Hilbert est en premier lieu de

garantire ’éxistance d’une projection orthogonale sur les sous-éspaces véctoriels de H .

0.2 le gradient

Définition 0.2.1 Le gradient est une réalisation de la notion de dérivées pour une fonc-

tion a plusieurs variables, soit f une fonction de x,y,z on peut définir ses trois dérivées

aof of o0
partielles —f, —f, —f (si la fonction est continue et différentiable) a partir de ses trois
ox’ 0y 0z
valeurs on peut construire un vecteur le gradient qu’on note grad ou V :
of
s | @
f ay
af
0z

0.3 Matrice hessiénne

Définition 0.3.1 Soit f une fonction de n variables, la matrice héssienne de f (z), notée

V2f (x) est donnée par :

0*f *f  0f
821’1 31'1281'2 8x18xn
of of . _%f
sz (,j(;) = Gxg'ﬁxl 82:’132 Gacgﬁxn
of  of o
0x,0x1 0x,0%, 0%z,

Remarque 0.3.2 Cette matrice est symetrique si toutes les derivées sont continues.



0.4 Fonction de classe C°

0.4.1 Fonction continue en un point

Définition 0.4.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I & valeurs dans R et a

un réel élément de I.

r—a

[ est continue en a si et seulement limf (a + h) = f (a).

f est continue en a si et seulement imf (z) = f (a
h—0 )

0.4.2 Fonction continue sur un intervalle

Définition 0.4.2 Soit f une fonction définie sur un intervalle I & valeurs dans R

f est continue sur I si et seulement si f est continue en chaque réel a de I .

0.5 Fonction de classe C!

Définition 0.5.1

1. On dit que f est de classe C' sur U si toutes ses dérivées partielles sont définies et

continues sur U.

2. Soit V un ouvert de RP. On dit que f est un C! difféomorphisme de U dans V si f
est une bijection de U dans V', est de classe C* sur U, et si sa réciproque f~! est

de classe C' sur'V.
Remarque 0.5.2 Si f est un C'-difféomorphisme de U dans V et W C U est ouvert,

alors f(W) est ouvert comme image réciproque de W par lapplication continue 1.

0.6 Fonction convexe

Définition 0.6.1 Une fonction f: 1 — R est dite conveze lorsque :

V(x,y) € I?V)‘ S [Oa 1}’ f ()\$ + (1 o )‘)y) < )‘f(x) + (1 o A)f(y) (1)

f sera dite concave si —f est convexe.



0.7 Fonction strictement convexe

Définition 0.7.1 Soit f une fonction de R dans R définie sur un intervalle I de R. On

dit que La fonction f est strictement convezre sur I si x #y et A €]0, 1] impliquent

fOz+ (1= Ny) <Af(z)+ (1= f(y).

La fonction f est dite strictement concave sur I si —f est strictement convexe sur I.

0.8 Ensemble convexe

Définition 0.8.1 Un ensemble C' est dit convexe lorsque, pour tous x et y de C, le

segment [x,y| est tout entier contenu dans C' i.e. :

Ve,ye C\Vt e [0,1],tx+ (1 —t)y € C

0.9 Fonction linéaire

Définition 0.9.1 Soit a un nombre relatif. La fonction linéaire f de coefficient a associe

a chaque nombre x le nombre ax i.e

flazx)=af (z),Vr e R

floz+By) =af (@) +Bf (y).V(z.y) € R?

0.9.1 Représentation graphique

Définition 0.9.2 La représentation graphique de la fonction linéaire f : v — ax est

I’ensemble des points de coordonnées (x;ax)

0.9.2 La norme
Définition 0.9.3 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E une application
de E dans R, habituellement notée ||.|| vérifiant pour tout z,y € E et tout A € K

1. ||[Az|| = || ||z]| (homogénéité)

2. (=l =0) = (z=0)

3. e+ yll < |zl + |yl (inégalité triangulaire)



Chapitre 1

Optimisation sans contrainte

1.1 Définition des problémes d’optimisation

L’objectif de ce chapitre est de rechercher des minima ou des maxima d’une fonction

f € C(R" R) sans contrainte. Le probléme d’optimisation sans contrainte s’écrit :

{Trouver T € R™ tel que : (1.1.1)
f(@) < f(y), vy eR™ -
Le probleme d’optimisation avec contrainte s’écrit :
{Trogver T € K tel que : (1.1.2)
f@) < fy),Vy ek

ou K C R" et K # R"™ Si 7 est solution du probléme (1.1.1), on dit que T € arg r%nf,

et si T est solution du probléme (1.1.2), on dit que

T € argmin
gKf

1.2 Probléme d’optimisation sans contrainte

Définition 1.2.1 Soit f € C (E,R) et E un espace vectoriel normé. On cherche soit un

minimum global de f, c.a.d. :

TeFE telque f(T) < f(y), Yy e E (1.2.3)



ot un minimum local, c.a.d. :

T telque 3a >0 f(7) < f(y), Yy € B(T, ) (1.2.4)

1.2.1 condition d’optimalité

Proposition 1.2.2 (Condition nécessaire d’optimalité)
soit E un espace vectoriel normé, et soient f € C (E,R), et T € E tel que f est
différentiable en T. Si T est solution de (1.2.4) alors :

Df () = 0.

Démenstration 1.2.3 Supposons qu’il éxiste o > 0 tel que f(T) < f(y) pour tout

y € B(7,a). Soit z € E\{0}, alors si |t| < ﬁ, onaT+1tz € B(Z,a) (ou B(T,«)
z

désigne la boule ouverte de centre T et de rayon «) et on a donc [ (T) < f(T +tz).

Comme f est différentiable en T on a :

f@+tz) = f(@)+ Df(T) (t2) + |t]e- (1)
ot g, (t) — 0 lorsque t — 0.0n a donc f (T) +tDf (T) (2) + |t|e. (t) > f(T).

Etpourﬁ>t>0.
z

En faisant tendre t vers 0, on obtient que

Df () (2) > 0,¥z € E.

On a aussi Df (T) (—z) >0, Vz € E, et donc :

“Df @) (2)>0,¥z € E.

On en conclu que :

Df(z)=0

Remarque 1.2.4 Attention, la proposition précédente donne une condition mécessaire
mais non suffisante.
En effet, Df(Z) = 0 n’entraine pas que f atteigne un minimum (ou un mazimum,)

méme local, en T. Prendre par exemple E = R, x = 0 et la fonction f définie par :

fla) = 4*



1.2.2 Reésultat d’éxistance et d’unicité
Théoréme 1.2.5 (Existance)

Soit E =R" et f: E — R une application telle que :
(1) f est continue
(i) f(z) — 400 quand ||z| — +o0

alors il éxiste T € R™ tel que f(T) < f (y) pour tout y € R"

Remarque 1.2.6 1. Le théoréme est faux si E est de dimension infinie (i.e. si E est
espace de banach au lieu de E = R"), car si E est de simension infinie, Br n’est

pas compacte.

2. L’hypotheése(ii) du théoréme peut etre remplacée par (ii)3b € R™, IR > 0 tel que
|zl = R= f(x) = f(b).

3. Sous les hypothéses du théoréme il n’y a pas toujours unicité de © meme dans le cas

n = 1, prendre pour s’en convaincre la fonction f définie de R dans R par :
f@)=2*@—-1)(z+1).

Théoréme 1.2.7 (unicité)
Soit E un espace vectoriel normé et f : E — R strictement convexe alors il existe au

plus un T € E tel que :
f@) < fy),VyeR

Démenstration 1.2.8 Soit f strictement convexe, supposons qu’il existe T et T € E tel

que :

f(@) = f(7) = minf

comme [ est strictement convexe, si T # T alors :

fGT+37) < 5 @)+ 3 () =ming

ce qui est impossible, puisque

donc T = 7.

10



Remarque 1.2.9 Ce théoréme ne donne pas l’existence. Par exemple dans le casn =1

la fonction [ définie par f(r) = expx n’atteint pas son minimum, car min f = 0 et
RTL
f(z) # 0 pour z € R, et pourtant f est strictement conveze.

Par contre, si on réunit les hypothéses des théorémes (1.2.4) et (1.2.6), on obtient le

résultat d’existence et unicité suivant :

Théoréme 1.2.10 (Existence et unicité)
Soit E =R", et soit f: E — R.On suppose que :

(1) f continue
(i) f(z) — 400 quand ||z| — +o0
(iii) f est strictement convexe

alors il existe un unique T € R" tel que :

f(Z) = min f.

Rn”

Remarque 1.2.11 Le théoréme reste vrai si E est un espace de Hilbert ; on a besoin dans
ce cas pour la partie existence des hypothéses (i), (ii) et de la convexité de f.
Proposition 1.2.12 (1ére caractérisation de la converité)

Soit E un espace vectoriel normé (sur R) et f € C'(E,R) alors :

1. f convezxe si et seulement si f (y) > f(x)+ f(x +t(y — x)), pour tout couple
(z,y) € E%

2. f est strictement conveze si et seulement si f(y) > f(z) + Df (x)(y —x), pour
tout couple (x,y) € E? tel que x # y.

Démenstration 1.2.13 démenstration de 1 :

(=) Supposons que f est conveze :

soit (z,y) € E?; on veut montrer que f (y) > f(x)+ Df (z) (y — x). Soit t € [0,1],
alors f(ty+ (1 —t)z) <tf(y)+(1 —t) f (x) grace au fait que f est conveze. On a donc :

fla+it(y —z)) — flz) <t(f(y) — f(@)). (1.2.6)
Comme f est différentiable

flx+tly—x)) = fx)+Df (@) (t(y —x)) +te (1)

ot € (t) tend vers 0

11



Donc en reportant dans (1.2.6)

e(t)+Df () (y—=) < fy) - f(2), vt €10, 1.
En faisant tendre t vers 0, on obtient alors :
fy) 2 Df(x)(y —x) + f().

(<) Montrons maintenant la réciproque : Soit (z,y) € E?, et t €]0,1] (pour
t =0 ou=1 onn'arien & démontrer). On veut montrer que f(tx+(1—1t)y) < tf(x)+
(1— t)f(y). On pose z =tx+(1—1t)y. On a alors par hypothése :

fly) > f(2) + Df(2)(y)

et
fx) =2 f(z) + Df(2)(z — 2).

En multipliant la premiére inégalité par 1 —t, la deuziéme part et en les additionnant,on

obtient :
(L =0)f(y) +tf(z) = f(z) + A =)D f(2)(y — 2) + D f(2)(z — 2)
(L= f(y) +tf(x) > f(z) + Df(2) (1 = t)(y — 2) + t(z — 2)).
Et comme
(1—t)(y—2)+tlx—2)=0
On a donc

(=) f(y) +tf(x) = f(2) = fltz + (1 - t)y)

démenstration de 2 :
(=) On suppose que f est strictement convexe, on veut montrer que f(y) > f(x) +
Df(z)(y — x) siy # x. Soit donc (z,y) € E*,x # y.0n pose z = L(y — ), et comme f

est convexe, on peut appliquer la partie 1 du théoréme et écrire que

flx+2) > f(z) + Df(x)(2)

On a donc




Comme f est strictement convexe, ceci entraine que

1

f@) + Df@)(*5) < 5(f(@) + ).

d’ou le résultat.
(<) La méthode de démonstration est la méme que pour le 1.

Proposition 1.2.14 (Caractérisation des points tels que f(T) = ming f )
Soit E espace vectoriel normé et f une fonction deE dansR.On suppose que [ €
CYE,IR) et que f est conveze.
SoitT € E. Alors :
f(@) = mElnf < Df(z) =0.

En particulier si E = R"alors
@ = min f(x) < V@) =0

Démenstration 1.2.15 (=) Supposons quef(T) = ming falors on sait que Df(Z) =0
(la convezité est inutile).
(<) Si f est convexe et différentiable

on a :

fly) = f(@)+ Df(@)(y — x)

pour tout y € E et comme par hypothése

Df(z) =0

On en déduit que f(y) > f(T) pour touty € E.
Donc

f(z) = min f

Proposition 1.2.16 (2éme caractérisation de la convexité)

Soit E=TR" et f € C*(E,R). Soit Hy () la hessienne de f au point x

i.e (Hp))iy = 02, f(x). Alors :

1. [ est convexe si et seulement si Hy,y est symétrique et positive pour tout x €
E(c.a.d. Hy(z)" = Hy(z) et Hy(x)y,-y > 0 pour tout y € R™)

2. f est strictement conveze si H¢(x) est symétrique définie positive pour tout x € E.

(Attention la réciproque est fausse.)

13



Contre-exemple Pour montrer que la réciproque de 2. est fausse, on propose le
contre-exemple suivant :

Soit n = 1 et f € C*(R,R), on a alors H¢(xz) = f"(z). Si f est la fonction définie
par f(x) = z*, alors f est strictement convexe car f”(z) = 1222 > 0, maisf”(0) = 0.Cas
d’une fonctionnelle quadratique Soient A € M, (R),b € R", et f la fonction de R™ dans
R™ définie par f(x) = %Am - x—>b-x Alors f € C*(R",R). Le calcul du gradient de f
et de sa hessienne : on montre que V f(z) = 3(Az + A'z) — b.Donc si A est symétrique
Vf(z) = Az —b. Le calcul de la hessienne de f donne : Hy(z) = D(V f(x)) = 3(A+ At).
On en déduit que si A est symétrique, Hf(xz) = A. On peut montrer en particulier que
si A est symétrique définie positive alors il existe un unique T € R” tel que f(7) < f(x)

pour tout x € R”, et que ce T est aussi I'unique solution du systéme linéaire Ax = b.

14



Chapitre 2

Optimisation avec contrainte

2.1 Probléme d’optimisation avec contrainte

2.1.1 Définition d’optimisation avec contrainte

Définition 2.1.1 Soit E = R, soit f € C(E,R), et soit K un sous ensemble de E. On

s’intéresse a la recherche de T € K tel que :

{f e %gf )

Ce probléme est un probléme de minimisation avec contrainte (ou “sous contrainte”)
au sens ou l’on cherche x qui minimise f en astreignant r a étre dans K. Voyons
quelques exemples de ces contraintes (définies par l’ensemble K ), qu’on va expliciter

a laide des p fonctions continues,g; € C(FE,R) i = 1...p.

1. Contraintes égalités.

On pose K = {x € E,g;(x) = 0,5 = 1...p}. On verra plus loin que le probléme de
minimisation de f peut alors étre résolu grace au théoréme des multiplicateurs de

Lagrange (voir théoreme (Kuhn-Tucker)).
2. Contraintes inégalités.

On pose K = {z € F, gi(r) < 04 = 1...,p}. On verra plus loin que le probléeme de
minimisation de f peut alors étre résolu grace au théoréme de Kuhn-Tucker (voir

théoréme Kuhn-Tucker ).
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2.1.2 Conditions d’optimalité dans le cas de contraintes égalité

Dans ce paragraphe, on considerera les hypothéses et notations suivantes :

fe€CURN,IR),g; € CY(IRN,IR),i=1..p;

K={ueR" ¢ (u)=0,Vi=1...p} (H k)

g=1(g1,-, 9" € C(IR" IRP)

Remarque 2.1.2 (Quelques rappels de calcul différentiel)

Comme g € CY(R",RP), si u € R", alors Dg(u) € L(R",RP), ce qui revient & dire,
en confondant ’application linéaire

Dg(u) avec sa matrice, que Dg(u) € M,,(R).
Par définition,

Im(Dg(u)) = {Dg(u)z,z € R"} C R?

et

rang(Dg(u)) = dim(Im(Dg(u))) < p

On rappelle de plus que :

99 . Ia
0y oz,
Dg(u) = Lo
(%1 8xn

et que rang(Dg(u)) < min(N, p). De plus, si rang (Dg(u)) = p,
alors les vecteurs (Dg;(u))i=1.., sont linéairement indépendants dans R".

Théoréme 2.1.3 (Multiplicateurs de Lagrange)

Soit T € K tel que f(T) = m}énf .On suppose que f est différentiable en T et
dim (Im (Dg (%)) = p (ou rang (Dg (T) = p))), alors :

il existe (A1, A\p) € RP tel que :

V@) +) AV (T)=0

16



Exemple 2.1.4 1. min f (z,y) = 2% + 2¢?
sujet a f1(x,y)=x+y—>b=0
L\z,y)=@2+2¢>)+ Xz +y—0)

L conveze en (x,y). Donc minimum atteint lorsque VL (A, z,y) =0

0 A= =2z
= = S =2
0 A= —4y

b
r+y—b=2y+y—-b=3y—-b=0&y=—

2 + A

VeyL (N z,y) = Lyt A

3
Considérons maintenant le probléme de programmation mathématique suivant
min f (x)
Suget a fi (r) <0 i=1,...,m
reX

2. min f(z) = 2?
Sujet o f1(x) =2x+5 <0.
L conveze en (x).Donc minimum atteint lorsque V,L(\, x) =0
V.L(A\x)=2x4+22 =0 2= -\

A=32>0
)
2x+5:_2)\+5:0@)\:§ 2e+5=0& 2+ 5X1=0

5
doncr = —\= —3

Théoréme 2.1.5 (Utilisation pratique du théoréme de Lagrange)
Soit  f € C*(R",R), g = (91,-.-,9p)" avec gi € C(R™,R) pour i = 1,....p., et soit
K ={x e R" g/(x)=0,i=1,...,p}. Le probléme qu’on cherche a résoudre est le probléme

de minimisation (x) qu’on rappelle ici :
Te K
et )

Remarque 2.1.6 1. D’aprés le théoréme des multiplicateurs de Lagrange, si T est
solution de (%) et Im (Dg (Z)) = RP, alors il existe (A1,...,A,) € RP tel que T et

solution du probléme

p
of (= dgi .
a;,i(z)‘l‘;)\zai: ) J=1...,p

(% * *)
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Le systeme (% *x) est un systéme non linéaire de de (n + p) équations et a (n + p)
inconnues (T, ..., Tp, \i... ). Ce systéme sera résolu par une méthode de résolution

de systéme non linéaire (Newton par exemple).

2. On vient de montrer que si T solution de (x) et Im(Dg(T)) = R,,, alors T solution de

(x**). Par contre, si T est solution de (x*x), ceci n’entraine pas que T est solution

de (x).

2.1.3 Contraintes inégalités

Soit f € C(R™",R) et g; € C'(R",R) i = 1,..., p, on considére maintenant un ensemble
K de la forme : K = {z € R", g;(x) <0 Vi = 1...p}, et on cherche & résoudre le probléme
de minimisation (x) qui sécrit :

Te K
f@ <f(x), VeeK

Remarque 2.1.7 Soit T une solution de (x) et supposons que g;(T) < 0,

pour tout i € {1,....,p}. Il existe alors € > 0 tel que si x € B(T,¢) alors g;(x) < 0
pour tout 1 =1, ...,p.

On a donc f(T) < f(x) Yo € B(T,e). On est alors ramené & un probléme de mini-

misation sans contrainte, et si f est différentiable en T, on a donc :
Vi) =0

On donne maintenant sans démonstration le théoréme de Kuhn-Tiicker qui donne une
caractérisation de la solution du probléme (x).

Théoréme 2.1.8 (Kuhn—Tucker)
Soit f € C(RN | R), soit g; € CYRY,R), pouri=1,...,p, et soit :

K={x c¢RY g(z) <O0Vi=1.p}
On suppose qu’il existe T solution de (x), et on pose :
1@) = {i € {1,...p}. lgi(z) = 0)

On suppose que f est différentiable en T et que la famille de R™ {Vg;(Z),i € I(T)} est
libre. Alors il existe une famille (\;); € 1(Z) C Ry telle que :

V@) + Z AiVg; (T) =0
)

icl(@
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Remarque 2.1.9 1. Le théoréme de Kuhn-Tucker s’applique pour des ensembles de
contrainte de type inégalité. Si on a une contraite de type égalité, on peut évidemment
se ramener & deux contraintes de type inégalité en remarquant que {h(z) = 0} =
{h(z) <)}N{—h(xz) < 0}. Cependant, si on pose g1 = h et go = —h, on remarque que
la famille {Vg,(%),Vg2(T)} = {Vh(T),—Vh(T)} n'est pas libre. On ne peut donc
pas appliquer le théoréme de Kuhn-Tucker sous la forme donnée précédemment dans
ce cas (mais on peut il existe des versions du théoréme de Kuhn-Tucker permettant
de traiter ce cas, voir Bonans-Saguez).

2. Dans la pratique, on a intérét a écrire la conclusion du théoréme de Kuhn- Tucker (i.e.
Uezistence de la famille (\;); € 1(T)) sous la forme du systéme de N + p équations

et 2p inéquations a résoudre suivant :

( Vi@ + ﬁj AV (T) =0,

Exemple 2.1.10 Aigi(T) =0,¥i = 1,...,p,
6:(T) <O,Vi=1,...p,
N> 0Vi=1,.p.

i=1,.,p @@ <0 i=1,..p

A1>0
min Zx% + 2x129 + m% — 1021 — 10z4

sujet a a1 + a3 <5
3x1+ 29 <6
dxy + 2x9 — 10+ X221 + 322 =0
201 + 229 — 10+ XN2x9+ 1 Ay =0
S7il existe un N telque
VoL (A 2%) = V f(a*) + 320, Al fi(a*) = 0
A fi(z*) =0, filz*) <0 i=1,...,n
A >0 i=1,...n

A (22423 —5)=0
Ay Bz +22—6)=0
(22 +23—5) <0
(321 + 12— 6) <0
A dg >0
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2.1.4 Existence — Unicité — Conditions d’optimalité simple :

Théoréme 2.1.11 (Existance) :
Soit E=R" et f € C(E,R).
1. Si K est un sous-ensemble fermé borné de E, alors il existe T € K tel que f(T) = m}}n
f.

2. 5i K est un sous-ensemble fermé de E, et si [ est croissante a l'infini, c’est—a—dire

que f(z) — 400 quand |z| — 400, alors 3T € K tel que :

f(@) = ménf

Théoréme 2.1.12 (Unicité) :
Soit E = IRN etf € C(E,IR). On suppose que f est strictement conveze et que K

est convexe. Alors il existe au plus un élément © de K tel que :

f@) = ménf

Théoréme 2.1.13 (Existance et unicité) :

Soient E = R", f € C(E,R") une fonction strictement convexe et K un sous en-
semble convexe fermé de E.

Si K est borné ou si f est croissante o linfini, c¢’est-a—dire si f(x) = 400 quand
]| — +o00.

Alors il existe un unique élément T de K solution du probléme de minimisation (x),

1.e. tel que

f(@) = ménf

Remarque 2.1.14 On peut remplacer E = R"™ par E espace de Hilbert de dimension
infinie dans le dernier théoréme, mais on a besoin dans ce cas de [’hypothése de convexité

de f pour assurer ’existence de la solution .
Proposition 2.1.15 (Condition simple d’optimalité) :
Soient E=R", f € C(E,R) et T € K tel que :

f(@) = min 1.
On suppose que f est différentiable en T

1. Siz € K alors Vf(z)=0.
2. Si K est conveze, alors Vf(T) - (x —Z) > 0 pour tout x € K.
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Chapitre 3

Présentation générale de la méthode
de Karmarkar

3.1 Notions fondamentales

Dans ce paragraphe, on présente simplement quelques notions fondamentales de la
programmation linéaire qui serviront de support a l'intuition dans les developements ul-

térieurs.

3.1.1 Définition d’un programme mathématique
le probleme de programmation mathématique est représenté par la notation :
min f(x) *)
reD

— Un point de D est appelé "solution réalisable" de (x).
— On appelle "solution optimale" de (%) toute solution réalisable x*.

— La valeur f* = f (z*) est appelée "valeur optimale"

3.1.2 Définition d’un programme linéaire

Un programme linéaire est un programme mathématique dans lequel

— Le domaine D des solution réalisables est défini par un ensemble d’équations et/ou
d’inéquations linéaires appelées "contraintes".

— La fonction f, dite "fonction objectif ou économique", est linéaire.
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3.1.3 Equivalence de deux programme mathématiques

Deux programme mathématiques (p) et (p) (en particulier deux programmes linéaires)
sont dit "équivalents" si & toute solution réalisable de I'un on sait faire correspondre une
solution réalisable de I'autre de telle sorte que les fonctions objectives soient égales pour

cette paire de solutions.

3.1.4 Forme canonique et forme standard d’un programme li-
néaire
— Un programme linéaire est écrit sous "forme canonique" si le domaine des solutions
réalisables est défini par un systéme d’inéquations linéaires.
— Si par contre le domaine des solutions réalisables est défini par un systéme d’équa-
tion linéaire, on dit que le programme est écrit sous "forme standard".
— On peut toujours mettre un programme linéaire quelconque sous forme standard

en introduisant des variables supplémentaires appelées "variables d’écart".
Exemple 3.1.1

( .
min dx; — 315

Ty — X9 > 2

2z1 + 329 < 4 (1)
—x1 + 629 = 10
(| 2120, 2220

En introduisant les varitables d’écrat x3 > 0 et x4 > 0 dans la premiére et la

deuziéme contrainte , on met (1) sous la forme équivalente :

([ min 511 — 319 + 0.23 + 0.4

Ty — X9 — T3 = 2

201+ 3+ 14 =4 (2)
—x1 4+ 629 = 10

[ 2120, 2220, 2320, 24 >0

(2) est la forme standard de (1).
Pour cette raison , on ne considérera dans ce qui suit que des programmes linéaires
sous forme standard du type :
min ¢’z
Ax = (p)
z >0

ou
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n désigne le nombre de variables.

m : nombre de contraintes.

A € R™*™ est la matrice des contraintes.
c € R" est le vecteur cout.

b e R™ est le second membre.

Remarque 3.1.2 1. On peut toujours supposer que l'on a rang(A) = m (c’est le
cas dans la méthode de Karmarkar) En effet , si rang (A) < m, une ou plusieurs
lignes de A peuvent s’exprimer comme combinaisons linéaires des autres. Suivant la
valeur des composantes b; de b, les contraintes correspondantes sont soit redondantes
(auquel cas elles peuvent etre éliminées du probléme) soit incompatibles avec les

autres (auquel cas le systéme Ax = b n’a pas de solutions).

2. 1l n’est pas restrictif de supposer que la variable x est astreints a etre non négative.
En effet, si la variable x est non contrainte en signe, on pourra remplacer x par la
différence x* —x~ de deux variables x+ et x~ astreintes, elles a ne prendre que des
valeurs non-négatives. Le programme qui en résulte est évidemment un programme

linéaire de la forme (p).

3.2 Minimisation d’une fonction linéaire sur un ellip-

soide

Considérons le probléme suivant :

min c'x
{ (0)
reFE
Ou z,c € R" et E un ellipsoide défini par son centre a’, par r et la matrice symétrique
définie positive A
Algebriquement : F = {:1: eR": (z—a") Az —a) < r2}

Lemme 3.2.1 La solution du pobléme (0) est donnée par :
0 A ler

ot =a — 2—==_.
£/ (c,A=1c)

cas particulier du lemme :

Si Pellipsoide E est réduit a une sphere(A = 1)
c

alors la solution de (0) est : 2* = a® —

lell”
Autrement dit :
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3.3 L’idée générale de I’algorithme

Soit A un élément de R™*™ | b € R™ et ¢ € R™ et posons par définition
Q={reR": Ax = b}

P={zeR": Az =0, 2 >0} =QNR}

ou R? T'orthant positif.

Considérons alors le programme linéaire générale :

min c'z
1
{ R (plg)
Sil’on remplace R’} par une sphére (ou un ellipsoide) £; C R’ , on obtient le probleme
min c'z
(1)

Or, l'intersection d’une spheére et d’un espace affine est une sphére de dimension plus
petite dans cet espace affine, donc (2N E; = E»).

Le probleme devient :

-4

min 'z

{ g ¢ désigne la projection orthogonale de ¢ sur €2 (2)
T € Lo
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D’apreés ce qui précede , le probléme (2) est trivial : il suffit de se déplacer a partir
du centre de E, dans la direction (—¢) d’une distance égale au rayon de Es.

Finalement, tout revient a remplacer P par un ellipsoide (ou une sphére) E de centre

a® (@® € P:a) >0,i=1,...,n) et minimiser ¢’z sur £ au lieu de P.
Lemme 3.3.1 .
0< Je—Jr <f-=
f (@) — fp v

3.4 La transformation projective de KARMARKAR

Soit a = (ay, ag, .. .;a,)" un point strictement intérieur a p (i.e.tel que a € Q et a; > 0)
et posons D = diag{a} définissons alors le simplexe s,.; de dimension n contenu dans
Rn+1 .

Spi1 = {33 eER"™ x>0et ethx = 1}

la transformation projective (notée T' ) est une fonction :
(

Z;/a; .
yi:—n/ ,t=1,....n
=T (z) avec =1

y="T(z) ot

Yny1 = 1—2%

\ . i=1

il est facile de voir que : 3, = —Ypp1 ,i=1,...,n

a/,

ou encore : Yy, = (D7'x) yps1 , o y[n] désigne les n premicres composantes de y.
ceci montre que 7' est bijective : En effet,
Dy n
T—l (y) = = ) [ ]
. Yn+1
evidemment :

* T(R}) = sp11 C RY
*T(a)=a’=(1/n+1)e 11 (centre de s,41)

Quelques propriétés de T :

1. L’image d’un espace affine €2 par T est un espace affine €2, donc puisque a € Q ,

son image a’ € .

2. L’image d’'une face (x; = 0) de R’} est la face correspondante (y; =0,i=1,...,n)

du simplexe s,,,1 ,quand a la face y,,1 = 0 de s, elle est I'image des points & I'infini.
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Il est facile de voir que la plus grande sphére inscrite dans s, et la plus petite spheére
contenant s,1 centrées en a’sont respectivement :

Ba® r)={Xe R :e,1 X' =1,||X —d° <r}

B(a®,R)={X € R"™ :¢,, X' =1,||X —d°|| < R}

oi r=1/y/n(n+1)et R=+/n/(n+1)dou (R/r)=n

la situation est donc la suivante : B(a®,7) C s,41 C B(a’, R) ce qui entraine :
B, r)NQ Cs,.aNQ C B, RNQ or, s,,NQY =P =T(P=QNR") de plus
I'intersection d’une spheére B avec un espace affine € est une sphére B’ de dimention petite
et de meme rayon que B si § contient le centre de B, c’est le cas ici puisque a® € Q' .ainsi :
B'(a®,r) c P' € B'(a®, R),ott B'(a°, R) = B(a®, R)NQ et B'(a’, R) = B(a®, R) N Q" .ceci
prouve que la minimisation sur la spheére inscrite dans la région admissible réduit la valeur
de 'objectif d’au moins (1 — 1/n).

3.5 Deéscription de la méthode

Le probléme traité par KARMARKAR et les hypothéses de travail

On se place désormais dans R™ : le simplexe S, = {x € R" :e,2* =1, 2 >0} C R"
est donc de dimension (n — 1).
La méthode projective de KARMARKAR résoud directement le programme linéaire

reduit suivant :

min czt
Az =0 (p.Lr)

T E s,

en suposant que :

1. La valeur optimale est nulle,i.e : si z*est une solution optimale de (p.L.r) alors
da* =2 =0.

2. Le point a® = (1/n)e, (centre du simplexe s,) est une solution réalisable de (p.l.r)

3. La matrice A est de plein rang : rg(A) = m.
ces trois hypothese seront appelées les conditions de KARMARKAR

on suppose également que c'a® > 0, puisque si cfa’ = 0 on s’arrete immédiatement

avec a’ optimal. ceci implique que c'z n’est pas positif pour tout z réalisable.
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Remarque 3.5.1 a- Si la valeur optimale est connue a priori mais non nulle [’égalité
enxt = 1 permet de se ramener a un objectif nul.en effet,soit x une solution opti-
male du probléme et z*la valeur optimale de l'objectif alors c'x = 2* = z*el v =
(c—2%e,)'x = (¢)'z = 0.on minimise alors lobjectif (¢)'x au lieu de 'z, ou
d=c¢—2z" ,i=1...n.

b- Si le systéme de contreintes est de la forme Az =b ,b# 0 , on se raméne facilement
a un systéme homogeéne,il suffitd’écrire : Ax = bel¥ = (A — bel)x =0

autrement dit on obtient un systéme si la forme Alx =0 ou les élement de A sont

c- Le pobléme (p.l.r) ainsi défini peut etre vu comme un probléme de faisabilité en effet,

puisqu’on suppose la valeur optimale (z*) nulle ou connue & priori, il s’agit alors de

trouver :
e =z*
x >0 telque :¢ Ax =0
elr =

n

L’algorithme de base

Nous présentons dans ce paragraphe 'algorithme de base de KARMARKAR pour
résoudre un programme linéaire du type (p.l.r).pour cela on se donne une précision ¢ (par
exemple ¢ = 2 — g ol ¢ est un entier, ¢ > 1)

partans de la solution initiale 2° = a, I’algorithme produit une suite de points inté-
rieurs a converge vers une solution optimale du probléme en un temps polynomial.

dans le but de ramener 1’objectif ¢’z & zéro on le minimise localement sure une sphére
inscrite dans la région admissible . a chaque litération (k) litéré (l‘k > 0) est ramené au
centre de s, par la transformation projective T}, définie par :

T.:7 € sy, ——ka(x):yesn avec

D x Dy

Ty (x) = —ezglzlx =y LW =ap,,

et ainsi de suite jusqu’a ce que le teste d’optimalité (ctxk < 5) soit verifié.

, Dy = diag {xk}
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Début algorithme initialisation
2°=a"=(1/n)e,, k=0
tant que c'z*F > ¢ faire
Dy, = diag {xk}

Ap
0 A= AD
pas By=| .- k k
e
pas 1l p,= {I—B;; (BkB,’;)_lBk}D;ic: {I—A',; (AL AL A, — %eneZ}ch
pas 2 dk:p_k
1% 1
pas 3 y* =d’—ardy r=——— ,0<a<l
n(n—1)
Dyy" _
k+1 __ o 1 k .
pas 4 o™ _eszyk_Tk (?J) Jk=k+1
fin tant que

fin algorithme

dans : le pas 0 on ne fait que construire le matrice des contraintes (i.e By)

le pas 1 consiste & projeter ¢, = Dyc sur le noyau de By (c’est 'operation la plus
couteuse de I'algorithme). la formule donnant p; est obtenue par un calul élémentaire en
utilisant le fait que Ape, =0 .

au pas 2 on calcule le vecteur normé dy,corréspondant a py

au pas 3 on choisit y* & une distance ar de a° dans la direction —d;, KARMARKAR
1

choisit o = 1

et en fin au pas 4 on effectue la transformation inverse 7, ' pour calculer le nouvel

itére zFt1

Dérivation et analyse de P’algorithme

Le but de ce paragraphe est de montrer en quelque sorte comment est obtenu 1’algo-
rithmme précédent.

on a vu que la transformation 7}, applique le simplexe s,, dans lui meme,en meme
temps l'itéré 2% > 0 (dont les composantes forment la matrice diagonale Dy) est envoyé

au centre de s,. sependant le transformé du programme linéaire (p.l.r) est le programme

suivant :
. "Dy
min o Diy
(p.n.l) ADyy —0
€%Dky
ey=1,4y>0
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mais on a pour tout y € s, : el Dyy = Zarfyz > min {xf r=1,...... ,n} >0
i=1

' Dyy ADyy

=0 et

el Dy el Dy

Dy =0et ADyy =0

(p-n.l) est equivalent au programme linéaire

les égalités = 0 sont donc satisfaites si et seulement si

min ¢! Dy
(p.0) ADyy =0
ey=1y>0
qui est de la forme (p.l.r) et vérifie les conditions de KARMARKAR

Remarque 3.5.2 (remarque fondamentale)

St on ajoute au probléeme (p.l) la contrainte {y € R": ||a® —y|| < ar},ou:0<a <1

etr = ———
n(n—1)

i.e la sphére B (a°,ar) de centre a° et de rayon ar, la contrainte de positivité (y > 0)

devient redondante . ce résultat est une conséquence du lemme suivant :

Lemme 3.5.3 Si pour un programme linéaire donné on connait une solution réalisable y
telle que (y; > 0,i=1...... n), alors lellipsoide :
n - (xl — y1)2 2
E=SzeR": ) 5 <p0<p<1

i=1 Yi

est a l'intérieur de l'orthant positif de R™.

Preuve. Supposons au contraire qu’il existe j € {1,...... ,n} tel que z; <0, alors :
n 2 2

Z (xz 2%) > (xz 2%) >1> 627 c.q.fd

i1 Yi Yi

pour retrouver le résultat précédent il suffit de prendre y = a° et 3 = ar

finalement, le probléme (p.l) devient :

min ¢! Dyy

oux
ey =1 (poux)

la® =yl < ar

on vient de remplacer I'orthant positif par la sphére B (a’, ar) qui est beaucoup plus

simple & manier. m

Théoréme 3.5.4 Le point y*(du pas 8 de l’algorithme) est une solution optimale de
(pouz).
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3.5.1 Fonction potentiel (étude de la convergence)
Pour établir la convergence de 'algorithme, il faut montrer que :
okt
—— <@ ou 0<g <1 estindépendant de k
or, il est dificile de trouver directement ¢qq . pour surmonter cette dificulté, Karmarkar

clr

> , définie sur

associe a l'objectif linéaire ¢'x.]la fonction potentiel f (z) = Zlog <
X
i=1

F={zeR":2>0, Az =0, e,z =1}

Lemme 3.5.5 Soit 2% le K*™¢ jtéré de ’algorithme,alors :

1
O < (exp [£H) — 1))
ou 1° = %"
1 1
Preuve. exp [f(a;k) — f(;z;o)} = <%) 1, i_zz = % — <H?=1 i_g) n (exp [f(ajk) _ f(xO)D
1 1
or, (H?:l %)E =n (H?=1 xf)ﬁ < %:le =1, (puisque z* € Sn )

7
d’ou le résultat m
conséquence immeédiate :
si la suite f(2*) tend vers —co alors la suite c'z* tend vers zéro outrement dit

pour diminuer c'z il suffit de diminuer suffisamment f(z).

Propriété 3.5.6 (propriété de f(x))

1- Une propriété cruciale de f(x) est qu’elle conserve toutes ses caractéristiques par Ty

1,e: elle transformée en une fonction de la méme forme :

CtDky

g(y) = >, log ( ) —> " log (mf) , ouy = Ti(x). g(y) est bien définie
sur Fp={yeR":y>=0,ADyy =0,e,,y =1}

2- Soity = T(z) ety® =T(2) alors ona :f(z) < f(2°) —d & g(y) < g(3°) — d,d
étant un réel positif .En d’autres termes toute réduction de f(x) entraine la méme
réduction de g(y) et réciproquement.

3- La fonction potentiel g(y) est associée a la fonction linéaire ¢! Dyy (objectif du probléme
(pauz)).

4- g(y) est une fonction monotone croissante de ' Dyy
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Théoréme 3.5.7 (théorem de convergence de KARMARKAR)

si0<a< 1, alors en partant de 2° = e, /n aprés o(nq + nlogn) itération l’algo-
rithme trouve un point réalisable x tel que :

(i)clx =0 ou (zz)% <27 ouq estune précision fixée.

un résultat plus précis est donné juste aprés par PADBERG qui montre en utilisant

la fonction potentiel :

h(z) = clx

(1)

que la convergence est réalisée en o (nq) itération pour : 0 < a < 0.7968. ..
nous allons nous attarder quelque peu sur le choix du parameétre de convergence a dont

dépend en partie la vitesse de convergence.

Choix de KARMARKAR :
KARMARKAR montre en fait que pour n grand (n — +0o0) la fonction potentiel

f () diminue & chaque itération d’une quantité :

§(a) =a—d*/2—d*/ (1 —a)
£ < f (@) b a)

il suggere alors de prendre a = 1/4 , valeur qui correspond approximativement a la

valeur maximale de § (a) :

max{d(a) ,0<a <1} =0.245122...

Autre choix de a :
Nous allons montrer en s’inspirant de la démonstration de PADBERG que 'on peut
trés bien choisir (a > 1/4)

considérons ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 3.5.8 Soit 2* le k"¢ itéré de 'algorithme , alors on a :
ctak < (exp(—2a})k/n

ctgd — 1—a
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Remarque 3.5.9 1. Du point de vue pratique pour (o = 1/2) l’algorithme est deux
fois plus rapide que pour (o = 1/4).

2. Le fait que t(1/2) soit la plus petite valeur de t(a)) pour o € (0,1) ne signifie pas

que c’est pour cette valeur que l’algorithme est plus rapide, d’ailleurs il converge plus

vite pour o > 1/2  (voir exemple I .1 ci dessous).
Exemple 3.5.10 Considérons le programme linéaire suivant :

minxr; + T

— 7o =0
1 (I11,1)
T+ T+ T3 = 1

2;>0i=1,...,3

ce programme satisfait toutes les conditions de KARMARKAR,en particulier sa valeur

optimale est nulle .sasolution optimale exacte est :

0
{xl

le tableau ci-dessous présente les résultats obtenus en appliquant l’algorithme de KAR-

NO

=0

I
5

3
wo
I
—_

MARKAR au probléme (II1,1) pour différentes valeurs de « avec une précision de l’odre
de 107*

a itération | temps(secondes) | valeur de l’objectif

0.25 | 23 0.6600 0.0005

0.50 | 12 0.3899 0.0004 (tableau ITL.1)
0.70 | 9 0.2700 0.0003

0.90 | 7 0.2200 0.0003

099 | 6 0.1599 0.0005

algorithme de KARMARKAR pour différentes valeurs de o

la solution trouvée est pratiquement la méme pour toutes les valeurs de «
] = x5 = 0.0002...

7 =0.999...
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CONCLUSION GENERALE
la méthode de KARMARKAR est "une méthode de point intérieur " qui produit une
suite de solutions réalisables (dans l'intérieur relatif de région admissible) convergeant

vers une solution optimale du probléme traité .
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