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Introduction Générale

L’optimisation joue un role trés important en recherche opérationnelle (en économie
et micro-économie), en mathématiques appliques, en analyse numérique et en statistiques.
Il existe deux grandes classes d’optimisation, celles sans contraintes et avec contraintes.
Le probléme d’optimisation consiste alors a déterminer les variables de décison condui-
sant aux meilleurs conditions de fonctionnement du systéme (ce qui revient & minimiser

ou maximiser).

Les méthodes de programmation quadratique successive sont considérées aujourd’hui
comme les plus efficaces par de nombreux auteurs [S et Al. (1984)], [B-H-V. (1984)],
[A-K. (1985)], [M-F. (1987)], [C et Al. (1987)]. On sait qu’elles possédent une vitesse de
convergence superlinéaire (et meme quadratique dans le cas des méthodes de Newton) , ce
qui, de ce point vue, les rend supérieures aux autres méthodes. On trouvera des éléments
de comparaison avec les méthodes de gradient réduit dans [B-H-W. (1982)] et avec les
méthodes de lagrangiens augmentes dans [A-K. (1985)] et [B-H-V. (1984) ].

Ce mémoire est composé d’une introduction générale, trois chapitres et une conclusion
générale.

Dans le premier chapitre nous présentons des généralités et des notions fondamentales
qui sont necéssaires pour la suite de ce travail.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’interesse a ’optimisation avec et sans contrainte.

Dans le dernier chapitre, nous donnons une présentation d’un probléme de program-
mation quadratique, nous étudions les méthodes du gradient avec projection et les mé-
thodes de Newton.



Notation 0.0.1

C' : corps des nombres rationnelles.
R : corps des nombre réelles.

epi (F') : epigraphe de f.

| .|| - la norme.

E : espace vectoriel.

A I conjugué.

| .| : module.

R=RU{—00,+00}.

MT = M : la matrice symetrique.

B ={ey,eq,......;en} : une base de E.
e; = une vecteur de : {1,..2,...,i} .
C,k : les ensembles des contraintes.
V' : un voisinage.

C° : continue.

% : dérivée partielle de f par rapport o x.
Cl= %(em’ste et continue).

2 . .
C? = aj 81; - (existe et continue).
10

E : espace vectoriel.

R* =R/ {0}.

R, = [0, +o0].

Vf : vecteur gradient de la fonction f.

V2 f (%) = a:izaj;j Vi=1,n ,j=1,m :la matrice hessienne.
K° : lintérieur de l’ensemble K.

f' : dérivée de la fonction f.

f" : deuxiéme dérivées de fonction f.

dom : domaine.

2T : transposé de x.

B (z*, «) : boule ouvert de centre x*et de rayon .

L (E) : l’ensemble des fonctions linéaire.

LM : ’ensemble des minimiseurs locaux de f.

<.> : produit scalaire.

N - wecteur multiplicateur de lagrange.



Chapitre 1

Ensemble convexe et fonction

convexe .

Dans ce chapitre, nous allons rappler les plus importants résultats d’analyse convexe
( les ensembles convexes et les fonctions convexes ), des fonctions affines, des fonctions

quadratiques pour le dévellopement de ce travail.

1.1 Ensemble convexe :

Définition 1.1.1

Soit E un espace vectoriel et A un partie de E, on dit que A est convexe si :
Ve, ye A, YA€ [0,1] A+ (1—=N)ye€ A

Définition 1.1.2
Un sous ensemble C' de R est un convexe si pour chacun des couples (x,y) de C? le

segement [x,y] est inclus dans C. Les convexes de R sont les intervalles de R.

1.1.1 Exemple et propriétes :

On a C, (', (5 sont des ensembles convexes.
Ci dessous F, E1, Ey et F sont des espaces vectoriels :
1. La somme C1+ Cy = {x1 + 22 : x1 € O, x5 € Cq} est convexe.

2. Le produit scalaire «C' = {ax : x € C} est convexe.



3. Si {C;},c; est une famille quelconque de convexes de [, alors leur intersection

NicrC; est un convexe.

* N

convexe non convexe convexe non convexe

Figure(1.1)- Ensembles convexes et non convexes.

4. Soit A : E — F une application lineare. L'image directe A (C') est convexe et
I'image réciproque A~ (C) est convexe.
5. Soient C C E; et Cy C E, alors C * Cy est convexe dans F; = 5 si et seulment

si C; et Cy sont convexes.

Exemple 1.1.3

S ={(x1,22) = (2,3), (x1,22) = (1,0)}.

S n’est pas convere = Jx,y €S, INE€[0,1] / A+ (1-Ny &S,
On pose X = (2,3),Y =(1,0), A= %.
Z=AX+(1-NY =23(23)+1(1,0)
Donc S n’est pas convezxe.

(7:9) ¢ 5.

1.2 Fonction Convexe :

Définition 1.2.1
Soit [a,b] un intervalle de R. Soit f définie sur [a,b] a valeurs dans R, on dit que f
est convexe si pour tous les couples (x,y) des points de cet intervalle [a,b] et pour tous

A € [0, 1], l'inégalité suivante, dit <<inégalité de convexité >> est vérifiée :

fOQz+ 1 =XNy) <Af(2)+ (1 =X f(y).

La fonction f est dite strictement convexe si l’inégalité de convexité est stricte lorsque le
couple (z,y) vérifiée : x #y avec X € ]0,1].
Autrement dit si :

Vir,y] C [a,b],z#y,VAe€]0,1].
FQr+ (@ =Ny) < Af(@)+0 -2 f(y).



= ¥ k ¥

Fonction canvexe Fonction non convexe
Figure(1.2)- Fonction convexe et non convexe.

Définition 1.2.2
L’épigraphe de la fonction F définie par :

epi (F) ={(z,\) eR"«R | F(z) <AeR"'}.

Définition 1.2.3
Un fonction F : R* — R = [—00, +00] est dite convexe si son épigraphe est un ensemble
convexe de R

ie : ' : R" —» R convere < epi (F) convere dans Rt

Exemple 1.2.4
Soit f (x) = ||z||, z € R™.
On montre que pour z, y € R" X € [0,1].

Az + 1=yl < ] +[[(1=A)yl

< Al =) ]yl
< Azl + (1 =) [yl
< AM(@)+ 1 =2 f(y).

Exemple 1.2.5
Soit f (z) = 22

On a epi (f) conveze dans R* = f est fonction conveze.



1.3 Fonctions affines :

1.3.1 Rappel sur la fonction affine :

Définition 1.3.1
On appelle fonction affine une fonction du type r — ax + b, o a et b sont des nombres

réelle.

Exemple 1.3.2

fiax— —2v+3.

[ est une fonction affine. L’image de 2 est —1 ((—=2) *2+ 3 = —1). L’antécédent de 7 est
(—2) (résoudre l’équation —2x +3 =17).

1.3.2 Représentation graphique d’une fonction affine :
Propriété :

Dans un repére, la représentation graphique d’une fonction affine est une droite.
On dit que ¥y = ax + b est une équation de cette droite. Le nombre a est appelé

coefficient directeur de la droite et b est 'ordonnée a 1’origine.

Propriété :

Appelons (d) la droite d’équation y = ax + b. Appelons M un point des coordonnées

(@, ym) -
Si M € (d), alors ses coordonnées vérifient 1’égalité :

yv = axpr + b.
Réciproquement, si les coordonnées de M vérifient I'égalité yy, = axy + b, alors M € (d).

Exemple 1.3.3

Représenter graphiquement la fonction affine x — 2x — 3. D’aprés ce qui précéde, on
sait qu’il s’agit d’une droite. Pour tracer cette droite, il faut deux points. y = 2x — 3 est
I’équation de la droite a tracer.

a) Si x =0, alors y = —3 donc le point de coordonnées (0, —3) appartient a la droite.

b) Six =2, alors y =1 donc le point de coordonnées (2,1) appartient & la droite.



1.3.3 Deétermination d’une fonction affine :
Propriété :

Si f est une fonction affine, alors les accroissements de f (z) et de = sont propor-
tionnels, le coefficient de proportionnalité étant a. Autrement dit, si f (z) = ax + b, alors

quels que soient les nombres xq et xo : f (22) — f (1) = a(x2 — 1) .

Exemple 1.3.4

Déterminer la fonction affine telle que :

a) 2 est une image de (—3).

b) (—3) est une image de 7.

Une fonction affine est de la forme x — ax + b.
D’apres la propriété précédente, on a :

f2)=f(=3)=a2-(=3)).

—3 — 7 = bHa.
5a = —10.
a:—%o = -2

On sait maintenant que la fonction affine est de la forme x — —2x+0b. L’image de 2 est
(—4) + b donc (—4) +b = —3. On déduit : b = (—3) +4 = 1. La fonction affine cherchée
estxt — —2x + 1.



1.4 Les fonctions quadratiques :

1.4.1 La fonction quadratique de base :

f(z) =22

1.4.2 La fonction quadratique transformée :

Elle s’écrit sous deux formes : - Générale : f (z) = az? + bz + c.

- Canonique : f (z) = a(z — h)* + k.

Introduction des parameétres :

— Le paramétre « a » : f (z) = 2% — g(z) = az®.

Ce parametre entraine un changement d’échelle verticale en multipliant par « a » les
ordonnées des couples de la fonction de base.

Sia>1:

f(z)=2% et g(x) =227

fx) =x*  aex) = 2°

-35-3-25-2-15-1-05 051152253
-1



Si0<a<l1:
f(x)=2% et g(x)=0522

fx)=x* g(x)=0,5x"

R R S - N R N

X

45 435325215105 051 152 2.5 3 3.5 4 45
1

Sia<0:

Il y a une réflexion de la courbe par rapport a 'axe des « x ».
fla)=aet g(x)=—2

4552521510

— Le parameétre « b » : f (z) = 22 — g (z) = (bz).

Ce parameétre entraine un changement d’échelle horizontal en divisant par « b » les
abscisses des couples de la fonction de base.

Sib>1:

flz)=2a* et g(z)=(22)"

)= gl = (267

10



Si0<b<1:
— f(z)=2% et g(z)=(0.5z)"

fix) = x* afx) = (05xF

PR SRR

6 5 4 3 2 -1 1 2 3 4 5 ¢

— Le paramétre « h » : f(z) = 22 — g(x) = (z — h)2.

Ce parameétre entraine une translation horizontale de « h » unités vers la droite si «

h » est positif ou « h » unités vers la gauche si « h » est négatif.
flz) =2 et g(z)=(z—3)

= M W & o & & e

— Le parametre « k » : f(z) = 2? — g(x) = 2* + k.
Ce parametre entraine une translation verticale de « k£ » unités vers le haut si « k »

est positif ou « k » unités vers le bas si « k » est négatif.

11



f@)=2% et g(x)=2%+2

ax)=x*+2 f(x) = x*

=) 4 th Al B - -

En mettant ensemble les trois parametres on obtient la forme canonique :
f(x) =a(x —h)*+ k.
— Le parameétre « b » est compris dans la valeur de « a » :

fl@) = alblz—h)*+k
= a(b*(x —h)?*) +k
= ab*(x —h)?*+k
= a(xr —h)* +k.

Exemple 1.4.1

f(z) =232 —6)%+1.

flx)=2(3(x —2))* + 1.

flx)=2x3%z—2)?+1— f(z)=18(x —2)* + 1.

En transformant algébriquement la forme canonique, on arrive o la deuxiéme forme de la
fonction quadratique :

f(z) = ax® + bz + c.

Exemple 1.4.2

flz) = 2(x—1)*4+3
= 2(z*-22+1)+3
= 227 4 +2+3
= 222 —4dx +5.

12



De facon générale :

fx) = alz—h)?*+k
= a(2® —2zh + R +k
= az? — 2axh + ah® + k.

On a que : b——2ah—>h—’b

On a aussi : ¢ = ah® + k.
k:c—ahzﬁk:c—a(ﬁ) —>k:c—a<%)—>k:c—%—>k:%.

Ainsi, a partir de la forme générale, on peut trouver les coordonnées (h, k) du sommet de

2

la parabole.

_ 2
Sommet (h, k)= ( b M)

2a" 4a
On peut aussi passer de la forme générale a la forme canonique.

h(x) = 22% — 22 + 4.
B — ;_b _ (=2 _1 et k= @2 _ 28 _

1 2 -
Forme canonique :

Zéros de la fonction quadratique :

A partir de la forme canonique : f(z) = a(z — h)? + k.
flxz) =alx — h)>+k.

0=a(xr—h)*+k.

—k =a(z — h)%

=k = (z—h) — F=z—h ou —/ZE=z-h
Donc xy = 4/ =* kL h et xg= —\/ = k4 h.

1. Si ak > 0, on a 2 zéros réels.

2. Si ’7’“ =0, on a 1 zéro réel.

3. Si %k < 0, on a aucun zéro réel.

A partir de la forme générale : f(z) = ax® + bz + c.

_ —b—+/b%2—4dac t _ —b+Vb2—4ac
xr1 = 24 el To = — o9a

4. Si b?> — 4ac > 0, on a 2 zéros réels.
5. Si b2 — 4ac = 0, on a 1 zéro réel.

6. Si b*> — 4ac < 0, on a aucun zéro réel.

13



Signes et variations de la fonction quadratique :

—a >0 et 2 zéros :

Positive sur | — oo, z1|U]z2, +00].
Négative sur [xy, o).
Décroissante sur | — oo, hj.
Croissante sur [h, +00.

—a>0et1zéro:

Positive sur R.
Décroissante sur | — oo, hl.
Croissante sur [h, +00.

— a > 0 et aucun zéro :

Positive sur R.
Décroissante sur | — oo, hl.

Croissante sur [h, +00].

14



—a<0et 2 zéros :

Positive sur [z1, z5].

Négative sur |—oo, 21] U [xq, +00].
Décroissante sur [h, +00].
Croissante sur |—oo, h] .

—a<0et1zéro:

Négative sur R.
Décroissante sur [h, +o0.

Croissante sur | — 0o, h.

15




— a < 0 et aucun zéro :

!4‘

Négative sur R.
Décroissante sur [h, +oo.

Croissante sur | — oo, h.

1.5 Forme quadratique a une matrice symétrique par

rapport a une base :

Proposition 1.5.1
Si M (a) = a;; est une matrice symétrique (tyr = M) alors :
(2 =320 @iei).

q (.73) = Zyzl CL”.QI? + 2 Zl<i§j§n Qi LTy

Exemple 1.5.2
3 1 4

M=11 -1 2
4 2 5

La forme quadratique associée o M est :

q:R®— R,

(x1, 9, 23) — q (21,72, 73) .

q (21,29, 73) = Z?Zl a;r?+2 D i<icj<3 Qi TiT; = 322 —23+522+2 (1119 + 43173 + 27973) -

= 323 — 23 + 523 + 22179 + 87173 + dwo13.

16



Chapitre 2

Optimisation sans contrainte et avec

contrainte :

L’optimisation est une branche de mathématique cherchant & modéliser, & analyser
et a résourdre des problémes de meilleur élément (décision) d’un ensemble afin de maxi-
miser ou de minimiser un critére qualitatif qui mesure la qualité de la décision. Le mot

optimisation vient du latin "optimum" qui signifie "le meilleur".

2.1 Probléme d’optimisation :

Définition 2.1.1 (probléme d’optimisation)
C’est la modélisation d’un probléme. Un modéle est une constuction mathématique utilisée
pour représenter certains aspects significatifs du probléme réel. Il y a deux types de modéle

par ’optimisation qui s’écrit sous la forme générale suivante :

) { min f (z)

T

telle que f est une fonction a plusieurs variables, & valeurs réelles et elle est appelée la
fonction objectif ou la fonction cout du probléme (p).

1) Si o = mingeg, .. f (x) s’appelle modélisation sans contrainte.

2)Si o = mingeo f () s’appelle modélisation par optimisation avec contrainte ou C est

un sous-ensemble de R™.

17



2.2 Solutions optimales et réalisables :

2.2.1 Solution réalisable :

Définition 2.2.1

Un point x* € C' (c’est-a-dire vérifiant les contraintes de (p)) est appellé solution réalisable
de (p).

2.2.2 Solution optimale global :

Définition 2.2.2
Une solution réalisable qui minimise f sur C est appellée solution optimale global de (p),

nous la noterons x*. L’ensemble des solutions globales est noté : arg ming f ().

2.2.3 Solution optimale local :

Définition 2.2.3
Un point x* € C' est une solution optimale local de (p) s’il existe un voisinage V' de x* tel
que :

f@) < fa)ivaeV.

On note par :

logming f (x) (I’ensemble des solutions optimales local de (p) ).

2.3 Optimisation sans contrainte :

2.3.1 Présentation du probléme :

La forme d’un probléme d’optimisation sans contrainte :

) { min [ (x) '

r € R"

Soit f € C°(E,R) et E un espace vectoriel normé. On cherche soit un minimum
global de f, c’est-a-dire : z* € E tel que :

fa*) < flx), Ve e E. (1)

18



Ou un minimum local, c’est-a-dire : * € E tel que : 4 a > 0.

f*) < f(z), Vo € B(z", ). (2)

tel que : B(z*,a)={zx € E, || z—2*] <a}.

2.3.2 Existence et unicité :
Existence :

Théoréme 2.3.1
Le probléeme (p) admet une solution optimale x* € X, si f : X C R™ — R est continue et

si de plus X est un ensemble compact (fermé bornée) qui vérifie :
f@*) < f(z),VreX.

Théoréme 2.3.2

Soit f : R* — R une fonction tell que :

(i) f est continue.

(ii) f (x) — 400 quand ||z| — +o0.

Alors il existe x* € R™ tel que f (z*) < f (z), Vx € R™.

Unicité :

Théoréme 2.3.3
Soit f : R" — R une fonction strictement convexe, alors le probléme admet au plus un
x* € R" tel que :

f(x*) < f(z), Yz e R™.

2.3.3 Conditions d’optimalités :

Dans le but d’analyser ou de résoudre de maniére efficace un probléme d’optimisation,
il est trés important de pouvoir disposer des conditions d’optimalité.
Conditions nécessaires d’optimalité :

Théoréme 2.3.4 (condition nécessaire du premier ordre)

Soient f : R™ — R continuellement différentiable Ctet a* € R™. Si a* est un minimum

local de f. Alors V f (z*) = 0.

19



Remarque 2.3.5

Si f est convexe, la condition nécessaire du premier ordre est également suffisante pour
que T* soit un minimum global.

Dans le cas ou f deux fois continuellement différentiable C?, une autre condition néces-
saire est donnée par la théoréme, elle appellée condition nécessaire du second ordre car

elle fait intervenir la matrice hessienne de f <V2 f(z*) = %).

Définition 2.3.6 (condition nécessaire du second ordre)
Soient f : R* — R deux fois continuellement différentiable et x* € R™. Si x* est un

minimum local de [ alors :
Vf(z*) =0 et VAf (z¥) est semi-définie positive.

Vif(z*) > 0= Vo € R, 2"V?f (2*) 2 > 0.
Exemple 2.3.7

{ min f (z) =1 — exp™®’

r e R"

Vf(z)=f(z)=2zexp ™.

Exemple 2.3.8

min f (21, 22) = o] + 25 — 22125 + 1
1, To € R™.

201 — 229 + 1
\Y = .
f (x) ( 2£L'2 — 2I‘1 )
21’2 - 2£E1 =1
\% =0= .
f (x) 2]32 - 2I1 =0

Donc le probléme n’admet pas de point min local.

20



2.4 Optimisation avec contrainte :

2.4.1 Présentation du probléme :

Soit E = R", soit f € C°(E,R), et soit K un sous ensemble de E. On s’intéresse &
la recherche de x* € K tel que :

{ f(z*) = ming f . 3).

e K
Ce probléme est un probléme de minimisation avec contrainte au sens ot ’on cherche
2 qui minimise f en astreignant x a étre dans K.
Ces contraints sont données a I’aide de fonction au moins continues plusieurs formes :

Contraintes égalités :

On pose :

K={z€kE g (x)=0,i=1,....p}.

On verra plus loin que le probléme de minimisation de f peut alors étre résolu grace

au théoreme des multiplicateurs de lagrange.

Contraintes inégalités :

On pose :

K={z€ekFE g (xr)<0,i=1,....,p}.

On verra plus loin que le probléme de minimisation de f peut alors étre résolu grace

au théoréme de Kuhn-Tucker.

Contraintes d’égalités et d’inégalités :

L’ensemble des contraintes est donnée par :
K={z€kFE, g(x)=0,Vi=1,...,pet g;(x) <0, Vi=1,...,p}.

2.4.2 Existence et unicité de la solution optimale :

Théoréme 2.4.1 (Existence )
Soit E=R", et f € C°(E,R).
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(i) Si K est un sous-ensemble fermé et borné de E, alors il existe x* € K tel que :

f(z") = min f.

K
(ii) Si K est un sous-ensemble fermé de E, et si f est croissante a linfini c’est-a-dire
que : f(x) — +oo quand ||z|| — 400, alors 3 x* € K tel que :

f(z*) =min f.

K

Théoréme 2.4.2 (Unicité)
Soit E =R" et f € C°(E,R). On suppose que f est strictement convexe et que K est
conveze. Alors il existe au plus un élément x* de K tel que :

f(2") = min f.

K

Théoréme 2.4.3 (Existence et unicité )

Soit E = R", f € C°(E,R") une fonction stricrement conveze et K un sous-ensemble
convexe fermé de E. Si K est borné ou si f est croissante a l'infini, c’est-a-dire si

f(x) = +oo quand ||z|| — 400, alors il existe un unique élément x* de K solution du
probléme de minimisation (3), tel que :

f(z*) = min f.

K

2.4.3 Conditions d’optimalités :

Condition simple d’optimalité :

Proposition 2.4.4

Soient E=R", f € C°(E,R), et * € K tel que :
fx) = min I

Théoréme 2.4.5

On suppose que f est différentiable en x* :

(1) Siz* € K° alors Vf (x*) =0 (K° Uintérieur de l’ensemble K).
(ii) Si K est convexe, alors V f (x*) (x — x*) > 0 pour tout x € K.
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Contraintes égalités :

Dans tout paragraphe, on considérera les hypothéses et notation suivantes :
feC’(R"R), g€ C' R",R),i=1....p.

K={zeR" g(z)=0,Vi=1....p}.

9="(91,. gp)' € C* (R RP).

Remarque 2.4.6

Comme g € C*(R",R?), si x € R", alors Dg(xz) € L(R™ RP), ce qui revient a dire.
En confondant Uapplication linéaire Dg (x) avec sa matrice, que Dg (z) € M, ,, (R). Par
définition, Im (Dg (x)) = {Dg (x) z, z € R"} C RP.

Théoréme 2.4.7 (Multiplicateurs de lagrange)
Soit x* € K tel que f(z*) = ming f. On suppose que f est différentiable en x et

dim (Im (Dg (z*))) = p (ourang (Dg (x*)) =p), alors : il existe (M) € RP tel

.......

que :

Contraintes inégalités :

Soit f € C°(R",R) et g; € C*'(R",R), i = 1....p. On considére maintenant un
ensemble K de la forme :

K={zeR" ¢ (z)<0,i=1.... p}.

et on cherche a résoudre le probléeme de minimisation qui s’écrit :
e K
fla) < f(x), Vee K~
Théoréme 2.4.8 (Kuhn-Tucker)

Soit f € C° (R™,R), soit g; € C' (R",R), pouri = 1....p, et soit : K = {x € R", g; () <0
On suppose qu’il existe x* solution de (3), et on pose I (z*) ={i € {1....p} / ¢;(z*)=0}.
)}

On suppose que f est diffétentaible en x* et que la famille de R" {Vg; (z*), i € I (z*
est libre. Alors il existe une famille ()‘i)z‘el(a:*) C R,.

Vf(x") + Bicr@nAiVgi (%) = 0.
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Chapitre 3

Programmation quadratique :

3.1 Introduction :

Le probléme de programmation quadratique se résolvent a l'aide de méthodes du

gradient avec projection et les méthodes de Newton.

3.2 Présentation d’un probléme de Programmation
quadratique :

Un probleme de programmation quadratique est un probléme qui peut se mettre sous

la forme suivante :

{ mingegnm Y1) (ZL i iy + bx) (1)

iel,n]Y ¢ <0Vjielm

Ou encore, en utilisant le formalisme matriciel :

min XTAX + BX
C;X <0Vjel.m
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3.3 La méthode de gradient et la méthode de New-

ton :

3.3.1 La méthode du gradient avec projection :
La méthode de descente :

Définition 3.3.1

Soient f € C(E,R) et E = R".

1. Soit x € E, on dit que d € E | {0} est une direction de descente en x s’il existe py, > 0
tel que :

f($+pd) S f('r)v Vp € [Oaﬂo]-

2. Soit x € E, on dit que d € E [/ {0} est une direction de descente stricte en x s’il existe

po > 0 tel que :
f(x+ pd) < f(x), Vp €0, po.

3. Une "méthode de descente” pour la recherche de x* tel que : f(x) = infg f consiste a
construire une suite (r,), de la maniére suivante :

a) Inisialisation xo € E;

b) Itérationn : on suppose xy......x, connus(n > 0);

i) On cherche d,, direction de descente stricte de x,.

i1) On prend x,4+1 = ©, + d,, avec "bien choisi".

Initialisation de (z, — x¢ € E).

Tantque (critére d’arrét) faire

Choix d’une direction (de descente) d,,

Choiz d’un pas de descente p, > 0 telque : z,, +p,d, € E

Tpg1 & Tn + p,d,

Fin

RELOUTTET Ty (Algorithme I ).

Proposition 3.3.2

Soient E=R", f € CY(E,R), v € E et d € E/ {0}, alors :

1) Si d direction de descente en x alors d V f(x) < 0.

2) Si Vf(zx) #0 alors d = =V f(x) est une direction de descente stricte en x.
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Projecton sur un convexe fermé :

Proposition 3.3.3

Soit E un espace de Hilbert, muni d’une norme ||.|| induite par un produit scalair (.,.) et
soit K un conveze fermé non vide de E. Alors, tout x € K il existe un unique xo € K tel
que :

o = woll < 1 — yll pour tout y € K,

On not xg = Py(x) : La projection orthogonale de x sur K. On a également :

xo = pr(x) si et seulement si (x— xg, o —y) > 0, Yy € K.

Dans le cadre des algorithmes de minimisation avec contraintes que nous allons développer
maintenant, nous considérons E = R", f € C1(R"™, R) une fonction conveze, et K fermé

convexe non vide. On cherche a calculer une solution approchée de x, solution du probléme

(3)-

Algorithme du gradient avec projection :

On considére le probléeme :
re kK
avec : ¢ # K C R"convexe fermé et f € C! sur K. Soit p > 0 fixé. On a la condition :
2" = projul” — pV f(a")).
est une condition nécessaire pour que z* soit une solution optimale de (p) elle est
suffisante.

si f est convexe. (Si la condition est vérifiée, on dit que x* est un point critique).

Algorithme du gradient a pas fixe avec projection sur K (GPFK) : La méthode

est comme suit :

. Initialisation : on part de z* € C, on fait k = 0.
. On calcule y = projp(zr — pV f(x1)).
. Test d’arrét : y, = zy.

1

2

3

4. Sinon on prend pour direction de descente dy = yx —x.

5. On fait une recherche linéaire & partire de z;, dans la direction di. On obtient %,.
6

. On fait xp 1 = xp + ptrdy, kK = k + 1 et on retourne en 2.

Si dr = 0 alors x; est un point critique et solution optimale dans le cas ou f est

convexe.

26



Vérifions dans le cas contraire que dj est une direction de descente. Par définition de

la projection on a :
<yr—zr+aVf(zr), r—y> >0,Vr€k.
Prenons = = xy, alors :
0> —|ldil* > e (f (x4) . di) -

D’autre part la convexité de K implique :

zy, + t(yr — x) € K pour tout ¢t €0, 1[.

Théoréme 3.3.4 (convergence de ’agorithme GPFK)

Soit f € C' (R",R), et K convexe fermé non vide. On suppose que :

1) I existe o > 0, tel que : < Vf(z) = Vfly), z—y > > a | x—y |* pour tout
(z,y) € R" «* R™.

2) 1l existe M > 0 tel que ;| Vf(x) =V f(y) |< M|z —y| pour tout (x,y) € R" x R".
alors :

a) 1l existe un unique élément x € K solution du probléme (3).

b) Si0 < p< 2%, la suite (z,) définie par Ualgorithme (PGFK) converge vers x* lorsque

n — +o00.

Algorithme du gradient a pas optimal avec projection sur K (GPOK) : L’al-
goritme du gradient & pas optimal avec projection sur K s’écrit :

Initialisation : x( € K.

Itération : x,, connu.

d, = =V f(z,),calculer p, optimal dans la direction d,, tel que : variable a chaque
itération : x, 1 = Pi(z, + p,dn)-

La démonstration de convergence de cet algorithme se déduit de celle de ’algorithme

a pas fixe.

3.3.2 Les méthodes de Newton :

La méthode de Newton a pas optimal et fixe :

La méthode de Newton correspond & une méthode de descente pour laquelle le choix

de la direction est donnée par le gradient .
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d= =V f(a) == (Vf) V[ (@).

Ce choix, permis lorsque la Hessienne est inversible, définit un algorithme robuste (Un
algorithme I est dit robuste si la direction d calculée & chaque itération est une direction
de descente). Lorsque V2 f est une matrice symétrique définie positive.

Ce choix de pas utilise I'information de second ordre donnée par la Hessienne : en

utilisant un développement limité de f au second ordre, on obtient :

flz+v)= f(z)+ < Vf(z),v > —I—% <, V2f(2)v>.

Une idée naturelle est de choisir comme direction de descente celle qui minimise cette
approximation.

En différenciant par rapport & v, on obtient :
Vf(z)+ Vf(x)v = 0.

et donc :

v=— (V) V(@) e (a).

En fait, cette quantité contient non seulement la direction de descente optimale mais

aussi le pas optimal & choisir pour minimiser le développement limité au second ordre.

La méthode de Newton pour la résolution numérique d’équations :

La méthode de Newton pour résoudre des équations du type F'(x) = 0 s’applique
donc au cas particulier ou F' = V f.
La méthode de Newton pour la résolution d’équations utilise une information a ’ordre
1 sur F. En supposant par exemple que F est C'(R™, R"), on utilise le développement de
Taylor :
F(z 4 v) = F(z) + DF(x)(v) + o([[v]])-

L’idée est de résoudre 'équation "approximante" F'(z) + DF(z)(v) = 0 qui a une
unique solution si DF(z) est inversible donnée par v = —DF (z) "' (F(x)).

Evidemment, on retrouve bien la formule (a) lorsqu’on remplace F' par Vf et DF
par V2f. On peut donc proposer 1’algorithme suivant :

Initialisation de x <+ zg € R".

/ est le seuil de tolérance sur la valeur de la fonction/.

Tantque(|F(z)|| > n) faire

28



v« x— DF(z)" (F(z)).

Fin

Retourner x

(algorithme 1) .
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Convergence locale quadratique de la méthode de Newton :

Définition 3.3.5
Une fonction f : R® — R". Est dite Lipschitizienne sur R" s’il existe K € R, tq :
Vz, y € R”

1 (z) = F(y) | < Kz =yl

Soit F': R" — R™ une application C*(R", R") telle que DF soit localement Lipschitz.
On suppose qu’il existe z* € R™ tel que F(z*) = 0 et dF(z*) inversible. Alors, il
existe
e > 0 tel que 'algorithme 1 initialisé dans la boule B(z*,¢) converge et on a dans ce
cas :
[wps1 — 2™ < Cllag — ™|,

pour une certaine constante C'.

La méthodes de quasi-Newton :

L’idée centrale des méthodes de quasi-Newton est de mettre & jour une approximation
du Hessien de f noté B, a chaque itération de la méthode de descente. Le modeéle de
second-ordre est donc :

F) = fa)+ < Vfn)y = o> +5 <y = 2 Byly - ) >

ou By, est symétrique définie positive et mise a jour & chaque itération afin de vérifier

la condition de quasi-Newton :

Bk(xk—l — l’k) = Vf(:ck_l) - Vf(l‘k) ........ (1.1) .

Cette condition est ’extension en dimension supérieure de la méthode de la sécante
sauf que la matrice By peut (doit) garder une certaine mémoire des mises a jour précé-
dentes. On remarque qu’es deux conditions précédentes (Bj symétrique définie positive
et I’équation (1.1) dite équation de la sécante) ne peuvent étre satisfaites simultanément

que si :

< Tp—1 — Tk, Vf(:Bk_l) — Vf([L’k) > = < Tp-1— Tk, Bk(ﬁk—l — $k> > > 0.
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La méthode de Newton globale :

Le but de cette partie est de modifier la méthode de Newton pour qu’elle converge
vers une solution quelle que soit la position initiale des points. En effet, on a vu dans
la premiére partie que la méthode de Newton pouvait diverger dans certains cas. Aussi,
devons nous essayer de corriger ce défaut.

Pour simplifier le probléme, nous nous placerons dans le cas d’un probléme sans

contrainte d’inégalité. Le probléme a résoudre est donc :

min f (x)
c(z)=0
X eR”

Fonction de pénalisation :

Définition 3.3.6

La pénalisation est un concept qui permet de transformer un probléme d’optimisation avec
contrainte et sans contrainte. Le but est d’introduire une nouvelle fonction dont la valeur
est pénalisée lorsque [’on ne respecte pas les contraintes.

On remplace le probléme :

min f (x)
reX

par le probléeme :

{ min 05 ()

r e R"

avec 05 (x) = f (z) + oIl (x).

r est appellé le facteur de pénalisation.

1l y a différents choixz possibles pour la fonction II. C’est elle qui force & respecter les
contraintes d’égalités, nous allons pour notre part choisir la pénalisation de Han.

Dans ce cas, on pose : 11 (x) = ||c(x)" ||z on a alors :

0:; (mk, dk> = _dszdk + ()\Zq)t Cr — 6HCk||2 ....... (*)
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dy, est une direction de descente si 0 (xy,,dy) < 0, c’est a dire qu’il faut :
diLkdk >0etd> ||)\Zq”2

Soit Oy la valeur de 6 a litération k, le but est de modifier ’ancien & de maniére & avoir :

5 > [|AP]|5 + &

avec 0 une petite constante pour cela on procédera de la maniére suivante :

-lors de la premuére itération, on prend

5 = max <\/ep8machine,“)\1“D / 100) et 61 = || Mllp +9.

-lors des itérations suivantes, il faut réaliser la condition (%) sans toute fois avoir un

O trop grand.

St
(S]g,l < H)\quD + 5, 5k = Imax (156]6,1”)\2(1”1) + 8) .
Sinon si
Or—1 > L1 ([INp +8) 6 = (Sk—1 + [N + 0) /2.
Sinon

Op = k1.

Définition 3.3.7

-On calcule une direction de descente dj, vérifiant les conditions d’optimalité du premier
ordre.

-On calcule la valeur de 6y,.

-On calcule oy, de maniére a faire décroitre suffisamment la fonction de pénalisation de
Han.

-On prend x,_1 = o) + apdr et on recommence une nouvelle itération jusqu’a vérifier
une des conditions d’arrét.
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Convergence de la méthode de Newton a pas optimal :

Soit f € C? (2, R) et zy € Q tels que :
0<CId < V*f(r) < KId.

pourz € So={xe€Q/ f(zx) < f(xo)}.

Que 'on suppose fermé dans R" alors on a :

— la suite des valeurs f(z}) est strictement décroissante ou la suite xy est stationnaire.

— siinf f > —oo alors la suite V f(z) converge vers 0, Sy contient au moins un mini-
miseur local de f et limy_, 1 d(xg, LM) =0 ou LM est I’ensemble des minimiseurs
locaux de f.

— Si Sy est convexe alors x; converge vers I'unique minimiseur de f sur 2.

La méthode de Newton modifiée :

Théoréme 3.3.8
Soit o, 8 deux réels tels que : 0 < a < B < l.et f une fonction de classe C* (R). On
suppose que [’ (0) < 0 et qu’il existe ty > 0 telque :

f (to) = f(0) + atof* (0).

alors il existe un intervalle non vide I C |0,ty| telque tous t € I définissant la régle de
Wolfe.

Exemple 3.3.9 (d’algorithme pour satisfaire la régle de Wolfe)
Initialisation de ¢ = 1,a = 0,b = o0.

Tantque (Régle de Wolfe non satisfaite) faire

St (f(x+ed) > f(z)+ae < Vf(x),d) >)Alors

b=c¢
co ot

Sinon

Si(< Vf(x+ed),d>p < Vf(zx),d>)Alors
a=c¢

5%“7*{’ sib <1 ete«— 2a sinon.

Sinon

Retourner ¢
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FinS1i
FinSi
Fin.

Définition 3.3.10

Initialisation de x «+— xq € Q, H «—— V2 f (x) etv > 0. (n est seuil de tolérance sur le gradient) .

Tantque (|Vf (x)| >n) faire

St (H définie positive) Alors

si (Rrensient V)

de— —H'Vf(z)

FinSq

Sinon

d— —Vf(x)

FinSi

€ = choix du pas par la régle de Wolfe
x«— x+ed

H— V*f ()

Fin

Retourner @ ......ccocooeeiiiiinil. (Algorithme 2 : un algorithme de Newton modifiée) .
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Conclusion Générale

En conclusion, on peut dire que la programmation quadratique est la méthode d’opti-
misation la plus performante pour résourdre les problémes d’optimisation avec contraintes
d’égalité et d’inégalité par des méthodes itératifs qui sont les méthodes de gradient avec

projection et les méthodes de Newton.
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