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Introduction générale

Les mathématiques c’est ’ensemble des connaissances abstraites résultant de raison-
nements logiques appliqués a divers objets aussi c¢’est le domaine de recherche développant
ces connaissances,elle possede plusieurs branches, dans le cas générale en mathématique
un opérateur est une application entre deux espaces topologiques, elle fournit beaucoup
de types et recouvrant a peu prés tous les domaines mathématiques comme ’algebre la
théorie des ensembles et les applications etc...

Elle ont comme principal intérét de pouvoir traiter un nombre de données et leur
utilisations sont obligatoires dans la compréhension. Dans cette mémoire on va travaille
sur deux chapitres

Chapitre 1 : notion préliminaire et définitions qui contient quelques définitions et des
propriétés des espaces comme ’espace topologique, vectoriel, normé et I’espace de Hilbert

Chapitre 2 : les opérateurs non borné sur un espace de Hilbert dans ce chapitre on
étude trois points essentiels : premierement opérateur non borné, deuxiemement 1’adjoint
d’un opérateur non borné et enfin les opérateurs symétriques et auto-adjoint, et 1'objet

total de cette mémoire est d’étudier les opérateurs non borné sur un espace de Hilbert.



Notations générales

K : le corps tel que K =R ou C.

E, G : deux espaces vectoriels.

R : corps des nombres réels.

I : sous-espace vectoriel.

P (X) : ensemble de partie de X.

|| . ||: norme.

(E,||.]l) : espace vectoriel normé.

(.,.) : produit scalaire.

(E,(.,.)) : espace préhilbertien.

H : espace de Hilbert.

A : opérateur.

D (A) : domaine de définition de l'opérateur A.
(D(A),A) : L’opérateur A : D(A) — H.
I'(A) : graphe d’'un opérateur A.

Im (A) : image de l'opérateur A.

ker (A) : noyau de opérateur A.

AL : Porthogonale de A.

A* : I’adjoint de I'opérateur A.

D (A*) : domaine de définition de 'opérateur A*.
@ : la somme direct.

L(E, G) :'ensemble des applications linéaires
A : L’adhérence de A.

L (H) : espace des opérateur dans H.



Chapitre 1

Préliminaires et définitions

Dans ce chapitre nous expliquons comment nous allons introduire toutes les significa-
tions que nous avons utilisé tout au long de ce mémoire, ¢’-a-dire toutes les définitions et
les théoremes qui nous sont indisponible pour une bonne étude comme 1’espace vectoriel,

I'espace vectoriel normé, I'espace topologique et I'espace de Hilbert.

1.1 Espace vectoriel

Un espace vectoriel sur un corps K (K = R ou C) est un ensemble £ muni de deux
lois de composition notées (+) et (-), tel que

( )

Ve,ye E: v+y=y+=x

M Ve, y,z€ E: o+ (y+z2)=(@+y) +z
Ve E,d0peF:2+0g=0g+ax=2

\3x’€E:x+m’:m’+x:OE )
Q) VACK, Vo, ye E:A-(z+y)=A-z+ Ay
B)YVN ueK, Ve E:(A+u)-z=X-z+u-zx
VN ueK, VeeE: A(u-2)=(\-u) -z

(5)

5)dleK,VeeFE:1-x=x

Définition 1.1.1 Un sous-espace vectoriel est un sous-ensemble F' C E qui contient

I’élément neutre Og, et qui est stable par les deux lois de composition c’est-a dire

e +ye€ F(pourtoutx € Fletye F
Y (v Y ) < Vr,ye FNa,eK:ax+py e F

o \-z € F(pourtout \€ KetxeF)
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F1+F2:{$+y,$€F1,y€FQ}
1) A+ FR=FE

E:FIEBF2<:>

Remarque 1.1.2 L’intersection quelconque de sous—espaces vectoriels est un sous—espace

vectoriel.

1.2 Espace topologique

Définition 1.2.1 (Topologie) Soit X un ensemble, P (X) l’ensemble des parties de X
et 0 un sous—ensemble de P (X), une topologie 6 sur l’ensemble X est une partie de X
vérifie les propriétés suivantes

1) L’ensemble vide ¢ et X sont dans 0.(¢, X € 0).

2) 0 est stable par réunions quelcongues.(V (O;),.; C 0 : UjerO; € 0).

3) 0 est stable par intersections finies.(V (O;) cO:N,0; €0).

=17
e Un tel couple (X, 0) est appelé espace topologique.
o Les élément de 0 sont appelé les ouverts de la topologie 6.

o Une partie de 6 est dite fermée si son complémentaire est ouvert.

Définition 1.2.2 (Comparaison des topologies)
Soient X un ensemble 01 et 0y deux topologies sur X.

On dit que 0, est plus fine que 05 ou que 0y est moins fine que 0, si 6y C 6,

Définition 1.2.3 (Voisinage) Soit X un espace topologique, et soit V-C X. On dit que

V est un voisinage de x € X st V' contient un ouvert contenant x.

1.3 Espace vectoriel normé

Dans tout la suite, sauf mention du contraire, K désignera le corps R ou le corps C,

muni de la valeur absolue habituelle.
Définition 1.3.1 Soit E un espace vectoriel sur K, une norme sur E est une application
| .|l: £ — [0, + o0

vérifie les propriétés suivantes
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(i) ||z|| = 0.et ||z|| =0 ssi x =0

(ii) [ Az|]| =| A | ||z]| VA € K, Vz € E

(i) |z +yll <zl + |yl Vo, y € E
le couple (E, || -||) est un espace vectoriel normé.

e Une application x — ||x|| vérifiant (1i) et (iii) mais non nécessairement (i) est dit
semi-norme sur E.

e L’application (x, y) — ||z—y|| est une distance sur E, appelée la distance canonique

associée a la norme || - ||.

Définition 1.3.2 Soit (E, || -||) un espace normé.

e On dit que la suite (x,),.  d’élément de E est converge vers x si et seulement si
Ve>0,3Ing e NVneNn>ng=|z,—zl<e
o la suite (Ty,),. v est de Cauchy si et seulement si
Ve >0,3ng e NVp,ge Nyp>qg>npeN=||z, —z,|<e¢

Définition 1.3.3 (Espace complet) On dit que l’espace vectoriel normé (E, || -||) est

complet si et seulement si toute suite de Cauchy dans E est convergente.

1.4 Espace de Hilbert

Définition 1.4.1 (Forme hermitienne) Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C,

et soit l'application ¢ : E x E — K. On dit que ¢ est une forme hermitienne si et

seulement si
Do+, y)=e(@y) +e,y)
2) ¢ (\z, y) = Ao (z, y)

3) ¢y, z) =¢(z, y)
On dit que @ est définie positive si et seulement si

1) o(z,z)>0,Vr e E
2)p(x,2)=02=0
Définition 1.4.2 (Produit scalaire) On appelle produit scalaire sur E, toute forme
hermitienne définie positive ¢ telle que
p: ExFE—K

(z, y) = @ (z, y)
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et on note (.,.).

Proposition 1.4.3 Soit (.,.) un produit scalaire sur E alors l'application

| . |l: £ — [0;+o0]

=z l= iz, o)

est une norme sur E.

Définition 1.4.4 (Espace préhilbertien) Un espace vectoriel muni d’un produil sca-

laire est appelé un espace préhilbertien (E, (.,.)).

Remarque 1.4.5 On sait bien que les espaces de dimension finit sont des espaces pré-

hilbertiens.

Définition 1.4.6 (Espace de Hilbert) On appelle espace de Hilbert tout espace pré-

hilbertienne complet. On le note H

Définition 1.4.7 (Orthogonalité) Soit (E,(.,.)) un espace préhilbertien et x € E. On

appelle orthogonale de x 'ensemble noté x* et définie par
et ={yecE (z,y)=0VrcE}.

Soit A C E. On appelle orthogonale de A qu’on note A+ I’ensemble des points orthogonaux

a tout les points de A c’est a dire

At ={yeE, (2, y)=0, VxecE}.
e Deux sous-espaces Fy, Fy d’un espace préhilbertien (E, (.,.)) sont dits orthogonauzx si

Ve e Fi,Vy € Fy: (z, y) =0

Théoréeme 1.4.8 (Projection orthogonal) Soit (E,(.,.)) un espace préhilbertien et F'

un sous—espace vectoriel complet de E alors
E=F+F"

Proposition 1.4.9 Pour tout sous espace F' de H, on a la décomposition H = F @ F+

En particulier, F est dense dans H si et seulement si F+ = {0}
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Définition 1.4.10 (Application linéaire) Soient E, G deux espaces vectoriels sur un
méme corps K = R ou C. Une application ¢ définie de E dans G est dit linéaire si elle
satisfait a

Vr,y € E,Va, B € K, o (ax + By) = ap (v) + Be (y)

Définition 1.4.11 (Opérateur) Soient E, G deux espaces vectoriels topologiques. Un

opérateur A : E — G est une application linéaire de E& dans G.

Définition 1.4.12 (La densité) Soit (E,0) un espace topologique, soit A, B C E. On
dit que A est dense dans B si et seulement si A C B C A.
On dit que A est dense dans E, (partout dense) si et seulement si A C E C A.

Comme nous avons toujours A C E, alors A est partout demse si et seulement si

A=E.

Définition 1.4.13 Soit E un espace vectoriel. Pour tout sous espace vectoriel F' de F,
on a :

FOF-=E e F'r=F

Définition 1.4.14 (Noyau) On appelle noyau d’une application ¢ de L(E, G) le sous

ensemble de E des éléments x vérifiant ¢ (x) = 0. On note ker ().

ker (p) = {z € E, ¢(z) =0} =" ({0})

En particulier ker (@) est un sous espace vectoriel de E.

Définition 1.4.15 (Image) On appelle image de ¢ de L (E,G), le sous ensemble noté
Im (¢) de G telle que

Im(p)={y€G, Iz cE y=0p()}
En particulier Im () est un sous espace vectoriel de G.

Théoréme 1.4.16 (Inégalité de Cauchy-Schwartz) Soit ¢ une forme hermitienne
positive sur E. Alors, pour tous x, y € E, on a :
| 2

Loz, y) | * <oz, )oY, y)
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Exemple 1.4.17

1\ L’espace K™ , muni du produit Scalaire

i=1

est un espace de Hilbert.

2\ L’espace L?, muni du produit scalaire

=1

est un espace de Hilbert.

3\ Plus généralement, soit X un ensemble muni d’une tribu B et d’une mesure positive
u:B— Ry U{+oc0}.
alors : L? (X, B, U) muni du produit scalaire
.0 = [ 1@ s a)

est un espace de Hilbert.

4\ C'[0, 1], muni du produit scalaire

1 —_—
() = [ 1@ 5T
0
est un espace de Hilbert.

Proposition 1.4.18 (Identité de polarisation) Soit ¢ : E x E — K hermitienne
positive sur un espace vectoriel normé E

e dans le cas K =R, on a pour tous x, y € K

o, y)=—(p@+y z+y) —pvl@—y, z—-y))

RS

e dans le cas K =C, on a pour tout x, y € K

(p@+y, 24y —p+y v+y) +io(r+iy, v +iy) —ip(z —iy, v —iy))

S

oz, y) =



Chapitre 2

Les opérateurs non bornés dans un

espace de Hilbert

On représente dans ce chapitre la base de notre étude, nous partageons cette titre en
trois parties sont :

les opérateurs non bornés, I’adjoint d'un opérateur non borné er les opérateurs symétriques
et auto-adjoint.

Chaque partie contient les notions et les explications nécessaires pour une bonne

compréhension de tout le contenu.

2.1 Opérateur non borné
Définition 2.1.1 Soit H un espace de Hilbert

On appelle opérateur linéaire non borné de H dans H toute application linéaire A :
D (A) C H — H définie sur un sous espace vectoriel D (A) C E a valeurs dans H.
D (A) est le domaine de définition de A. On note (D(A), A).

On dit que A est borné s’il existe une constante C' > 0 tel que

| Az [|< C [z ||, Ve € D (A)

ou
D est un sous-espace de H que 'on appelle le domaine de A, D = Dom (A).

A : D — H une application linéaire.

10
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Définition 2.1.2 un opérateur A définit dans un espace de Hilbert H est dit fermé si
pour toute suite convergente (xy), .y d’€léments de D (A) telle que la suite A(x,) soit

convergente. On a :

lim 2, =z,v € D(A) et lim Az, = Az

n—o0 n—o0

Définition 2.1.3 Le graphe d’un opérateur A : D (A) — H est le sous-espace de H x H

donné par

T'(A)={(z, Az):ze DA} CD(A) x H

e On dit que (A, D (A)) est fermé si on graphe I' (A) est fermé dans D (H) x H.
e On dit qu’un opérateur (A, D (A)) est de domaine dense si

D(A)=H
e On dit qu’un opérateur A est fermable dans H s’il admet un prolongement fermé.

Définition 2.1.4 (Extension) Soit A: D(A) — H et B: D(B) — H deux opérateurs
non bornés. B est appelé extension de A si T'(A) C T'(B).

Dans ce cas, on écrit A C B. Il est claire que B est une extension de A si et seulement
s1

D(A) C D(B) et Ax = Bz, pour x € D(A)

2.2 Adjoint d’un opérateur non-borné

Définition 2.2.1 Soit H un espace de Hilbert. On appelle Adjoint de A l'opérateur A*
définie par

DA)Y={ye H,IC >0 telque |(Az,y)|<C| x| ,Vee DA}

et
Vo € D(A),Vy € D(A%): (Ax, y) = (z, A*y)

A* est une application linéaire de D (A*) dans A tel que
(Az, y) = (z, Ay),Vz € D(A)

Proposition 2.2.2 Si A est un opérateur linéaire posséde un adjoint A* a domaine dense

alors A** est une extension de A.
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Preuve.
Montrons que D (A) C D (A*™) et A%z = Ax.
Vee D(A)etye D(A"),ona (y, Azx)=(A*y, z).
d’ou en prend les complexes conjugués
(Az, y) = (z, A%y).
D (A*) étant dense, A** existe et (A**x, y) = (z, A*y).
d'ou (A**z, y) = (Az, y).
par conséquent z € D (A) = x € D (A™).
donc D (A) = D (A*™).
d’autre part, Vy € D (A*) et © € D (A™), (z, A*y) = (A™z, y).
donc Vo € D (A) C D(A*™), A¥x = Az c-a-d A C A™,

i.e A* est une extension de A.

Proposition 2.2.3 Soit A un opérateur fermable a domaine dense. Alors
1) Im (A*)" = ker (4).
2) Im (A)" = ker (4%) .
L

Proposition 2.2.4 Soient E et G deux espaces de Hilbert et A € L (E,G) alors il existe
un unique A* € L (E, G) tel que, pour tout x € E et tout y € G, on ait

(A(x),y) = (z, A" (v))

On a de plus
A = [|A]

Preuve.
Pour tout y € G lapplication x — (A (z), y) est linéaire et continue (de normé
inférieure a || A||||y|| d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz) D’apres le théoreme de représentation

de Riesz, il existe donc un unique élément noté A* (y) tel que

(Az), y) = (z, A" (y))

On vérifie facilement que pour tous y,z € F et A scalaire, A* (y) + A\A* (z) vérifie la

propriétéqui définit A* (y + Az) par unicité

A" (y) + A" (2) = A" (y + Az)
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ce qui preuve que A* est linéaire.

Définition 2.2.5 Soit (D (A), A) un opérateur non—borné sur un espace de Hilbert H
de domaine dense dans H.

A est dit hermitien ou bien symétrique si
Vo, y € D(A), (Az, y) = (z, Ay)
cela signifie que A* est une extension de A.

Définition 2.2.6 Soit (D (A), A) un opérateur non-borné dans un espace de Hilbert H

de domaine D (A) dense dans H. Alors A* existe et il est un opérateur fermé.

Proposition 2.2.7 Soit (D (A), A) un opérateur non-borné dans un espace de Hilbert
H de domaine D (A) dense dans H. Alors

1) A est fermable si est seulement si D (A*) est dense dans H, dans ce cas on a
A=A

2) Si A est fermable alors (Z)* = A"

2.3 Opérateur symétrique et auto-adjoint

Définition 2.3.1 Un opérateur A définie dans un espace de Hilbert H est dit symétrique
St

Ve,y € D(A),{y, Az) = (Ay, x)

Remarque 2.3.2

1) Un opérateur linéaire A définie dans un espace de Hilbert est dit auto-adjoint si

A* = Ax.

2) Soit A un opérateur symétrique. On dit que A est essentiellement auto-adjoint si

la fermeture est auto-adjoint.
3) Si A est symétrique alors A est fermable et A C A*™ C A*.
4) Si A est fermé et symétrique alors A = A*™ C A*.

5) Si A est auto-adjoint alors A = A*™ A*.
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Proposition 2.3.3 Si A est symétrique alors A C A* c’est a-dire
D(A)Cc D(A"), A"z = Az, Yx € D (A)

Preuve.
Supposons que D (A) C D (A*) et montrons que A*x = Ax.
A est symétrique < (Ax,y) = (z, Ay) et

Ve,ye D(A) = yeD(A")
— (z,A%y) = (Ax,y) = (x, Ay) ,Vx € D (A)

= A'z = Ax

Théoreme 2.3.4 Si A est un opérateur symétrique alors < Ax,x > est réel pour tout

z € D(A).

Preuve.

Soit A un opérateur symétrique. Soit © € D (A). On a (Az, z) = (x, Az) = (Azx, x),

donc (Az, x) est réel.

Remarque 2.3.5 un opérateur auto-adjoint est nécessairement un opérateur symétrique,

mais la réciproque est fausse sauf le cas particulier des opérateurs bornés.

Lemme 2.3.6 Soit A: D (A) — H un opérateur auto-adjoint, alors A est fermé et on a
1) ker (A) = Im (A)™
2) Im (A) = ker (A)*.
3) H=ker (A) & Im(A).

Théoreme 2.3.7 Soit A: D (A) C H — H un opérateur symétrique tel que
Im(A+1)=H

Alors le domaine de A est dense dans H et A est auto-adjoint.

Proposition 2.3.8 Soit A: D (A) C H — H un opérateur symétrique. Alors

AC A™ C A
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Proposition 2.3.9

a) Soit A: D (A) — H un opérateur auto-adjoint qui est une bijection sur son image

dense dans H. Alors l'opérateur inverse A~! est aussi auto-adjoint.
b) Soit A un opérateur symétrique tel que D (A) = H. Alors A = A*.

c) Soit A un opérateur tel que (AU, Z) = (UA, Z) pour tout U, Z € D (A) et Im A
est dense et A = A*.

Définition 2.3.10 Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur A dit normal si A*A =

AA*. Donc A est auto-adjoint (ou symétrique dans le cas K =R, c’est-a-dire A* = A).
Proposition 2.3.11 Si A un opérateur auto-adjoint alors
| All=sup{| (Az,z) [:|| = [|= 1}

Preuve.
Soit
C = sup {[ (Az, z) ||| = [|= 1}
On a clairement C' <|| A || et il s’agit de montrer que || A ||< C.

Comme A = A* la forme sesquilinéaire ¢ : (z, y) — (Az,y) sur H est hermitien

(ou symétrique quand K = R) on a donc

oty v+y) —p@—y, v—y)=4Re(p(z, y))

pour tout x, y € H.
D’autre part, on a

oz, 2) <C x|

pour tout x € H.
D’ou
ARe(p(z, y) C(lz+y P+ llz -yl

pour tout x, y € H.

Soit z,y € H avec || z ||=| v ||= 1, on a donc par le lemme de la médiane

4Re (o (z, y)) <20 (lz P+l y |I?) =4C
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Soit U € K avec | U |=1 et tel que

¢ (v,y) =Ul¢(z,y) |

On a alors, en remplagant dans ce qui précede y par Uy (en remarquons que || Uy ||= 1) :

| o (z,y) [=Re | p(r,y) |=Re(p(z, y)) avec Re(p(z,y)) <C

(D (A), A) un opérateur non-borné symétrique sur H alors A* est une extension fermée
de A, et puisque D (A) C D (A*) et D(A) dense dans H, alors D (A*) est aussi dense
dans H et on a par conséquant A fermable.

A = A% or A est la plus petite extension fermée de A. En particulier si A est

symétrique fermé alors
A=A"CA* et A=A"CA™
Si A est auto-adjoint A* = A alors
A= AF = A" — A5

Remarque 2.3.12

1) Si A est auto-adjoint alors A est fermé, en déduit alors qu’un opérateur non-borné

symétrique fermé est auto-adjoint si seulement si son adjoint est symétrique.
2) Si A est symétrique et fermé, alors A est auto-adjoint.

3) Si A* est symétrique fermé alors A = A** est une extension de A*.

Définition 2.3.13 Soit (D (A), A) un opérateur non-borné, symétrique de domaine D (A)
dense.

On dit que A est essentiellement auto-adjoint si A est auto-adjoint ou bien (Z)* = A.

Remarque 2.3.14

1) Tout opérateur auto-adjoint est essentiellement auto-adjoint mais la réciproque est

fausse.
2) Si A est essentiellement auto-adjoint alors A* est la petite extension fermée de A.

3) Si A est essentiellement auto-adjoint alors A* est auto-adjoint.



% 2.3. Opérateur symétrique et auto-adjoint «17)

Proposition 2.3.15 Si A est essentiellement auto-adjoint, A a une unique extension

auto-adjoint A.

Preuve.
Par définition, A est une extension auto-adjoint de A. Soit S une deuxieme extension

auto-adjoint de T'. Alors

ACcS=AcCS e S C(A) =ScA =4
donc S = A.

Proposition 2.3.16 Soit A et S deux opérateurs non-bornés auto-adjoints. St A C S
alors A =S

Preuve.
On a

ACS=S5"CA" "= SCA

dou A=S.
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