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Introduction Générale



Le développement des mathématiques en générale, et de ’analyse numérique en
particulier, a été et sera toujours nécessaire pour la résolution des problémes de plus en
plus complexes posés par la physique et les sciences de I'ingenieur. certaines méthodes nu-
mériques, pour la résolution de problémes mathématiques , sont déja devenues classiques ,
et le développement de logiciels de calcul numérique, de plus en plus précision, pourraient

N

amener certains utilisateurs & se poser la question '

" pourquoi étudier ces méthodes?"
la réponse a cette question est toute simple, I'utilisation optimale de toute technique ou
procédé, ou leur amélioration, ne peut se faire sans la maitrise de ses outils de base .

Comme ’algebre linéaire qui est un outil essentiel pour toutes les branches des ma-
thématiques appliquées, en particulier lorsqu’il s’agit de modéliser puis résoudre numé-
rigement des problémes issus de divers domaines, des sciences physiques ou mécaniques,
des sciences du vivant, de la chimie, de I’économie, des sciences de 'ingénieur,.....

Par exemple, la physique aborde des relations linéaires, les lois fondamentales du
mouvement sont presque toutes linéaires, ou se déduisent de lois linéaires. les systémes
électriques sont fondamentalement décrits par des lois linéaires ( V' = RI, etc.) c’est
pourquoi, on commence par une étude des équations linéaires.

La résolution d’un systéme linéaire algebrique est au coeur de la plupart des calculs
en analyse numérique . Il parait donc naturel de débuter un cours de calcul scientifique
par la.

Dans notre travail, nous nous interessons aussi aux algorithmes de résolution de ces
systémes linéaires. Pour cela, nous considérons le probléme suivant :

Trouver le vecteur solution X, tellque :
AX =B

Ou A est une matrice carrée et B un vecteur donné & coéfficients rééls ou complexe.
La discretisation d’équation differontielle ordinaire ou d’équation aux dérivees partielles,
la modelisation de probléme en physique, chimie ou économie conduit a la résolution du
systeme linéaire de grande taille avec plusieurs milliers d’inconnues et il devient partique-
ment imposible de résourdre ces systéme d’équations sans 1’aide d’un ordinateur. Il s’agit
alors de trouver des algorithmes de résolution efficace ot le nombre d’opération et donc le
temps de calcul, n’est pas prohibitif, c’est un probléme classique mais difficile en analyse
numérique.

Dans ce mémoire, nous étudions les systéemes linéaire. Pour cela, on comence par la
description de ce systéme, ensuite nous intéressons aux méthodes de résolution de ces
systémes et nous finissons par ’application de ces systémes et I'intéret de I'utilisation de
I’outil I'informatique.

Notre mémoire, se décompose en trois chapitre, Dans le premier chapitre, nous pré-
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sentons les terminologies, notations, les définitions et diffirentes notion qui seront utils
pour I’élaboration du mémoire, le deuxiéme chapitre sera consacré pour la position du
probléme et nous présentons quelques méthodes de résolution et comparaison entre les
différentes méthodes.

Dans le troisiéme chapitre, on s’interesse & l’'utilisation de 1’outil informatique pour

la résolution d’un systéme linéaire AX=B.



Chapitre 1

Terminologies et notations :

1.1 L’analyse numérique

L’analyse numérique est une discipline des mathématiques. Elle s’intéresse tant aux
fondements théoriques qu’a la mise en pratique des méthodes permettant de résoudre, par
des calculs purement numériques, des problemes d’analyse mathématique.

Plus formellement, ’analyse numeérique est ’étude des algorithmes permettant
de résoudre les problémes de mathématiques continues (distinguées des mathématique
discrétes). Cela signifie qu’elle s’occupe principalement de répondre numériquemant a des
questions a variable réelle ou complexe comme I’algébre linéaire numérique sur les champs
réels ou complexes, la recherche de solution numérique des équations différentielles et

d’autres problémes liés survenant dans les sciences physique et l'ingénierie.

1.2 Les matrices

Définition 1.2.1 Nous applons matrice de type( m,n)( ou a m lignes et n colonnes) sur

R, une famille doublement indexée d’élément de R.

(a;;), (i=1,m et j=1,n ) habituellement représentée sous la forme :

ayy ... Qip

Am1 -+ Qmn

les a;; sont appelés les éléments ou termes ou coefficients de la matrice.
Une matrice de type (1,n) est applée vecteur ligne (de dimension n) et une matrice

de type (m,1) est applée vecteur colonne (de dimension m).



Définition 1.2.2 Soit M C M, ,(R)

1. Si m =n, M est dite matrice carrée

5 3 1
12
: 2 —1 14
13
2 0 1

2. 8% m=1, M est dite matrice ligne
(1a2) 5 (3}5;0)'6)

3. St n=1, M est dite matrice colonne

) 16
( ) ; 0
9
-5
4. St m=mneta;; =0 pouri# j, M dite matrice diagonale
20 0
5 0
; 0 6 0
0 —1
0 0 —11

5. Si M est une matrice diagonale et a;; = 1 pour @ = j; M est dite la matrice

tdontité et note I,

100 0
1 0 L o0 0100
I T 010 |:1,=
2(01)3 4 0010
00 1
0001

6. St m=mn eta; =0 pourm <n, M est dite matrice triangulaire superieur

3 =2 0

3 8
; 0 1 -3

0 2
0 0 2



7. 5 m=mn eta;; =0 pour m >n, M est dite matrice triangulaire inferieur

3 0
2 0
; -1 6
1 3
39
1.2.1 Le rang d’une matrice

Définition 1.2.3 Soit A € M,, ,(R)

On appelle rang de la matrice A, et on note rgA, la taille mazximale d’une matrice

carrée 1nversible.

Exemple 1.2.4 ona

0101
A=1]110 0 2
0011
La matrice A étant de taille 3x 4, son rang sera inferieur ou égal a 3.
010
La matrice | 1 0 0 | extraite de A ayant un déterminant non nul, elle est inver-
0 01
sible :

rg=3

1.2.2 Opérations sur les matrices
La somme :

Soient A, B € M,,,(R),la somme de A et B est une matrice apparaisser en M,,,

tellque :
Cij = Q5 + bij

Exemple 1.2.5 on a

6 1 2 5 0 -1
A=101 -5 1|; B=|0 -1 3 |; C= 4
3 4 1 4 6 7 1



1 1 3
A+ B = 0 0 =2 |; mais A+ C impossible ( les matrices A et C n'ont pas les

7 10 8
méme dimentions )

Le produit d’une matrice par un scalaire

Définition 1.2.6  soit M € M,,,(R) et A\ € R, on appelle le produit de M par X\ est
une matrice B € M, ,(R) tellque : bj; = \aj;

Exemple 1.2.7 on a

6 —2

A=2 M=|13 0

13 —4
2 6 —2 4 12 —4
AM=2[13 0 |=]256 o0
3 4 2 6 -8

Le produit de deux matrices

Définition 1.2.8 : soient A € M,,,(R) et B € M,, ,(R),on appelle produit de A et B

la matrice C € M, ,(R) tellque :

n
Cij = Zaijbij ; remarque : (m,n) X (n,p) = (m,p)
k=1

Exemple 1.2.9 on a

le a le chat rat lion
A= un a un |;B=| mangé dévoré déqusté
le avait un pain lait chat
le chat a mangé le pain le rat a dévoré le lait le lion a dégusté le chat
A-B = un chat a mangé un pain un rat a dévoré un lait un lion a dégusté un chat

le chat avait mangé un pain le rat avait dévoré un lait le lion avait dégusté un chat

1.2.3 La trace d’une matrice

Définition 1.2.10 Soit M € M,, ,(R) on appelle la trace de M et on note :



2 1
Exemple 1.2.11 on a : A= ( ) ;
tr(A)=2 + (-4) = -2

1.2.4 La transposé d’une matrice

Définition 1.2.12 Soit M € M,,,(R) on appelle transposé de M;; et on note M la
matrice définie par : *M = (M;;); ou M € M, ,(R).

on a :

1 2 3

M = 11 -6 0

0 -2 8

donc :

1 11 0

‘M=12 -6 —2

3 0 8

1.2.5 Déterminant d’une matrice

Définition 1.2.13 étant donnés A € M,,,(R), on appelle déterminant de la matrice
A = (aij)1<i<n,1<j<m le nombre, noté det A, qui peut étre calculé, par récurrence, de la

fagon suivante :

1. par un développement suivant la ligne i, i € {1, n } :
det A = Z Ha;Ay(A)

2. par un développement suivant la colonne j, jc {1, n } :

det A = Z 1) a;;Ai5(A)



ot pour tout couple d’indices (i,j) € {1, n }2, appellé mineur d’indice (i, j), est
le déterminant de la matrice obtenue en enlevant a A la ligne i et la colonne j.quel

que soit le mode de calcul retenu, on obtient, bien sir, le méme résultat.

Exemple 1.2.14 on a

1 3 =2
A=10 6 -3
1 2 5

det A =1((6x5)-2(-3))+(1(3(—3)-6(-2)) = 39

1.2.6 L’inverse d’une matrice carrée

Définition 1.2.15 On dit que A € M,,,(R) est inversible s’il existe une matrice B €
M n(R)  tellque :
A-B=DB-A=1, est dit l'inverse de A et noté A~".

(4 7)o (5 )

A-Bz((l) (1)>:B-A, donc B est linverse de A.

Exemple 1.2.16 on a

Proposition 1.2.17 1. soit A € M, (k) est inversible <= det A # 0

1 t
2. s0it A € My, n(k) sidet A # 0 alors : A~! = (et A) (comA) tellque
A A Agg aiz a2 Gip
comA = AQI AQQ Azg ou AU = (—1)Z+J
Az Azy Ass A1 Om2  Gmp
Exemple 1.2.18 on a :

1 3 -2

A= 0 6 -3

1 2 5

10



detA =39, comA = —-19 7 1 , YlcomA)y=| -3 7 3
3 3 6 6 1 6
12 -19 1
13 39 13
36 —19 3
donc A~! = 1 3 7 3 |= -t 7T 1
39 13 39 13
-6 1 6
—2
13 39 13

1.3 Les équations

Définition 1.3.1 De maniére générale, on appelle équation linéaire dans les variables

Tlyevvnnnnns , T, toute relation de la forme :
T+ + apxy, = b (1.1)
O Apyernnnn... ,a, et b sont des nombres réels.

1l est important d’insister ici que ces équations sont implicites, c’est-a-dire qu’elles
décrivent des relations entre les variables, mais ne donnent pas directement les valeurs
que peuvent prendre les variables.

Résoudre une équation signifie donc la rendre explicite, c’est-a-dire rendre plus des

rentes les valeurs que les variables peuvent prendre.

Une solution de l’équation linéaire (1.1) est un n-uple s1,......... , Sp de valeurs des
variables x1,......... ,Tn  qui satisfont & l’équation (1.1). Autrement dit
a181+ ... +ap,s, = b

1.3.1 Equation linéaire & deux inconnues :

L’équation de la forme ax + by + ¢ , avec a,b,c € R est une équation linéaire & deux
inconnues.

L’ensemble des solutions d’une telle équation a deux inconnues réelles est une partie
de R x R,c’est-a-dire un ensemble de nombres réels. Le graphique de cet ensemble est

donc une partie du plan cartésien.

Rechercher des solutions d’une équation linéaire a deux inconnues

Exemple 1.3.2 Soit a résoudre I’équation linéaire 20 — 3y + 6 = 0.

11



1. Donnons a = une valeur queleconque : 5.

1
2. On obtient alors y = 36

16
Le couple de réels (5; E) est une solution de l’équation

3. Donnons a y une valeur quelconque : —2
On obtient alors v = —6

Le couple de réels (—6; —2) est une solution de l’équation.

4. 1l apparait ainsi que 'ensemble des solutions de cette équation est infini.

1.3.2 Résolution du problémes du premier degré (probléme se

ramenant 4 une équation)

Les équations de premier degré sont celles qui peuvent se mettre sous la forme
ar +b=0.

Il y a une unique solution (si b # 0) qui est x = _7.

La résolution d’'un probléme du premier degré se fait en cinq étapes :
Choix de I'inconnue.

Mise en équation ou inéquation du probléme.

Reésolution de I’équation ou de I'inéquation.

Vérification du résultat.

AN e

Interprétation du résultat et conclusion.

Exemple 1.3.3 Une mére de quarante cinqg ans a une fille de 13 ans.

Dans combien d’année l’dge de la fille sera la moitié de l’dge de sa mére ?

Choix de I’inconnue :

On commence par nommer l'inconnue que I'on cherche :

soit x le nombre d’années cherché

Mise en équation du probléme :

L’age de la mére apres ces x années sera de 45+x
L’age de la fille apres ces x années sera de 13+x

et 'age de la fille sera la moitié de celui de sa mére on a donc :

45
134+ 2z = ;—a:

12



2x (134+2)=45+=x
26 +2x =45+ x
20 -x =45 — 26

r =19

Veérification du résultat :

r =19

Dans 19 ans

13 + 19 = 32

L’age de la fille sera de 64 ans,
45 +19 = 64

L’age de la mére sera de 64 ans

L’age de la fille sera bien moitié¢ de L’age de la mére.

Conclusion 1.3.4 interprétation du résultat :

Dans 19 ans L’age de la fille sera moitié de celui de sa mére.

1.3.3 Reésolution des problémes du second degré

Les équations du second degré sont des équations qui s’écrit sous la forme :

az® +bx +c=0 (avec a non nul)

Pour pouvoir résoudre une telle équation il faut tout d’abord calculer le discriminant
A.
Il suffit d’appliquer cette formule :

A = b — dac

On le calcule, ensuite selon le résultat on pouvoir savoir le nombre de solution qu’il

y a, et les trouver s’il y en a :
1. Si A < 0, rien de plus simple : il n’a pas de solution.
2. Si A =0, il y a une seule solution & I’équation c’est :

—b

.CL’:%
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3. Si A >0, il y a deux solution qui sont :

—b— VA

Ir =
2a

et
—b+ VA
Tog = ———
2a
1.3.4 Equation générale de degré n

Définition 1.3.5 On dira que les éléments by, ... ... ,bs sont algébriquement indépen-

dants surk si, et seulement si, ces éléments ne satisfont aucune relation de la forme :
§ : 71 iS5 __
ailiz---isbl e bs = 0

a coefficients non nuls.
Autrement dit, by, ... ... ,bs sont algébriquement indépendants si, et seulement si, ils

n’annulent aucun polynéme non nul P(Xy,... . Xs) € R[Xy,..., Xi] @ n indéterminées.

Exemple 1.3.6 Si a est transcendant sur R et b est transcendant sur R(a). alors a,b

sont algébriquement indépendants sur k,car si nous avons :
E Oéi’jalb] =0
i?j

alors

> (Z a,-Jai) v =0

J
Mais b est transcendant sur R(a). d’ou
Z ai,jai =0 pour tout j
i

a est aussi trancendant sur R. Les relations précédentes impliquent o;; = 0 pour tout i

et tout j ce qui prouve l'indépendance algébrique de a et b sur R.

1.4 Espace vectoriel

En mathématiques, plus précisement en algébre linéaire et en algébre générale, un
espace vectoriel est un ensemble muni d’une structure permettant d’effectuer des combi-

naisons linéaire.
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Etant donné un corps k, un espace vectoriel E sur k est un groupe commutatif ( dont
la loi est notée + ) muni d’une action <<compatible>> de k. Les éléments de F sont appelés
des vecteurs, et les éléments de k des scalaires.

Définition 1.4.1 Soitk un corps, un espace vectoriel surk, ou k-espace vectoriel, est un
ensemble E/, dont les éléments sont appelés vecteurs, muni de deux lot :

e une loi de composition interne <«+>> : E*> — E, appelée addition ou somme
vectoriel.

e une lot de composition externe a gauche <<>> :k x E — FE, appelée multi-
plication par un scalaire.

telles que les propriétés suivantes soient vérifiées.

1.(E,+) est un groupe abélien, autrement dit :

° la loi « + » est commutative et associative,

° elle admet un élément neutre, pouvant étre noté 0 ou Og, appelé vecteur nul
et tout vecteur v a un opposé. noté —v.

2. La loi « - » vérifie les propriétés suivantes :

° elle est distributive a gauche par rapport a la loi « + » de E et a droite par
rapport a l'addition du corps K.

° elle vérifie une associativité mizte (par rapport a la multiplication dans k).

° l’élément neutre multiplicatif du corps k, noté 1, est neutre & gauche pour ().

Exemple 1.4.2 Soit V' [’ensemble des matrices de taille n x m, muni de l’addition des

matrices et produit d’un vecteur par un scalaire est un espace vectoriel.
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Chapitre 2

Résolution d’un systéme linéaire
AX=B

2.1 Le systéme d’équations linéaires

On applle systéme linéaire d’ordre n ( n entier positif), une expression de la forme
AX =B

ot A est une matrice de coefficientes (a;;) 1 < i,j < n, désigne une matrice de taille
n X n de nombre réels ou complexes, B est vacteur colonne réel ou complexe obtienent les
éléments (b;),1 <i < n,et X=(z;),1 < i < n, est vecteur des inconnues du systéme. La

relation précédente équivant aux équations

n
E Qi3 = bz‘, 1:1,n

j=1

la matrice A est dite réguliére ( ou non singuliére ) si detA # 0, on a existance et

unicité de la solution X ( pour n’importe quel vecteur B donné ) si et seulement si la

matrice associée au systéme linéaire est réguliére.

2.1.1 Les déffirentes formes du systéme linéaire
Forme fonctionelle (général)

En général, un systéme de m équations linéaires & n inconnues peut étre écrit sous la

forme suivantes :

16



a11T1 + 12T + .o oL ATy = b1

A91T1 + A22xo + ... ... ... ALy = b2
Ap1T1 + ApoTo + oo AmnTn = by
ou T1,%2,...,T, soOnt les inconnues.

Forme matricielle

Un systéme linéaire peut étre aussi écrit sous la forme matricielle :

AX =B

ou A est une matice de taille m x n, X est un vecteur de taille m.

a1 +ap+ ... A1n T by

Ay + Qg + .ol Ao, T bg
A= . . X= , B=

Qi+ Gpa + oo A T, b

2.1.2 Les solutions possibles d’un systéme
Cas général

Si A est une matrice carré inversible d’ordre n, alors le systéme d’équation dont

I’écriture matricielle est AX = B admet une unique solution : X = A~'B.

Exemple 2.1.1 [e systéme ) a pour écriture matricielle AX = B avec

2
A= < ) 31 > X = ( v > B = ( 81 ) le déterminant de A est non nul, A est
— y R—

donc inversible.
0.2 0.6

A Uaide d’une calculatrice, on obtient A~! =
02 —-0.4

1
solution X = AlB:< ) )

) . Il y a donc une unique

2
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Cas particuliers

Si A est une matrice carré inversible d’ordre n, alors le systéme d’équation dont
’écriture matricielle est AX = B admet une unique solution :X = A~ B.

20+ 3y =8
Exemple 2.1.2 : e systéme Ty ) a pour écriture matricielle AX = B avec
rT—y=—

A= <i 31>,X = (I>,B = ( 81 ) le déterminant de A est non nul, A est
_ Y B

donc inversible.

0.2 0.6
A Uaide d’une calculatrice, on obtient A~! = 02 —04 | 1l y a donc une unique
. 1 1
solution X = A~ B= 5 |

Cas particuliers

Si la matrice A n’est pas inversible, le systéme admet soit infinité de solution, soit
aucune solution.

r+y=>5
22 + 2y =10

()ee(n)

Le déterminant de A est nul donc A n’est pas inversible.

11
Exemple 2.1.3 a pour écriture matricielle AX = B avec A = ( ) ,

2 2

Exemple 2.1.4 On constate que la ligne 2 du systéme vaut 2 fois la premiére ligne, il y
a donc une infinité des solutions.

—y=1 1 -1
Exemple 2.1.5 vy a pour écriture matricielle AX = B avec A = ( ) X =

20 — 2y =5 2 =2

Y
Ici, la premiére et la seconde ligne du systéme me sont pas proportionnelles, il n’y a

1
< . > ,B = ( . > .Le déterminant de A est nul donc A n’est pas inversible.

donc pas des solutions.
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2.2 Les méthodes de résolution d’un systéme linéaire

AX =B

En général, il y a deux méthodes qui permettant de résoudre le systéme linéaire
AX = B.

2.2.1 Les méthodes classiques

Les méthodes classiques (Cramer) deviennent trés lentes en temps d’execution (de

calcul ) dés que n dépasse 4.

Théoréme 2.2.1 (Cramer)
Soit A = (a;;);; une matrice carré d’ordren et b = (b;), 1 = 1,n , un vecteur colonne.
Si det(A) # 0. alors le systéme :

Zaijxj =, i=l,n ( ou encore AX=DB)

j=1

admet lunique solution x = (z;), i = 1,n telleque :

_ det(A4;)

p— .:1
det(4)” '~ "

X

e

ou A; est la matrice obtenue en remplacant dans A la 1™ colonne par la colonne B.

Numériquement : on calcule :

1. det(A)
2. det(A;),i=1,n
. =1
det(a)” "

Pour n =10, la méthode de Cramer exige 3 1(P opérations.

2.2.2 Les méthodes numériques

Les méthodes numériques ayant des temps de calcul acceptables et de nombre d’opé-
rations de 'ordre de n® pour un systéme AX = B ou A est une matrice carré d’ordre
n.

Ces méthodes peuvent étre directes ou indirectes (itératives)

1. Les méthodes directes :
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Définition 2.2.2 Une méthode est dite directe, si elle donne au bout d’un nombre

fint d’opération une solution exacte du probléme

Remarque 2.2.3 utilisées généralement lorsque n < 100, et si A est une matrice pleine
( pas beaucoup zéros).
Les méthodes directes sont :
1. Méthode de Gauss (méthodes du pivot)
2. Méthode de Gauss-Jordan
3. Méthode de décomposition de A en L.U
4. Méthode de Cholesky

1. Les méthodes itératives (indirectes) :

Définition 2.2.4 une méthode itérative de résolution du systéme AX = B consiste
d’abord & passer au systéme X = aX + 3 ( que 'on déterminera ) et sa solution est
alors la limite de la suite définie par : xp 1 = axy + 5, xo étant une approximation

initiale.

Remarque 2.2.5 utilisées généralement lorsque n > 100, et si A est une matrice
contient beaucoup d’éléments nuls

Les méthodes indirectes sont :

1. Méthode de Jacobi
2. Méthode de Gauss-Seidel

2.2.3 Meéthodes directes
Méthode de Gauss :

Soit AX = B o A est une matrice (n x n), réguliére.e

Principe : Transformation de la matrice A en une matrice triangulaire supérieure.

Pour cela on construit {ASB} et :

. . B ’ N ’ . . . L, .
A:B| — transformation — |A:B | ot A est une matrice triangulaire supérieure.
!/ / / /
ay G2 ... Qi by ay ayy ... ay,, b0
/ !/ /
ag1 QA22 ... Qap b2 0 Qoo ... Ao, b2
ie —
!/ /
A1l QAp2 ... Qpn  bn 0O 0 ... a, b,
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i - |aw]

* Puis, résoud le systéme A’X = B’ ( dont la solution est exactement la solution du
systéme AX = B )

ETAPES : On pose A= AW et B = BW
1¢7¢ étape :
*Si aﬁ) # 0, on fait les affectations suivantes

e La ligne L; est maintenue ie : ng) — Lgl)

(1)
ePouri=2...,n: L§2)<—L§1)—%~Lgl)
ary
On obtient alors :
1 1 1 1 2 2 2 2
WD D ) o o
1 1 1 1 2 2 2
U s ) R 0 af ... a2
. H .
alV d o al) eY 0 o ... aY P
{A(l)gB(l)} - [A@);B(?)}
ou :
2 1 L
Poal T
(2) (1) aq) (@) .
Qi = Qi — Z(1)'1j’ i=2n; j=Ln
aqq
et

2 1
b2 = 0

b(2) _ b(l) _ agi) . b(l)
i (1) 1 >
Gy

1=2,n

* Si agll) =0, on chercgh)e une ligne LS) avec 2 < p < n tellque a](gll) # (. puis on
1

permute les lignes Lgl) et L, ’ pour obtenir

AX = B <= AWX = BO) s p) AW x — p() p1)

ot PO est la matrice de permutation des lignes LV et LY. PO est elle méme la
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matrice identité dans laquelle on permute la premiére ligne et la P™¢ ligne.

Dans ce cas au lieu la matrice A on considére la matrice : AW = PO AD dont

(1)
1 i

celles correspondantesau cas agl) # 0, étudié plus haut.

on notera encore les éléments par a;.’ et on lui applique des transformations analogue a

k"¢ étape :
* a,ilck) = 0 : On permute les lignes Lék) et Lg(,k) ou Lz(,k) est une ligne d’indice p avec
k+1<p<n, telle que : a](ol,? # 0. Et dela

AR x — B — pk) g4(k) x — pk) k)

ot P*) est la matrice de permutation des lignes L;ck) et L;,k).P(k) est elle méme la

matrice identité ol on permute la k"¢ et la P°"¢ ligne.

On considére alors : A® = pBA® ot k) = p*E BK) Aprés transformation on

obtient A®tY et B+ gyec -

al(-?ﬂ):az(f), =1,k ; j=1,n
(k+1) (k) a('ll:) (k) L1 o T
Qg
et
D = p) i=Tn
(k)
pEH) — pB) _ Dik ) i=k+1n
) % (k) k
Ay
et ceci en faisant les affectations suivantes :
( Lngrl) - Lgk)
Lngrl) . Lék)
k+1 k
L
k1 o LP
L e P -2 b i=k+1n
\ ka

Résolution de AX = B’ :
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On pose

]

Et dela

d’ou : ( Résolution par

(
T

Ty

\

o
lA )5 (n)} _ 0 ag gy Dy
0 aly) ol
AX =B & AWX =pBW
o A X = @)
o AmX — o
& AX = B
retour arriére )
1 ) , ,
= = (by — a7 — - —a;,7,)
ayq ’ ’
1 ,
- a/nflmfl ) (bn—l an—l,n'rn)
1 ,
= — b,
an,n

( On détermine z,,, puis z,_1,etc. jusqu’a obtention de . )

2
Remarque 2.2.6 1. La méthode de Gauss nécessite gn?’

d’ordre n.

opérations pour un Ssustéme

n

2. Elle permet de calculer det(A) puisque det(A) = (—1) H ag? ot j est le nombre

de permutations.

k=1

Exemple 2.2.7  Soit a résourdre le systéme

221 + 29 +4x, =2
—4xy — 229 + 33 — Ty = —9
4oy + 19 — 203+ 81y =2
—3x9 — 1223 — 24 =2

(2.1)
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Le systéme (2.1) s’écrit encore : AX = B avec

2 1 0 4 2 1
4 —9 _ _

A= ? ! ; B= ) et X=| "
4 1 -2 8 p 3
0o -3 —-12 -1 2 T4

1°¢ étape :
* Le pivot al}) =2 #£0

1 0 4 2 2 1 0 4 2
—4 -2 3 -7 -9 0olo] 3 1 -5
_>
4 1 -2 8 2 0 -1 -2 0 -2
0 -3 —-12 -1 2 0 -3 —12 -1 2
{Am B(l)] N [A@) B(ﬂ

2¢me étape :

Dans [A(Q) : B(2)] on constate que le pivot a%) = 0. D’ou on fait une permutation

des lignes 2 et 3 (par exemple ). Ce qui revient & considerer [2(2) : 5(2)] avec :

100 0
A® = p@)A®) poy_ | 0100
B® = p@pB® . “ o010
0001
On a alors : Le pivot a$) #0 (%) =a%) = —1) et
2 1 0 4 2 2 1 0 4 2
0 [-1] =2 0 -2 0 -1 -2 0 =2
%
00 3 1 =5 00 3 1 =5
0 —3 —12 -1 2 0 0 —6 —1 8
[A@) B@)} 5 [Aw) B(3)]

3¢ étape :
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Solution 2.2.8 Le pivot aé‘? =3#0

2 1 0 4 2 2 1 0 4 2
0o -1 -2 0 =2 0 -1 -2 0 -2
—
0 0 1 =5 00 3 1 =5
0 -3 —-12 -1 2 0O 0 0 1 -2
{A(S) : 3(3)} N {A(“) : B(4)}
Résolution de AX = B':
Posons [A’f B'] = [A(4) : B(4)] .On a alors :
2 1 0 4 1 2
0 -1 =2 0 —2
AX = Be 2l
0 0 3 1 T3 -5
0 0 0 1 Ty -2
2$1+$2+4ZL’4:2 .731:3
—I2—2$3:—2 I2:4
= =
33334-1‘4:—5 .%'3:—1
Ty = -2 T4 = -2

Méthode de Gauss-Jordan :

Soit le systéme linéaire AX = B ou A est une matrice (n x n), réguliére.

Principe : * Transformation de la matrice A en la matrice identité
ie : A B] - transformation — {I : B] ou I est la matrice identité

*Doun: AX=B& Il - X=BsX=F

ETAPES : 19¢ étape :

* Si aﬁ) # 0, on fait les effectations suivantes

2 1 1
oLg)HW-Lg)
ay L
SR T I

On a alors :



1 1 1 1 2 2
aélz a% aénz bé ; 1 aézz aénz
1 1 1 1 2 2
As; Qg ... Gy, by 0 ayy Qap,
. . . _) .
a,(lll) a%) a,%% bg) 0 a%) . afi%
{ A: B(l)} . { 42 B(Q)]
avec :
1
2) _ a§j> A
1j ﬁ j =Ln
O _ oo, i=%m; j=Tn
2 _ _ i
ij 0 9 1= 27 na .7 -
et
(
p2 _ b
1 (1)
a,
0 =0 — a0 i=2n
2¢m¢ étape :
* Si ag) # 0, on fait les affectations
1
3 2
° Lg ) o Lé )
Qoo
OLE?’) <—Ll(.2)—ag)~L§3) ;i=1,n avec 1 # 2
d’ou :
1 ag) aﬁ) b§2) 1 0 a%) aﬁ)
0 ag) aéi) b§2) 01 ag’,,) aéi)
. _> . . .
0 a%) aﬁ?,% bg) 00 a%) a,(f;)
{ 4@ B(z)] . 46): B(3>]
avec :
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2
W_% g

2% T ) J==an
ag?):a%%—ag)-ag), i=1n; i#2; j=3n
et
(2)
ON
2T 0
2
b(S)—b@%—a(g)-bég) i=1,n;1#0
k"¢ étape :
k
* a,(fk) #0: X
(k+1) (k)
M R
a
Kk
° LEkH) — LZ(.k) — ai’,:) . L,(fkﬂ) ; i=1,n avec i#k
On obtient :
L 0 ay ap, Y Lo 0 ay)
0 0 ag;;) agz) bgk) 0 0 agf,j Jrli
(k) (k) (k) (k+1)
X o K bk@l - .ot
+
0 0 agy A, by, 0 0 a1k
0 ...0 a® . oB " 0 0 alih
{ A®): B(k)] . { A4 B(k+1>}
avec :
k)
(k+1) al(ej Y T
kj a(k) J =rn
al(fﬂ) al(f%—af,]z) a,(;;.), i=1,n; i#k; j=k+1,n
et
k)
D) _ i
Coay
) = b _ ) (kD) i=Tn;i#k

Remarque 2.2.9
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(k+1)
A1n

(k+1)
Qop,

(k+1)
(k+1)
CLk+1,n

k+1
aa(ln )

b(k—l—l)

1
bgk—i-l)

b/E;kH)
k+1)
b

b(k:H)

1. La méthode de Gauss-Jordan nécessaite n® opérations élémentaires




(moins rapide que celle de Gauss et que celle Cholesky que l’on verra par la suite).
2. Elle est conseillée pour inverse une matrice, car elle évite la “remontée” (ie : la

résolution par retour arriére) qu’en rencontre dans la méthode de Gauss.
Exemple 2.2.10 Soit a résoudre le systéme :

2$1+3[L’2—I3:5
(1) 41‘1 + 41‘2 — 31’3 =3
—2x14+ 319 —23=1

Le systéme (1) s’écrit encore : AX = B avec

2 3 -1 5 1
A= 4 4 -3 ; B= ;X =1 29
—2 3 -1 1 T3

1°¢ étape :
1
* agl) =2#0

3 —1 1 3/2 —1/2 5/2
4 4 -3 3 — 0 -2 -1 -7
-2 3 -1 1 0 6 -2 6
[ AW B(n} N [ A®): B(2>}
2¢me étape :
“agy) = —2#0
22

1 3/2 —1/2 5/2 10 —5/4 —11/2

0 [-2 -1 -7 — 01 1/2 7/2

0o 6 -2 6 00 -5 —15

{ 42 B(2>] . { A4G): B<3)]

3¢ étape :
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Fag = ~5#0

1 0 —5/4 —11/2 1001
01 1/2 7/2 — 010 2
0 0 —15 0013

[A««:); B<3>] N [Aw; B(ﬂ

Solution 2.2.11 Solution de AX =B’
Posons B = B®.0On a alors : X = B'=(1,2,3).

Stratégie du choix du pivot

Introduction :

Exemple 2.2.12 Sachant que la solution exacte du susyéme ci-aprés est (x1,x2) = (1/3,2/3),

retrouvons la par pa méthode de Gauss. Le systéme est

T+ x93 =1

. 0.0003 3 ot B— 2.0001
1 1 1

Nous avons : a;; = 0.0003 # 0,d o1 :

(0.0003 3 2.0001) (0.0003 3 2.0001)
_)

{ 0.0003z; + 35 = 2.0001

* Posons

1 1 1 0 —9999 —6666
[As B] . [As B]
et dela
6666 2222
"L‘2 = —_— — = ?
9999 3333
1
= — - (2.0001 — 3 = 7
xl 0.0003 ¢ 72)

Question 1 : Effectuerles calculs avec quatre (04) c.s

Réponse 1 : x9 =0.6667 et x, = —0.3333

Question 2 : méme question avec cing (05) c.s
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Réponse 2 : xq9 = 0.66667 et x; = 0.3
Question 3 : avec trois (03) c.s
Réponse 3 : x9 = 0.667 et 1 = —3

Exemple 2.2.13

1. Les chiffres de la valeur x5 restent stables. Par contre ceux de x1 mitent a chaque
nouvelle précision.

2. Les solutions auxqulles on aboutit sont, a des échelles différentes, éloignées de la

solution exacte.

Commentaire : Cette perte dans la précision est di au pivot a;; = 0.0003 qui est

trés petit.

Cas général Soit la systéme

1171 + 19T + ... + a1pT, = by

a99L9 + ...+ Aoy, Ty = b2

AppTpn = bn
avec ai; ~ 0 et ay; # 0.
On soppose que les solutions exactes x1, xs,. .., T, soient connues. Posons :
T =] £ Axy
Ty = x5 + Azy ou zi,xh, ..., x5 sont des valeurs
: approchées de x1, xs,..., 2,
T, = a8 £ Az,
Déterminons Az; =7
Nous avons :
1
Ty = —(bl — Q1272 — ** — alnl’n)
a1
_ b ; * A A
= a_( 1= Q12T — -+ — 1Ty, F a12AT2 F - F a1, Ay,)
11
_ b ; * A A
= a_( 1= Q12T5 — -+ — A1 Ty,) F a1y F - F a1, Any,
11

12 Q1n

3

= F —AnF--F—Az,
a1 a1

30



. a2 A1n . . a12
et dela : Axy = F—Axy F--- F —Ax,. Mais puisque a;; ~ 0 alors — > 0.
aii a aii aii
N 17 . 5 .
De méme pour les autres —~, j=3,n. Et donc l'erreur Az, sera importante.
aii

Stratégie du pivot partiel Supposons que ’on soit a la k"¢ étape de la méthodes de

Gauss :

k) 0 (k) (K) (k)

ajy;  Gyy ... ay, ... aq, b]
0 a% ... ay ... ay) o
{A(M;B(k)] - e I<k<n
6 | ... 0 afjg e aﬁf;’i bgk)
Parmi les coefficients ai’?, a;(ﬁgm, . ,afﬁg, on choisit celui dont le module est le plus

grand <ie: maz(

Yol ag:)))). Le pivot sera ce coefficient, et on permute alors la k¢ ligne
i=k,n

et la ligne du pivot ainsi obtenu.

Exemple 2.2.14 Soit a résoudre le systéme suivant par la méthode de Gauss (avec

permutations) en utilisant la stratégie du pivot partiel.
1+ 31’2 + 3$3 = 0

T, + X2 =
3x1+ 219+ 623 = 11

45 -

k=1|:max(1,1,3) = 3 et donc on permute, par exemple, les lignes 1et 3 pour obtenir :

On construit :

W =
N = W
S O W
—_

= o~ o

2 6 11 3 2 6 11
1 10 1 — 0 1/3 -2 —8/3
1 330 0 7/3 1 —11/3

31



:maxz(1/3,7/3) = 7/3. On permute les lignes 2 et 3 :

3 2 6 11 3 2 6 11
0 7/3] 1 -11/3 — 0 7/3 1 —11/3
0 1/3 -2 —8/3 0 0 —15/7 —15/7
Et dela :
Ty h v = 1
AX =B &< T2 = ?(T_x?’) S oy = =2
T = %(11—2@—6953) o= 3

Stratégie du pivot partiel composé Pour chaque ligne L; de la matrice initiale on

calcule :
d; = max(|an|, |an|, ..., |an|) = max(|a;|)
j=1In
k) (k) 2
s eme # . G;(ck) i1,k afm) ..
Puis, a la k®"¢ étape, parmi les valeurs : —* , —= on choisit celle dont le

dp " dp1 7 dy

(k)
module est le plus grand | 7e : max ( Zlk )), puis on permute la ligne du pivot corres-

i=k,n I3

pondant & cette valeur et la k"¢ ligne.

Exemple 2.2.15 Soit a résoudre le systéme suivant par la méthode de Gauss en utilisant

la stratégie du pivot partiel composé :

2@’1 + SIQ — T3 = 5
4.1’1 + 4[L’2 - 31‘3 =

—2931 + 3272 — X3 =

Posons :
2 3 -1 5
{AE B} = 4 4 -3 3
-2 3 -1 1

On a :dy =max(2,3,1) = 3,dy = max(4,4,3) =4 et d3 = max(2,3,1) =3

2 4 2 4
k=1]|:max <|(Zilll|’ |C;221|, |C§’31|> = (5’ 7 §> == 1.Et donc la ligne du pivot est
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Ly (le pivot étant as1). On permute les lignes 1 et 2 pour obtenir :

4 -3 3 4 4 -3 3
2 3 -15 — 01 1/2 7/2
—2 3 -1 1 05 —5/2 5/2
o] |2 L5Y _ 5 La ligne du pivot est alors L
= 2| : max d—2,d—3 = max 13) "3 a ligne du pivot est alors Lg.
On permute les lignes 2 et 3 :
4 4 -3 3 44 -3 3
0 —5/2 5/2 — 05 —5/2 5/2
0 1 1/2 7/2 00 1 3
Et dela :
333:3
$2:2
Ilzl

(k)

g

(k)

ij

Stratégie du pivot total A la k"¢ étape le pivot est choisit parmi les coefficients a
i=k,n j=k,n, tel que son module soit le plus grand (ie : max (la

e ])
i=k,n Jj=kmn

Attention! : A chaque permutation de colonnes les inconnues changent de places.

Exemple 2.2.16

1+ 32+ 33 = —2
201 +2x9+ b3 = T
3r1 + 229+ 623 = 12
Posons :
1 3 3 =2
[AE B} (225 7
3 2 6 12

: max(‘agj)) vi=1,2,3 j=1,2,3) =6 La ligne du pivot total sera alors Ls.En

permutant les lignes 1 et 3 on obtient :

3 2 6 12
2 2 5 7
1 3 3 =2
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La colonne du pivot total est Cols, et on permute les colonnes 1 et 3 :

6] 2 3 12 6 2 3 12
5 22 7 — 0 1/3 —1/2 -3
3 31 -2 0 2 -1/2 -8

: max(‘ag)’ ,i=2,3 j=2,3)=2. La ligne du pivot total est alors L3.Et donc

on permute les lignes 2 et 3 :

6 2 3 12 6 2 3 12
0 -1/2 -8 — 02 —-1/2 -8
0 1/3 —1/2 -3 0 0 —5/12 —5/3

Dela, du fait de la permutation des colonnes 1 et 3. On obtient le systéme équivalent

suwvant :
6 2 3 = 12
$3+ I2+11’1 :Elzl
21‘2 —g—.%l = =8 =N Ty = -3
5
_ - __ T3 = 4
12" 3

Décomposition de A en L.U

Soit le systéme linéaire AX =B (1)

Principe: Décomposition de la matrice A de fagon & la mettre sous la forme A = L.U ou
L est une matrice triangulaire unitaire inférieure et U une matrice triangulaire supérieure.

Résolution : Le systéme (1) devient :

AX =B & LUX =08 @{ ly=5
\y/ UX =y
Donc la résolution du systéme AX = B revient a la résolutions des deux systémes
Ly = B et UX =y, et la résolution de ces derniers est imméddiate, puisque les matrices
L et U sont triangulaires.
Méthode :

Par la méthode de Gauss on obtient
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avec : AXX =B & AX =F

On pose alors U = A
1 1 1
agl) ag2) ags)
2 2
0 ag af

te: U = 0 0 a3

et on montre que : A = L.U ou

1 0
121 1
L= I3 Il 1
T AU A

Vérification : Pour n =4

1 1 1 1
Trr
2 2 2
U — 0 agy ass asy . I —
= ) =
0 0 az agy

o 0 0 a¥

d’ou
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1
i

2
Qa9

1
lo1
I31

la

aly aly
agy) agy)
asy as)
aly)
1 1
- g
2 2
T
3 3
Q33 A3y
all)
b
o
o o
o) B
avec [l =
0 0 0
1 0 0
l32 1 0
lag lyz 1

ay

g



Ainsi

et

an

a21

a31

aq1

a2

az1
ao1— + (l
ail

(2)

a21 (2)
CL31— + 0/32
ail

21
aqg1— + a4
a1

(2)

ail
ag1
a3y

Q41

a(l) a
g = =5 = =y
aﬁ) an
a(2)
lo = 5
asy
1 0 0
21 1 0
a11 @)
31 3y 1 0
11 (2)
B
A iy G4y
2 3
am o o)
1 0 0 0
e
ML)
asr Qasg
—_— == 1 0
a1 a(22)
B ©
a1 Qap Qa3
an af)  af)
a13
a
amﬁ—i—a%)
a1
(2)
a
Big (2) ?3) +
a“ (99
(2) %)
a2 a3z aiq
Ag2 A23 (24 — A
azz2 a3z 34
Qg2 Q43 Q44
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a§11> a1
3)
143_a_3
3
ag?))
11 Q12 a13 dAdiq
2 2 2
0 aé2) aés) aé4)
0 0 af ay
0 0 0 a¥
Q14
a
aglﬁ—i—aéi)
ail
e
:())3) a i (2) e Z
a“ aéz)
o
a® (2) Aoy (3) 434
Qy3 all + (2) +a Q43
k k k a(l,?
car agjﬂ) agj)+ Ek)%
A

3)

A3yq

3)

()
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Méthode de Cholesky

Soit A une matrice carrée d’ordre n; A = (a;;) i,j =1,n

Définition 2.2.17
o A est dite symétrique si elle coincide avec sa transposée ie : A = AT ou encore :
Qij = Qji, 1,] = 17_71

o A est dite définie positive si VX € R", x # 0, < AX, X >= XTAX > 0.
Théoréme 2.2.18 A est définie positive si et seulement si tous ses mineurs :

11 a2 Q13

; Az =|ax axp ayg |...,A, =det(4)

a31 daszz G33

a1l a2

Ay =an ; Ay =

a21 A22

sont strictement positifs.

Théoréme 2.2.19 (Cholesky) Soit A une matrice carrée d’ordre m, non singuliére et

symétrique. Pour qu’il existe une matrice triangulaire inférieure L, de méme dimension
que A, telle que : A= LLT, il faut rt il suffit que A soit définie positive.

Remarque 2.2.20
e L n’est pas unique

e La décomposition devient unique si l'on fixe a l'avance les éléments diagonauzr [
avec l; > 0.

Algorithm 2.2.21 de décomposition :

Afin d’obtenir les élément l;; de la matrice L on multiple les matrices L et LT, puis

on identifie les coefficients respecrifs dans ’égalité : A = LLT pour obtenir les équations

I = an

li21 + 52‘22 + li23 +.F lz‘Q,i—l + lizi = Q4

lialjs + Lisljo + lislys + ...+ lijly; = ag; , 0> j
lij; =0 1<
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d’ot lon déduit successivement ( en choisissant systématiquement le signe + ) :
(
l = an
i—1
2 5
aii—g l7., 1=2,n
k=1

1 .
lij = I (aij _Zlikljkz ) , 1>
J k=1

jJ
lij = 07

i< j

\

Résolution de AX =B

Résoudre le systéme AX = B revient alirs & résoudre :
Ly=B
LI'X =B «{
T ILTX = y
d’ou 'on déduit :
b

Tl

1 ! -
yer(@‘—Zlik%) t=2,n
i —1

Y1

o U
" lnn
1 - o
%:E yi—Zlikxk t=1,n—1

k=i+1

3
Remarque 2.2.22 1. La méthode de Cholesky nécessite % opérations élémentaires

(meilleure que celle de Gauss).

2. La méthode de Cholesky permet le calcul du déterminant de A.
En effet : A = LLT = det(A) = det(LL") = det(L)det(L”) = (det(L))? =

2.2.4 Meéthodes itératives

Lorsque n est trés grand, la résolution d’un systéme d’ordre n par les méthodes

directes devient assez compliquée. Alors on fait appel aux méthodes dites itératives sous
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réserve de convergente vers la solution (exacte) = du systéme :
AX =B (2.2)

Meéthode de Jacobi

On suppose que les a; # 0, Vi =1,n ou A = (a;). Le systéme (2.2) s’écrit encore :

a1121 + Q1922 + ... + a1, = by

A21T1 + Q22X + ... + QonTy = bl

Ap1T1 + ApoTs + ... + Appxy, = by
Le principe de la méthode consiste & résoudre la :“"¢ équation par rapport a 'inconnue

x;, On obtient alors le systéme équivalent, qu’on appelle systéme réduit :

T = 51 + 122 + Q1373 + 14Ty . . . + ATy

To = By + Qo171 + Qa3T3 + Q24T . . . + Q2 Ty,

Ty = Bn + p1T1 + (7Y ) + ap3x3 ... + Ap n—1Tn-1

Qi . L.
. bZ . N iy = —— l%] 17]:17n
oun B, =—, i=1n et Qi
i a; =0 i=1n

Le systéme réduit ainsi obtenu s’écrit sous forme matricielle comme suit

X=aX+p ou a= (v e [=(5) (2.3)
avec
0 w9 aiz ... . Q1n B4
. agr 0 g3 ... . Qo ot B 5.2
Qp1 Qp2 ... ... Qpp—q 0O B,

Conclusion 2.2.23 Le systétme AX = B devient équivalent au systéme réduit X =

aX + 3 e :

(2.2)  AX =B <= (2.3) X=aX+p  forme récursive
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Et dela en partant d’une approxvimation initiale arbitraire X©) (en général on prend

X = 3). on résoud le systéme :
XED — o X® 4 3. keN. (2.4)
Si la suite des approzimations X©, XMW . X®)  posséde une limite X = khrf X&) cette
limite est solution du systéme (2.3), et donc du systéme (2.2).
En effet :
Il suffit de passé a la limite (2.4) pour obtenir :
thkH—ozllka)+B<:>X—aX+6<:>AX B
k—+o00 k—4o00
Algorithm 2.2.24 FEcrivons le systéme (2.4) sous la forme développée :
— ij bi
XED) = X0 4 3 = g = Zaw '+ 8, i=T,non ozij:—a—‘]‘ et Bi:—g
1731
1 & _
<= mgk-H) = b; — Zaijl’z(-k) 1=1,n
I

1 . —
wgkﬂ) — = b Zaij:vgk) _ Z&ijxﬁk)] i=1,n

D’ou : Algorithme de Jacobi
X© donné

x§k+1)_£ bi_z% Z% ()] T

7<t 7>1

Il
=

Critére d’arrét
Soit k€ Net pe N*. On a :
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XD = X0 < | x %) — XD 4 || XG0 — X2 4 || XD X B
< XD = X0 4 o] [XED = XO|| 4 o] XD - x®)|
< ||X(k+1) — X(’f)|| (L+[lal +...+ o™

1= [lafl”

S e T

d’ou, lorsque p — +o0, k fixé, et pour ||a|| < 1, on aura :

i — xo)]

X —XW| <
N T

et pour obtenir une approximation X * de X avec la n°™® décimale qui est exacte, il

suffit de poser :
e - xe0)

1 —{le]

<0.510™"

et donc aller dans les itérations jusqu’a ce que 'inégalité
| X*D — x®| < (1 - |af) 0.5 107"
soit vérifiée

Remarque 2.2.25 1. En pratique on va dans les itérations jusqu’a atteindre la pré-

cision € donnée au préalable, ie : Hac(kH)X(k)” <e.

2. Sion prend X© =3, on aura : XV =aXO® 4+ = X _ XO =np dou :

[XED — XB| ol 18]
L=l = 1—]al

I = x®| <

et on posant :

k+1
ol 1l _
1Tl

on déduit le nombre suffisant d’itérations pour calculer une solution approchée avec

la précision c.
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Convergence de la méthode de Jacobi

Théoréme 2.2.26 Une condition nécessaire et suffisante pour que l’algorithme de Jacobi

converge, indépendemment de la condition initiale X©, est que :

pla)y <1  ou pla) =max || A : valeur propre de «
i=1n

Remarque 2.2.27

1. En pratique, le calcul de p(av) est trés compliqué, il suffit alors de vérifier si ||af| < 1
puisque p(a) < [|af].

2. La méthode de Jacobi converge si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

n
(@ llefl, = max > lail <1
- =1

In %
1=

n
@) llel,, = max D oyl <1
=1

i=1n =
]7

zn:zn:|04ij|2 <1

i=1 j=1

(@) ol =

1
3. St |ay;| < —; Vi,j ot n est la dimension du systéme, alors algorithme de Jacobi
n

CONVeETgeE.

Si |O[“| > E |aij|7 Y1
i#]

ou oyl > layl, Vj
17

alors le processus converge

(Dans ce cas on dit que la matrice A est a diagonale dominante.)

Méthode de Gauss-Seidel

Introduction
Soit le systéme AX = B ou dela

a3 Qa2 @3 ... Qin by

Q21 Q22 Q23 ... Q2 by
A= et b=

an1 an2 an3 ce. Ann bn
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Soient D, E et S les matrices définies par

a1 0 vee 0 0 0 0
0 ap 0 ... O a0 0
D = ass 0 , E=—| a3 a3 0
0 0 cov Qpn Ap1 Ap2 appn-1 0
et
0 a2 a1z ... A1p
0 agg ... Qon
S=—
. An—1,n
0 . 0

OnaAd=D-E—Sdotn: AX = B <= (D—E—S)X = B = DX = (E+5)X +B.
Et dela DX* ) = (F + S)X® 4+ B ou encore

X(k+1) — D*l(E + S)x(k) + Dle

qui n’est autre que la formulede Jacobi.
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En effet :

H (077} 0 0
i=1,n
i#1
0 [[e: o0 0
i=1n
i£2
_1 1
D' = 0 I @ 0
A i=1,n
i=1n 73
i=1,n
1
— 0 0
ail
1
0O — 0 0
a22 1
= 0 — 0
a33
1
0 _—
ann
et donc
a2 Q1n
0 e -
a11 a1
a2 0 _a32 _Q2p
a32 a22 o 22
_ as1 as2 as
DYE+S)=| — ——= 0 U .
33 ass a33
Gn1 An2 an,nfl 0
ann ann ann

Ainsi, on aboutit bel et bien a I’algorithme de Jacobi.

Algorithm 2.2.28 (Gauss-Seidel)

Une autre décomposition de A (autre que celle évoquée dans l'introduction ci- dessus)
permet d’aboutir a la méthode de Seidel, appelée encore méthode de Gauss-Seidel.

On a AX =B« (D-E-S)X=B<«~= (D-E)X=SX+B.

D’ou (D—E)YX*D =SX® + B ou encore

XED — (D - E)71SX® 4 (D - E)"'B (Formule de Gauss-Seidel)
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et en développant la formule récursive ci-dessus on aboutit a
Algorithme de Gauss-Seidel

X© donné
k1) 1 (k+1) (k) L —
x, = &_n' b; — Z @ijx; — Z @ijx; i=1,n

j<i j>1
2.2.5 Comparaison entre les méthodes :

1. Les méthodes itératives sont principalement utilisées pour des matrices de tailles et
largement creuses. Les calculs croissent dans ce cas linéairement avec n.
Pour toute méthode itérative, il convient de s’assurer que la convergence et suffisam-
ment rapide pour que le temps de calcul ne soit pas consommé sans que la recherche
d’une solution ne soit réellement effectuée.

Cette comparaison des différentes méyhodes itératives met en évidence que ’algo-

rithme de Gauss-Seidel apporte une émolioration par rapport a celui de Jacobi, en
permettent 'utilisation des nouvelles valeurs des variables déja calculées lors d’une
itération.

2. La méthode de Gauss-Seidel présente I'avantage suivant par rapport a celle de Ja-
cobi. On n’est pas obligé de connaitre toutes les composantes de X*) pour pou-
voir calculer X *+Y . La méthode de Jacobi nécessite le stokage des 2 vecteurs X *)
et X* D par contre la méthode de Gauss-Seidel ne nécessite qu'un seul vecteur
(XD x X X)),

3. Pour pouvoir appliquer la méthode de Gauss-Seidel il faut (comme pour la méthode
de Jacobi) que : Vi, a; # 0.

4. tous les résultats de convergence pour la méthode de Jacobi restent valablent pour
la méthode de Gauss-Seidel.

5. Les méthodes itératives contrastent avec les méthodes directes qui résolvent le pro-
bléme en une seule étape (par exemple la solution d’un systéme linéaire AX=B

obtenue en calculant la matrice inverse de A).

(a) celles-ci sont inapplicables, coliteuses ou simplement inconnues ;
(b) le probléme est mal conditioné ou comprend un grand nombre de variables, car

les solutions successives limitent la propagation des erreurs.

Par contre, la question de la vitesse de convergence ( ou encore d"une éventuelle di-
vergence) reste cruciale : c’est 'objet d'unbvaste champ d’investigations de I’analyse

numérique.
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6. La méthode de Jacobi converge et la méthde de Gauss-Seidel diverge.

7. Méthode de Cholesky pour matrices symmeétriques et définie positive.
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Chapitre 3

L’utilisation de ’outil informatique

pour la résolution un systéme
linéaire AX—=B

3.1 Introduction sur MATLAB

MATLAB est un logiciel commercial de calcul interactif. Il permet de réaliser des
simulations numériques basées sur des algorithmes d’analyse numérique. Il peut donc étre
utilisé pour la résolution approchée d’équations différentielles, d’équations aux dérivées
partielles ou de systémes linéaires, etc... La connaissance de ce logiciel est pour les mathé-
maticiens et les informaticiens indispensable parce qu’il est de plus en plus utilisé dans
I'industrie et les banques pour développer des prototypes de logiciels et tester de nouveaux
algorithmes. Tous les ans entre vingt et trente pour cent des étudiants du DESS utilisent
Matlab pendant leur stage.

Ensuite son apprentissage va passer par la mise en pratique des algorithmes d’analyse

numérique étudiés plus théoriquement dans le reste du module.

3.2 Matrice et vecteur dans MATLAB

En mathématique, une matrice est constituée de n lignes et de m colonnes. Les coef-
ficients de la matrice sont situés entre 2 parenthéses. Dans MATLAB, les parenthéses n’y
figurent pas.

Une matrice carrée est une matrice dont le nombre de lignes est égal au nombre de
colonnes (n = m). Une matrice d’ordre 1 applée vecteur colonne. Une matrice d’ordre 0

est un scalaire.
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Dans le cas général, une matrice de n lignes et de m colonnes a pour coefficients a;;,

ou 0 <i<netO<j < m. Sicette matrice est appelée A, ses coefficients sont les

suivant :
11 a2 @13 ... Qimp
Q21 Q22 Q23 ... Q2m
A — as; azz Azz ... Q3m
Ap1  QAp2  QAp3 Gpm

Si B est une autre matrice a p lignes et ¢ colonnes, alors le produit C' = A x B n’est
possible que si m = p. Dans ce cas, le coefficient ¢q;, par exemple de cette matrice C'
s’écrit :

c11 = a11bin + ar2bia + ...+ @by, (avec m = p).

Dans Matlab, la matrice produit C' (C' = A% B) a pour coefficients ¢;;. Ces coefficients
sont calculés en fonction de a;; et de b;; :

cij = Y b

Une matrice d’ordre zéro est une matrice a une ligne et une colonne : elle représente
un scalaire.
Une matrice nulle est une matrice dont les coefficients sont tous nuls. En attribuant

le nom ‘A’ & cette matrice, alors dans Matlab A s’écrit :
>> A = zeros(n,m)

ou n et m sont respectivement le nombre de lignes et le nombre de colonnes.

La matrice identité est définie dans Matlab par la fonction : ‘eye’

Exemple 3.2.1

0B = =11d

o O O O =
o O O = O
S O = O O
S = O O O
_ o O O O

C’est une matrice carrée d’ordre 5. Dans Matlab, on peut [’écrire :

>> B = eye(5)
B =
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S = O O
_ o O O
o O O O

1
0
0
0
0

o O O = O

0 01

une matrice transposée de B, cette derniére s’écrit dans Matlab :

~+

Si B
>> (' = B — ( appostrophe représente la transposée )
C =

o O O
o O = O
S = O O
_ o O O
o O o O

00001
Le déterminant d’une matrice carrée ( C' par exemple) est donné par :

>> det(C)

ans =

1

soit A une matrice non nulle. La matrice inverse A~! de A ( si elle existe ) est telle
que :

Ax AL =11Id

Dans Matlab, cette matrice inverse est donnée par :

A7l = A7 (=1) = inv(A) = pinv(A)

Exemple 3.2.2 :

>>A=[135:2-10:543]

A=
1 3 5
2 -1 0
5 4 3
La matrice inverse de A est :
>> inv(A)
ans =

—0.0682 0.2500  0.1136
—0.1364 —0.5000 0.2273
0.2955  0.2500 —0.1591

ou encore :
>> pinv(A)

ans =
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—0.0682 0.2500  0.1136
—0.1364 —0.5000 0.2273
0.2955  0.2500 —0.1591

3.3 Equations et systémes linéaires dans MATLAB

Considérons le systémes suivants n équations a m inconnues :

1121 + a2 + ... oL + AT = bl
2171 + Q22T + .o oo + Ao Ty = bl

— AX =18
An1X1 F QpaXo + oot + AT = bm

Dans ce systéme, on a A = |a;;| connue, B = b; connues et X = z; inconnues.

1. Si n > m = systéme sur-déterminé,
2. Sin =m = systéme de Cramer — une solution unique ( si det(A) # 0 ),

3. Si n < m = systéme sous-déterminé

La solution numérique du systéme ( pour n = m ) donne les inconnues z; :

X =A/B
6
pour un vecteur colonne B donné ( B = 0 par exemple), la solution par
-1
Matlab est :
>> X =A"(-1)*xB
X =
—0.5227
—1.0455
1.9318
Notation :
Soit la matrice :
1 3 5
A= 2 -1 0
5 4 3

Dans Matlab, la matrice A peut étre écrit sous les deux formes :
>> A =1,3,5;2,-1,0;5,4,3];

ou bien :
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>>A=[135;2-10:543];
La séparation des lignes se fait par un point virgule et la séparation des colonnes se

fait par un espace ou une virgule.
Exemple 3.3.1 :

>>A=[135;2-10354 3]

A=
1 3 5
-1 0
4 3

3.4 Méthode directe (Méthode du pivot)

Soit & résoudre le systéme suivant de 3 équations & 3 inconnues par la méthode du
pivot (dans Matlab) :

—-0.04 0.04 0.12 T 3
0.56 —1.56 0.32 S oxe | =
—-024 124 —-0.28 T3 0

déterminer x1, o, 3

1. On définit tout d’abord la matrice argument dans Matlab par :
>> A =[-0.04 0.04 0.12 3;0.56 -1.56 0.32 1;-0.24 1.24 -0.28 0]

2. On choisit la ligne 1 comme ligne pivot : a(1,1) = —0.04,
on divise la ligne 1 par a(1,1) — b(1,:) = a(1,:)/a(1,1) — nouvelle ligne,
on annule le 1" terme de la ligne 2 et le 1" terme de la ligne 3 :
c—D(2,:) = a(2,:) = b(1,:) xa(2,1),
-—b(3,:) = a(3,:) = b(1,:) xa(3,1).
On obtient aprés calculs :
h—
1 -1 -3 =75
0 -1 2 43
0 1 -1 -—-18
3. On choisit la ligne 2 comme ligne pivot.
On divise cette ligne par b(2,2) = —1,on obtient :
- —¢(2,:) =b(2,:)/b(2,2) — nouvelle ligne =0 1 -2 —43
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on annule le terme b(1,2) de la ligne 1 et le terme b(3,2) de la ligne 3 :
c—c(1,:) =b(1,:) —e(2,:) xb(1,2) — 1 0 —5 118,
-—c(3,:) =b(3,:) —¢(2,:) *xa(3,2) — 0 0 1 25.

4. On choisit la ligne 3 comme ligne pivot ¢(3, ).

On divise cette ligne par ¢(3,3) = 1,0n obtient :
- —d(3,:) =¢(3,:) — nouvelle ligne=0 0 1 25

on annule dans la ligne 1 ¢(1, 3) et dans la ligne 2 ¢(2, 3) :
-—d(1,:) =¢c(1,:) —d(3,:) *x¢(1,3) — 1 0 0 7,
c—d(2,:) =d(2,:) —d(2,:)*¢(2,3) — 0 1 0 1.

D’ou la matrice d s’écrit :

et la solution est :
r1 =7
To =17
T3 = 25
L’algorithme suivant (dans Matlab) permet de résoudre le systéme précédent :
clear %ef facer toutes les wvariables en mémoire dans Matlab
a =[—0.04 0.04 0.12 3;0.56 -1 0.32 1;-0.24 1.24 -0.28 0]; a
x=1[000]; %z est le vecteur colonne de composantes w; qui est initialisé
icl
% ler point pivot ligne 1 —calculs sur les lignes 2 et 3
b(1,:) =a(l,:) / a(l,1);
b(2,:) =a(2,:) —b(1,:) xa(2,1);

1. b(3,:) =a(3,:) = b(1,:) *a(3,1);b

% 2éme pivot ligne 2 —calculs sur les lignes 1 et 3
c(2,:) =b(2,:) / b(2,2);
c(1,:) =b(1,:) — e(2,:) xa(1,2);

1. ¢(3,:) =0(3,:) — c(2,:) % a(3,2); ¢

% 3éme pivot ligne 3 —calculs sur les lignes 1 et 2
d(3,:) = <(3,:) / b(3,3);
d(1,:) =c(1,:) — d(3,:) x c(1,3);

1. d(2,:) =c(2,:) —d(3,:) *¢(2,3);d
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%Solutions recherchées
z(1) = d(1,4);
2(2) = d(2,4);
z(3) =d(3,4);x
aprées ’exécution de ce programma, on obtient :
a=
—0.0400 0.0400  0.1200 3.0000
0.5600 —1.5600 0.3200 1.0000

—0.2400 1.2400 —0.2800 0

b=
1.0000 —1.0000 —3.0000 —75.0000
0 —1.0000 2.0000  43.0000
0 1.0000 —1.0000 —18.0000
CcC =
1.0000 0 —5.0000 —118.0000
0 1.0000 —2.0000 —43.0000
0 0 1.0000 25.0000
1.0000 0 0 7.0000
0 1.0000 0 7.0000
0 0 1.0000 25.0000
Tr=
7.0000
7.0000
25.0000

3.5 Meéthodes itératives

3.5.1 Meéthode de Gauss-Seidel

Résolution le systeme suivant par la méthode de Gauss-Seidel :
T1+ a2 +a3=1
201 — X9+ 3x3 =4
3T + 229 — 223 = —2
Ecrire un algorithme (Matlab) permettant de calculer zy,x2 et x3 par itérations.

Déterminer le nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une erreur :
. . . . . 10
0(i) = |zns1 (i) — 2n(d)] = 10

Solution 3.5.1 :

* Méthode itérative générale :
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Appelons lalgorithme permettant de calculer la solution {z;} ‘G-seid.m’
On se donne des naleurs arbitraires 2 : par exemple ¥ = 0. Le systéme a résoudre
est :
Ax X =B; ot A= |a;|, X =x; et B=b;

La matrice A et le vecteur colonne B sont connues, le vecteur colonne X reste inconnu.

Ainsi, la méthode itérative générale consiste a écrire :

x(i) = ‘ J pour i # j et a(i,i) # 0

En particulier, pour un systéme de 3 équations & inconnues, on a :

i=1 =26t 3—> (1) = b(1) — a(1,2).x(2) — a(1,3).2(3)

i=2—j=1let3=2(2) =

i=3—j=1let2=2(3) =

2,
b(3) —a(3,1).x(1
3

et ceci pour chaque itération.
Programme itmg.m :
O ks kRt

%Reésolution d’un systéme linéaire

%par la méthode itérative générale *

%**>|<>I<*>|<>l<*********************

clear all;
cle;

fprint f(‘Méthode itérative générale\n’) ;

n = 30000:
a=[111,2-1332-2;
b=1[14-2];

x = zeros(1,3);
w=0.2; %facteur de relaxation : 0 < w < 1
epsilon = le — 10;
fork=1:n
erreur = 0;
fori=1:3
s=0;
xb = xz(1);
forg=1:3
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ifi ~=7
s=s+a(i,j)*z(j);
end
end
2(i) = wx (y() — s)/a(i, i) + (1, w) = x(i);
erreur = erreur + abs(x(i) — xb);
end
if (erreur/3 < epsilon)
fprint f (‘Itération no. : %d\t Erreur = %7.2e\n’, k, erreur);
break ;
end
end

T
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié les systémes d’équations linéaires, Nous avons
commencé par des définitions et des notions qui servent a la compréhension de notre travail
dans le premier chapitre. Ensuite nous avons présenté les différentes méthodes pour la
résolution d’un systéme linéaire AX=B, nous avons donné une simple comparaison entre
les différentes méthodes. Cette comparaison, nous a révelé qu’il y a une divergence entre
ces méthodes en terme de temps et de précision, et qu’il y a des méthodes qui restent a
moins efficacité quand le nombre des inconnues est trés élevé.

Nous avons finalisé avec 'utilisation de l'outil informatique pour la résolution du
systéme linéaire AX=B, ou nous avons constaté, d’aprés les études qui ont été faites
précédemment que le MATLAB est le meilleur environnement pour la programmation

des méthodes de résolution du systéme linéaire AX=B.
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Le résume

Le systeme d’équations linéaires AX=B est s’écrit sous la forme :

)
apiXataXot....+ @inXn =b1
agiXgtagXot....+ AxnXn =y

p1X1tapoXot....+ ApnXn :bp

\

ou les ajjetles b;sont des réels donnés.

Les x;sont les inconnues du systeme et résoudre le systeme revient a
déterminer les inconnues, s’il y en a, qui vérifient toutes les équations.
Dans notre travail, nous avons présenté une étude de ces systemes, nous
avons commencé par des définitions des notations sont indispensable
pour la compréhension de ce mémoire. En suite nous avons présenté les
difféerentes méthodes de résolution, et une comparaison entre ces
méthodes.

Nous avons fini par I'utilisation de I'outil informatique pour la résolution
du systeme d’équation AX=B.
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