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Introduction

Les équations aux dérivées partielles de types elliptiques et paraboliques ont été étudiées
depuis. Longtemps et le cas de problémes linéaires a données H~! (elliptique) ou
L?(0,T; H1) (parabolique), cadre (variationnel), est bien connu. Il y a existence et
unicité dans les (bons espaces) et les équations sont formulées de la fagon suivante (o
Q est un ouvert borné de RY), pour une équation elliptique avec conditions aux limites

de Dirichlet et f € H (), on cherche (Lax-Milgram) u vérifiant

u e HE (Q)

/ (AVu) Vi = (f.g) Vo € HL(Q)

ol A est une matrice bornée et coercitive, et pour une équation parabolique avec

ug € L* () et f € L*(0,T; H ' (Q)), on cherche (Lions-Magenes) u vérifiant

we L2(0,T; H (Q)) uy € L? (0, T; H)

0/ () + / / (AVu) Vo = / (f,9) Y € L2 (0,T; HY ()

\ u (0) = ug

Les hypothéses sur u entrainent que u € C(0,7T; L*(f2)), la condition initiale a
donc bien un sens. Si ’on considére le probléme elliptique dans le cas ot les données
ne sont plus H !, cette formulation n’est plus adaptée. Pour f € M (Q) = (C (Q)),
espace de mesures,( Stampacchia) a proposé en 1965 une méthode donnant dans le cas
linéaire existence et unicité des solutions d’une équation elliptique (nous la précisons

dans). Cette méthode utilise la dualité (et un résultat de régularité).



Dans ce muni mémoire de fin d’étude nous nous intéressons a ’analyse mathéma-
tique des équations aux dérivées partielles de type elliptique. Les EDP proviennent
de la modélisation mathématique, c’est 4 dire de la transcription en équations, de
problémes intervenant dans tous les domaines des sciences: physique, chimie, biologie,
finance... la méthode des éléments finis est une technique numérique de discrétisation
qui est trés naturelle si le probléme mathématique posé peut s’écrire sous la forme
d’un probléme de minimisation ou sous une forme variationnelle. La difficulté essen-
tielle pour comprendre les fondements de la méthode des éléments finis consiste a savoir
écrire les équations aux dérivées partielles de type elliptique (équation de poisson, élas-
ticité, probléme de stokes). En regle générale ces équations elliptiques correspondent
a des modeles physique stationnaires. L’approche que nous allons suivre est appelée
approche variationnelle.

Au cour de cette mémoire, on donnée trois chapitres prencipeaux qui sont Probléme

elliptique, Théorie de lax milgram, Approche variationnelle.



Chapitre 1

Probléme elliptique

1.1 Equation elliptique

1.1.1 Classification des équations

Soit I’équation:

0%*u 2u o*u
a<w7y) @ +2b (I,y) axay + C(xvy) 8_y2 - F(SL’,y,U,,p, Q) (E)

Définition:

Si b? — 4ac > 0 I'équation est dite hyperbolique dans un domaine D, elle admet
deux familles des courbes caractéristiques sur R.

Si b? = a.c 'équation (E) est dite parabolique dans D, elle admet sur D une famille
des courbes caractéristiques.

Si b? < a.c I'équation (E) est dite elliptique dans D, elle n’admet pas des courbes

caractéristiques (réels), mais admet des courbes sur C.

1.1.2 Les courbes caractéristiques des équations elliptiques

L’équation des courbes caractéristiques est:

dy 2 dy B



Cette équation n’admet pas des solutions réelles, mais on les trouve dans I’ensemble

C.
dy b a.c—b?
A
dr a ! a?

Peut-étre sous la forme:
771(337?J>+Z¢1(377y):k1, ]{716(C

My (@, y) iy (w,y) =ky;  k€C
On peut pose:
x1 =1 (z,y) +1 ¢ (2,y)
Ty =1y (x,y) + 1 ¢ (z,y)

On pose:
r1 = Y1+ 1y

To2 = Y1 — Y2
2

0xdy

Alors le terme mixte coefficient de disparait.

Théoréme:

Soit:
o1 (r,y) =K1, ¢o(z,y) = K>

Les solutions de

dy b

ab — b?
Z il
dr «a ! a?

Y1 +iy2 = ¢, (T,y)

On pose:

1= iya = @2 (2,)
Alors (E) devient:

Py By tn, )
oyt Oy} dy, By’ Y



Exemple: Soit (E):

2 2
% + :UZZ—;; =0
On a b? < ac donc I'équation elliptique.
Les courbes caractéristiques sont:
{Qy —ix? = K,
2y +iz? = Ky

On pose:
2y —ix® =y iy, et 2y +ix® =y — iy

C’est-a-dire:
Yy =2y et yp=—a’

Comme aussi I’équation suivante est du type elliptique:

0% N 0*u 1 ou
oy O0ys  2y5 O

1.2 Une interprétation physique des EDP elliptiques

1.2.1 Notion de flux conservatif

Une interprétation physique des équations elliptiques provient de la notion de flux
conservatif donné par un gradient. Cette notion fournit un modeéle mathématique pour
des lois de conservation & I’équilibre en comportement linéaire. Comme on le verra,
cela peut étre appliqué & de nombreux domaines des sciences pour I'ingénieur.

Considérons une grandeur scalaire g (x) (Température, concentration
chimique, ......... ). Comme pour les équations de transport, on associe un flux (Chaleur,
matiére, ........... ) et on considére que ce flux vers extérieur de cette quantité, ¢ () est
nul a ’équilibre, soit:

/ q(x).nyds=0 (1.2.1)
Ow
quel que soit le volume d’intégration w inclus dans 2. En utilisant la formule

divergence-flux, on obtient:

/ div,g(z) = 0; VreQ (1.2.2)



En supposant une bonne régularité pour ¢ (x), on obtient une version locale de cette
équation:

div,q(xz)=0; Vre (1.2.3)

Du fait de 'indépendance du volume d’intégration.

Si 'on suppose de plus que ce flux et une fonction linéaire du gradient, Vu et
orienté dans la direction opposée (les flux se font souvent de fagon opposée au gradient
d’une grandeur), on peut alors écrire que ¢ (x) = —a(x) V,u. On obtient une loi de

conservation a I’équilibre du type:
div, (a (z) Vu(z)) =0 (1.2.4)

Pour a () = 1, on obtient la plus simple des équations elliptiques, 1'équation de
Laplace:
divVp(x) =Ap(z) =0 (1.2.5)

1.2.2 Equilibre des lois des conservations en comportement
linéaire

D’une maniére plus générale, le raisonnement précédent peut étre mené en considérant
les lois des conservations dans les milieux continus. Les ingrédients principaux qui vont
nous conduire & une grande famille d’équations elliptiques sont les suivants:

— Conservation d’une grandeur.

— Milieu immobile et régime stationnaire.

— Loi de comportement linéaire entre le flux de cette grandeur et le gradient.

Les deux premiéres notions sont souvent associées a 1’équilibre d’un systéme.

Retour sur les lois des conservations on considére un domaine Q C RY, d =1, 3.
Pour tout sous domaine w C €, on définit une grandeur U (¢) a partir de sa densité

spécifique (massique) p (z,t), soit:

Ul(t)= /p(x,t)u(x,t) dx (1.2.6)



ou p est la masse volumique du milieu. On suppose que la variation de cette

grandeur U (t) ne peut se faire que par un apport extérieur volumique:

/w pudzs (1.2.7)

et un apport surfacique sur la frontiére de w? :

—/ Juds (1.2.8)
Ow

Le lemme de Cauchy affirme alors I'existence d’un tenseur Ju tel que Ju = ju. n

et que 'on ait la loi de conservation locale:

0 . . .
a7 (P1) + dive (ppv) = op — divs (jp) (1.2.9)

En utilisant la conservation de la masse, on obtient la seconde formulation de
I’équation de conservation locale, soit:

0 L
pﬁ—lz = o — div,(jp) (1.2.10)

1.2.3 Equilibre général

Pour résumé, les équations elliptiques sont beaucoup utilisées dans les sciences de
I'ingénieur pour traduire des phénomeénes stationnaires ou d’équilibre sur un domaine

QCRY d=1,2,3. Ces modéles se mettent sous la forme suivante:
j=—A(x)V, Equation de fluz.
divj = f —c(z)p Equation d’équilibre, ou de conservation.

ol

- La fonction inconnue scalaire 1 : @ C R — R est appelée un potentiel.

- La fonction vectorielle j : Q C RY — R? est appelée un flux.

- La fonction scalaire F' : QO C R? — R joue le rdle de termes sources de potentiel.

- Les fonctions scalaires A (x) et ¢ (z) sont des données du probléme.

Naturellement, ces notions peuvent étre transportées au cas vectoriel p € Q0 C R”
— R. La premiére équation s’appelle plutét une loi constitutive ou loi de comportement

du milieu. Le flux j deviens un tenseur d’ordre 2 (une matrice), la fonction A (x) une

tenseur d’ordre 4 et ¢ (x) une fonction vectorielle.



Chapitre 2

Théorie de lax-milgram

2.1 Cadre abstrait

Nous décrivons une théorie abstraite pour obtenir I'existence et 'unicité de la solution
d’une formulation variationnelle dans un espace de Hilbert. On note V un espace de
Hilbert réel de produit scalaire (.,.) et de norme ||.|| .

Trouver u € V tel que: a (u,v) = L (v) pour toute fonction v € V' . Les hypothéses
sur a et L sont:

1- L (.) est une forme linéaire continue sur V, c’est-a-dire que L : v — L (v) est

linéaire de V' dans R et il existe ¢ > 0 tel que:
|L(v)] <cl|lv|]] pourtout vevV.

2- a(.,.) est une forme bilinéaire sur V, c’est-a-dire que a : w — a (w,v) est une
forme linéaire de V' dans R pour tout v € V, et a : v — a (w, v) est une forme linéaire
de V dans R pour tout w € V.

3- a(.,.) est continue, c’est-a-dire qu'il existe M > 0 tel que:
la (w,v)| < M ||w||||v|| pour tout w,v € V.
4- a(.,.) est coercive (ou elliptique), c’est-a-dire qu’il existe & > 0 tel que:

a(v,u) s kljv||> pour tout ve V.

10



2.2 Application de Laplacien

2.2.1 Le Laplacien de Dirichlet

On considére le probléme de Laplace

—Av=f sur Q
v=>0 sur 012

(2.2.1)

On propose d’adopter une approche variationnelle pour construire une solution.

Rappelons comment écrire une formulation variationnelle du probléme (2.2.1)

Etape 1: Construction de la formulation variationnelle.

On multiplie par une fonction test, on intégre sur {2 et on intégre par parties, sans se

soucier pour l'instant de la justification. On obtient

/Q Vo.Vy /8 ) Z—ZV _ /Q fv (2.2.2)

L’objectif est de faire jouer & v et v un role symétrique: on veut que la formulation
variationnelle a un sens pour des v et v de méme régularité. On voit ainsi que v,v €
H'(Q) est approprié pour donner un sens a (2.2.2). Pour tenir compte de la condition
aux limites v = 0 sur J€). La formulation variationnelle du probléme est donc: v €
H;j (), tel que:

Yo € Hy () /VU.VU = /fl/ (2.2.3)
Q Q

Pour que le second membre a un sens, on suppose dans la suite que f € L? ().
Remarquer que le probléme est également bien défini avec f € H~!(Q), puisque
v € H} ()

Etape 2: Résolution du probléme sous forme variationnelle

Soit V' un espace de Hilbert et a une forme bilinéaire continue et coercive sur V. telle

que (continuité):

aM >0; Yo,ve H; |a(v,v)] <M || .||

11



et (coercivité):
3k >0; YoeH; a(v,v)>kl|v|’
Soit L une forme linéaire continue sur H telle que:
de>0; YweH; |[L(v)<c
Alors le probléme suivant: trouver v € V, tel que:

VveV; a(v,v)=L(v)

| o

admet une solution unique . De plus on a: |[v|| <

N T

Ce théoréme permet de montrer que le probléme (2.2.3) est bien posé.

Etape 3: Interprétation des résultats.

On a donc obtenu une solution au probléme variationnel (2.2.3) . Une question naturelle
est alors de savoir en quel sens on a résolu le probléme initial (2.2.1), Il est facile de
voir que 'équation —Av = f est vérifiée au sens des distributions. Or f € L*(Q)
donc —Awv € L?(Q), et I'égalité a donc lieu presque partout. On a de méme v = 0
presque partout sur 9§) (pour la mesure surfacique sur 052).

On comprend que quelques tatonnements sont possibles dans la premiére étape.
L’important est d’obtenir une formulation variationnelle & partir de laquelle on raisonne
rigoureusement: existence et unicité du résultat, puis retour au probléme initial

(En répondant a la question: en quel sens a-t-on construit une solution du probléme

initial?).

Remarque: Les problémes symétriques peuvent s’interpréter en termes de minimi-
sation. Ainsi, on peut vérifier que la solution du probléme (1.2.1) est aussi la fonction

qui réalise le minimum de:

1
min —/‘VU’Q—/fU
veH} ()2 Jg Q

12



Exemple: En utilisant la surjectivité de l’application trace v, étudier le probléme

suivant: pour g € H: (), trouvé v € H (), tel que:

—Av=f sur
224
{ v=g sur 09 ( )
Montrer que v satisfait la formulation variationnelle (trouver
ve{ve H (Q), v=g sur 09}), tel que:
Vv € Hy (Q); /VU.VU = /fl/ (2.2.5)
Q Q

Considérer v = v — 0 ou © € H' () est un relévement de la condition au bord,
c’est-a-dire est tel que v =g sur Q.

Précisons un point de terminologie: pour une solution d’une équation aux dérivées
partielles, on parle de solution classique du probléme (2.2.1) si les dérivées sont définies
au sens classique, i.e. siv € C?(Q).

On parle de solution forte du probléme (2.2.1) si les dérivées sont des fonctions Lj o,
i.e. siv € H?(Q). Siles dérivées ne sont définies qu’au sens des distributions, on parle
de solution faible: c’est le cas pour (2.2.1) si v est seulement une fonction de H* (2).
Par ailleurs, la formulation (2.2.1) est appelée formulation forte et la formulation (2.2.3)

est appelée formulation faible.

2.2.2 Le Laplacien de Neumann

On considére maintenant le probléme:

v (2.2.6)

{—Av:f sur )
g sur 0N

8_,’] =
Etape 1: Construction de la formulation variationnelle

On obtient facilement la formulation variationnelle suivante: trouver v € H! (), tel

que:
Yv e H (Q); /W-W:/ gu—i—/fl/ (2.2.7)
Q o0 Q
Il est important de remarquer que la condition aux limites s’insére ici de maniére

naturelle dans la formulation variationnelle et n’est pas incluse dans ’espace fonctionnel

13



pour v (d’ailleurs demander & une fonction de H* (Q) d’avoir une dérivée normale égale
a une fonction g au bord n’a pas de sens). La situation est donc différente du cas des
conditions aux limites de Dirichlet pour les quelles on tient compte des conditions aux
limites de maniére essentielles dans I’espace fonctionnel.

On voit également que I'on demande typiquement f € L*(Q) et g € L?(99),

pour que (2.2.7) a un sens.

Etape 2: Résolution du probléme sous forme variationnelle.

A ce stade, il est important de remarquer que le probléme ne peut avoir de solution

que si f et g vérifient une condition de compatibilité (prendre v = 1 dans (2.2.7)) :

/Qf+ /an =0 (2.2.8)

Un deuxieéme point & noter est que si v est solution, v plus une constante est égale-
ment solution. On ne peut donc pas espérer prouver qu'’il existe une unique solution au
probléme sans restreindre I’espace fonctionnel pour v. Pour éliminer 'indétermination

due a cette constante additive, on introduit (par exemple)

V= {ve H' (Q): /U:()}

et on pose le probléme sous la forme: trouver v € V, tel que:

Yov eV, /Vv.Vy:/gV—l—/f
Q 80 Q

En utilisant 'inégalité de Poincaré-Wirtinger, on montre que le probléme est bien
coercif et donc qu’il admet une solution unique .
Etape 3: Interprétation des résultats.

Cette étape est un peu plus compliquée que dans le cas du Laplacien de Dirichlet.

En prenant ¢ € C§° (2), et on testant contre

o (o L) v

on vérifie facilement que le probléeme —Av = f est vérifié au sens des distributions,

et donc dans L?(Q) (et en particulier presque partout). Par contre, donner un sens a

14



la condition aux limites g—z =g sur 0F) pose des difficultés car g—z n’est pas défini
pour v € V. Pour pouvoir donner un sens a la condition aux limites, il faut supposer un
peu plus de régularité sur v. Admettons pour le moment que v € H? () (ceci découle
d’un résultat énoncé ci-dessous, et nécessite g € H 2 (092)), on peut alors intégrer par

parties la formulation variationnelle pour obtenir:

A A L

Cette relation est valable pour toute fonction v € H' (2) (en utilisant la relation

de compatibilité (2.2.8) ). Comme
—Av—f=0

presque partout, on a en fait

On peut prendre ici n’importe quelle fonction v € H 2 (092), et en particulier,

L

= o
On en déduit donc que

o _

on g

presque partout sur 0f).

15



Chapitre 3

Approche variationnelle

3.1 Formule de Green

3.1.1 Théoréme (formule de Green)

Soit © un ouvert et régulier de classe C*, soit g une fonction de C* (ﬁ) 4 support borné

dans le fermé Q alors elle vérifie la formule de Green

/Q ggi (z)do = /399 (z) ni () ds (3.1.1)

ou n; est la i éme composante de la norme extérieure unité de €.

3.1.2 Remarque

Dire qu’une fonction réguliére w a son support borné dans le fermé Q veut dire qu’elle
s’annule & l'infini si le fermé n’est pas borné. On dit aussi que la fonction w a un
support compact dans Q (attention: cela n’implique pas que w s’annule sur la borne
0R). En particulier, 'hypothése du théoréme (3.1.1) & propos du support borné de
la fonction w dans Q est inutile si I'ouvert Q est borné. si  n’est pas borné, cette

hypothése assure que les intégrales dans (3.1.1) sont finies.
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3.1.3 Corollaire (formule d’intégration par parties)

Soit © un ouvert régulier de classe C*. Soit p et v deux fonctions de C* (ﬁ) a support
borné dans le fermé Q.

Alors elles vérifient la formule d’intégration par parties

/Qu (x) g;)l (x)dx = —/Q’U (x) gz (x)dx +/ p(x)v(z)n; (x)ds (3.1.2)

Démonstration:

11 suffit de prendre ¢g = pv dans le théoréme (3.1.1) .

3.1.4 Corollaire

Soit  un ouvert régulier de classe C*. Soit 1 une fonction de C? (ﬁ) et v une fonction
de C* (ﬁ) , toutes deux & support borné dans le fermé Q. Alors elles vérifient la formule

d’intégration par parties

/QA,M (x)v(z)de = — /Q Vi (z) .Vou(z)dx + " % (x)v (x)ds (3.1.3)

o
vi=(3)
Ox; 1<i<N

est le vecteur gradient de u, et

ou

o
s Vu.n

Démonstration:

et on somme en ¢.

On applique le corollaire (3.1.3) 4 v et au
T

3.1.5 Définition

On dit qu'un ouvert © de RY est régulier de classe C* (avec un entier k > 1) s'il existe

un nombre fini d’ouverts (w;),;<; tels que:

WoCQ, QCU_w, 00CU_w;
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et que pour chaque i € {1,1} (voir la figure (FIG — G—)), il existe une application

bijective ¢; de classe C¥, de w; dans I’ensemble

Q={y=0\yn) eR" " xR, J|<1, |yn|<1}

dont l'inverse est aussi de classe C*, et telle que:
¢ (wWin) =Qn{y=(,yn) RV xR,yny >0} =QF

¢l(wlmaQ) :Qm{y: (y,ayN) GRN_l XR:?/N >0}

WAl

Fic. Définition de la régularité d'un ouvert.

(FIG —G-)
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deux exemples d’ouvert non régulier: ouvert fissuré a4 gauche, ouvert avec un point

de rebroussement & droite.

Remarque:

Bien que la figure (FIG — G—) représente un ouvert régulier qui est borné, la défini-
tion (FIG —G—) s’applique aussi a des ouverts non bornés. La définition (FIG — G—)
n’exclut pas seulement les ouverts dont le bord n’est pas une surface réguliére, mais elle
exclut aussi les ouverts qui ne sont pas localement situés d’un seul coté de leur fron-
tiere. La figure (FIG — G—) contient deux exemples typiques d’ouvert non régulier
qui présente une singularité irrémédiable, soit en bout de fissure, soit en un point de
rebroussement. Ces exemples ne sont pas des "inventions mathématiques": 'ouvert
fissuré est typiquement utilisé pour étudier les problémes de fissures en mécanique des
structures. On peut réanimoins généraliser un peu la classe des ouverts réguliers "aux
ouverts réguliers" par morceaux, a condition que ces morceaux de frontieéres "se recol-
lent" en formant des angles différents de 0 (cas d’un point de rebroussement) ou de 27
(cas d’une fissure). Tous ces détails dépassent largement le cadre de ce cours, et nous
renvoyons le lecteur a la remarque (3.1.2) pour une autre explication sur ces problémes

de régularité.

3.1.6 Exemple

Déduire de la formule de Green (3.1.1) la formule de Stokes:

/Qdiva(x)qﬁ(x)dx:—/ﬂa(x) .qu(:c)—i—/ o (z) 1 (2) 6 (x) ds

o9
ol ¢ est une fonction scalaire de C! (Q) et o une fonction & valeurs vectorielles de

C' (©2) , 4 supports bornés dans le fermeé €.

3.1.7 Exemple

En dimension N = 3 on définit le rotationnel d’une fonction ¢ = ((,01,902, 4,03) de 2 dans

R3, comme la fonction de 2 dans R? définie par:

rotp = Doy _ gy Oy _ dps O, _ 9y
0X, 0X3'0X; 090X, 90X, 090X,
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pour ¢ et v, fonction 4 valeurs vectorielles de C* (ﬁ), 4 supports bornés dans le fermé

2, déduire de la formule de Green (3.1.1)

/Q'rotgo.z/zda: — /Qgp.rotzpd:c = —/ (¢ x n) .pds

o

3.2 Formulation variationnelle

Pour simplifier la présentation, nous supposons que 'ouvert €2 est borné et régulier, et

que le second membre f de

—Ap=f dans
=0 sur Of)

est continu sur €. Le résultat principal est la proposition suivante:

3.2.1 Proposition

Soit p une fonction de C? () ( ) Soit x 'espace défini par:
x={peC"(Q) telque =0 sur 90N} (3.2.4)

Alors p est une solution du probléme aux limites (définition de la régularité d’une

ouvert) si et seulement si ;1 appartient & y et vérifie 'égalité:

/QVM (x) . Vu(z)de = /Qf (x)v (z)dx (3.2.5)

pour toute fonction v € x I'égalité (3.2.5) est appelée la formulation variationnelle du

probléme aux limites (définition de la régularité d’un ouvert).

3.2.2 Une formulation variationnelle

Dans ce paragraphe, nous donnons une preuve d’existence au probléme Dirichlet sur
un domaine "général" 2 C R" :

{ p(x)=g(x); VYredQ
= 0;

N e (3.2.6)
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outre I'aspect intéressant du résultat en lui-méme, il montre en particulier 'importance
des formulations dites variationnelles en comment on peut lier simplement, sur ce
probléme, le calcule des variations & la théorie de EDP.

Commencons par définir la fonctionnelle d’énergie suivante:

B = [ [Vu@) ds (3.2.7)
Et une classe de fonctions admissible:
A={p:Q—R; px)=g(x), YredQ, E(u) <+oo}. (3.2.8)

Nous allons établir le théoréme suivant:

Théoréme:

Si A est non vide, et qu’il existe @ € A qui minimise E(u) sur A; c’est-a-dire:
E(m) < E(u), Yue A (3.2.9)

alors u est une solution du probléme de Dirichlet.

Avant de donner les grandes lignes de la démonstration de ce théoréme, notons qu’il
faut étre capable de répondre aux questions suivantes:

1. L’ensemble A est il non vide? Plus précisément, quelles conditions doivent remplir
la frontiere 02 et la fonction donnée f pour qu’une solution d’énergie finie prolonge
f sur tout 2.

2. Existe il un minimiser de FE dans A?

Preuve:

Il ne s’agit pas ici de donner une preuve rigoureuse (difficile sans un cadre fonctionnel

adéquat) mais plutot le principe général de la démonstration.

Définissons:

Ay={u:Q —R; v(z)=0. VzedQ} (3.2.10)
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On peut montrer facilement 1’assertion suivante:
ueAveAy= (u+tev) € A, VeeR

Pour chaque v € Ap, nous définissons la fonction réelle a : R — R;

a(e) = E(u+ ev) (3.2.11)
_ /Q (V@ (1) + 26VaVo + £ Vo ()] da (3.2.12)
= E(u) + 25/ VuVou + 2E (v) (3.2.13)

L’inégalité (3.2.9) et le calcul (3.2.11) nous montrent que la fonction a est quadratique

et atteint son minimum en € = 0. En prenant sa dérivée premiére en € = 0, on obtient:
/ VuVoudr =0, Yv e Ay (3.2.14)
Q

Pour terminer la preuve du théoréme, il nous montrait que si @ vérifie (3.2.14) alors
elle vérifie I’équation de Laplace.
La question de régularité est plus technique et demande de se placer dans un cadre

fonctionnel rigoureux.

3.2.3 L’écriture variationnelle d’un probléme aux limites

L’écriture variationnelle d’un probléme aux limites elliptiques prend toujours une forme
du type:
ueV (3.2.15)

a(u,v)=L(v), YveV (3.2.16)

Nous notons que la formulation variationnelle est composée 4 la fois de (3.2.15) et de
(3.2.16) écrire un probléeme EDP sous forme variationnelle, c’est suivre le programme
de travail suivant:

(i) Trouve l'espace V' ou 'on cherche la solution.

(ii) Trouve une forme bilinéaire a (p, v) :
a:VxV-—R
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(u,v) — a(u,v)

{a()\ul—i—uuQ,v) = Aa (u1,v) + pa (uz,v) (3.2.17)
a (u, A\vy + pvg) = Aa (u,vy) + pa (u, vg) o
(iii) Trouve une forme linéaire L(v) :
L:V —R
v — L(v)
L(A\v + pw) = AL(v) + pL(w) (3.2.18)

On notera aussi que c’est le méme espace V' qui figure aux relations (3.2.15) ,(3.2.16) ;

V est un espace vectoriel:
uv eV = Au+pu eV; V(A p) € R2 (3.2.19)

Pour écrire le probléme de poisson sous fourme variationnelle, on choisit d’introduire

la condition de Dirichlet homogéne u dans I'espace V| c’est-a-dire de poser:

V={u:Q—=R, u=0 sur 00}. (3.2.20)

La condition (3.2.15) , jointe au choix (3.2.20) , exprimant alors exactement la condition
Dirichlet (probléme de poisson (v = 0 sur 0f2)) on trouve alors la forme bilinéaire
a(.,.) et la forme linéaire L (.) a l'aide de manipulations algébriques fondées sur la

formule de green, et plus précisément dans le cas qui nous intéresse ici, la formule

/(Au) vdx = —/Vu.Vvda:—l—/ @vdy
Q Q a0 On

On multiple 'équation (probléme de poisson (—Au = f sur §2)) par une fonction

teste v et ont intégré sur le domaine d’étude €2 nous avons:

/Q (= Au) vdz = /Q fode; VeV (3.2.21)

Nous venons ainsi se trouve une formulation variationnelle pour le probléeme EDP, mais

poser

o (u,v) = — /ﬂ (Au) vdz
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n’est pas mathématiquement satisfaisant on cherche (pour des raisons théoriques qui
assurant ensuite facilement que le probléme a une solution unique) une forme bilinéaire

elliptique, c’est-a-dire il existe a > 0 de sorte que:
a(v,v) >allvll; YoeV (3.2.22)

En pratique, le nombre a (v, v) doit étre clairement positif (cela doit sauter aux yeux:
ont intégré une fonction positive par exemple), ce qui n’est pas le cas si on reste &
la relation (3.2.21) . Nous transformons 'intégrale du membre de gauche de (3.2.21) &

I’aide de la relation

/(Au) vdr = —/Vu.vdw—i—/ %vdx
Q Q a0 On

/(—Au) vdr = / Vu.Vodr — a—uvdx (3.2.23)
Q Q a0 On

Le terme de bord dans le membre de droite de la relation (3.2.23) est toujours nul des
que v appartient & 1’espace V' proposé & la relation (3.2.20) (souvenez vous que c’est
le méme espace V' aux relations (3.2.15) et (3.2.16)) on peut donc réécrire la relation

(3.2.21) sous la fourme:
/QVU.Vvd:U = /vad:c; YoeV (3.2.24)
Et cette fois; on a clairement:
/Q \Vu|* dz >0 (3.2.25)

Ce qui ne montre pas que la relation (3.2.22) est satisfaite (on n’a méme pas défini de
norme sur l'espace V, et la relation (3.2.20) ne définit méme pas V' de fagon mathé-
matique précise) mais indique qu’elle peut I'étre.
La formulation variationnelle du probléme de poisson
—Au=f sur
u=0 sur 02
est donc donnée par les deux relations (3.2.15) et (3.2.16), le choix de ’espace de

fonction proposé a la relation (3.2.20), la forme bilinéaire a :

a(u,v):/Vu.Vvdx (3.2.26)
Q
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et la forme linéaire L :
L(v) = / fodx (3.2.27)
Q

Nous venons donc de démontrer la:

Proposition:

Si u est solution du probléeme EDP (probléme de poisson (v =0 sur 90 et —Au = f
sur ), il est aussi solution du probleme sous forme variationnelle FV (3.2.15) , (3.2.16) ,
(3.2.20), (3.2.26) et (3.2.27),.

Nous avons aussi la proposition réciproque, qui menue que la formulation variation-

nelle et ’écriture sous forme d’équation aux dérivées partielles sont équivalentes

Proposition:

Si u est une solution de la formulation variationnelle (3.2.15), (3.2.16), (3.2.20),
(3.2.26) et (3.2.27), alors u est solution de I’équation aux dérivées partielles (prob-
léme de poisson —Au = f sur () associée a la condition a la limite (probléme de

poisson u = 0 sur 0f2).

Preuve:

Le chois (3.2.20) pour espace des fonctions tests V' montré que la solution du probléme
variationnel est une fonction nulle sur le bord du domaine €2, donc que la condition & la
limite (probléme de poisson (u = 0 sur 0f2)) Dirichlet homogene est automatiquement
satisfaite la fonction u solution de vérifie (3.2.24) on intégrale par parties le terme
bilinéaire
/ Vu.Vvdx
Q
a l'aide de la relation (3.2.25), en tenant compte du fait que 'intégrale de bord est

nulle puisque la fonction teste v est nulle sur le bord 052 il vient alors:
/ (—Au— f)ode =0; WoeV. (3.2.28)
Q

Cette relation est vraie pour toute fonction v, donc le coefficient —Awu — f est néces-

sairement nul.
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3.2.4 Formulation variationnelle du probléme

Soit u, une solution du probléme:

{—Aer Cu=f sur €

w=0 sur 0N
Ayant la régularité: p € H? (Q). Soit v € H* (Q) quelconque. On multipliait 1’équation
par v et on intégré. On vérifie compte tenu de nos hypothéses que cette intégration est
possible.

On a alors

/—A,uvdx—i—/C’;wdx:/fvdx.
Q Q Q

En utilisant la formule de green, on en déduit que:

/Vqudx+/ U@ds%—/C;wdx:/fvdx.
Q oo On Q Q

Supposons que v =0 P.P sur 99 (ce qui est le cas si v € H} (2)) alors on obtient

le probléme suivant:

VoeV, a(u,v)=L(v) (3.2.29)
Ou l'on a posé:
V = H; (Q) (3.2.30)
a(p,v) = / VuVudr + / Cuvdz. (3.2.31)
Q Q
L(v) = / fodz. (3.2.32)
Q

Déterminer une fonction p € Hj () qui vérifie les équations (3.2.31), (3.2.32) est la

formulation variationnelle du probléme

—Ap+Cu=f sur €
p=0 sur Of)

Supposons que 1’on ait résolu ce probléme A-t-on résolu probléme du départ?

3.2.5 Interprétation de la formulation variationnelle

On a le résultat suivant:
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Proposition 1:

Soit u € H? (). Alors u est solution du probléeme aux limites

—Ap+Cu=f sur €
=0 sur Of)

si et seulement si elle est solution du probléme variationnelle (3.2.30), (3.2.31).

Démonstration:

Nous avons déja montré que p est solution de

—Ap+Cu=f sur
pw=0 sur 0N

implique 4 solution de (3.2.30), (3.2.31).

Comme D'équation (3.2.31) est vérifiée pour toute fonction v € Hj (). Elle est
en particulier vrai pour toute fonction v € D (2) (espace des fonctions C* & support
compact).

Ce qui permet d’interpréter (3.2.31) au su des distributions.

Ainsi pour toute fonction v de D (Q2), on a:

/Vqudm+/Cuvdx:/fvdw
Q Q Q

Chaque élément apparaissant dans ’équation est une distribution, on a donc

ou Ov
Z<axl 505+ {(Cmv) = (£,0)

i=1

Par définition de la dérivée au sens des distributions, on a:

_2827 C:uv > <f,U>-
On a au sens des distributions:
—Ap+Cu=f

On retrouve donc I’équation

—Ap+Cu=f sur €
p=0 sur 0N
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mais en un sens faible. Mais de 1’égalité précédente, on déduit que Au € L? (Q) et que
I'égalité a donc lieu dans L? () et donc presque partout.
quand la condition aux limites, elle est naturellement satisfaite puisque p € Hj entraire

que p = 0 presque partout sur Ou.
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Conclusion

Dans la physique mathématique il y a plusieurs types des équations qui donnent
aussi de plusieurs méthodes des résolutions, comme les équations elliptiques, qui sont
nous donnons a nous mémoire des quelques formes des équations elliptiques et spé-
cialement aux formulations variationnelle des problémes elliptiques, avec des quelques

théorémes qui étudier ce type des probléemes.
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