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| ntroduction Générae

Nous savons que, pour tout n de N , nZ est un sous-groupe de Z et la loi interne
de Z, cest-adire I’addition, induit une loi interne sur Z=nZ qui munit cet ensemble
d’'une structure de groupe. De plus, la projection canonique : Z 1 Z=nZ est un
morphisme de groupes. L’objectif de ce mémoire est de formaliser cette situation pour
un groupe quelconque. Autrement dit, étant donné un groupe G et un sous-groupe H, a
guelles conditions peut-on dé..nir un ensemble quotient G=H et une application canonique

: G 1 G=H, detdle sorte que laloi de G induise sur G=H une loi interne le munissant
d’'une structure de groupe et que soit un morphisme de groupes ? On va montrer qu’'a
tout sous-groupe H d’un groupe G est associée une relation d’équivalence < dé..nie sur G.
Si cette relation d’équivalence satisfait certaines conditions de compatibilité, laloi interne
de G induit une loi interne sur I’ensemble des classes d’équivalence G=< qui munit cet
ensemble d’une structure de groupe et la projection canonique : G ! G=< est un
morphisme de groupes. On montrera qu’inversement, a toute relation d'équivalence <
dé.nie sur un groupe G et satisfaisant les conditions de compatibilité, est associé un
sous-groupe H de G te que la rdation < soit la relation associée au sous-groupe H. Ceci
conduit a la notion de sous-groupes normaux qui sont importants dans |’étude des groupes
quotients a cause du résultat suivant : on peut construire un groupe quotient G=H de
loi compatible avec celle de G s et seulement s H est un sous-groupe distingué de G.
Plus précisement, dans I’étude des groupes, le quotient d’'un groupe est une opération
classque permettant la construction de nouveaux groupes a partir danciens. partir
d'un groupe G, et d’'un sous-groupe H, on peut dé.nir une loi de groupe sur I’ensemble
G=H des classes de G suivant H, a condition que les classes latérales droites soient égales
aux classes latérales gauches (xH = HXx).

Ce mémoire est réparti sur I’introduction générale et deux chapitres. Dans le premier
chapitre, on va donner les dirérentes notions de bases qui Savérent indispensable pour le
reste de ce travail, en particulier les notions de groupes, sous groupes et morphismes de
groupes avec leurs propriétés édémentaires.



Dans le deuxieme chapitre nous étudierons les relations d’équivalence compatibles a
droite et a gauche, puis les sous groupes distingués et leurs propriétés. Nous construirons
auss les groupes quotients par une relation d'équivalence associée a un sous groupe dis-
tingué. A la ..n de ce chapitre, nous donnerons les dicérents théorémes d’isomorphismes
(premier, deuxieme et troisieme théoréme).



Chapitre 1
Généralités sur les groupes

Dans ce chapitre nous rappelons quelques généraités sur les groupes, Ssous groupes
et morphismes de groupes qu’on aura besoin par la suite.

1.1 Groupeset morphismes de groupes

1.1.1 Dé.nitions et Propriétés

Dé.nition 1.1.1

1) Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne : une application
g:G G I G, pourlaguelle on note 8x;y 2 G; g(x;y) = Xy ou XTy;Xx 2V;:: ou
simplement xy.

2) On dit que (G; :), ou smplement G, est un groupe s et seulement s

(i) Laloi : est associative, i.e, 8x;y;z2G :x:(y:z) = (Xy):z

(i) Laloi : possede un ément neutre, i.e, 922G :8x 2G;x.e=ex = X

(iii) Tout dément x de G posséde un symétrique X, i.e, 8x 2G; X' 2 G : x: X' = x"x = e.
On désigne ce symétriquepar x * et on I’appelle inverse de x.

3) S de plus laloi : est commutative, i.e, 8x;y 2 G : xiy =y:x, on dit que le groupe G
est commutatif ou abdien.

4) On note souvent dans ce cas la loi +, le neutre 0, le symétrique ( x) et on I’appelle
opposé de Xx.

Exemple 1.1.2

1) (R #);(Q; +);(Z; +); (C; +) sont des groupes abeliens.

2) (R ;2);(Q ;:), ans que (R4;:), (Q4;:) sont des groupes abdiens.

3) L’ensemble S(E) des hijections d’'un ensemble E non vide muni de la composition
des applications est un groupe d’elément neutre 1 dg ou | dg appelée identité de E.



4) (Mp;p (R); +) est un groupe abdlien.

5) Soit n un entier naturd, n 62 f0; 1g. Alors, I’ensemble (GL,(R); :) des matrices
carréss inversibles d’ordre n a coeCcients dans R, muni du produit des matrices, est un
groupe non abédlien appelé groupe linéaire.

6) (Z=nZ; +);n 2N est un groupe commutatif.

Proposition 1.1.3 Soit G un groupe noté multiplicativement. Alors,

(i) L’élément neutre de G est unique, auss le symétrique de tout dément a de G est
unique.

(i) 8a2G;8m;n2Z :ama'=amn.

(iv) S G et G0 sont deux groupes, G G’ est muni d’une structure de groupe en posant :

8(a b);(c;d) 2G  G': (a b)(c; d) = (ac; bd)

G G muni de oette loi est appelé groupe produit (des groupes G et GY).

Preuve. Montrons par exemple la propriété (i) : Si e et € sont neutres, & = ed = e.
De méme, s X’ et x” sont des symétriques de x , dors x' = xle = X'(xx¥) = (xXx)x? =
ex? =x% u

1.1.2 Sous-groupes

Dé.nition 1.1.4 Soit (G;:) un groupe et H une partie de G. On dit que H est un sous-
groupe de G S et seulement s

(i) H est stable, i.e, 8x;y 2H :xiy 2H, autrement dit la restriction delaloi : & H est
une loi de composition interne.

(i) (H;:) est un groupe.

Proposition 1.1.5 (Caractérisation des sous groupes)

Soit G un groupe et H une partie de G. Alors, on a I’é&uivaence des trois propositions
suivantes :

(i) H est un sous-groupe de G

(i H= ,8y2H :xy2H et 8 2H;x '2H

(i) H=; e 8;y2H :xy 12H

Preuve. Par dé.nition (i) entraine (ii) et (ii) implique auss (iii) car 8x;y 2H, on
ay '2H etxy ' 2H.
Montrons que (iii) entraine (i) : considérons x 2 H(H = ); dorse=xx ! 2 H. De
méme, 8x 2H :x '=ex '2H etona8x;y2H :xy =x((y) 1) !2H. L asociativité
de : dans H découle de I’associativité de : dans G. m



Remarque 1.1.6 (Notation) Si H est un sous-groupe de G, on noteraH < G.

Exemple 1.1.7

1) S G est un groupe, alors feg et G sont des sous-groupes de G appelés sous-groupes
triviaux de G.

2) S H et K sont des sous groupes de G, alors H \K est un sous-groupe de G. En généra

s | est un ensemble d’indices et (H;); 2 | une famille de sous-groupes de G, aors i> H;

est un sous-groupe de G.

3) Les sous-groupes de Z sont tous de laforme nZ , avec n 2 N.

4) SL,(R)=fA 2 GL,(R): det(A) = 1g est un sous-groupe de GL(R).

5) L’ensemble R(P ) des rotations du plan P muni de la composition des applications est

un sous groupe de S(P). En ecet, s r (resp.r o) est une rotation d’angle  (resp. ),

dorsr ro=r,cetanir rl=r 2R(P).

6) S H et K sont deux sous-groupes de G, alors, en général, H [ K nest pas un sous-
groupe de G. Soient, par exemple, H = 2Z et K = 3Z. Il est évident que H e K sont
deux sous-groupes du groupe additif Z. Cependant, H [ K nest pas un sous-groupe de Z
car on a par exemple2+3=562H [ K:

Dé..nition 1.1.8 On appelle sous-groupe propre d’un groupe G tout sous groupe distinct
de G et de I’élément neutre.

1.1.3 Morphismes de groupes

Dé..nition 1.1.9 Soient G et G’ deux groupes et f : G ¥ G’ une application de G vers

G.

1) On dit que f est un morphisme de groupes, s pour tous X;y éléments de G : f(xy) =
f(X)f(y). S deplusf est hijective, T est appelé un isomorphisme de groupes. On dit aors
que G et G’ sont isomorphes et on note G = G (Cette notion est extrémement importante,
car deux groupes isomorphes ont exactement les mémes propriétés algébriques).

2) S G =G, on dit que f est un endomorphisme de G e s en outref est une bijection,

on dit alors que f est un automorphisme de G.

Exemple 1.1.10

1) Soient G; G’ deux groupes et € I’élément neutre de G'. L’application f : G ¥ Gix 1
€ est un morphisme de groupes.

2) Soit G un groupe, a 2 G. Alors I’application f,: G ¥ G;x I axa ! est un auto-
morphisme de G appelé automorphismeintérieur. On a fo = 1dg et s G est commutatif,
dorsfy,=1dg;8a 2 G:

3) Soit G un groupe noté multiplicativement. L application f : Z ¥ G;n I a est un



morphisme de groupes.
4) Soit f:R T R(P); T r . f est bien un morphisme de groupes puisque r  ro =

r, o.

Dé..nition 1.1.11 Soient G; G’ deux groupes d’éléments neutres respectifse et € et f :
G ! G un morphisme de groupes. Alors
1) On appelle noyau de f; et on note ker(f) I’ensemble dé..ni par

ker(f) =fx2G:f(x) =dg="F (fg)
2) On appelle image de f; et on note Im(f) I’ensemble dé..ni par
Im(f) = ff(x) 2G;x 2 Gg = f(G)

Proposition 1.1.12 Soient G; G’ deux groupes d’éléments neutres respectifs e et € et

f:G 1 G un morphisme de groupes. Alors

() fle = et 8x 2G: f(x Y) =(fF(x)

(if) Pour tout sous-groupe H de G, I’ensemble f (H) = ff(X) : x 2 Hg est un sous-groupe

de G'. En particulier, Im(f) = f(G) est un sous-groupe de G'.

(iii) Pour tout sous-groupe H de G, f Y(H") =fx 2 G : f(x) 2 H'g est un sous-groupe

de G. En particulier, ker(f) =f (fég) est un sous-groupe de G.

(iv) T est injective s et seulement s, ker(f) = feg.

(v) Soient G;G"; Gl trois groupes, f : G ! Gig: G 1 GY deux morphismes de
groupes. Alorsg f:G 1 GY est un morphisme de groupes.

(vi) Si f est un isomorphisme alors f ! est auss un isomorphisme de groupes. De sorte
gue s on note Aut(G) I’ensemble de tous les automorphismes de G, aors (Aut(G); ) est
un groupe.

1.2 Groupes monogenes, Groupes cycliques

Dé..nition 1.2.1 (Proposition)

1) Soit X une partie d’un groupe G. On appelle sous-groupe engendré par X et on note
< X > I’intersection de tous les sous-groupes de G contenant X .

2) <X > est le plus petit sous-groupe de G contenant X (pour la relation d’inclusion).
3) S H est un sous-groupede G et s H =< X >, on dit que H est engendrépar X €t la
partie X est appelée partie génératrice de H .

Remarque 1.2.2 S H est un sous-groupe de G, on a toujours H =< H >, mais les
parties génératrices intéressantes sont celles qui ont le moins d’éléments possibles.
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Théoreme 1.2.3 Soit X une partie non vide d’un groupe G noté multiplicativement.
Alors< X >= x=a:&:a:N2N e g 2X oua ' 2X pouri2f1;2;::;;ng . Au-
trement dit < X > est I’ensemble des composés multiples d’éléments de X et de symé
triques d’élément de X . Cest-a dire,ssonnote X 1=fy2G:y '2Xg=fx ':x 2Xg
e B=A[A 1 dors

<X >=fx2G 9 2N ;9% ;a&;:a, 2B (X =a:&:ang

Preuve. Nous alons montrer que H =< X > est le plus petit sous-groupe de G
contenant X et H est un sous groupe de G.
1) i) Pour & 2X = ,onae=a:a,", dors 'dément neutree 2 H.
i) Soient x;y 2 H. Il existen; p 2 N ;by;:: bn;Cy; i cy, 2 B tels que x = bytbpitb, 2 H
et y = ci:c:c,, aors

X1y = by:byiiibniCiiCoiicn = diidyiidnidny gty 2 H
Ou C
b; s1 k n
dk = i
Ck n, SN+1 Kk n+p
i) Soitx 2H. Il existen 2N ;by;:::; by, 2 B telsque x = by:by:i:by,, dors
b5 bt bt 2B et x = (bibiibn) P =b, b bt 2 H

2) On aH estun sous groupe de G etil contient X (car X B H);dos<X > H.
Inversement, tous les déments de la forme a;:a:::a, appartiennent a tout sous groupe
contenant X; alors ils appartiennent a < X >; d'ou l'incluson H < X > et par suite
'égaite H =< X >. =

Remarque 1.2.4
1) Si laloi de G est notée additivement, on a

<X >=fx=x;+:+X,;n2N; X 2X;8 2f1;2;:::;ngg

2) S X = ,dorsH =< X >=feg.
3) Cas particulier important : S X = fxg pour x 2 G, on note alors < x > le
sous-groupe engendré par X et il est clair que.

H=<x>=1x",n2Zg



Dé..nition 1.2.5

1) Un groupe engendré par un seul dément x (C.ad X = fxg) est appelé groupe mono-
gene.

2) Un groupe monogene ..ni, est appelé groupe cyclique.

Exemple 1.2.6

1) Tout sous-groupe de (Z; +) est monogéne : fO0g=<0>; Z =<1>=< 1>. En evet
8
>n =}+1{-2ﬁ}_1, sn>0
2 n termes

8n2zZ: 0=1+( 1

,>n=ﬁ 1 + ( E1)+:::+(}1),si n<o
n termes

2) S H est un sous-groupe non trivial de Z, n le plus petit entier positif non nul appar-
tenant aH, onaH =<n>=nz.

3)(Z=nZz = 0:1;:::nC1 ;+)oun2N est un groupe cyclique d’ordre n engendré par

1. )
0=011=1L2=1+1=21:;nl1=(mn 11

Dé.nition 1.2.7

1) Un groupe G est dit ..ni s’il a qu’un nombre ..ni d’éléments. Dans ce cas, le cardinal
de G s’appelle I’ordre du groupe G et est noté jGj = ord(G) = o(G).

2) Soient G un groupe et x un éément de G. On appelle ordre de x, qu’on note o(x), le
cardinal de sous-groupe< x > de G engendré par X. Si ce cardina est in..ni, on dit que
x est d’ordre in..ni.

Remarque 1.2.8

(i) Soient G un groupe ..ni et X un éément de G, aorso(x) 0o(G).

(ii) Dans tout groupe G, I’dément neutre est le seul dément d’ordre 1. En exet, s X =g,
dors<e>=feget s x=¢ adorsx’ =e=x' & <x > aau moins deux ééments.

(ii) Pour tout x 2 G; on a o(x) = o(x 1) puisque

<x!>= (x H":n2Z = x ":n2Z =<x>
(iii) Tous les @ééments d’un groupe ..ni sont d’ordres ..nis. En particulier dans (Z=nZ; +),

tout édément est d’ordre ..ni, on a par exemple : o(1) = o(Z=nZ) =n:
iiii) S deux groupes sont isomorphes, ils ont méme ordre (La réciprogue est fausse)



Exemple 1.2.9 Dans (Z; +), tous les déments non nuls sont d’ordre in..ni. En parti-
culier o(1) =o( 1) =+1. Par contreo(0) = 1.

Proposition 1.2.10 Soit x un éément d’un groupe G. Alors :

(i) x est d’ordre ..ni dans G s et s’il exise n 2 N tel que X" = e. On a aors o(x) =
minfn 2N : X" =eg (C-ad : o(x) est le plus petit entier positif n tel que X" = €). On
ecrit

(i) S x est dordre..nis 1, dorspourk 2Z onax =es e s k est multiple de s.

Preuve.
(i) Supposons que x est d’ordre ..ni. Alors |’application

Z 1 <x>
1

m xm

n'est pas injective (car I’ensemble < x > est ..ni. Autrement dit s pour tout i et j dans
Z, i =j,onax =x ,dors I'ordre de x est in..ni, ce qui est contraire a I’hypothése).
Donc il existe deux entiers p et q tels que p < g et x? = x9. On obtient x4 P = e avec

qg p=>0.
Réciproquement supposons qu’ il existen 2 N tel que X" = e. Soit

A=fn2N :xX"=¢g
A étant non vide, on peut considérer
s=min(A) 2N

Sy est un dément de < x >, aors il sécrit x™ pour un m 2 Z (d’aprés la remarque
(1:2:4)). Par divison euclidienne de m par sil existe(q;r) 2Z Ntel quem =sg+r et
0 r <s Comme x> =eon obtient y =x" = x" donc

<x> fex;x%:x® g
L’inclusion inverse étant vraie on a donc
<x>=fex;x%:;x° g

et aing I'dément x est d'ordre ..ni.



En.n s i et j appartiennent a f0;1;::;s 1gaveci < j onax = x (snon
x] "=eet0<j i<scequi contredit la dé.nition de s), par conséquent I’ensemble
fe x; x2; x5 lg=<x > est de cardina s soit s = 0(X):
(i) Six estdordres, onadors x> =eetpour kK =qs+r2Zaecq2Zet0 r s 1
(division euclidienne), on ax®* =x"=esd et seculement s r =0: =

Remarque 1.2.11 Cas particulier important : Dans le cas ou le groupe G est additif,
I’ordre de x 2 G est dé..ni comme le plus petit entier n 1, tel que nx = 0 quand cet
ordre est ..ni. L’égdité mx = 0 éuivaut alors a dire que m est multiple de n. Le groupe
engendré par x est aors

<x>=fkx;k2Zg=1frx;0 r n 1g=10;x;2x;::;;(n 1)xg

Théoréme 1.2.12 Sif : G 1 G est un isomorphisme de groupes, on a aors o(f (x)) =
o(x) pour tout x 2 G.

Preuve. Pour x 2 G; on a
<f(x) >=f(f(X))":n2Zg=ff(x"):n2Zg=Ff(<x >)

avec T est bijective, donc card(< f(x) >) = card(<x >). m

1.2.1 Produit de sous-groupes

Dé..nition 1.2.13 (Produit de sous-groupes) Soient (G;:) un groupe, H e K deux
sous-groupes de G. On considere les parties de G, HK = fhk : h 2 H;k 2 Kg «t
KH =fkh;k 2K; h 2Hg, ou le produit est laloi de G.

Remarque 1.2.14 En général, ces deux parties de G ne sont pas égales e ne sont pas
des sous-groupes de G:

Proposition 1.2.15 Soient G un groupe, H et K deux sous-groupes de G. Alors HK
est un sous-groupe de G s et seulement s HK = KH.

Preuve. Remarquons d’abord que HK et K H ne sont pas vides puisqu’ils contiennent
I’dément neutre. S HK est un sous-groupe de G, pour h 2 H et k 2 K, on a kh =
(h *k 1) * 2 HK, donc KH est contenu dans HK . Soit z 2 HK, dlors z 1 = hk, et
z=k 'h 12KH, dou HK est contenu dans KH, et HK = KH.

Réciproquement, s HK = KH, soient h et h’' dans H, k et k® dans K, aors
(hk)(’k") 1 = hkk®1hP?t, Or, kk°1hP1 2KH =HK, donc il existe " 2 H et k" 2 K

11



tels que kk®th% ! = h%", d’oti (hk)(h'k?) ! = hh"%® 2 HK , et HK est un sous-groupe,
ans queKH. =

Remarque 1.2.16 S G est abdlien, pour tous sous-groupes H et K, HK est un sous-
groupe de G.

Proposition 1.2.17 Soient G un groupe e fH;g; ; » une famille ..nie de sous groupes
de G. S, quelsque soient i et j,1 i <] n, HiH; est un sous-groupe de G, aors
HiHo:iiHp= fX1iX0; X 2 Hi; L 1 ng est un sous groupe de G.

Preuve. On montre par raisonnement par récurrence, que cette proposition est un
corollaire immédiat de la proposition (1:2:15) précédente. =



Chapitre 2

Sous groupes distingués et groupes
guotients

2.1 Classes modulo un sous groupe

La notion de relation d’équivalence utilisée au niveau des groupes va nous fournir un
moyen de construire des groupes. Ces groupes s'appellent les groupes quotients et leur
importance est capitale en mathématique.

Soit G un groupe que nous supposerons multiplicatif pour smpli..er les notations;
nous noterons e son éément neutre et x ! le symétrique de x 2 G. Soit H un sous-groupe
de G. On dé.nit sur G la relation binaire < par

8;y2G:x<y O x y2H (2.1

Proposition 2.1.1
(i) Larelation < est une relation d’équivalence sur G.
(if) Soit x un élément de G, sa classe d’éuivaence pour la relation < est I’ensemble

xH =fxh;h2Hg= y2G:x y2H

Preuve.
(i) j) Pour tout x de G, on ax 1:ix =eg 2 H, doll x<x et la relation < est rétexive.
jj) Pour tout x et tout y dans G; on a s x<y, aors

X y2H= x y) =y x2H

d'ou y<x et la reation < est symétrique.



jjj) Pour tout x, tout y et tout z dans G; on as x<x ety<z,dorsx 'y2H ety z2 H
,dou (x y)(y 1z) =x 1z 2H et x<z, lardation < est donc transitive.
(i) Soitx 2 G, dors

x=fy2G:y<xg= y2G:x y2H = y2G;9h2H:x ly=h

On obtient
x=fy=xh;h2Hg=xH

Dé..nition 2.1.2

1) La reltion < est appelée relation d’éuivalence a gauche modulo H, et xH la classe a
gauche de x modulo H.

2) On dé.nit une relation d’éuivalence a droite modulo H par

8:;y2G:x<y O xy '2H
et la classe a droite de x modulo H est I’ensemble
Hx =fhx;h2Hg= y2G:yx '2H

Lorsgue nous aurons a considérer les relations a gauche et a droite modulo H, nous
noterons ces deux relations respectivement y < et <.

Remarque 2.1.3
a) Qud que soit h dans H, onaHh =H =hH et H est la classe a droite e a gauche
de I’dément neutre de G modulo H.

e=eH =He=H

b) Pour tout x de G, onax=H d et seulement s Xx 2 H.

c) S le groupe G est commutatif, alors les relations d’équivalences (resp. les classes) a
gauche et a droite modulo H coincident (4 <= <y). Si legroupe G n" est pas abdlien, ce
nmést plus le cas, en général.

Notation 2.1.4 (Cas particulier important)
i) S G est un groupe additif, alors les relations d’équivalences dé..nies ci-dessus s’écrivent

;y2G: xxy O x y)2H
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Exemple 2.1.5
1) On considére un élément n de N et on pose H = nZ, sous groupe de Z, la reation
d’éuivalence (resp. les classes d’éguivalence) modulo H coincide(nt) avec la relation(resp.
les classes) de congruence modulo n:
2) G=Z, H =3Z. Les classes a gauche modulo H sont
i) classe a gauche de 0: 0+ 3Z = 3Z.
ii) classe agauche de1: 1+ 3Z.
iii) classe a ggyche de 2: g+ 3Z.
3 PourH= 1;(12) Ss, ((S3; ) est le groupe des permutations d’ordre 3 ou
groupe symétrique d’indice 3) on a les trois classes r? gauches sgnt
IH = (1 2 H=H= 1;(1 2)
n o
(1 3H =(123)H= (13)(1 2 3)
n o
(2 3H = (13 2H= (23)(132)
Les classes a droites sont

n (0]

H(1 2)=H= 1;(1 2)
N o
H(1 3) = H(1 3 2)= (13)(13 2)
n o
H(2 3) = H(1 2 3)= (2 3)(1 2 3)

HI

Les classes a gauche et & droite ne coincident pas.

Notation 2.1.6 On note (G=H ), (Resp:(G=H )q) I’ensemble des classes d’éjuivalence des
ééments de G pour la relation a gauche (resp. a droite) modulo H. Ces ensembles sont
auss appelés ensembles quotients a gauche (resp. a droite) modulo H. On écrit

(G=H)y =fx:x2Gg="1fxH :x 2Gg
(G=H)q =fx:x2Gg=fHx : x 2 Gg
Remarque 2.1.7 (Notation additive) En notation additive la relation (2:1) s'écrit
;y2G: xxy O x y)2H

et on a les classes a gauche (resp. droite) sont dé.nies par x +H (resp. H +Xx) pour tout
X2Get (G=H)y =fx+H;x2Gg (resp. (G=H)qy = fH + x; x 2 Gg.



Proposition 2.1.8 Soient G un groupe et H un sous groupe de G. Les classes modulo
H a gauche (resp. modulo H a droite) forment une partition de G. C’est-a-dire :

)8 2G:xH = (resp.Hx = ).

2) 8y 2G:xH =yH (resp. Hx = Hy) 9 et seulement s xH \yH = (resp.
Hx\Hy= ).

3) G= XEGXH (resp. G =XLGH X).

Proposition 2.1.9 Soient G un groupe et H un sous groupe de G.

(i) Toute classe a gauche xH (resp. a droite Hx) est &uipotente a H: Autrement dit H
et XxH (resp. Hx) ont méme nombre d’ééments.

(i) Les ensembles (G=H), et (G=H )y sont é&uipotents.

Preuve.
On rappelle gu’un ensemble E est équipotent a un ensemble F s et seulement S'il existe
une bijection de E sur F. Alors
(i) Pour tout dément x de G, I'applicationf : H ¥ xH qui a h associe xh, est évidem-
ment bijective. En ecet :
j) Soient hy;h, 2 H, dors

f(hy) = f(hy) = xhy =xh,
= (x h =(x Hh,
=) hh=h;

ceci montre I'injectivité de f.
jj) Soity 2xH tdle que f(h) =y, aors

fhy = y=>xh=y
=> h=x'y2H

ceci montre la surjectivité de f.

(ii) En remarquant que I’applicationg: G ¥ G, x ! g(x) = x 1! rédise un isomor-
phisme de G.

Il faut d’abord dé..nir une application de (G=H )y dans (G=H )4. Soit donc xH une classe
a gauche, associons-ui la classe a droite Hx 1. On véri..e que cette correspondance est
une application bien dé..nie. On pose

" (G=H), 1
xH I "(xH)=Hx"!1



Soient xH; yH 2 (G=H )4, on a alors
xH=yH O x y2H
=) x '2Hy?!
=) Hx *=Hy !
=) "(xH) = "(yH)
Montrons que " est injective. Soient xH; yH 2 (G=H),, aors

"(xH) = "(yH) =) Hx *=Hy !

= x y2H
=) xH =yH

Montrons que " est surjective. Soit Hx 2 (G=H )y, alors
Hx = "(x 'H)

Par conséquent * est surjective. Il existe donc une application bijective de (G=H)4 sur
(G=H)q4, ce qui preuve gue ces deux ensembles sont équipotents. m

Dé..nition 2.1.10 Soient G un groupe & H un sous groupe de G. On appdle indice de
H dans G, qu’on note [G : H], le cardinal de I’ensemble (G=H )4 (ou (G=H)4): On a donc

[G:H] =(G=H)4j =j(G=H)a)i

Le théoreme qui vient maintenant et qui résulte des propositions précédentes est
fondamental en algébre.
Théoréme 2.1.11 (de Lagrange)
Soit G un groupe ..ni. Si H est un sous groupe de G, aors

e | Gj
jG) =jHj:[G:H] O [G:H]= iHj
Autrement dit I’indice de H dans G est le quotient du cardinal de G par le cardinal de H.

Remarque 2.1.12
1) Ce théoréme est souvent énoncé de la fagon suivante : dans un groupe ..ni, |’ordre de
tout sous-groupe divise |’ordre du groupe. (C-ad : I’ordre d’un groupe ..ni est multiple de



|”ordre de ses sous-groupes).

2) Dans un groupe, I’intersection d’un nombre ..ni de sous-groupes d’indice ..ni est un
sous-groupe d’indice ..ni. En général, cette propriété nest pas vraie pour un nombre in..ni
de sous groupes d’indice ..ni (considérer les sous groupes de Z).

Preuve. On rappdle que I'ensemble des classes d’équivalence forme une partition
d’'un ensemble. Soit donc H un sous groupe de G. On considéere la relation d’équivalence
< associée a H. Elle nous permet de dé..nir une partition de G par des sous ensembles
des classes de la forme xH; x 2 G. On peut donc trouver, G étant ..ni, un nombre n 2 N
el X1;X0; 5 X 2 G tes que fxH; X,H; :::; X,Hg forme une partition de G ou n est le
nombre de classes. Alors on peut écrire

G est clarement la réunion digointes des x;H. Alors
. . X . .
16 = JxiH]
i=1
Mais les sous ensembles x;H ont tous, d’aprés la proposition (2:1:9) précédente, le méme
nombre d’édéments. De plus, ce nombre est égal a jHj. (C-ad : jx;Hj = jH]). Donc le
cardinal de G sécrit
. . X . . X . . . .
jG= jxiHj= jHj=njHj;n= (G=H),
i=1 i=1

=) jGj = (GnH), :jHj=[G:H]:jH]j
Ceci prouve notre théoréme. m

Exemple 2.1.13
1) Si I’on considére G comme sous-groupe de Iui-méme, on obtient le quotient (GnG), =
fx:G;x 2 Gg. Comme x:G =G pour tout X 2 G, on a (GnG), =fGg, et donc [G: G] =
1.
2) S I’on considere H = feg comme sous-groupe de G. Dans ce cas la relation < est
donnée par x<y D x liy 2 feg c’est-a-dire x =y. < est donc la relation identité et ses
classes sont XH = x: feg = fxg. Le quotient est donc (GnH ), = ffxg;x 2 Gg, il est ..ni
S et seulement s G I'est et [G: feg] =jGj dans ce cas.
3) Pour G=Z et H = 3Z. Alors les classes a gauches modulo H sont 3Z; 1+ 3Z; 2+ 3Z.
On a hien

(GnH), = 3Z;1+3Z;2+ 329
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n o

AHPourH= 1;(1 2) SgonalS:H]="'5% =296=3 Lestroisclasss a
gauches Hi 2
sont
n o
IH = (1 2)H=H= 1;(1 2)
n o)
(1 3)H = (12 3)H= (13)(1 2 3)
n o
(2 3)H = (13 2)H= (2 3)(13 2)
Les classes a droites sont
n o
HI = H(1 2)=H= I;(1 2)
n o
H(1 3) = H(1 3 2)= (13)(13 2)
n o

H(2 3) = H(1 2 3)= (2 3)(1 2 3)
Les classes a gauche et & droite ne coincident pas.

On donne maintenant un corollaire du théoreme de Lagrange qui est absolument
fondamental dans la théorie des groupes ..nis.

Corollaire 2.1.14 Soit G un groupe ..ni. Soit x un éément de G d’ordre ..ni. Alors
I’ordre de x divise I’ordre de G et x°(®) = e,

Preuve. Soit x 2 G, on a o(x) = o(H =< x >). D’apres le théoreme de Lagrange,
cet entier (o(H =< x >)) divise o(G). Il existe m 2 N tel que
0o(G) = m:o(<x =) = m:o(x)

Alors
xO(G) = ymM:0o(x) =  yo(x) m_ e =e

Théoreme 2.1.15 (Formule des indices))
Soient H un sous-groupe de G et K un sous-groupedeH (K H G). S I’indice de K
dans G est ..ni, aors|’indice de H dans G et cdui de K dans H sont auss ..niset on a

[G:K]=[G:H][H : K]



Preuve. On note respectivement (giH )iz et (hjK);2; les classes a gauches modulo
H dans G et modulo K dans H deux a deux distinctes. Alors (giH )iz (resp. (hjK)j2i)
forment une partition de G (resp. H) et card (1) =[G : H] (resp. card (J) = [H : K]).
Nous alons alors montrer que la famille des classes a gauches modulo K dans G deux a
deux distinctes est (gihjH)i:jy2r 5. Dans lecas ou [G : K] est ..ni, il N’y a qu’un nombre
..ni de telles classes, ce qui impose que | et J sont ..nis et on a

[G:K]=card(l J)=card(l):card(J) =[G:H][H :K]

Montrons le résultat annonce.

S g2 G, dors il existe un unique indicei 21 tel que gH = gH et il existeh 2 H
tel que g = gih. De méme il existe un unique indice j 2 J tel que hK = h;K et h s'écrit
h =hjk avec k 2K, ce qui donne g = gihjk 2 gih; K. On obtient

g<k (gihy)
gK =gihK

Alors les classes a gauche dans G modulo K sont donc les gihK pour (i;j) 21 J. 1
reste a montrer que ces classes sont deux a deux distinctes.
S (i;§); (%) 21  J sont tels que

O hj K= giothK

:) 9% 2K : gihj = giohjok

:) gi = Qo hjokh . ;hj khJ 2 H

0 1

j
=) 0i<u(g0)
C

gH = gioH
i =i’

Il en résulte que
b = hjpk; k 2 K

=D j=j
| |

Remarque 2.1.16 La démonstration ci-dessus montre que la formule de I’indice est vraie
de facon plus générale dés que deux queloconques des trois termes qui apparai ssent dans la
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formule sont ..nis le troisieme éant aors nécessairement ..Ni.

Corollaire 2.1.17 Soient H et K deux sous groupes ..nis d’un groupe G, aors
L H
HKj=jkHi= O
Preuve. Notons| = H \ K, c’est un sous-groupe de K. Alors

(K 1)g =TIk 1,0

sont les classes a gauche de K modulo |. Montrons que HK est la réunion digointe des
Hy;. En exet : d’'une part, hk 2 HK et k peut secrirek = zkj;z 21 H (puisque K est
la réunion des Ik; ), d’ot hk = (hz)k; 2 Hk;.
D’autre part,
Hki\Hk; = =) 9h; h’' 2H : hk; = hk;

=) h°*h=kjh; * 21 =H\K
:) kj 2|k|

Or deux classes ont une intersection vide.
En ..n, comme ci-dessus
jHKij = JH] = jHk;]
Donc . S
K IKJ .

HHK=njHj = CHE= G IR
2.2 Compatibilité avec la structure

Dé..nition 2.2.1 Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne (notée mul-
tiplicativement) sur lequel est dé..nie une relation d’éuivaence <:
1) < est compatible a droite (resp. a gauche) avec laloi : s

8X;y;a2E : x<y ) xa<ya (resp. X<y ) ax<ay)



2) < est compatible avec laloi : g ele est compeatible a droit et a gauche.

8
xa<ya

8x;y;a2E 1 x<y ) et
ax<ay

Proposition 2.2.2 La relation < est compatible avec la loi de I’ensemble E s et seule-
ment si
8x; X y;y' 2 E; [(x<X) &t (y<y’)] =) xy<xy’

Preuve. Supposons que < soit compatible avec la loi de E. Soient x; x%y;y’ 2
E; (x<x) et (y<y"), dors
xy<x'y

et =) xy<x'y’
Xy <xly?

Vo NQ

Par trangtivite.

Réciproquement, |’assertion de I’énoncé étant vraie pour tout x; X’;y; y’; c’est en par-
ticulier vrai pour y =y"; d’ou’ s x<x” dors xy<x'y et la relation est compatible a droite
avec la loi. De méme, en considérant x = x’; on montre qu’elle est compatible & gauche.

Remarque 2.2.3 Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne (notée mul-
tiplicativement). Si x est un éément de I’ensemble G, nous noterons x la classe d’éyui-
valence de x dans G=<. Alors x sera un représentant de la classe d’éguivalence x. Nous
allons dé..nir une loi interne sur G=<par : Si X e y sont des ééments de G dors

X y=Xy

Quand aucune confusion rest a craindre, nous noterons la loi interne de G=< de la méme
fagcon que celle de G. Cette loi est cdlle induite de G sur G=<.

Proposition 2.2.4 Soient G un ensemble muni d’une loi de composition interne, < une
relation d’égquivalence dé.nie sur G et G=< I’ensemble quotient de G par la relation d’équi-
vaence <. Alorslaloi interne de G induit une loi interne sur G=<,

G=< G=< 1 G=<
x;y) I Xy=xy

S et seulement s < est compatible avec la loi de G.
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Preuve. On véri..e que cette loi est bien dé..nie sur G=<. Ceci revient & montrer que
la correspondance (x;y) ¥ Xy est une application bien dé.nie sur G=< G=< dans
G=<.

Soient (X1; y1); (X2;¥2) 2 G=<,dors

8
= X1 =X
(X1;¥1) = (X2 ¥2) =) - et
T Y1i=EYe
8
< X1<X»
T OYis<Y2

Or < est une relation compatible avec la loi de G, aors x1y1<X,y:Par cobséquent xi7y; =
X5¥2. Ce qui montre que la loi est interne dans G=<.
Réciproquement, supposons que la loi interne de G induit une loi interne sur G=<. Soient

X1;Y1; X2, Y2 2 G, dors s s
< X<y =X1=VY
Lo D_ o«
T Xo<Y2 T Xo=Yo

D’autre part, on a
X1 X2 = X1:X2 = Y1:Y2 = V1'¥2

=) X1Y1<X2Y>

Alors < est compatible avec laloi de G. =

Exemple 2.2.5 Pour tout entier n, la relation d’&uivaence dé.nie par la congruence
modulo n dans Z est compatible avec I’addition et la multiplication des entiers. Ces deux
lois induisent donc des lois de composition internes sur |’ensemble des entiers modulo n.

2.3 Groupes gquotients

En général, lesrdationsx 'y 2 H et xy ' 2 H sont distinctes; pour qu’dles coin-
cident, il faut que les partitions qu'dlles dé..nissent sur G soient identiques, c'est-a-dire
gue pour tout X 2 G, les classes xH et Hx soient égaes. Cela peut encore se traduire
par I'égalité H = x Hx. Un te sous-groupe H est appelé sous groupe distingué de G
ou encore sous groupe invariant de G. On va maintenant étudier la situation ou G est un
groupe.
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Proposition 2.3.1 Soient G un groupe et < une relation d’éuivalence dé..nie sur G
compatible avec la loi de G: Alors I’ensemble quotient G=<, muni de la loi induite par la
loi de G dé.niepar (X;y) ! Xy est un groupe. Si G est abdlien il en est de méme de
G=< éuipé de la loi induite.

Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition (2:2:4) précédente, qui assure
gue laloi sur le quotient est bien dé..nie. D’autre part, on a
1) S G est abdlien, aors

8,y 2 G=<:Xy =Xy =YX =YX

Donc G=< est abédlien.
2) Laloi de G=< est associative, car

8, y¥;22G=<: Xy Z=Xy)z=(xy):z=x:(y:z) = )i:(y:z) =X (;:E)

3) Si e est I’dément neutre de G, aors € est I’dément neutre de G=<, car

(____f__
8% 2 G=<: ETXE=X
ex=ex=X
4) Soit X 2 G=<,dors x - =x I, car
\YX_I:x:x I=-e

Proposition 2.3.2 Pour tout sous groupe H d’un groupe G, la rdation <y (resp. y <)
est compatible a droite (resp. a gauche) avec la loi de composition de G. Réciproguement,
S une relation < dé.nie sur un groupe G est compatible a droite (resp. a gauche) avec
la loi de composition du groupe G, alors il existe un unique sous groupe H de G tel que
< =<y (resp.< =y <).

Preuve.
1) Soient x; y; a des éléments de G tds que x<ny. Alors

xy 12H =) (xa):(ya) '=xaa 'y '=xy '2H
Donc
xa<pyya



D’autre part, on a
Xy<y =) x ly2 H
=) (ax) L(ay) =x 'atay=x y2H
=) axy<ay

2) Soit < une relation d’équivalence dé..nie sur G, compatible a droite avec la loi de G.
On note H la classe d’équivaence de I’éément neutre e de G. Montrons que H est un
sous groupe de G.

i) Puisque e2 H, dors H est non vide.

i) Pour tout x ety dans H, on a

x<e et y<e
La compatibilité de < avec la loi de G donne
xy ‘<ey Ly '2G

= xy <y *
de plus

1

yy ‘<ey
=) e<y *
=y '<e
On obtient s
<Xy <y !
et =) xy l<e
y '<e
=) xy '2H
Ce qui prouve que H est un sous-groupe de G.
Montrons que

<=<y Q8 Yy2G:xy O X<py

J) Soient x;y 2 G, s x<y aors, d'apres la compatibilité de <, on a

xy l<e
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Alors
xy '2H

=) X<py

j]) S x<ny, dors
xy 12 H

= xy '<e

D’apres la compatibilité, on a x<y.
Une démonstration analogue donne le résultat pour < = <.
L’unicité de H découle du fait que st < = <y, alors H est la classe d’équivalencede e. =

Corollaire 2.3.3 La relation d’éuivalence < est donc compatible avec la loi de G s et
seulement g il existe un sous-groupe H de G tel que <=y <= <y.

Dé..nition 2.3.4 Un sous-groupe H d’un groupe G et dit normal (ou distingué) dans G
S y<=<yx: On note H C G pour signi..er que H est un sous-groupe distingué de G.

La relation d’équivalence modulo un sous-groupe distingué est la seule qui permette
de munir le quotient d’'une structure de groupe telle que I’application canonique soit un
morphisme. C’est ce que montre e théoréme suivant.

Théoreme 2.3.5 S H est un sous-groupe normal d’un groupe G, la loi de composition
interne induite sur I’ensemble G=H par cdle de G munit G=H d’une structure de groupe.
La surjection canonique (I’application de passage au quotient) :G ! G=H qui, a un
éément de G associe sa classe modulo H, est un morphisme de groupes.

Preuve. On dé..nit une loi de composition sur G=H en posant
8;y2G:(xH):(yH)=xyY)H O 8;y2G: Xy =Xy

Montrons que ceci est bien dé.ni. On montre que si X’;y* 2 G avec X'H = xH et y'H =
yH, dors (x’y")H = (xy)H . O& I’hypothése iteplique que

Xy <X’ _ x X' H

ya<y' 7y y'ZH

x'=xh;h2H
y'=vyk;k 2 H
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Alors
YYH =xhyk) H = (X'y)H = xy y 'hy k H

Puisque H est un sous-groupe norma (C-ad : y< =<y, (XH =HX)), aors

ythy 2H;kH 2H = vy 'hy k2 H
Donc
Y)H =(xy) H
L’dément neutreest eH = H et I'inverse de xH est x 'H. On a bien

X 'H :(xH)= xx ' H=eH =H

En..n, I'associativité est immédiate. Donc G=H est un groupe.
En..n, montrons que

G=H

X = xH

X

est un morphisme de groupes. Soient x;y 2 G, aors

(xy) =xy=(xy)H =(xH):(yH) =xy = (X): (¥)

Il est claire que est surjective, car pour tout t 2 G=H, on peut trouver x 2 G tel que
X=1. m

Dé..nition 2.3.6 Soit G un groupe e H un sous-groupe distingué de G. On note G=H
I’ensemble quotient de G par la relation d’équivalence associee a H, e on I’appele le
groupe quotient de G par H. On a donc

G=H =fx;x 2Gg

avec X = xH = Hx.

Remarque 2.3.7

1) S H est un sous-groupe distingué de G, I’ensemble quotient G=H est |’ensemble des
classes d’éuivaence modulo H, sans préciser a droite ou a gauche puisque ce sont les
mémes et il peut ére muni d’une structure de groupe en dé.nissant le composé de la
classe de x et de la classe de y comme la classe de xy. Autrement dit < = <y, pour tout
x éément de G, Xy =xH =X3 =Hx =xe G=H = (G=H), = (G=H),.

2)Notons 4:G I (G=H) ;x I xHet 4:G ¥ (G=H);;x ¥ Hx lessurjections
canoniques, alors ¢ = ¢ lorsque H C G. Tout éément de J(HX) (resp. J(HX))
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représente la classe Hx (en particulier x représente Hx), mais, bien entendu, il y a
plusieurs représentants d’une méme classe (en général). Ains x; X° représentent la méme
classe agauche ss x X'2H.

3) S G=H est le groupe quotient de G par le sous-groupe distingué H, aors les deux

propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Le groupe G=H est commutatif.

i) Pour tous x;y de G, I’élément y x lyx est dans H. En ecet, soient x;y deux ééments

de G. On a les &uivaences suivantes

Xy =yX QO Xy =yxX O (Xy)<(yx) O (xy) (yx) 2H Oy 'x 'yx2H

Proposition 2.3.8 Un sous-groupe H d’un groupe G est normal dans G s et seulement
s’il véri..e les conditions équivaentes suivantes :

(i)8x 2G:xH Hx (i’

)8x 2G :xH =HXx

(ii)8x2G:xHx ¥ H

([i"8x 2G:xHx 1=H

(iii)8h2H;8 2G :xhx ' 2 H

(iv) 1l existe un groupe G’ & un morphisme de groupesf : G 1 G’ td que H = ker(f)

Preuve. Le sous-groupe H est norma dans G s et seulement s les relations y <
et <y sont égales, donc s et seulement s les classes a gauche et les classes a droite sont
égales. Les assertions (i) et (i) sont équivalentes. En exet, I'implication (i) =) (i) est
évidente. Pour I'implication (i) =) (i%, on a

8 2G:xH Hx=Dx H Hx!?
On multiplie par x a gauche et a droite. On en déduit
Xx x *H x x Hx ! x

=) Hx xH

C'est- &dire xH = Hx.

Les assertions (i) et (ii’) sont clairement équivalentes. En exet, on a (ii%) =) (ii)
évident. Pour (ii) =) (ii%). Supposons que xHx * H et montronsque H xHx ?!
. Alors

8 2G:xHx ! H=)82G:x *H x "’ H
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Soith 2 H, dors
h=x *hx 2 H

car x *H(x 1 H.
Alors

h=x x *hx x *=xhx 2xHx ?

Donc H xHx ! Dautre part, (i) implique (ii), qui est équivalente a (iii):
Sixhx '2H,x 2G; h2H); dorsil existe ' 2 H tel que xh = h'%; donc xH  HXx
et (iii) implique (i).
Supposons que H soit le noyau d’un morphisme de groupes f de G dans G'. En posant
H = ker(f).
Montrons que
8h2H;8 2G:xhx '2H

Soient Xx 2G; h 2 H dors
f xhx 1 =fOf(hf(x Y =FfX)f(x :;fh) =€

= f xhx P =f(xx H=f(e =¢

Donc I'édément xhx ! appartient A H = ker f. Donc H est normal dans G.

Réciproquement, s H est distingué dans G adors G=H est un groupe pour la loi
quotient et H est le noyau du morphisme  de groupes de G dans G=H qui a x associe
sa classe modulo H ( est la surjection canonique de G sur G=H). (voir la proposition
(2.3.14) ci-dessous). m

Exemple 2.3.9
1) feg et G sont toujours des sous-groupes distingués, dits triviaux. En ecet, on a

xfeg = fegx = fxg
XxG=06x=G

8 2G:

Puisque les applicationsg Y xget g ¥ gx sont des bijections de G dans lui-méme.

2) Dans un groupe abdlien G, tout sous-groupe H de G est un sous groupe distingué de
G. En ecet, soit H un sous-groupe de G. Si G est un groupe commutatif, alors tous
les déments de G commutent entre eux y compris ceux qui sont dans H (H est donc
commutatif ). Par conséquent,

8x 2G;8n 2H;xh =hx (O xhx *=h
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=) 8 2G;8nh 2H :xhx 2 H

On oonclut que tout sous-groupe H de G et distingué dans G.

3) L’ensemble H = fz 2 G; 8x 2 G : zx = xzg, noté Z(G), est un sous-groupe distingué
de G appelé centre de G. En evet, il est claire que Z(G) est un sous groupe de G. Il reste
a montrer que le sous-groupe Z(G) de G et distingué. Or

8c 2H;8x 2G: cx = xc (car c commute avec tous les x de G)

Alors pour tout x de G, on a donc xH =HX.

4) Tout sous-groupe H d’indice 2 dans un groupe G est distingué. En exet, s I’indice est
2, cela signi..e qu’il Ny a que 2 classes ( a gauche ou a droite), autrement dit pour tout
X 62 H : aors

C
(G=H), =fH;xHg

(G=H), = fH;HXxg
et ang xH =G H =Hx.
5) L’ensemble des automorphismesintérieurs de G (I nt(G)) est distingué dans le groupe

des automorphisme (Aut(G)) de (G;:). Ou pour tout g 2 G, Int(G) est I’ensemble des
automorphismes de G de la forme

. G

") =gxg !

X

En ecet, soient f 2Aut(G); ", 2 Int(G);x 2G, dors
fF "y £H00 =fF (g £HO =F "5 F10 =Ff(gf ‘()9 Y
= f(@)xf (@ ) =F@xF@Q) '="¢e®
Donc f =, f '21Int(G).
Proposition 2.3.10 L’intersection de deux sous groupes distingués H; K de G est un
sous groupe distingué de G.

Preuve. Puisque H et K sont des sous groupes de G, aors H \ K est un sous groupe
de G. Supposons que H; K sont distingués dans G. Soient g2 G;h 2H \ K, adors
8

g2 G «
h2H =) QEQéE
h2 K and

=) ghg ' 2H \ K
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Proposition 2.3.11 Soient G un groupe, H un sous-groupe de G et N un sous-groupe
normal de G. Alors

1) H\ N est un sous-groupe normal de H.

2) NH est un sous-groupe de G.

3) N est un sous-groupe normal de NH.

4) S H un sous-groupe normal de G, alors NH est normal de G.

Preuve.
1) Puisque H et N sont des sous groupes de G, dors H \ N est un sous groupe de G.
Comme H \ N est inclus dans H, c’en est un sous-groupe. Soient n appartenant aH \ N
et h appartenant a H. Alors, hnh ! appartient aH car H est un sous-groupe et hnh *
appartient a N car N est un sous-groupe norma de G. D’ou H \ N est un sous-groupe
norma de H.
2) On sait que NH = fnh:n2N;h2Hg. Alors NH est un sous groupe de G s et
seulement s NH =HN. On a

X2NH =91 2N;9% 2H :x=nh
OrH GetNCG, dors
hN =Nh

Il existen’ 2N td que
x =hn’ = nh

Alors x 2HN, dou NH  HN: L’inclusion réciproque se montre de la méme fagon, et
ans HK est un sous groupe de G.

3) On peut écrire N = N feg est clairement un sous-groupe de NH puisque N est un
sous-groupe de G. Soient n appartenant aN et 'h 2NH (h 2 H; n’ 2N). Alors

(’h):n:(n’h) ' = (’h):n:(h n°Y) =nr'(hnh HN°Lhnh 2N cae N C G
=) ("'h):n:(n’h) 1 =n’n®n®! 2 N

Alors N est un sous-groupe normal de NH.
4) Pour tout g 2 G, on a
g(NH) =(Ng)H =NHg

donc NHCG. m



2.3.1 Sous-groupes normaux et morphismes

Proposition 2.3.12 Soient G et G’ deux groupes et f : G T G’ un morphisme de
groupes. Alors ker f est un sous-groupe normal de G.

Preuve. Soient x 2 G; h 2 ker f, aors
f(xhx H =fF)Ff(Nf(x H)=FX)Ffxx Y);f(h) =e
=) f(xhx H=Ffx)f(x) '=¢
=) xhx ! 2kerf
Le sous-groupe ker f de G est donc distingué. m

Exemple 2.3.13 S K est un corps commuitetif, alors I’ensemble
SLA(K) =fA 2 M,(K) : det(A) = 1g

est un sous-groupe distingué (appelé le groupe spécia linéaire) de GL,(K) comme noyau
du morphisme de groupes
det : A2GLn(K) T det(A) 2K :
C-&d
SLA(K) C GL,(K) car ker(det) = SL,(K)

Proposition 2.3.14
Un sous-groupe normal est le noyau d’un morphisme de groupes.

Preuve. Soit G un groupe et H C G. Alors I’application

G=H
X = xH

X

est un morphisme de groupes. Montrons que H = ker .
Six 2ker , dors
(X) =es-y =e=H

Donc xH =H donc x 2H.
S x 2H dors

(X) =X =H = eg=n

Donc x2ker . m
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Exemple 2.3.15 Le centre Z(G) est sous-groupenormal car il est le noyau d’un mor-
phisme * de groupe G dans le groupe des automorphismes (appelé automorphismes inté-
rieurs) * dé.ni par
(G v (AuG); )
. -

9 9
Oou
i GG
x @ " (x)=gxg*’
On a
ker(") = 92G:";=Ildg
= g2G82G: "y(x) =x
= Z(G)

Proposition 2.3.16 Soient G; G’ deux groupes et f un morphisme de groupes de G dans
G.

1) S H est un sous-groupe distingué de G et f est surjectif, alors f(H) est un sous groupe
distingué de G'.

2) Si HY est un sous-groupe distingué de G, alors f *(H?% est un sous groupe distingué
de G.

Preuve. On sait déja que f(H) est un sous-groupe de G’ (que f soit surjectif ou non)
et que f 1(H") est un sous-groupe de G.
1) Si f est surjectif, dors tout ¢ 2 G’ sécrit ¢ = f(g) avec g 2 G et pour tout b’ =
f(h) 2f(H) (avec h2H), on a

g'h'g®* = f(g):f (h): (F(@) "= F(g):f (:f (g ) =TF(ghg ) 2f(H)

ce qui signi..e que f(H) est distingué dans G
2)Pour g2Geth2f Y(H", ona

f(ghg ) = f(Q):f (h):f (g ) =F(Q):f (h): (F(@) " 2f(QH"(F() *=H’
etghg 1 2f Y(H". Donc f (H') est distinguédans G. =

2.3.2 Caractérisation des sous-groupes normaux

Il est clair qu'un sous-groupe H d’un groupe G n’est pas nécessairement normal
dans G. Nous dlons introduire un sous-groupe intermédiaire entre H et G, appelé le
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normalisateur de H dans G, dans lequel H sera un sous-groupe norma et qui permettra
de déterminer s H est norma dans G.

Dé. .nition 2.3.17 Soient G un groupe et P(G) I’ensemble de ses parties. On dit que
deux éléments S e S’ de P(G), (S = ), sont conjugués s’il existe un éément x de G te
que

S=xSx 1= xsx 1;is2S

Remarque 2.3.18

1) En convenant que la partie vide est conjuguée d’elle-méme, la relation de conjugaison est
une relation d’éuivalence sur P (G). Pour une partie S = de G, sa classe d’é&uivaence
pour cette relation est I’ensemble fxSx 1;x 2 Gg; qu’on appelle classe de conjugaison de
S.

2) S S =1fgg, ou g est un dément de G, les éléments de sa classe de conjugaison sont
appelés les conjugués de g dans G.

3) Une partie S est conjuguée d’une partie S s elleest I’image de S par un automorphisme
intérieur de G. Par cons&guent, deux parties conjuguées sont équipotentes.

Dé..nition 2.3.19 On dit que deux sous groupes H et K de G sont conjugués s il existe
un édément g de G td queg:H:g ! =K.

Proposition 2.3.20 Si deux sous groupes H et K de G sont conjugués aors ils sont en
bijection. Dans le cas ou leur cardina est ..ni, ils ont méme cardinal.

Preuve. Soient H et K deux sous groupes conjugués de G. Soit donc g dans G tel
que g:H:g ! = K. Dé..nissons I’application f par

f:H 1 K
h 1 f(h) =ghg*

L’égalité g:H:g ! =K nous permet d’étre convaincu de la surjectivité de f.

Pour I'injectivité: s gh,g ' = gh,g ! dors en multipliant cette égalité a gauche par
g ! et adroite par g, on obtient h; = h,.

Supposons que H est ..ni, adors card(H ) = card(K ) car f est bijective. =

Dé..nition 2.3.21 Soient S e S’ deux parties d’un groupe G et H un sous-groupe de G:
Alors S et S’ sont conjuguées sous H s’il existe un dément x de H tel que S’ = xSx 1.

Proposition 2.3.22 Soient S une partie d’'un groupe G et H un sous-groupe de G:
1) L’ensemble Ny (S) = fx 2 H : xSx ! = Sg est un sous-groupe de H (donc de G) ap-
pelé le normalisateur de S dans H:



2) L’ensemble Z; (S) = fx 2H;8s 2 S : xsx ! =sg est un sous-groupe de H (donc de G)
appelé le centrdisateur de G dans H:
3) Zy (S) C Ny (S):

Preuve.
1) i) Il est clair que ey 2 Ny (9).
i) Soient x;y 2 Ny (S), aors

xSx '=SetySy 1=S

On a

(xy)S(xy) t=xySy 'x '=x ysy ! x '=xSx =S

=) Xy 2Ny (S)
i) Soit x 2 Ny (S), dors
xSx 1=
=) S=x !Sx

=) S=x Isx 1 1?
x2S
2) Se démontre de la méme facon.
3) Soient x 2Z (S) et a2 Ny (S), dors pour tout s 2 S,
(axa Ys(axa 1) ' = (axal)s(ax 'a ) =axdx la ;d=a lsa
Puisque x 2 Zy (S), aors

xsx 1=¢
dou’
(axa Y)s(axa ) '=ada '=aa 'saal=s
=) axa 127,(S)
| ]

Proposition 2.3.23 Soient G un groupe e H un sous-groupe de G. Alors H est un
sous-groupe normal de Ng(H ), et H est un sous-groupe normal de G s et seulement si
Ng(H) =G.

Preuve. Découle de la dé..nition de Ng(H ). =
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2.4 Théoremes d’isomorphismes

Théoreme 2.4.1 (Premier théoreme d’isomorphisme ou théoréme de décompo-
sition canonique)

S G; G sont deux groupes et f : G ¥ G’ un morphisme de groupes, il existe alors un
unique isomorphisme de groupes T : G=kerf Y Imf =f(G) (i.e, G=kerf = Imf)
tdl quuf =i f poup:G 1 G=kef est un morphisme surjectif ( la surjection
canonique) et i:Imf ¥ G’ est un morphisme injectif ( I’injection canonique).

Remarque 2.4.2 Le théoréme précédent s’exprime auss en disant qu’on a le diagramme
commutatif

G e

p# "

G=ker f I Imf
I
Alors
f=i T p

Preuve. Rappelons que H = ker f est un sous groupe distingué de G (d’apres la
proposition (2:3:12)) et donc on peut considérer I’ensemble quotient de G par ker f qui
a une structure de groupe pour la loi induite de celle de G. ker f, sous-groupe distingué
associé a la relation d’équivalence < dé..nie par

8;y2G:x<y (O x Ly2H =kerf

Rappelons auss que I’on a un morphisme surjectif qui a tout éément de G associe sa
classe d’équivalence dans G=ker f. On dé..nit alors la projection p (surjection canonigque)

G=kerf
p(X) =X =xH =xkerf

P:

X

Par dé.nition G=kerf =Imp.
On dé..nit I'injection canonique i par

i: Imf 1 @&
y I iy) =y
Rappelons que I'injection canonique de A B dans B est la restriction de I'identité sur
B aA, =1dg=A, dle"ne fait rien" a part changer I’ensemble d'arrivée. Il est claire que
i est un morphisme de groupe injective.
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Soit I’application f~ dé..nie par

f: G=kerf
X

Imf =f(G)
fx) =1

Montrons que |’application T~ est un morphisme bijectif. On montre d’abord que I’on peut

dé.nir  par T(X) = f(x) pour tout X 2 G=ker f. Pour justi..er cette dé.nition, on doit
véri..er gu'ele ne dépend pas du choix d’un représentant de x.

Soient X1;X, 2 G, aors
X1 =X =) X1 <Xz

=) X, X, 2ker f
= f(x; %) =¢€

= F(x, )i (x2) =F(x1) Hf(xp) =¢€
=) f(x1) =1f(x2)

Alors
f(x1) = f(x2)

L’application ™ est donc bien dé.nie et par construction, on a
f=i  p
T~ est un morphisme de groupes. Car 8x;;X, 2 G=kerf, on a
T(XyXp) = F(XXz) = F(xpix2) = F(x1):f (X2) = F(X):F(X)
D’autre part, T est injectif, car 8x 2 G=ker f, on a
fx) =€ =) f(x) =¢

O x 2ker f

D’apres la remarque (2:1:3), on a

x2keef=H (O x=kef =€
Alors
ker = feg
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Ce morphisme est surjectif et a vdeurs dans Imf = f(G). En ecet, s y 2 f(G), dors
9% 2 G te que f(x) =y. Posons

z=xH =xkerf =x

Alors
) =fx)=f(x) =y

En..n, s un tel isomorphisme T~ existe, on a aors, pour tout x 2 G
f)=1 £ p =1 F (px) =1 f K =i(fKx) ==X

ce qui prouve I'unicitéde . m

Corollaire 243 Sif : G 1 G’ est un morphisme de groupes surjective, il existe aors
un isomorphisme de groupes : G=kerf 1 G’ (i.e, G=kerf = @)

Preuve. Clair, car, ici Im(f) =G =

Corollaire 2.4.4 Soient G; G’ deux groupes et f : G 1 G’ un morphisme de groupes.
S G est .ni, on a aors

card(G) = card(ker f):card(Im f)

Preuve. Comme G=kerf et Imf sont isomorphes, dans le cas ou G est ..ni, on a
d’apres le théoréme du Lagrange

card(Im f) = card(G= ker f) = %
Alors
card(G) = card(ker f):card(Im f)
|
Exemple 2.4.5

1) Lemorphismelds : G ¥ G alenoyau feg et I’image G. On obtient donc G=feg * G.
2) Le morphismef : G 1 G dé.nit par f(X) = e pour tout x 2 G a pour noyau G et
pour image feg. On a donc G=G ~ feg.

3) L’application f : R I R;x T jxj est un morphisme des groupes. Alors, puisque
kerf =F 1;1g, Imf =R, e R=F 1;1g " R,.

4) Pour un autre exemple, revenons sur la dé..nition du centre Z(G) comme noyau du
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morphisme f : G T Aut(G). L’image de ce morphisme est le groupe | nt(G) des auto-
morphismes intérieurs de G. Le centre Z(G) est donc un sous-groupe distingué de G et
G=Z(G) " Int(G).

S G est abdlien, Z(G) = G e donc Int(G) =fldgg ™ G=G = fGg. Dans le cas opposé
ou Z(G) =feg, on alnt(G) = G=feg ~ G.

Le théoréme suivant généralise le premier théoreme d’isomorphisme :

Proposition 2.4.6 (de passage au quotient)

Soient G et G’ deux groupes, H (resp. H®) un sous-groupe normal de G (resp. GY), p :
G Y G=H (resp. P : G 1 G HY la projection (surjection) canonique. Pour tout
f:G 1 Glun morphisme de groupe tel que f(H) HY, il existe un unique : G=H I
G=H" morphisme de groupe tel que

- p=p f:

Preuve. Considérons le diagramme suivant
G 1 ¢
p# p#

G=H 1 G=H

Si le morphisme T existe et fait commuter le diagramme, il doit véri..er

F(p(x)) = p'(F (x))

et, tout dément de G=H s'écrivant p(x) pour x 2 G, cette égalité impose I’'unicité de T.
Montrons que I’égalité ci-dessus dé..nit bien une application T, i:e:que f(p(x)) est
indépendant du représentant x chois dans G pour décrire sa classe dans G=H.

S p(x) = p(y), dors
X=y=)xy '2H

= fixy H=F0)f(y ) =F00:f (y) *2f(H) H’
= p(f(x) =p'(F ()
=) T(p(x)) = f(p(y))

Montrons que T~ est un morphisme de groupes. On a

F(p():p(y)) = Fp(xy)) = P'(F(xy)) = P'(FX):F (v) = P(FCO):P'(F () = F(p(x):F(p(y))
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Théoreme 2.4.7 (Deuxiéme théoréme d’isomorphisme)

Soient G un groupe, N e H deux sous-groupes de G avec N distingué dans G. Alors,
les groupes quotients H=H \ N e HN=N exisent e on a H=H \ N e HN=N sont
isomorphes, H=H \ N = HN=N.

Preuve. Rappelons que d’aprés la proposition (2:3:11) précédente, on a NH est un
groupe, puisque N est norma dans G. Remarquons que N est auss un sous-groupe normal
de NH et onauss N \H est un sous groupe norma de H. Par conséquent H=H \ N et
N H=N sont des groupes existent.

Or H\N (resp. N) est norma dans H (resp. NH), aors on peut dé..nir les mor-
phismes canoniques (surjections canoniques) suivantes

C
p:H ¥ H=H\N
PP:NH I NH=N

Dé..nissons le morphisme ( de I'inclusion) suivant

On a donc

On obtient
PP i:H T NH=N
Montrons que p’ i est surjectif. Soit x 2 NH=N. Comme p’ est surjectif, alors
9n 2N;% 2H : p'(nh) = x

Mais,
p(n:h) = p'(n):p’(h) = ep’(h) =p'(h) (car n 2N CNH)

On a donc
@ i) =piM) =t =pnh) = x

Donc, on a bien que p° i est surjectif. Par le premier théoréme d’isomorphisme, on a

H=ker(p" i) = NH=N



Il reste juste a montrer que
ker(f i) =H\N

On sait que
enw=n —€=N
Alors
ker(fh i)= h2H:(p i)(h)=eyun =€=N
=) ker(p' i) =fh2H : (P'(i(h)) =Ng
=) ker(p’ i) =fh2H :p'(h) =Ng
=) ker(p' i) =fh2H :h2Ng

Alors

ker(f i) =H\N
On a donc

H=H \N = HN=N
||

Exemple 2.4.8 Soient aab2Z et d=PGCD(a b);m =PPCM (& b). Comme

aZ\bZ = mzZ
aZ +bz = dz

Le second théoreme d’isomorphisme donne
aZ=mZ = aZ=(aZ \bZ) = (aZ + bz)=bz = dz=bz

Remarque 2.4.9 Soient G un groupe, K un sous-groupe normal de G e H un sous-
groupe normal de G inclus dans K. Alors K=H est un sous-groupe normal de G=H.

K=H C G=H

Autrement dit les sous groupes distingués de G=H sont delaforme K=H:

Théoreme 2.4.10 (Troisieme théoréme d’isomorphisme)
Soient G un groupe, H et K des sous groupes de G. On suppose queH CG et queK CG.
On suppose de plusqueH K. Alors

(G=H)=(K=H) = G=K

Al



Preuve. On aH et K sont des sous-groupes normaux de G aors lesgroupes quotients
G=H et G=K existent. D’apréslaremarque précédente, le groupe quotient (G=H )=(K=H)
existe. Dé..nissons les surjections canoniques suivantes

pp: G G=H p2: G

_ G=K _
X

p2(X) =x =xK =

p(X) =x=xH" X

Soit g un édément de G. Notons X sa classe d’éguivalence dans G=H et X sa classe d’équi-
valence dans G=K . Soit f la correspondance de G=H dans G=K dé.nie par

802G :f(gH)=gK (O 82G:f( =7
1) Montrons que f est une application : soient g et g’ deux déments de G véri..ant que
gH =d¢'H
Onadorsg g0 2H . Mais H est inclus dans K donc g g’ 2K. D’ou

gK =d'K
et donc
f(gH) = f(giH)

f est une application.
2) Montrons que f est un morphisme : soient g et ¢’ appartenant a G. Alors

f((gH): (g’'H)) = f(gg'H) = gg’K = gK:g’K =f(gH):f (g'H)

donc f est un morphisme de groupes.
Il est clair f est surjective.
Donc, on a bien que f est surjectif. Par le premier théoréme d’'isomorphisme, on a

(G=H) =(ker ) = Im(f) = G=K



Cherchons le noyau de f. On a

keekf = gH:f(gH)=e=K;g2G
= fgH :gK =K;g2Gg
= fgH:9g2Kg;92G
= fkH:k 2Kg
= K=H

D’ou, d’apres le Premier Théoreme d’isomorphisme, (G=H)=(K=H) est isomorphe a
G=K. m



Bibliographie

[1] Azzouz Cherrabi, Elmostafa Jabbouri, Algebre 4 structures algébriques. Université
Mohamed V- Agda Faculté des Sciences Département de Mathématiques Avenue Ibn
Batouta, B.P. 1014, Rabat Maroc. 2007-2008.

[2] Cheikh Thiécoumba Gueye, Groupes et Corps ..nis, Cours d’Algebre de Licence Ma
thématiques. Laboratoire d’Algebre de Cryptographie de Géométrie Algébrique et Ap-
plications (LACGAA) Dept Maths et Info- FST-UCAD. 2013.

[3] Daniel Guin ,Thomas Hausberger, Algebre, groupes, corps et théorie de Galois, tomel.
Collection enseignement Sup mathématiques. EDP Sciences, Les Ulis Cedex A, France.

[4] D. Schaub, Eléments de la théorie des groupes. Licence de mathématiques Université
d’Angers. 1997/98.

[5] Jean Marie Monier, Algebre | cours et 600 exercices corrigés, lere année MPSI, PCSI,
PTSI. 2eme édition DUNOD, Paris, 2000.

[6] Laurent SMOCH, Algébre - Semestre 2. Licence 1 Sciences & Technologies, Université
du Littora - Cote d’'Opale, La Citadelle, Janvier 2009.



