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Notations

R : ensemble des nombres réels.
A : opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert.
D(A) : le domaine de définition de l’opérateur A.
A∗ : l’opérateur adjoint de l’opérateur A.
ImA : l’image de l’opérateur A.
H : espace de Hilbert.
R(A) : la rang de l’opérateur A.
δ(H) : l’ensemble des opérateurs auto-adjoint définis sur l’espace de Hilbert.
S(t) : semi-groupe.
ρ(A) : l’ensemble résolvant de A.
σ(A) : spectre de A.
λ : valeur propre de l’opérateur A.
〈., .〉 : produit scalaire.
L(H) : l’ensemble des opérateurs linéaire définis sur H.
u′ : la dérivée de u par rapport à t.
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Introduction générale

La notion d’un problème mathématique mal-posé et apparut dans les discussions du
mathématicien français J. Hadamard dans son ouvrage "Lectures on Cauchy’s Problem in
Linear Partial Differential Equations" [33], après avoir introduit, une vingtaine d’années
avant, la notion d’un problème bien-posé qui doit satisfaire, d’après lui, les trois propriétés
suivantes :

• La solution existe.

• Elle est unique.

• La stabilité de la solution (Elle dépend continûment des données).

Le fait que la solution d’un problème puisse ne pas exister, n’est pas une difficulté sérieuse.
Il est habituellement possible de rétablir l’existence en relaxant la notion de solution (pro-
cédé classique en mathématiques).

Si un problème a plusieurs solutions (non-unicité) c’est un problème plus sérieux. S’il
y a plusieurs solutions, il faut un moyen de choisir entre elles. Disposer d’une information
supplémentaire (information à priori).

La question la plus difficile est, sans aucun doute, celle de la stabilité : si l’on change lé-
gèrement les données (conditions initiales, conditions aux limites, coefficients, la géométrie
du domaine, et les éventuelles variations en temps de ces derniers) la solution varie-t-elle
peu ou beaucoup ? C’est-à-dire, varie-t-elle continûment en fonction des données ? Il y a
des problèmes où, une petite différence dans les paramètres entraîne un comportement
totalement différent de la solution (cas des phénomènes dits "chaotiques").

La perte d’une de ces trois propriétés aboutit à un problème dit mal-posé. C’était une
étape pour la classification des modal mathématiques de problèmes de physique associés
à des équations différentielles.

Les méthodes générales de l’analyse mathématique ont bien était adaptées pour les
solutions des problèmes mal-posés, cependant, il n’était pas clair dans quel sens les pro-
blèmes mal-posés pouvaient avoir solution. Plusieurs mathématiciens comme Tikhonov,
John, Lavrentiev, Ivanov et d’autres ont travaillé sur la théorie et les méthodes de ces
problèmes mal-posés. Ils ont pu donner une définition mathématique précise "des solutions
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approchées" pour des classes générales de ces problèmes. Aujourd’hui, ces problèmes sont
un cadre de recherche très riche.

Ce mémoire est un développement de l’étude d’une classe de problèmes non standards
décrits par des équations différentielles. Il est composé d’une introduction et de trois cha-
pitres.

Dans le Chapitre 1, on rappelle quelques résultats connus d’analyse fonctionnelle (les
espaces de Hilbert, éléments de la théorie des opérateurs, les semi-groupes et l’équation
de la chaleur).

Le Chapitre 2, est consacré pour la définition d’un problème mal-posé et certaines
méthodes de résolutions. On présente brièvement le principe de cinq méthodes : la mé-
thode de Tikhonov, la méthode de Lavrentiev, Le principe de Morozov, la méthode de
quasi-réversibilité et la méthode des quasi-valeurs aux limites (quasi-boundary value me-
thod).

Le Chapitre 3, est consacré à l’étude d’une classe de problèmes mal posés non homo-
gènes. Plus exactement, on considère l’opérateur auto-adjoint positif A sur un espace de
Hilbert H, et le problème non homogène de la valeur finale suivant : u′(t) + Au(t) = f 0 < t < T

u(T ) = g
(F.V.B) (1)

avec u ∈ C1([0, T ], H), f ∈ C1([0, T ], H), g ∈ H et −A le générateur infinitésimal d’un
C0 semi-groupe S(t) : (S(t) = e−At). Le problème est mal posé.

Dans ce contexte, beaucoup d’approches ont été faites pour le cas homogène [23],
[46], [47], [54], [53]. Pour l’étude du cas non homogène, on note Lattés et Lions [56], qui
utilisent la méthode de quasi-réversibilité, puis de Hetrick et Hughes [11], ensuite de Dang
Duc Trong et Nguyen Huy Tuan [16] utilisant la quasi-réversibilité stabilisée et S. Djezzar
[58] avec la méthode des quasi-valeurs aux limites.

Dans ce travail, on utilise cette dernière méthode (quasi-boundary value method)
pour le traitement de la classe de problèmes non homogènes sous considération.

On s’intéresse à l’existence de la solution du problème (F.V.P ). On établie des résul-
tats d’existence et d’unicité de la solution du problème approché, ainsi que la dépendance
continue par rapport aux données.

Enfin nous établissons des résultats de la convergence de la solution régularisée, ainsi
que l’estimation de l’erreur obtenue.
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Chapitre 1

RAPPELS D’ANALYSE
FONCTIONNELLE

Afin de simplifier la lecture de ce travail, cette partie de ce mémoire est consacré pour
rappeler quelques définitions et résultats d’analyse fonctionnelle. Ces rappels concernent
les espaces de Hilbert, les opérateurs et leurs propriétés définis sur les espaces de Hilbert,
les semi-groupes ainsi que l’équation de la chaleur.

1.1 Les espaces de Hilbert

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1 : On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel réel H (resp :
complexe) une application φ de H × H dans R (resp : C) qui possède les propriétés
suivantes :

1. φ(u+ u′, v) = φ(u, v) + φ(u′, v).

2. φ(λu, v) = λ̄φ(u, v).

3. φ(v, u) = φ(u, v).

4. φ(v, v) ≥ 0.

5. φ(u, u) = 0 ⇔ u = 0. où u, u′ et v sont des éléments quelconques de H et λ un
élément quelconque de R (resp : C).

On déduit immédiatement de cette définition les propriétés suivantes :

1. φ(u, v + v′) = φ(u, v) + φ(u, v′)

2. φ(u, λv) = λφ(u, v)
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Remarque 1.1.2 : De nombreux auteurs adoptent la convention φ(λu, v) = λφ(u, v). Le
choix fait ici correspond à l’usage répandu parmi les physiciens.

Définition 1.1.3 : Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit
scalaire 〈u, v〉 et qui est complet pour la norme (〈u, u〉) 1

2 .

Exemple 1.1.4 :

1. (Rn, ‖.‖) = (Rn, 〈., .〉) avec 〈u, v〉 = ∑n
i=1 uivi est un espace de Hilbert (espace eucli-

dien).

2. (Cn, 〈., .〉) avec 〈u, v〉 = ∑n
i=1 ūivi est un espace de Hilbert (espace hermitien).

3. L2 ([0, 1],C) =
{
fonctions complexes L2 intégrables sur [0, 1] et 〈f, g〉 =

∫ 1
0 f̄ (t) .g (t) dt

}
.

Alors, (L2 ([0, 1] ,C) , 〈., .〉) est un espace de Hilbert contenant les fonctions complexes
continues sur [0, 1].

1.1.2 Définitions et propriétés des espaces de Hilbert

a) propriétés élémentaires

Proposition 1.1.5 : Soit H un espace normé, dont la norme dérive d’un produit
scalaire. On a :

1. Pour tous u, v, éléments de H, |〈u, v〉| ≤ ‖u‖.‖v‖ (Inégalité de Cauchy-Schwarz).

2. Pour tous u, v, éléments de H, ‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2) (Identité
du parallélogramme).

Réciproquement, on a :

Proposition 1.1.6 : Soit H un espace vectoriel normé. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. La norme ‖.‖ dérive d’un produit scalaire 〈., .〉.

2. La norme ‖.‖ vérifie l’identité du parallélogramme.

b) Somme Hilbertienne

Définition 1.1.7 : Soit (En)n≥1 une suite de sous-espaces fermés de H. On dit que
H est somme Hilbertienne des (En) et on note H = ⊕

n
En si :

(i) Les En sont deux à deux orthogonaux i.e : (u, v) = 0, ∀ v ∈ En, m 6= n.

(ii) L’espace vectoriel engendré par les (En)est dense dans H.

L’égalité dans l’inégalité de Bessel est caractérisée dans le théorème suivant :
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Théorème 1.1.8 : On suppose que H est somme Hilbertienne des (En)n≥1. Soit
u ∈ H et soit un = pEnu. Alors on a :

(a) u = ∑∞
n=1 un i.e. u = lim

k→∞

∑k
n=1 un.

(b) |u|2 = ∑∞
n=1 |un|

2 (égalité de Bessel-Parseval).

Réciproquement, étant donnée une suite (un) de H telle que

un ∈ En ∀ n et
∞∑
n=1
|un|2 <∞,

alors la série ∑
n
un est convergente et u = ∑∞

n=1 un vérifie un = pEnu.

c) Base Hilbertienne

Définition 1.1.9 : Soit (H, 〈., .〉) un espace Préhilbertien. Une famille orthonor-
male totale de H est appelée base hilbertienne de (H, 〈., .〉).
Soit (H, 〈., .〉) un espace Préhilbertien et (ei)i∈I une famille orthonormale de H.

1. On suppose que (ei)i∈I est une base hilbertienne de H. Soient u, v ∈ E. Si pour
tout i ∈ I, on a 〈v, ei〉 = 〈u, ei〉, alors v = u.

2. On suppose que (H, 〈., .〉) est un espace de Hilbert. Si on a {ei; i ∈ I}⊥ = {0},
alors (ei)i∈I est une base Hilbertienne de H.

Théorème 1.1.10 (Bessel-Parsevel) :
Soit (ei)i∈I une famille orthonormale de H. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1- La famille (ei)i∈I est une base Hilbertienne de H.

2- ∀ u, v ∈ E, 〈u, v〉 = ∑
i∈I
〈u, ei〉 〈ei, v〉.

Ainsi, si (ei)i∈I est une base hilbertienne de H. l’application de H dans L2 (I) définie
par u 7→ (〈u, ei〉)i∈I est une isométrie linéaire. Cette isométrie est surjective si et
seulement si H est un espace de Hilbert.

Théorème 1.1.11 : Soit (ei)i∈I une famille orthonormale de H. Alors, pour tout
u ∈ H, ∑

i∈I
|〈u, ei〉|2 ≤ ‖u‖2.

Théorème 1.1.12 : Soit (ei)i∈I une base Hilbertienne de H. Alors, pour tout élé-
ment u de H, u = ∑

i∈I
〈u, ei〉 ei.
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1.2 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert

1.2.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.2.1 : Soit H un espace vectoriel normé, on appelle opérateur linéaire borné
toute application linéaire continue de H dans H.

Si A est un opérateur linéaire borné.

∀ u ∈ H, ‖Au‖ ≤ ‖A‖ ‖u‖ ,

La norme de A étant définie par :

‖A‖ = sup
‖u‖≤1

‖Au‖ = sup
u∈H

‖Au‖
‖u‖

.

La norme de A est également donnée par

‖A‖ = sup
‖u‖≤1
‖v‖≤1

|〈Au, u〉| ,

En effet, en vertu de la relation de Cauchy-Schwartz, l’application v → |〈Au, v〉| est
majorée ‖Au‖ si ‖v‖ ≤ 1. Si Au 6= 0, |〈Au, v〉| atteint la valeur ‖Au‖, pour v = Au

‖Au‖
.

On en déduit donc :
‖Au‖ = sup

‖v‖≤1
|〈Au, u〉| ,

ce qui entraîne le résultat énoncé, compte tenu de la définition de ‖A‖.
A étant continu, si la suite (un)n∈N converge vers u, la suite (Aun)n∈N converge vers Au.
Il s’agit ici de convergence au sens de la norme.

Théorème 1.2.2 : Soient A et B deux opérateurs linéaires bornés et λ un scalaire, λA,
A+B et AB sont des opérateurs linéaires bornés et on a :

1. ‖λA‖ = |λ| ‖A‖

2. ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖

3. ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖.

Théorème 1.2.3 : Si A est un opérateur linéaire borné dans un espace de Hilbert E
ayant pour domaine H, il existe un opérateur linéaire borné Â dont le domaine est E tout
entier et qui est tel que :

(∀u ∈ H) , Âu = Au

9



et ∥∥∥Â∥∥∥ = ‖A‖

Définition 1.2.4 : Un opérateur linéaire A sur un espace de Hilbert H est dit hermitien
ou symétrique si, quels que soient u et v appartenant à H,

〈u,Av〉 = 〈Au, v〉

Théorème 1.2.5 : Étant donné un opérateur linéaire borné A sur un espace de Hilbert
H, il existe un opérateur linéaire borné A∗ et un seul, appelé adjoint de A, tel que, quels
que soient u et v appartenant à H on ait :

〈v,Au〉 = 〈A∗v, u〉 .

A et A∗ ont même norme.

Définition 1.2.6 : Soit A un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert H.

(1) On dit que A est unitaire s’il est l’inverse de son adjoint (AA∗ = A∗A = I).

(2) On dit que A est auto-adjoint s’il est identique à son adjoint (A = A∗).

Tout opérateur hermitien borné est auto-adjoint. Tout opérateur auto-adjoint est hermi-
tien.

1.2.2 Les opérateurs compacts

Soit E et F deux espace de Banach.

Définition 1.2.7 : Un opérateur linéaire A, défini sur un espace de Hilbert H, est dit
compact, ou complètement continu, si l’adhérence de l’image de toute partie bornée de H
est compacte.

Tout opérateur linéaire compact A est bornée. En effet, si on désigne par B(0, 1) la boule
fermée de rayon unité :

B(0, 1) = {u, ‖u‖ ≤ 1},

Ā(B(0, 1)) est par définition compacte et, par conséquent,

sup
‖u‖=1

‖Au‖ <∞,

ce qui signifie que A est borné.
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Théorème 1.2.8 : La limite A d’une suite convergente (An) d’opérateurs linéaires com-
pacts, définis dans un espace de Hilbert H, est un opérateur linéaire compact dans H.

Théorème 1.2.9 : L’ensemble K (E,F ) est un sous-espace vectoriel fermé de L (E,F )
(pour la norme ‖.‖L(E,F )).

Définition 1.2.10 : On dit qu’un opérateur A ∈ L (E,F ) est de rang fini si
dimR (A) <∞. Il est clair qu’un opérateur continu de rang fini est compact.

Corollaire 1.2.11 : Soit (An) une suite d’opérateur continu de rang fini de E dans F et
soit A ∈ L (E,F ) tels que ‖An − A‖L(E,F ) → 0, Alors A ∈ K (E,F ).

Proposition 1.2.12 : Soient E, F et G trois espace de Banach. Si A ∈ L (E,F ) et
B ∈ K (F,G) [resp : A ∈ K (E,F ) et B ∈ L (F,G)], Alors B ◦ A ∈ K (E,F ).

Théorème 1.2.13 (Schauder) :
Si A ∈ K (E,F ), Alors A∗ ∈ K

(
E
′
, F
′
)
. Et réciproquement.

1.2.3 Opérateurs linéaires non bornés

On a vu que, dans le cas d’un opérateur borné, on pouvait toujours supposer que
son domaine était l’espace de Hilbert tout entier. Dans le cas d’un opérateur non borné il
n’en est pas de même ; le domaine de l’opérateur devra toujours être précisé et, lorsqu’on
effectuera des opérateur algébriques sur des opérateurs non bornés, les questions de do-
maine devront être examinées avec soin.
Si A est un opérateur linéaire borné sur un espace de Hilbert H, On peut associer à tant
vecteur v ∈ H on pouvait associer un vecteur A∗v ∈ H défini par :

(∀ u ∈ H) (∀ v ∈ H), 〈v,Au〉 = 〈A∗v, u〉 .

Si A n’est pas borné, on peut définir l’adjoint A∗ par :

(∀ u ∈ DA) (∀v ∈ DA∗), 〈v,Au〉 = 〈A∗v, u〉

Définition 1.2.14 : Un opérateur A défini dans un espace de Hilbert H est dit fermé si,
pour toute suite convergente (un) d’éléments de DA telle que la suite (Aun) soit conver-
gente, on a :

lim
n−→∞

un = u ∈ DA

et
lim
n−→∞

Aun = Au

11



Théorème 1.2.15 : Si A∗ est l’adjoint de opérateur linéaire A, A∗ est fermé.

Théorème 1.2.16 : Soit A un opérateur linéaire à domaine dense, si A ⊂ B alors
B∗ ⊂ A∗

Théorème 1.2.17 : Si A est un opérateur linéaire possédant un adjoint A∗ à domaine
dense, alors A∗∗ est une extension de A.

Définition 1.2.18 :

1. Un opérateur linéaire A défini dans un espace de Hilbert H est dit hermitien ou
symétrique si, quels que soient u et v appartenant à DA, on a :

〈v,Au〉 = 〈Av, u〉

2. Un opérateur linéaire A défini dans un espace de Hilbert H est dit auto-adjoint si :

A∗ = A

1.2.4 Opérateurs linéaires continus sur un espace de Hilbert

Proposition 1.2.19 : Pour tout A ∈ L (H) il existe un unique opérateur A∗ ∈ L (E) tel
que :

∀ u, v ∈ E, 〈Au, v〉 = 〈u,A∗v〉 .

L’opérateur A∗ est appelé l’adjoint de A. De plus, ‖A∗‖ = ‖A‖.

Les propriétés suivantes se déduisent immédiatement de la définition de l’adjoint.

Proposition 1.2.20 : L’application de L (H) dans lui-même définie par A 7−→ A∗ est
une application linéaire si k = R, antilinéaire si k = C. C’est en outre une isométrie
involutive (i.e. pour tout A ∈ L (H), A∗∗ = A). De plus, I∗ = I et

∀ A,B ∈ L (H) , (AB)∗ = B∗A∗.

Proposition 1.2.21 : Pour tout A ∈ L (H), on a :

‖AA∗‖ = ‖A∗A‖ = ‖A‖2 .

Un opérateur A ∈ L (H) est appelé auto-adjoint si A = A∗. On dit aussi symétrique si
k = R où hermitien si k = C. D’après ce qui précède. On voit que si A est auto-adjoint,
alors ‖A2‖ = ‖A‖2.
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Proposition 1.2.22 : On suppose que H 6= 0. Pour tout opérateur auto-adjoint
A ∈ L (H).

‖A‖ = sup {|〈Au, u〉| avec u ∈ H et ‖u‖ = 1} .

1.2.5 Spectre d’un opérateur compact

Définition 1.2.23 : Soit A ∈ L (H). L’ensemble résolvant est : ρ (A) = {λ ∈ R; (A− λI)}
est bijectif de H sur H. Le spectre σ(A) est le complémentaire de l’ensemble résolvant,

σ(A) = R\ρ (A) .

On dit que λ est valeur propre -et on note λ ∈ V P (A)- si N (A− λI) 6= 0. N (A− λI)
est l’espace propre associé à λ.

Remarque 1.2.24 : Il est important de retenir que si λ ∈ ρ (A) alors :

(A− λI)−1 ∈ L (H) .

Il est clair que V P (A) ⊂ σ(A). En général, l’inclusion est stricte. Il peut existe λ tel
que : N (A− λI) = {0} et (A− λI) 6= E. (Un tel λ appartient au spectre mais n’est pas
valeur propre).

Proposition 1.2.25 : Le spectre σ (A) est un ensemble compact et

σ (A) ⊂ [−‖A‖ ,+ ‖A‖] .

Théorème 1.2.26 : Soit A opérateur linéaire défini dans un espace de Hilbert H.

1. Son ensemble résolvant ρ(A) est ouvert.

2. La fonction λ→ Rλ(A) est analytique pour tout λ appartenant à ρ(A).

3. Son spectre σ(A) est fermé et non vide.

Théorème 1.2.27 : Soit A opérateur linéaire auto-adjoint défini dans un espace de Hil-
bert H.

1. Ses valeurs propres sont réelles.

2. Les vecteurs propres associés à des valeurs propres différentes sont orthogonaux.

3. Son spectre résiduel est vide.

4. Son spectre continu est réel.
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1.2.6 Décomposition spectrale des opérateurs auto-adjoints com-
pacts

On suppose dans la suite que H est un espace de Hilbert et que A ∈ L(H). Identifiant
A
′ et H on peut considérer que A∗ ∈ L(H).

Définition 1.2.28 : On dit qu’un opérateur A ∈ L(H) est auto-adjoint si A∗ = A, c’est-
à-dire :

(Au, v) = (u,Av) , ∀u, v ∈ H.

Soit A ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint. On pose

m = inf
u∈H
|u|=1

(Au, u) et M = sup
u∈H
|u|=1

(Au, u)

Alors σ (A) ⊂ [m,M ], m ∈ σ (A) et M ∈ σ (A).

Corollaire 1.2.29 : Soit A ∈ L(H) un opérateur auto-adjoint tel que σ (A) = {0}. Alors

A = 0.

Théorème 1.2.30 : On suppose que H est séparable. Soit A un opérateur auto-adjoint
compact. Alors H admet une base Hilbertienne formée de vecteurs propre de A.

1.3 Théorème de Hille-Yosida

1.3.1 Équations différentielles dans un espace de Banach

Soit A ∈ L(X). Pour tout t ∈ R la série ∑∞n=0
tn

A!A
n converge dans L(X). L’opérateur

limite est noté etA. On peut facilement vérifier les propriétés suivantes :
(i) e0A = I,

(ii) e(s+t)A = esAetA, pour tout s ∈ R et tout t ∈ R,
(iii) lim

t→0
‖etA − I‖ = 0,

(iv) Ax = lim
t→0

1
t
‖etAx− x‖ pour tout x ∈ X,

(v) l’équation différentielle
x′ = Ax+ f, x(0) = x0 (1.1)

avec f ∈ L1([0, T ];X) et x0 ∈ X, admet pour solution

x(t) = etAx0 +
∫ t

0
e(t−s)Af(s)ds pour tout t ∈ [0, T ]
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1.3.2 L’équation de la chaleur en dimension 1

Considérons l’équation
y ∈ L2([0, T ];H1

0 [0, L]) ∩ C([0, T ];L2[0, L]),

yt − yxx = 0 dans [0, L]× [0, T ],
y(0, t) = y(L, t) = 0 dans [0, T ],
y(x, 0) = y0(x) dans [0, L].

(1.2)

où T > 0, L > 0 et y0 ∈ L2[0, L]. Nous pouvons récrire l’équation sous la forme
y ∈ L2([0, T ];H1

0 [0, L]) ∩ C([0, T ];L2[0, L]) et dy

dt
∈ L2([0, T ];H−1[0, L]),


dy

dt
= Ay dans L2([0, T ];H1

0 [0, L]),
y(0) = y0 dans L2[0, L].

(1.3)

où A ∈ L(H1
0 [0, L]; H−1[0, L]) est défini par

〈Ay, z〉 = −
∫

Ω
∇y.∇z dx.

On peut aussi définir A comme opérateur non borné dans L2[0, L], en posant

D(A) = H2[0, L] ∩H1
0 [0, L], Ay = yxx.

L’équation (1.3) est bien de la forme (1.1). Nous souhaiterions donc écrire la solution de
l’équation (1.3) sous la forme

y(t) = etAy0.

Mais A étant un opérateur non borné dans L2[0, L], l’opérateur etA ne peut pas être défini
comme dans la section 1. Essayons de trouver une autre définition pour etA. Pour cela
remarquons que la famille (φk)k≥1 définie par

φk =
√

2
L

sin
(
kπx

L

)
,

est une base hilbertienne de L2[0, L], formée de fonctions propres de l’opérateur (A,D(A)).
Recherchons la solution de l’équation (1.2) sous la forme :

y(x, t) =
∞∑
k=1

gk(t)φk(x).
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Si l’équation (1.2) est vérifiée au sens des distributions dans [0, L]× [0, T ], alors gk vérifie

g′k + k2π2

L2 gk = 0 dans [0, T ], gk(0) = y0k = (y0, φk).

On a donc
gk(t) = y0ke

−k2π2t
L2 .

On pose
y(x, t) =

∞∑
k=1

y0ke
−k2π2t
L2 φk(x). (1.4)

On peut facilement vérifier que (y ∈ L2([0, T ];H1
0 [0, L]) ∩ C([0, T ];L2[0, L])) et que y est

solution de l’équation (1.2).
Remarquons que la série de (1.4) n’est pas définie pour t < 0.
Posons

S(t)y0 =
∞∑
k=1

(y0, φk)e
−k2π2t
L2 φk(x).

Les conditions (i) et (ii) de la section 1 sont donc vérifiées par la famille d’opérateurs
(S(t))t≥0.
La condition (iii) est remplacée par

lim
t→0
‖S(t)y0 − y0‖L2[0,L] = 0

Ce sont ces propriétés qui permettent d’étendre la notion d’exponentielle d’opérateurs au
cas des opérateurs non bornés.

1.3.3 Semi-groupe fortement continu sur un espace de Banach

Définition 1.3.1 : Une famille d’opérateurs (S(t))t≥0 de L(H) est un semi-groupe for-
tement continu sur H lorsque les conditions suivantes sont réalisées :
(i) S(0) = I.
(ii) S(t+ s) = S(t)S(s) pour tout t ≥ 0 et tout s ≥ 0.
(iii) lim

t−→0
‖S (t)x− x‖ = 0 pour tout x ∈ H.

Théorème 1.3.2 : Soit (S(t))t≥0 un semi-groupe fortement continu sur H. Alors il existe
des constantes ω ≥ 0 et M ≥ 1 telles que : ‖S (t)‖ ≤Me(ωt) pour tout t ≥ 0.

Corollaire 1.3.3 : Si (S(t))t≥0 est un semi-groupe fortement continu sur H alors, pour
tout x ∈ H l’application :

t −→ S(t) est continue de [0,∞[ dans H.
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Définition 1.3.4 : Soit (S(t))t≥0 un semi-groupe fortement continu sur H. On appelle
générateur infinitésimal du semi-groupe (S(t))t≥0, l’opérateur non borné (A,D(A)) défini
par :

D(A) =
{
x ∈ H : lim

t−→0

S (t)x− x
t

existe dans X

}
et

Ax = lim
t−→0

S (t)x− x
t

pour x ∈ H.

Théorème 1.3.5 : Soit (S(t))t≥0 un semi-groupe fortement continu sur H et (A,D(A))
son générateur infinitésimal. Les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Pour tout x ∈ H, on a
lim
t−→0

1
h

∫ t+h

t
S (s) ds = S (t)x.

(ii) Pour tout x ∈ H et tout t > 0,
∫ t

0 S (s)xds appartient à D(A) et

A
(∫ t

0
S (s)xds

)
= S (t)x− x.

(iii) Si x ∈ D(A) alors S(t)x ∈ D(A) et

d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax.

(iv) Si x ∈ D(A) alors

S(t)x− S(s)x =
∫ t

s
S(τ)Ax dτ =

∫ t

s
AS(τ)x dτ.

Corollaire 1.3.6 : Si (A,D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))t≥0

fortement continu sur X alors D(A) est dense dans X, et A est fermé.

Théorème 1.3.7 : Si (A,D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe (S(t))t≥0

fortement continu sur X. Pour tout x0 ∈ D(A), x(t) = S(t)x0 est l’unique solution du
problème

x ∈ C([0,∞];D(A)) ∩ C1([0,∞];X),

x′(t) = Ax(t) pour tout t ≥ 0, x(0) = x0.

1.3.4 Le Théorème de Hille-Yosida

Théorème 1.3.8 (théorème de Hille-yosida 1) :
Un opérateur linéaire non borné (A,D(A)) dans X est le générateur infinitésimal
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d’un semi-groupe de contractions sur X si et seulement si les conditions suivantes sont
satisfaites :

(i) A est fermé.

(ii) D(A) est dense dans X.

(iii) Pour tout λ > 0, (λI−A) est une application bijective de D(A) sur X, et (λI−A)−1

est un opérateur borné sur X vérifiant :

∥∥∥(λI − A)−1
∥∥∥ ≤ 1

λ
.

Théorème 1.3.9 (Théorème de Hille-Yosida 2 ) :
Un opérateur linéaire non borné (A,D(A)) dans H est le générateur infinitésimal d’un

semi-groupe de contractions sur H si et seulement si A est m-dissipatif et de domaine
dense dans H.

1.3.5 Opérateurs m−dissipatifs

Définition 1.3.10 : Un opérateur (A,D(A)), linéaire non borné dans X, est dissipatif si

∀ x ∈ D(A), ∀ λ > 0, ‖λx− Ax‖ ≥ λ‖x‖

Définition 1.3.11 : Un opérateur (A,D(A)), linéaire non borné dans X, estm−dissipatif
si

• A est dissipatif,

• ∀ f ∈ X, ∀ λ > 0, ∃ x ∈ D(A) tel que λx− Ax = f .

Théorème 1.3.12 : Si A est m−dissipatif alors, pour tout λ > 0, l’opérateur (λI − A)
admet un inverse, (λI −A)−1f appartient à D(A) pour tout f ∈ X, et (λI −A)−1 est un
opérateur linéaire borné sur X vérifiant

‖(λI − A)−1‖ ≤ 1
λ

Théorème 1.3.13 : Soit (A,D(A)) un opérateur non borné dans X. S’il existe λ0 > 0
pour lequel l’opérateur (λ0I − A) est une bijection de D(A) sur X, et si (λ0I − A)−1 est
un opérateur borné sur X, alors A est fermé.
En particulier, si A est m−dissipatif alors A est fermé.

Corollaire 1.3.14 : Soit A un opérateur m−dissipatif. L’espace (D(A), ‖.‖D(A)) est un
espace de Banach et A|D(A) ∈ L(D(A), X).
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Définition 1.3.15 : Soit A un opérateur m−dissipatif dans X. La famille d’opérateurs
R(λ,A), λ > 0, définie par R(λ,A) = (λI − A)−1 est appelée résolvant de A.
L’opérateur Aλ = λAR(λ,A) est appelé � approximation de Yosida � de A.

Théorème 1.3.16 : Soit A un opérateur m−dissipatif de domaine dense dans X. Alors

lim
λ−→∞

‖λR(λ,A)x− x‖ = 0, pour tout x ∈ X.

De plus
lim
λ−→∞

‖Aλx− Ax‖ = 0, pour tout x ∈ D(A).

Théorème 1.3.17 : Soit (A,D(A)) un opérateur dissipatif et de domaine dense dans X.
Si A est fermé et A∗ est dissipatif alors A est m−dissipatif.

1.3.6 Opérateurs m−dissipatifs dans un espace de Hilbert

Dans cette section nous supposons que X est un espace de Hilbert.

Théorème 1.3.18 : Un opérateur (A,D(A)), linéaire non borné dans X, est dissipatif
si et seulement si

∀ x ∈ D(A), (Ax, x) ≤ 0

Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est remplacée par

∀ x ∈ D(A), Re(Ax, x) ≤ 0

Théorème 1.3.19 : Si A est m−dissipatif alors D(A) est dense dans X.

Théorème 1.3.20 : Soit A un opérateur dissipatif et de domaine dense dans X. Alors
A est m−dissipatif si et seulement si A est fermé et A∗ est dissipatif.

Définition 1.3.21 : Un opérateur linéaire non borné (A,D(A)), de domaine dense dans
X est dit auto-adjoint si A = A∗. Il est dit anti-adjoint si A = −A∗.
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Chapitre 2

QUELQUES MÉTHODES DE
RÉGULARISATION DE
PROBLÈMES MAL POSÉS

Dans ce chapitre on rappelle la notion de problème bien posé au sens de Hadamard,
et on donne certains exemples de problèmes mal posés, nous terminerons par quelques
méthodes connues de régularisation comme la méthode de Tikhonov, la méthode de La-
vrentiev, Le principe de Morozov, la méthode de quasi-révèrsibilité et la méthode des
quasi-valeurs aux limites (quasi-boundary value method).

2.1 Problème bien et mal posé
D’après Jacques Hadamard (voir [24],[25]) un problème est dit bien posé (correcte-

ment posé) si le problème admet une solution (Existence), si elle est unique (Unicité) et
si elle est stable (Stabilité). Le problème est dit mal posé si au moins une de ces trois
conditions n’est pas vérifiée. Illustrons cela sur l’exemple suivant :
Soient E, F deux espaces métriques et A : E −→ F un opérateur linéaire :

Ax = b (2.1)

Notons que plusieurs problèmes physiques, se ramènent à une telle équation, le problème
(2.1) est dit bien posé si ces trois conditions sont vérifiées simultanément :

1. Existence : Pour tout second membre l’équation (2.1) admet une solution

∀ y ∈ F, ∃ x ∈ E : Ax = y.
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2. Unicité : La solution est unique ∀ x1, x2 ∈ E : Ax1 = Ax2 ⇒ x1 = x2.
3. Le problème est stable sur les espaces E et F : c’est à dire qu’une petite

perturbation du second membre y donne une petite perturbation de la solution x

c’est à dire(La solution dépend continûment des données).
Plusieurs problèmes physiques ne vérifient pas forcément ces conditions simultanément.
Alors si au moins une de ces trois conditions n’est pas vérifiées, le problème du type (2.1)
est dit mal posé.

Tikhonov A. a reformulé en 1943(voir[7]) la définition d’un problème bien posé, élar-
gissant ainsi la classe des problèmes mal posés. Selon Tikhonov, un problème vérifie les
trois conditions suivantes :

1. La solution du problème (2.1) existe et appartient à un ensemble donné à priori M
inclus dans E pour une classe de données dans F .

∀ y ∈ N ⊂ F, ∃ x ∈M ⊂ E : Ax = y

2. Cette solution est unique dans la classe M .

∀ x1, x2 ∈M ⊂ E : Ax1 = Ax2 ⇒ x1 = x2

3. A une perturbation infiniment petite du second membre telle que la solution reste
dans M correspond une variation infiniment petite de cette solution.

lim
∼
y→y

∼
x = x, tel que Ax = y, A

∼
x = ∼

y et x,
∼
x ∈M

On donne quelques exemples des problèmes bien posés :

Exemple 2.1.1 : Résoudre le système linéaire

Ax = b où A ∈Mn (R) avec det (A) 6= 0 et b ∈ Rn

sont donnés et où x ∈ Rn est l’inconnue : c’est un système de Cramer. La solution x

unique s’exprime à l’aide des formules de Cramer comme des fractions rationnelles en les
coefficients de la matrice A et les composantes du vecteur b : c’est donc un problème bien
posé.

Exemple 2.1.2 : Résoudre l’équation différentielle

y′ (x) = y (x) sur R avec la condition initiale y (0) = α.
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La solution y(x) = αex est unique et dépend continûment de la donnée α : c’est donc un
problème bien posé.

2.2 Exemples de problèmes mal posés
On donne quelques exemples des problèmes mal posés :

Exemple 2.2.1 : La différentiation est l’intégration sont deux problèmes inverses l’un
de l’autre. Il est plus habituel de penser à la différentiation comme problème direct, et à
l’intégration comme problème inverse.
En fait, l’intégration possède de bonnes propriétes mathématiques qui conduisent à la
considérer comme le problème direct. Et la différentiation est le « prototype » du problème
mal posé, comme nous allons le voir. Considérons l’espace de Hilbert L2(Ω), et l’opérateur
intégral A défini par :

Af(x) =
∫ x

0
f(t)dt

Il est facile de voir directement que A ∈ L(L2([0, 1])). Cet opérateur est injectif, par contre
son image est le sous espace vectoriel :

ImA = f ∈ H1([0, 1]); f(0) = 0

où H1([0, 1]) est l’espace de Sobolev. En effet, l’équation :

Af = g

est équivalente à :
f(x) = g′(x) et g(0) = 0

L’image de A n’est pas fermée dans L2([0, 1]) (bien entendu, elle l’est dans H1[0, 1]).
En conséquence, l’inverse de A n’est pas continu sur L2([0, 1]), comme le montre l’exemple
suivant : Considérons une fonction f ∈ C1([0, 1]), et n ∈ N . Soit :

fn(x) = f(x) + 1
n

sin(n2x)

Alors :
f ′n(x) = f ′(x) + n cos(n2x)

De simples calculs montrent que :

‖f − fn‖2 = 1
n

(1
2 −

1
4n sin(2n2)

) 1
2

= O(n)
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alors que :

‖f ′ − f ′n‖2 = n
(1

2 + 1
4n sin(2n2)

) 1
2

= O
( 1
n

)
Ainsi, la différence entre f ′ et f ′n peut-être arbitrairement grande, alors même que la
différence entre f et fn est arbitrairement petite. L’opérateur de dérivation (l’inverse de
A) n’est donc pas continu, au moins avec ce choix des normes.

Exemple 2.2.2 : Soit le problème suivant :

Au = f

A ∈ L(H,F ), H, F des espaces de Hilbert.
Si A est compact et R(A) non fermé alors, le problème est mal posé.
R(A) est non fermé⇒ A−1 est non borné⇒ la troisième condition n’est donc pas vérifiée.
Le problème reste mal posé.

Exemple 2.2.3 Considérons l’équation différentielle : u′(x) = u(x)− 1
u(0) = 0

Cette équation admet comme solution :

u(x) = ex − 1

Si la condition initiale est donnée par u(0) = ε, la solution est alors :

v(x) = (1 + ε)ex − 1

De sorte que la différence s’écrit :

v(x)− u(x) = εex

Si x varie dans l’intervalle [0, 30], on a :

v(30)− u(30) = e30ε ' 1013ε

Si la précision des calculs est de 10−10, le problème est numériquement mal posé, bien que
mathématiquement bien posé.
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Exemple 2.2.4 : Considérons l’espace de Hilbert l2 de dimension infinie tel que :

x = (x1, x2, . . . xn, . . .) ∈ l2 ⇒
+∞∑
i≥1

x2
i

 < +∞, et ‖x‖l2 =
+∞∑
i≥1

x2
i


Soit A : l2 → l2 un opérateur diagonal dans l2 tel que :

Ax =
(
x1,

x2

2 , . . . ,
xn
n
, . . .

)
.

Considérons le problème :
Ax = y

l’inverse A−1 de A est donné par :

A−1y = (y1, 2y2, . . . , nyn, . . .)

Donc on a l’existence de la solution de ce problème pour un certain y ∈ l2, et on peut
encore montrer facilement l’unicité de la solution. Prenons maintenant :

yn =
(

0, 0, . . . , 1√
n
, 0, . . .

)
,

donc
A−1yn = (0, 0, . . . ,

√
n, 0, . . .),

‖yn‖l2 = 1√
n
−→ 0 lorsque n tend vers +∞, mais ‖A−1yn‖l2 =

√
n −→ +∞ lorsque n

tend vers +∞. Donc on a pas la stabilité de la solution d’où le problème est mal posé.

Exemple 2.2.5 (Problème rétrograde pour l’équation de la chaleur) :
un corps Ω de conductivité thermique k est chauffé (peu importe comment). Nous

connaissons les conditions aux limites à tout instant. De plus, à un certain instant T > 0,
on mesure le champ de température θ(x, T ) qui règne dans Ω. Peut-on retrouver le champ
de température initial θ(x, t = 0)?

Ce problème revient à résoudre l’équation de la chaleur :

∂θ

∂t
− div(k5 r) = 0 + ( condition aux limites) (2.2)

dans le sens rétrograde (en donnant, outre les conditions aux limites, des conditions fi-
nales). Or, si le problème d’évolution direct ((2.2) + conditions aux limites + conditions
initiales) est stable, sa contrepartie rétrograde est instable : une petite erreur sur la mesure
de θ(x, T ) peut entraîner une grande erreur sur la reconstruction de θ(x, 0).
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Pour s’en convaincre, plaçons-nous dans le cas le plus simple : Ω = R et k(x) =(constante)
et considérons le problème d’évolution associé :

∂θ

∂t
− k ∂

2θ

∂x2 = 0

 θ(x, 0) = θ0(x) (condition initiale)
θ(x, t) −→

x−→∞
0 (conditions à l’infini)

(2.3)

Prenant la transformée de Fourier en espace de (2.3), on obtient sans difficulté l’expression
générale de θ solution de (2.3) sous réserve que la transformée de Fourier en espace θ̂0(ω)
de θ0(x) ait un sens :

θ(x, t) = 1
2π

∫
R
e−ω

2kteiωtθ̂(ω)dω (2.4)

L’intégrale ci-dessus n’a de sens que pour t positif et diverge pour t négatif, d’où l’impos-
sibilité de résoudre (2.3) � en remontant le temps �. Cet exemple se généralise à (2.2).

D’une manière plus qualitative, on peut aussi considérer la solution élémentaire bien
connue de l’équation de la chaleur, où une singularité initiale (θ0(x) = δ(x)) se diffuse au
fil du temps, le champ de température à l’instant t étant une gaussienne (figure (2.2.1)).
Réciproquement, connaissant la solution élémentaire à un instant T , il est impossible de
� remonter � à un instant négatif, en-deçà de la singularité initiale : on ne sait pas
donner de sens aux événements antérieurs à cette singularité. Si, se trompant sur la date
de la condition initiale, on la cherche à un instant t0 < 0, on ne peut aboutir.

Remarquons que ce phénomène de � dilution � d’une singularité initiale est lié au
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caractère parabolique de l’équation d’évolution thermique. Dans le cas des équations d’évo-
lution hyperboliques (équation des ondes,. . . ), les singularités se propagent et leur nature
se conserve au cours du temps.

Exemple 2.2.6 :

Si A : C1 [a, b] −→ C [a, b] est défini par Af = f , alors ce problème est mal posé parce que

si f(x) = g(x) + a cos(ωx)⇒ f ′(x) = g′(x)− aω sin(ωx)

et pour a petit ‖f − g‖ = sup
x
|f(x)− g(x)| est petit, mais pour ω suffisamment grand,

‖f ′ − g′‖ peut être aussi grand qu’on vent. Par exemple, aux figures (2.2.2) et (2.2.3) on
voit deux courbes qui sont presque identiques. Les dérivées d’ordre trois sont présentées
aux figures (2.2.4) et (2.2.5) sur la même échelle. La différence importante entre les deux
courbes, malgré une différence très petite des courbes de départ est caractéristique d’un
problème mal posé.

Notons que ce problème peut être stabilisé par un choix de norme de type Sobolev sur
l’espace de départ.
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Exemple 2.2.7 : Soit
Af =

∫
K(x, y)f(y)dy

avec K ∈ L2(Rn×Rn) et f ∈ L2(Rn). Il est bien connu que A est complètement continue
et que ses valeurs propres n’ont de point limite qu’éventuellement à 0.
Si 0 est un point limite mais n’est pas lui-même une valeur propre-ce qui sera le cas s’il
n’existe pas de f 6= 0 tel que Af = 0, alors A a un inverse. Mais puisque 0 est dans le
spectre, ce n’est pas un point régulier et par conséquent A−1 n’est pas borné. Comme cas
particulier de l’exemple précédent, on considère la convolution dans L2.

g = Af =
∫ +∞

−∞
K(x− y)f(y)dy.

la transformée de Fourier ∼g = F(g), on obtient ∼g =
∼
K
∼
f , d’où

f = F−1(
∼
f) = F−1

[ ∼
g
∼
K

]

Si l’inverse existe. Supposons maintenant que l’on observe une perturbation de g, soit
g
′ = g + ε.

Alors notre estimateur de f , f ′, sera

f ′ = F−1
[ ∼
g
∼
K

]
= f + F−1

( ∼
ε
∼
K

)

mais si ε est un bruit blanc et si
∼
K(ω)→ 0 quand ω →∞, l’estimateur n’existera pas.

Dans un calcul numérique nous appliquons un seuillage du spectre et une solution
existe, mais elle est instable par rapports aux petits changements de seuillage.

2.3 Méthodes de régularisation de problèmes mal po-
sés

2.3.1 Méthode de Tikhonov

Pour présenter le principe de la régularisation on va considérer un problème inverse
Kx = y où K : X −→ Y est un opérateur compact injectif. Le fait de choisir K injectif
n’est pas très contraignant car on peut toujours restreindre l’espace X au complément
orthogonal de N(K), où N désigne le noyau. Les espaces X et Y sont des espaces de
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Hilbert. On supposera de plus que y ∈ K(X), i.e. le problème inverse possède une solution
unique.
Ce qui rend le problème mal-posé est la non continuité de l’opérateur inverse. Soit µ > 0.

Définition 2.3.1 : Une famille d’opérateurs linéaires bornés Rµ : Y −→ X est une
stratégie de régularisation si

∀ x ∈ X, lim
µ−→0

RµKx = x

i.e. l’opérateur RµK converge simplement vers l’identité.

Soit Rµ une stratégie de régularisation pour l’opérateur K : X −→ Y , où X est un espace
de dimension infinie. Alors :

1. Les opérateurs Rµ ne sont pas uniformément bornés : il existe une suite
{µj}j∈N ⊂ R+ telle que

lim
j
‖Rµj‖L(Y,X) =∞.

2. Il n’y a pas de convergence de RµK vers l’identité au sens de la norme d’opérateur.
Pour la démonstration de ce théorème voir [1] (pp 24-25).

La donnée initiale y ∈ Y n’est jamais connue exactement : il y a toujours un bruit qui
vient la perturber. Notons yδ la donnée perturbée où le nombre δ > 0 est le niveau de
bruit, i.e. ∥∥∥y − yδ∥∥∥

Y
≤ δ

Notons xµ,δ = Rµy
δ l’approximation de la solution du problème inverse Kx = y

obtenue avec l’opérateur de régularisation et la donnée perturbée. En utilisant l’inégalité
triangulaire sur

∥∥∥xµ,δ − x∥∥∥
X

on obtient :

∥∥∥xµ,δ − x∥∥∥
X
≤ δ ‖Rµ‖L(Y,X) + ‖RµKx− x‖X

Le premier terme de droite de (2.3.1) représente la majoration de l’erreur due au
niveau de bruit. Par le Théorème (2.3.2), nous avons vu que ‖Rµ‖ −→ ∞ quand µ −→ 0.
Il ne faut donc pas choisir µ trop petit sinon l’erreur peut devenir très grande. Par contre
le second terme de droite de l’équation tend vers 0 quand µ tend vers 0 par définition de
Rµ.

Nous allons faire tendre le niveau de bruit δ vers 0 et nous allons choisir une stratégie
de régularisation de manière à ne pas commettre une trop grande erreur sur la vraie
solution x.
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Une stratégie de régularisation δ 7−→ µ (δ) est admissible si pour tout

x ∈ X limµ (δ)
δ−→0

= 0 et lim
δ−→0

sup
yδ∈Y

{∥∥∥Rµ(δ)yδ − x
∥∥∥
X

; tel que
∥∥∥Kx− yδ∥∥∥

Y
≤ δ

}
= 0.

Plusieurs exemples de stratégies de régularisation admissibles se trouvent dans [1].
Nous allons présenter dans la section suivante la méthode de Tikhonov pour approcher

les problèmes inverses.
Le principe de cette méthode pour résoudre le problème inverse mal posé Kx = y est

de choisir comme solution l’élément xµ ∈ X qui minimise la quantité

‖Kx− y‖2
Y + µ ‖x‖2

X

L’existence et l’unicité du minimum est immédiate par coercivité et stricte convexité
de x 7−→ ‖x‖2

X . Le paramètre µ est appelé le paramètre de régularisation. Pour que
l’élément xµ qui réalise le minimum ait une faible erreur avec la donnée y, ce paramètre
doit être choisi assez petit. Il doit également être choisi assez grand pour que la stricte
convexité du terme ‖x‖X corrige l’instabilité du problème posé. On appelle x 7−→ ‖x‖2

X

la fonctionnelle régularisante. On a le résultat suivant [1], [2], [3].
Soit µ > 0 et K : X 7−→ Y un opérateur linéaire borné de l’espace de Hilbert X vers

l’espace de Hilbert Y . Alors la fonctionnelle de Tikhonov admet un unique minimum en
xµ ∈ X. L’élément xµ est la solution de l’équation normale

µxµ +K∗Kxµ = K∗y

Grâce à cette équation nous pouvons définir l’opérateur de régularisation de Tikhonov
par :

Rµ = (µI +K∗K)−1K : Y → X (2.5)

Il reste à démontrer que cet opérateur est bien un opérateur de régularisation et sous
quelles conditions le choix de µ en fonction du niveau de bruit δ est admissible. C’est
l’objet du théorème suivant :

Théorème 2.3.2 : Soient K : X 7−→ Y un opérateur linéaire compact et µ > 0. L’opé-
rateur µI + K∗K est inversible et l’opérateur Rµ défini par (2.5) est une stratégie de
régularisation avec

‖R‖L(Y,X) ≤
1

2√µ (2.6)

Tout choix de µ(δ)→ 0 avec δ2µ(δ)→ 0 est admissible, [3], [41].
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La méthode de régularisation de Tikhonov, i.e. la minimisation globale de la fonctionnelle,
est en fait équivalente à un autre problème de minimisation avec contraintes.
Ce résultat important permet de comprendre la méthode sous deux angles différents.

Soit x la solution de problème

min
x∈X
‖kx− y‖2

Y + µ ‖x‖2
X (2.7)

Posons ε = ‖kxµ − y‖Y et Dε = {x ∈ X | ‖kx− y‖Y ≤ ε}. Alors xµ est aussi solution
du problème

min
x∈Dε
‖x‖2

X (2.8)

Réciproquement si xε est la solution de (2.8) et si 0 6= Dε ; alors il existe µε > 0 tel que
xε, soit la solution de (2.7).

La méthode de régularisation de Tikhonov est une des méthodes les plus employées
pour résoudre les problèmes mal posés. Par exemple elle est utilisée avec succès pour
inverser les matrices mal conditionnées [2], [62]. Cependant le choix de la norme au carré
comme opérateur de régularisation n’est pas toujours efficace car, il faut sélectionner
l’opérateur de régularisation en fonction de ce que l’on cherche à obtenir. Dans les exemples
numériques qui vont suivre on verra que le choix de l’opérateur de régularisation conduit
à des solutions radicalement différentes.

Le problème du calcul numérique de la dérivée d’une fonction que l’on mesure est
un problème mal posé. Pour voir cela on considère l’espace de Banach X des fonctions
C∞définies sur [0, 1] à valeurs dans R muni de la norme de la convergence uniforme.

On définit l’opérateur linéaire I : X → X par :

If(t) =
∫ t

0
f(s)ds, ∀ f ∈ X

Le problème direct consiste donc à calculer la primitive de f ∈ X qui vaut 0 en 0,
ce problème est clairement bien posé. Pour résoudre le problème inverse il faut, connais-
sant F ∈ X calculer sa dérivée f ∈ X. Le problème inverse est mal posé. En effet, nous
savons qu’il existe une dérivée unique de F ∈ X mais, l’opérateur de dérivation n’est pas
continu de X dans lui même. La figure (2.3.1) permet d’observer cette instabilité, nous
avons calculé la dérivée de la fonction t 7−→ sin(3t) + p(t) où la fonction p est une petite
perturbation. On observe une grande déviation entre la dérivée de la fonction F et celle
de la fonction perturbée.
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La figure(2.3.1) représente la fonction F : t→ sin(3t) et la même fonction perturbée par
un bruit blanc. Sur la figure (2.3.2), la dérivée de F et son évaluation numérique.

31



Nous allons appliquer la méthode de Tikhonov pour résoudre ce problème de la dériva-
tion numérique. Pour cette résolution nous allons nous placer dans l’espace L2([0, 2π],R)
et nous calculons la dérivée en résolvant le problème

min
f∈L2([0,2π])

‖Fb − If‖2
L2([0,2π]) + µ ‖f‖2

L2([0,2π])

où Fb : [0, 2π] → R est la fonction dont nous voulons calculer la dérivée. On suppose
que cette fonction est une version perturbée de la fonction F et que l’erreur (le niveau
de bruit) est ‖F − Fb‖ = δ. On distingue sur la figure (2.3.1), la fonction F et sa version
perturbée Fb. qui nous ont servi pour l’exemple. On utilisant la méthode ci-dessus pour
calculer f , nous obtenons la fonction tracée sur la figure (2.3.3). Le paramètre de régula-
risation ayant été choisi convenablement par rapport au niveau de bruit.

On remarque que cette solution n’est pas satisfaisante car la fonction obtenue ne res-
semble pas beaucoup à un cosinus comme elle le devrait, cela s’explique par le fait que la
minimisation de la norme de f dans L2([0, 2π]), n’oblige pas la fonction obtenue à être
régulière. Une alternative pour apporter plus de régularité est d’utiliser la méthode de
Tikhonov dans un espace de Sobolev, plutôt que dans L2([0, 2π]).
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Calculons donc la solution du problème

min
f∈H1([0,2π])

‖Fb − If‖2
L2([0,2π]) + µ ‖f‖2

H1([0,2π])

La figure (2.3.4) montre la dérivée calculée de cette manière.

La fonction f est ici bien plus régulière que celle trouvée précédemment, de plus, elle
ressemble beaucoup à une fonction cosinus ce qui été le résultat souhaité. Cet exemple
montre clairement que pour résoudre un problème inverse, il faut rajouter des hypothèses
de manière à obtenir un résultat conforme à nos attentes.

2.3.2 Méthode de Lavrentiev

Soit A un opérateur linéaire compact sur un espace de Banach X. Une équation
linéaire de la forme

Ax = y (2.9)

sera appelée équation de première espèce. L’inconnue x est recherchée dans un espace de
Banach X. y est un élément connu d’un espace de Banach Y . Les espaces X et Y sont
tous deux réels ou tous deux complexes. L’ensemble de définition D(A) de A se confond
avec X tout entier. L’ensemble des valeurs R(A) de l’opérateur A est en général non
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fermé.
Supposons que N(A) = {0}, si X est de dimension infinie, l’opérateur A admet un

inverse A−1sur R(A) qui n’est pas borné. Cette circonstance, fait que le problème défini
par Ax = y devienne instable.

Cette méthode consiste à réduire l’équation Ax = y à une équation de deuxième
espèce (x−Ax = y). Voici un problème qui illustre clairement, l’idée de la régularisation.

Soient
∼
A et ∼y des ε approximation de A et de y respectivement. Considérons l’équation

approchée
∼
Ax = ∼

y (2.10)

Si par exemple,
∼
A = A et ∼y /∈ R(A), l’équation

∼
Ax = ∼

y n’a pas de solution. Même si
elle a une solution ∼x, nous n’avons aucune raison de croire que ∼x 7−→ x pour ε 7−→ 0,
où, x est solution de Ax = y. Proposons-nous de "régulariser" cette équation. A cet effet,
introduisons une équation auxiliaire de deuxième espèce

(
∼
A+ αI)xα = ∼

y, (2.11)

En choisissant le paramètre de régularisation α en fonction de ε, de telle sorte que xα tende
vers x pour ε→ 0. Cela est possible, en se donnant quelques restrictions supplémentaires.

Théorème 2.3.3 : Supposons que l’opérateur A vérifie pour tout α > 0, la condition

‖A+ αI‖−1 ≤ C

α

Supposons aussi que y ∈ D(A−2). Si le paramètre de régularisation α > 0, est choisi en
fonction de ε de telle sorte que, pour ε→ 0, on a aussi α→ 0 et εα−2 → 0, alors

xα → x pour ε→ 0.

Si
α = O(ε 1

3 ) pour ε→ 0.

Alors
‖xα − x‖ = O(ε 1

3 )

2.3.3 Le principe de Morozov

On donne ici un exemple de méthode de choix à posteriori du paramètre de régula-
risation. On expose la plus classique de celles-ci, "the discrepancy principle" de Morozov
[61], ou le principe de décalage de Morozov.

34



D’après kirsch [1], on présente un principe basé sur la méthode de régularisation de
Tikhonov.
On assume que K : X → Y est un opérateur compact et injectif défini entre les deux
espaces de Hilbert X et Y avec une image dense Im(K) ⊂ Y .

En étudie encore l’équation Kx = y, y ∈ Y .
On calcule maintenant le paramètre de régularisation α = α(δ) > 0 tel que la solution

de Tikhonov correspondante est la solution de l’équation αxα,δ +K∗Kxα,δ = K∗yδ et elle
est le minimum de Jα(x) = ‖Kx− y‖2 + α ‖x‖2 qui satisfait à l’équation

∥∥∥kxα,δ − yδ∥∥∥ = δ

On note que le choix de par "the discrepancy principle" garantie d’une part que l’erreur
est δ, d’autre part, α est très petit.

Théorème 2.3.4 : Soit K : X → Y est un opérateur linéaire et compact avec une image
dense dans Y .

Soit Kx = y, x ∈ X, y ∈ Y , yδ ∈ Y tels que :
∥∥∥y − yδ∥∥∥ ≤ δ <

∥∥∥yδ∥∥∥. Soit xα(δ) la
solution de Tikhonov satisfaisant

∥∥∥kxα(δ),δ − yδ
∥∥∥ = δ pour tout δ ∈ (0, δ0). Alors :

a) xα(δ),δ → x pour δ → 0. Donc "the discrepancy principle" est admissible.
b) Soit x = K∗z ∈ K∗(Y ) avec ‖z‖ ≤ E alors

∥∥∥xα(δ),δ − x
∥∥∥ ≤ 2

√
δE

Pour cela "the discrepancy principle" est une stratégie de régularisation optimale sous la
condition ‖(k∗)−1x‖ ≤ E.
La preuve de ce théorème est dans [1]. p.48.

La détermination de α(δ) est équivalente au problème de trouver la racine de la fonc-
tion monotone :

φ(α) =
∥∥∥kxα(δ),δ − yδ

∥∥∥2
− δ2

pour δ fixé. Ce n’est pas nécéssaire de satisfaire l’équation
∥∥∥kxα,δ − yδ∥∥∥ = δ, exactement,

une inclusion de la forme
c1δ ≤

∥∥∥kxα(δ),δ − yδ
∥∥∥ ≤ c2δ

est suffisante pour prouver les assertions du théorème précédent.
Dans le théorème suivant, on prouve que l’ordre de convergence O

√
δ est meilleur

pour le principe de décalage de Morozov.

Théorème 2.3.5 : Soit K un opérateur compact et soit α (δ) choisit par le principe de
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décalage. On assume que pour tout x ∈ Im(K∗K), y = Kx 6= 0 et pour toute suite
δn −→ 0 et yδn ∈ Y , tel que :

∥∥∥y − yδn∥∥∥ ≤ δn et
∥∥∥yδn∥∥∥ > δn pour tout n. La solution de

Tikhonov correspondante xn = xα(δn),δn converge vers x plus vite que
√
δn vers zéro, donc

1√
δn
‖xn − x‖ −→ 0

n−→∞

alors l’image Im(K) est de dimension fini.
Des efforts énormes sont faits pour modifier le principe de décalage original. Voir

[27], [28], [29] et d’autres.

2.3.4 Méthode de quasi-réversibilité

Il est important de noter qu’il n’y a nullement unicité de la méthode quasi-réversibilité,
dans tous les exemples que nous avons rencontré, il y a toujours une infinité de méthodes
de quasi-réversibilité possibles (toutes relevant de la même idée : on change le "système "
de façon que le problème qui était mal posé devienne bien posé).

L’idée générale de la méthode est de modifier convenablement les opérateurs aux dé-
rivées partielles intervenant dans le problème. Cette modification se fait par l’introduction
de termes différentiels, qui sont :

- soit "petits"(pouvant fortement tendre vers zéro) ;

- soit "dégénérant aux bords" (par exemple pour " éliminer " des conditions aux limites
mathématiques gênantes, ou constituant précisément les inconnus à déterminer).

Ces opérateurs ainsi modifiés, sont généralement d’ordre différent de l’opérateur initial et
de même nature (elliptique, etc.) ou non.

Exemple 2.3.6 : Il est connu que le problème de Cauchy pour l’équation rétrograde de
la chaleur est instable vis-à-vis des faibles variations des valeurs initiales. L’instabilité
persiste également lorsque la solution est assujettie à certaines conditions accessoires aux
limites. La méthode de quasi-réversibilité [56] vise à obtenir une solution stable à de pareils
problèmes. Se plaçant dans le cas du problème directe, soit D un domaine fini de l’espace
euclidien Rn à n dimensions, des points x = (x1, x2, . . . , xn) limité par une surface lisse
par morceaux S et t le temps. Soit ensuite ϕ(x) une fonction continue définie sur D Le
problème directe consiste à trouver la solution u = u(x, t) de l’équation

∂u

∂t
−4u = 0 (2.12)
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dans le domaine G ≡ {x ∈ D, t > 0} vérifiant les conditions aux limites

u(x, t) = 0 pour x ∈ S.

avec les conditions initiales
u(x, 0) = ϕ(x). (2.13)

Ici
4 =

n∑
k=1

∂2u

∂2xk
.

On sait que ce problème a bien une solution. A chaque fonction ϕ(x) ∈ C (C classe des
solutions) répond une solution du problème(2.12) à (2.13), qui sera désignée par u(x, t;ϕ).

Le problème inverse consiste à trouver ϕ(x) à partir de u(x, t;ϕ). Dans les problèmes
pratiques, la fonction u(x, t;ϕ) s’obtient en général à la suite d’une série de mesures :
on ne la connait donc, qu’approximativement. On admet que u ∈ L2. Il se peut que cette
fonction ne corresponde à aucune fonction � initiale � ϕ(x) et, par conséquent, il est
fort possible de ne pas trouver dans la classe C des fonctions la solution du problème
inverse. Pour cette raison, on va s’occuper du problème de recherche d’une certaine la
solution généralisée du problème inverse.

Soient connues, une quantité T > 0 et une fonction ψ(x) définie dans le domaine D,
ψ(x) ∈ L2. On définit sur les fonctions ϕ(x) de la clase C la fonctionnelle

f(ϕ) =
∫
D
|u(x, T ;ϕ)− ψ(x)|2 dx.

Par solution généralisée du problème inverse, nous entendrons la fonction ϕ(x) sur
laquelle on a :

f0 = inf
ϕ∈C

f (ϕ) .

Remarque 2.3.7 : L’intuition suggère de choisir la fonction ϕ(x) de telle façon que
f(ϕ) = 0. Il suffirait pour cela de trouver la solution du problème direct

∂u

∂t
−∆u = 0

u(x, t) = 0 pour x ∈ S, 0 < t < T

u(x, T ) = ψ(x)

(2.14)

et de poser ϕ(x) = u(x, 0). Or un tel problème, pour une fonction donnée ψ(x) de L2,
serait en général non résoluble et, en outre, instable vis-à-vis de faibles variations de la
fonction ψ(x).

Sur une certaine classe de fonctions généralisées ϕ(x) on a f0 = 0. Il s’agit donc de
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chercher une valeur approchée de f0 à une erreur donnée près.
Étant donnée une quantité ε > 0, trouver une fonction ϕε(x) telle que f(ϕε) ≤ ε .
Ce problème se résout justement par la méthode de quasi-réversibilité.
L’idée de la méthode de quasi-réversibilité est de chercher au lieu de l’opérateur de la

chaleur ∂

∂t
−∆ un opérateur Bα � voisin � pour lequel le problème rétrograde

Bαuα = 0, x ∈ D, 0 < t < T, α > 0;
uα(x, T ) = ψ(x);

uα(x, T )(x, t) = 0 pour x ∈ S, t < T

soit stable. Une fois le problème résolu, on pose

ϕ(x) = uα(x, T )(x, 0).

Généralement, on prend en quantité d’opérateur Bα l’opérateur

∂

∂t
−∆− α∆2

et l’on cherche la solution du problème direct

∂uα
∂t
−∆uα − α∆2uα = 0, x ∈ D, t < T, α > 0;

uα(x, T ) = ψ(x);
uα(x, t) = 0 pour x ∈ S, 0 < t ≤ T,

∆uα = 0 pour x ∈ S, 0 < t ≤ T.

En suite on pose
ϕ(x) = uα(x, 0)

Notons que, pas plus que l’opérateur de la chaleur, l’opérateur
(
∂

∂t
−∆− ε∆2

)
n’est

pas réversible. Mais, l’un est "bien posé" dans le sens des t croissants, l’autre dans le sens
des t décroissants, d’où la terminologie adoptée "quasi-réversibilité".

La méthode de quasi-réversibilité est applicable à une classe plus étendue de problèmes
se rapportant aux équations d’évolution.

Remarque 2.3.8 : De façon générale, pour un problème donné relevant de la méthode
de quasi-réversibilité, il n’y a pas une méthode Q.R, mais une infinité. Pour le choix de la
méthode, on peut se borner le plus souvent à celle qui parait � la plus simple �-ou bien
à celle qui est susceptible d’interprétation physique, pouvant aider par exemple, au choix
numérique de certains paramètres-Bien entendu, en première analyse, on doit déterminer
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la nature et les propriétés des termes indispensables pour transformer le problème en un
problème bien posé [8], [9], [18], [23], [36], [37], [38], [39], [42] , [43], [50].

2.3.5 Méthode des quasi-valeurs aux limites (quasi-boundary
value method)

Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H où −A est le générateur
infinitésimal d’un semi-groupe compact de contraction dans H. On considère le problème
de trouver u : [0, T ] −→ H tel que : u′(t) + Au(t) = 0 0 < t < T

u(T ) = f
(F.V.B)

pour une certaine valeur finale f dans H. De tels problèmes sont mal posés, du fait que
même si la solution unique existe sur [0, T ], elle ne dépendra pas continûment de la valeur
finale f .

L’idée était de remplacer (F.V.P ) par un problème approché qui soit bien posé et
d’utiliser ensuite, les solutions de ce nouveau problème pour, construire des solutions ap-
prochées du (F.V.P ). Dans [56] est la remplace A par une perturbation (A − αA2) et
on utilise la valeur initiale ; seulement la méthode n’a pas considéré u(t) pour t < T et,
l’opérateur contenant f dans uα(0) avait une large norme, pour un petit paramètre α,
[43].

Showalter [54] a approché le (F.V.P ) par : u
′
α(t) + Auα(t) = 0
uα(0) = vα(0)

Où il montre que, les uα sont des solutions approchées pour (F.V.P ), dans le sens où
uα(T ) converge vers f quand α tend vers zéro. De même il montre que uα(t) converge
vers la solution du (F.V.P ), si et seulement si une telle solution existe. Mais la norme de
la fonction f dans vα(0) reste assez large pour un petit paramètre α.

Par la suite Miller [43] considéra ce problème en trouvant des perturbations optimales
de l’opérateur A. Il affirma qu’il était possible de mettre la norme dans l’ordre de

(
c

α

)
plutôt que, exp

(
c

α

)
avec des conditions sur la perturbation de f(A), et de nouveau, il

utilisa la valeur initiale du problème approché, il l’appela "quasi-réversibilité stabilisée".
Finalement, showalter [53] considéra un problème plus général dans un sens différent,
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il approcha le problème : u′(t) + Au(t)−Bu(t) = 0, 0 < t < T

u(0) = f

Par :  u
′(t) + Au(t)−Bu(t) = 0 0 < t < T

u(0) + αu(T ) = f

Il appela cette méthode : "quasi-boundary value method" (méthode aux valeurs limites).
Il conclu que, cette méthode donne une meilleure approche.

Selon cette méthode,G.Clarck et S.Oppenheimer [23], ont approché le problème (F.V.P)
par :  u

′(t) + Au(t) = 0 0 < t < T

αu(0) + u(T ) = f,

Ce qui a permis d’obtenir des estimations explicites, concernant l’ordre de convergence
des approximations. L’erreur introduite par de petits changements dans la valeur finale
f n’est pas exponentielle mais, de l’ordre de 1

α
sur [0, T ]. Il montra que ce problème est

bien posé pour tout α > 0 et que, les approximations uα sont stables. Il montra aussi,
que uα(T ) converge vers f quand α tend vers zéro et, que les valeurs uα(t) convergent sur
[0, T ] si et seulement si (F.V.P) admet une solution.

Cette méthode est celle qui a été appliquée, pour régulariser un problème mal posé.
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Chapitre 3

RÉGULARISATION D’UNE
CLASSE DE PROBLÈMES MAL
POSÉS NON HOMOGÈNE

3.1 Introduction
Soit A un opérateur auto-adjoint positif dans un espace de Hilbert séparable H. −A est le
générateur infinitésimal d’un C0 semi-groupe de contraction compact. Nous considérons
le problème à valeur finale (F.V.P) suivant, qui consiste à trouver u : [0, T ] → H telle
que :  u′(t) + Au(t) = f 0 < t < T

u(T ) = g
(F.V.B) (3.1)

Où f ∈ C1([0, T ], H) et g ∈ H sont deux fonctions données. On suppose que 0 ∈ ρ(A) et
que A−1 est compact. Soit {ϕn} une base orthonormée des vecteurs associé aux valeurs
propres {λn} de A .i.e : Aϕn = λnϕn On suppose que

0 < λ1 < λ2 < · · · < lim λn
n→∞

=∞

Formellement la solution du (F.V.P ) si elle existe, elle s’écrit sous la forme :

u(t) = S(t− T )
(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)
+
∫ t

0
S(t− s)f(s)ds (3.2)

C’est un problème mal posé du fait que même si la solution unique existe sur [0, T ],
elle ne dépendra pas nécessairement, continûment de la donnée finale g.
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On considère le problème suivant : u
′(t) + Au(t) = f 0 < t < T

αu(0) + u(T ) = g
(Q.B.V.P) (3.3)

Où, la donnée finale u(T ) = g, du (F.V.P ) est perturbée pour former une famille
de problèmes dépendant d’un petit paramètre. Cette méthode est appelée selon [23],
méthode des quasi-valeurs aux limites, et son problème associé s’appelle "quasi -boundary
value problem"(Q.B.V.P ).
On note pour tout t ∈ [0, T ], pour tout f(t) ∈ H et pour g ∈ H :

f(t) =
∞∑
n=1

fn(t)ϕn et g =
∞∑
n=1

gnϕn

3.2 Condition suffisante pour l’existence de la solu-
tion du problème mal posé non homogène

Lemme 3.2.1 : Si g = ∑∞
n=1 gnϕn est dans H, f ∈ C1([0, T ], H), tel que f(t) = ∑∞

n=1 fn(t)ϕn,
alors, (F.V.P) admet une solution classique si :

∞∑
n=1

λ2
ne

2λnTg2
n et

∞∑
n=1

λ2
ne

2λnTf 2
n (t) convergent. (3.4)

Preuve. Si ∑∞n=1 λ
2
ne

2λnTg2
n et ∑∞n=1 λ

2
ne

2λnTf 2
n (t) convergent, on posé :

u(t) = S(t− T )
[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]
+
∫ t

0
S(t− s)f(s)ds (3.5)

On a donc,

u′(t) + Au(t) = −AS(t− T )
[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]
+ f(t)− A

∫ t

0
S(t− s)f(s)ds

+AS(t− T )
[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]
+ A

∫ t

0
S(t− s)f(s)ds = f(t).

D’où u(t) est une solution de (F.V.P ) et u(t) ∈ C1 (]0, T [ , H).
Vérifions que u(t) ∈ H :

‖u(t)‖2 =
∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

[
eλn(T−t)

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)
+
∫ t

0
e−λn(t−s)fn(s)ds

]
ϕn

∥∥∥∥∥
2
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‖u(t)‖2 ≤

4
∞∑
n=1

e2λn(T−t)

g2
n +

(∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2
+ 2

∞∑
n=1

(∫ T

0
eλnT (fn(s))ds

)2

et donc,

‖u(t)‖2 ≤ 4
∞∑
n=1

e2λnTg2
n + 4

∞∑
n=1

T
∫ T

0
e2λnTf 2

n(s)ds+ 2
∞∑
n=1

T
∫ T

0
e2λnTf 2

n(s)ds

‖u(t)‖2 ≤ 4
∞∑
n=1

e2λnTg2
n + 6T

∫ T

0

( ∞∑
n=1

e2λnTf 2
n(s)

)
ds

Comme ∑∞n=1 e
2λnTg2

n et ∑∞n=1 e
2λnTf 2

n (t) convergent donc, u(t) est dans H, donc u(t)
existe.

Vérifions que u(t) ∈ D(A) :

‖Au(t)‖2 =
∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

λn

[
eλn(T−t)

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)
+
∫ t

0
e−λn(t−s)fn(s)ds

]
ϕn

∥∥∥∥∥
2

‖Au(t)‖2 ≤

4
∞∑
n=1

λ2
ne

2λn(T−t)

g2
n +

(∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2
+ 2

∞∑
n=1

λ2
n

(∫ t

0
e−λn(t−s)fn(s)ds

)2

‖Au(t)‖2 ≤ 4
∞∑
n=1

λ2
ne

2λnTg2
n + 6T

∫ T

0

( ∞∑
n=1

λ2
ne

2λnTf 2
n (s)

)
ds

Comme ∑∞n=1 λ
2
ne

2λnTg2
n et ∑∞n=1 λ

2
ne

2λnTf 2
n(t) convergent donc, u(t) ∈ D (A), donc u(t)

est solution classique du (F.V.P ).

3.3 Le problème approché
On considère le problème suivant : u′ + Au = f 0 ≤ t ≤ T

αu(0) + u(T ) = g
( Q.B.V.P) (3.6)

Où, la donnée finale u(T ) = g, du (F.V.P ) est perturbée pour former un problème non
local approximatif qui, dépend d’un petit paramètre. Cette méthode est appelée selon [23],
méthode des quasi-valeurs aux limites, et son problème associé s’appelle "quasi-boundary
value problem"(Q.B.V.P ).
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Définition 3.3.1 : Pour tout g de H, α > 0 ; f ∈ C1([0, T ], H), on définit
uα : [0, T ] −→ H, tel que :

uα (t) = S (t) (αI + S (T ))−1
[
g −

∫ T

0
S (T − s) f (s) ds

]
+
∫ t

0
S (t− s) f (s) ds (3.7)

3.4 Existence, unicité et stabilité de la solution du
problème approché

Théorème 3.4.1 : Si g = ∑∞
n=1 gnϕn est dans H, et f ∈ C1([0, T ], H) fixé tels que

∞∑
n=1

λ2
ng

2
n et

∞∑
n=1

λ2
n |‖fn‖|

2

soient convergentes alors, la fonction uα(t) est la solution classique du (Q.B.V.P ) et elle
dépend continûment de g.
|‖fn‖| étant la norme sup sur C1([0, T ], H).

Preuve. Commençons par prouver que uα(t) est solution du (Q.B.V.P ) :

uα (t) = S (t) (αI + S (T ))−1
[
g −

∫ T

0
S (T − s) f (s) ds

]
+
∫ t

0
S (t− s) f (s) ds

Donc
u′α (t) + Auα (t) =

−AS (t) (αI + S (T ))−1
[
g −

∫ T

0
S (T − s) f (s) ds

]
− A

∫ t

0
e−A(t−s)f (s) ds+ f (t)

+AS (t) (αI + S (T ))−1
[
g −

∫ T

0
S (T − s) f (s) ds

]
+ A

∫ t

0
S (t− s) f (s) ds.

= f (t) .

Il est clair que uα(t) vérifie l’équation

αuα (0) + uα (T ) = g

L’unicité :

On a
u (T ) = S (T )u (0) +

∫ T

0
S (T − s) f (s) ds

44



Donc,
αu (0) + u (T ) = αu (0) + S (T )u (0) +

∫ T

0
S (T − s) f (s) ds = g

D’où :
u (0) = S (0) (αI + S (T ))−1

(
g −

∫ T

0
S (T − s) f (s) ds

)

Le (Q.B.V.P ) devient : u′ + Au = f

u (0) = S (0) (αI + S (T ))−1
(
g −

∫ T
0 S (T − s) f (s) ds

)
C’est le problème de Cauchy, il admet la solution unique.

Stabilité :

Pour tout g1, g2 de H on a :
∥∥∥uαg1

(t)− uαg2
(t)
∥∥∥ =

∥∥∥∥∥S(t)(αI + S(T ))−1
[
g1 −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]
+
∫ t

0
S(t− s)f(s)ds

−S(t)(αI + S(T ))−1
[
g2 −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]
−
∫ t

0
S(t− s)f(s)ds

∥∥∥∥∥∥∥∥uαg1
(t)− uαg2

(t)
∥∥∥ =

∥∥∥S(t)(αI + S(T ))−1(g1 − g2)
∥∥∥∥∥∥uαg1

(t)− uαg2
(t)
∥∥∥ =

∥∥∥S(t)(αI + S(T ))−1
∥∥∥ ‖g1 − g2‖∥∥∥uαg1

(t)− uαg2
(t)
∥∥∥ ≤ 1

α
‖g1 − g2‖

Vérifions que uα(t) ∈ D(A) :
‖Auα(t)‖2 =

∞∑
n=1

 λ2
ne
−2λnt

(α + e−λnT )2

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

+ λ2
n

(∫ t

0
e−λn(t−s)fn(s)ds

)2

+2 λne
−2λnt

(α + e−λnT )

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)(∫ t

0
e−λn(t−s)fn(s)ds

)]

‖Auα(t)‖2 ≤
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∞∑
n=1

2

λ2
n

αt− TT


22g2
n +

(
2
∫ T

0
e−λn(T−s)fn (s) ds

)2
+ 2λ2

n

(∫ T

0
e−λn(t−s)fn (s) ds

)2


‖Auα(t)‖2 ≤

4
(
α
t−T
T

)2 ∞∑
n=1

λ2
n

g2
n +

(∫ T

0
fn (s) ds

)2
+ 2

∞∑
n=1

λ2
n

(∫ T

0
fn (s) ds

)2

‖Auα(t)‖2 ≤

4
(
α
t−T
T

)2 ∞∑
n=1

λ2
ng

2
n + 4T

(
α
t−T
T

)2 ∞∑
n=1

λ2
n

(∫ T

0
f 2
n (s) ds

)
+ 2T

∞∑
n=1

λ2
n

(∫ T

0
f 2
n (s) ds

)

‖Auα(t)‖2 ≤

4
(
α
t−T
T

)2 ∞∑
n=1

λ2
ng

2
n + 4T

(
α
t−T
T

)2 ∫ T

0

( ∞∑
n=1

λ2
nf

2
n (s)

)
ds+ 2T

∫ T

0

( ∞∑
n=1

λ2
nf

2
n (s)

)
ds

‖Auα(t)‖2 ≤

4
(
α
t−T
T

)2 ∞∑
n=1

λ2
ng

2
n + 4T

(
α
t−T
T

)2 ∫ T

0

( ∞∑
n=1

λ2
n |‖fn‖|

2
)
ds+ 2T

∫ T

0

( ∞∑
n=1

λ2
n |‖fn‖|

2
)
ds

‖Auα(t)‖2 ≤[
4
(
α
t−T
T

)2 ∞∑
n=1

λ2
ng

2
n +

(
4
(
α
t−T
T

)2
+ 2

)
T 2

∞∑
n=1

λ2
n |‖fn‖|

2
] 1

2

‖Auα(t)‖2 ≤

2
(
α
t−T
T

)( ∞∑
n=1

λ2
ng

2
n

) 1
2

+
(
2α

t−T
T +

√
2
)
T

( ∞∑
n=1

λ2
n |‖fn‖|

2
) 1

2

D’où uα(t) ∈ D(A), t ∈ [0, T ].

3.5 Estimation de la solution approchée
Théorème 3.5.1 : Pour tout g ∈ H, f ∈ C1([0, T ], H), t ∈ [0, T ] et α > 0,on a :

‖uα(t)‖ ≤ 2α
t−T
T ‖g‖+ T

(
2α

t−T
T +

√
2
)
‖f‖

Preuve. on note ‖f‖2 = ∑∞
n=1 f

2
n et ‖g‖2 = ∑∞

n=1 g
2
n

‖uα(t)‖2 =
∞∑
n=1

 e−2λnt

(α + e−λnT )2

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

+
(∫ t

0
e−λn(t−s)fn(s)ds

)2
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+2 e
−λnt

(α + e−λnT )

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)(∫ t

0
e−λn(t−s)fn(s)ds

)]

‖uα(t)‖2 ≤

4
∞∑
n=1

e−2λnt

(α + e−λnT )2

g2
n +

(∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2
+ 2

∞∑
n=1

(∫ t

0
e−λn(t−s)fn(s)ds

)2

‖uα(t)‖2 ≤

4
(
α
t−T
T

)2 ∞∑
n=1

g2
n +

(∫ T

0
fn(s)ds

)2
+ 2

∞∑
n=1

(∫ t

0
fn(s)ds

)2

‖uα(t)‖2 ≤ 4
(
α
t−T
T

)2
‖g‖2 + 4

(
α
t−T
T

)2 ∞∑
n=1

(
T
∫ T

0
fn(s)ds

)2

+ 2
∞∑
n=1

(
T
∫ t

0
fn(s)2ds

)

‖uα(t)‖2 ≤ 4
(
α
t−T
T

)2
‖g‖2 + 4T 2(α t−T

T )2 ‖f‖2 + 2T 2 ‖f‖2

‖uα(t)‖ ≤
[
4
(
α
t−T
T

)2
‖g‖2 +

(
4
(
α
t−T
T

)2
+ 2

)
T 2 ‖f‖2

] 1
2

‖uα(t)‖ ≤ 2α
t−T
T ‖g‖2 + T

(
2α

t−T
T +

√
2
)
‖f‖

3.6 Convergence de la solution approchée
Théorème 3.6.1 : Pour tout g = ∑∞

n=1 gnϕn de H, f ∈ C1([0, T ], H), tel que :
f(t) = ∑∞

n=1 fn(t)ϕn On a ‖uα(T )− g‖ tend vers zéro quand α tend vers zéro, ce qui
signifie que, uα(T ) converge vers g dans H.

Preuve.

‖uα(T )− g‖2 =
∥∥∥∥∥S(T ) (αI + S(T ))−1

[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]
+
∫ t

0
S(t− s)f(s)ds− g

∥∥∥∥∥
2

‖uα(T )− g‖2 =
∥∥∥∥∥S(T ) (αI + S(T ))−1

[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]

− (αI + S(T ))−1 (αI + S(T ))
[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]∥∥∥∥∥
2

‖uα(T )− g‖2 =
∥∥∥∥∥(αI + S(T ))−1 (S(T )− (αI + S(T )))

[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]∥∥∥∥∥
2
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‖uα(T )− g‖2 = α2
∥∥∥∥∥(αI + S(T ))−1

[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]∥∥∥∥∥
2

‖uα(T )− g‖2 =
∞∑
n=1

α2

(α + e−λnT
)−2

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2


Pour un ε fixé, on choisi N1 et N2 tels que :

∞∑
n=N1

g2
n <

ε

8 et
∞∑

n=N2

f 2
n <

ε

8T 2

Prenant N = max(N1, N2), on a :

∞∑
n=N

g2
n <

ε

8 et
∞∑
n=N

f 2
n <

ε

8T 2

On a alors,

∞∑
n=N

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

< 2
∞∑
n=N

g2
n + 2

∞∑
n=N

(∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

(3.8)

Donc,
∞∑
n=N

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

< 2
∞∑
n=N

g2
n + 2T

∫ T

0

∞∑
n=N

f 2
n(s)ds

D’où :
∞∑
n=N

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

<
ε

2

Ainsi :

‖uα(T )− g‖2 =
N∑
n=1

α2
(
α + e−λnT

)−2
(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

+
∞∑

n=N+1
α2
(
α + e−λnT

)−2
(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

‖uα(T )− g‖2 <
N∑
n=1

α2
(
α + e−λnT

)−2
2g2

n + 2
(∫ T

0
fn(s)ds

)2
+ ε

2

‖uα(T )− g‖2 < 2α2
N∑
n=1

e2λnTg2
n + T

∫ T

0
e2λnT (fn(s))2 ds+ ε

2

‖uα(T )− g‖2 < 2α2
N∑
n=1

e2λnTg2
n + T

∫ T

0

N∑
n=1

e2λnT (fn(s))2 ds+ ε

2
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On note par : IN =
∫ T

0
∑N
n=1 e

2λnT (fn(s))2 ds

Soit α tel que :

α2 <
ε

4

[
N∑
n=1

(
e2λnTg2

n

)
+ TIN

]−1

Alors :

‖uα(T )− g‖2 <

ε

2

[
N∑
n=1

e2λnTg2
n + TIN

]−1 [ N∑
n=1

e2λnTg2
n + TIN

]
+ ε

2

‖uα(T )− g‖2 < ε

Le théorème est ainsi démontré.

Théorème 3.6.2 : Pour tout g ∈ H, f ∈ C1([0, T ], H), tels que :

∞∑
n=1

λ2
ne

2λnTg2
n et

∞∑
n=1

λ2
ne

2λnTf 2
n(t)

soient convergentes, si le (F.V.P) admet une solution classique alors, la suite uα(0)
converge dans H, de plus, on aura uα(t) converge vers u(t), quand α tend vers zéro
uniformément en t .

Preuve. Supposons que, u(t) soit la solution du (F.V.P)

u(t) = S(t− T )
[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]
+
∫ t

0
S(t− s)f(s)ds

u(0) =
∞∑
n=1

eλnT
(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)

Comme u(0) est dans H, On choisit pour ε > 0, N , tel que :

∞∑
n=N

e2λnTg2
n <

ε

8 et
∞∑
n=N

e2λnTf 2
n <

ε

8T 2

On aura :
∞∑
n=N

e2λnT
(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

<
ε

2

et soient α et γ deux réels strictement positifs, alors :

‖uα(0)− uγ(0)‖2 =
∥∥∥∥∥(αI + S(T ))−1

(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)
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− (γI + S(T ))−1
(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)2
∥∥∥∥∥∥

‖uα(0)− uγ(0)‖2 =∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

[(
1

α + e−λnT
− 1
γ + e−λnT

)(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)]
ϕn

∥∥∥∥∥
2

‖uα(0)− uγ(0)‖2 =∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

[
(γ − α)

(
αγ + (α + γ) e−λnT + e−2λnT

)−1
(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)]
ϕn

∥∥∥∥∥
2

‖uα(0)− uγ(0)‖2 =
N∑
n=1

(γ − α)2
(
αγ + (α + γ) e−λnT + e−2λnT

)−2
(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2


+
∞∑

n=N+1

(γ − α)2
(
αγ + (α + γ) e−λnT + e−2λnT

)−2
(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2


‖uα(0)− uγ(0)‖2 ≤
N∑
n=1

(γ − α)2 e4λnT
(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2


+
∞∑

n=N+1

(γ − α)2

(α + γ)2 e
2λnT

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2


‖uα(0)− uγ(0)‖2 ≤

(γ − α)2
N∑
n=1

2e4λnT
(
g2
n + T

∫ T

0
(fn(s))2 ds

)]
+ ε

2

‖uα(0)− uγ(0)‖2 ≤

(γ − α)2
N∑
n=1

2e4λnTg2
n + T

∫ T

0

N∑
n=1

2e4λnT (fn(s))2 ds+ ε

2

On note : I ′N =
∫ T

0
∑N
n=1 2e4λnT (fn(s))2 ds. Soit σ tel que :

σ2 <
ε

4

[
N∑
n=1

e4λnTg2
n + TI ′N

]−1

et α < σ, γ < σ, d’où γ − α < σ, et donc :

‖uα(0)− uγ(0)‖2 ≤
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2σ2
N∑
n=1

e4λnT
(
g2
n + TI ′N

)
+ ε

2

‖uα(0)− uγ(0)‖2 ≤

ε

2

[
N∑
n=1

e4λnT
(
g2
n + TI ′N

)]−1 [ N∑
n=1

e4λnT
(
g2
n + TI ′N

)]
+ ε

2

‖uα(0)− uγ(0)‖2 ≤ ε

{uα(0)} est donc une suite de Cauchy, donc elle est convergente.
Par conséquent :

lim
α→0
‖u(t)− uα(t)‖ = lim

α→0

∥∥∥∥S(t)u0 +
∫ t

0
S(t− s)f(s)ds

−S(t) (αI + S(T ))−1
[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]
−
∫ t

0
S(t− s)f(s)ds

∥∥∥∥∥
lim
α→0
‖u(t)− uα(t)‖ =

lim
α→0

∥∥∥∥∥S(t)u0 − S(t) (αI + S(T ))−1
[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]∥∥∥∥∥
lim
α→0
‖u(t)− uα(t)‖ ≤ lim

α→0

∥∥∥∥∥S(t)
[
u0 − (αI + S(T ))−1

(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)]∥∥∥∥∥
lim
α→0
‖u(t)− uα(t)‖ ≤ lim

α→0

∥∥∥∥∥u0 − (αI + S(T ))−1
(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)∥∥∥∥∥
D’où

lim
α→0
‖u(t)− uα(t)‖ ≤ lim

α→0
‖u0 − uα(0)‖

qui converge uniformément.
Donc,

lim
α→0

uα(t) = u(t)
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3.7 Estimation de l’erreur de convergence de la solu-
tion du problème approché

Théorème 3.7.1 : Si g est dans H, f ∈ C1([0, T ], H) et s’il existe ε > 0 tel que :

∞∑
n=1

eελnTg2
n et

∞∑
n=1

eελnT (fn(t))2

convergent dans H, alors, ‖uα(T )− g‖ converge vers zéro avec l’ordre de αεε−2.

Preuve. Soit ε dans ]0, 2], tel que

∞∑
n=1

g2
ne
ελnT et

∞∑
n=1

eελnT (fn(t))2 soient finies, et soit k dans ]0, 2].

Pour un nombre naturel fixé n, on définit :

hn(α) = αk

(α + e−λnT )2 (3.9)

hn(α) ≤ hn(α0); α0 = ke−λnT

2− k

hn(α) ≤
(

k

2− k

)k
e−kλnT

(α0 + e−λnT )2 (3.10)

‖uα(T )− g‖2 =
∞∑
n=1

α2

(α + e−λnT )2

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

‖uα(T )− g‖2 =

α2−k
∞∑
n=1

αk

(α + e−λnT )2

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

‖uα(T )− g‖2 ≤

α2−k
∞∑
n=1

(
k

2− k

)k
e−kλnT

(
α2

0 + e−2λnT + 2α0e
−λnT

)−1
(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

‖uα(T )− g‖2 ≤ α2−k
(

k

2− k

)k ∞∑
n=1

e(2−k)λnT
(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

(3.11)
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Si on choisit k = 2− ε, on aura :

‖uα(T )− g‖2 ≤

αε
(2
ε

)2 ∞∑
n=1

eελnT

2g2
n + 2

(∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2


‖uα(T )− g‖2 ≤

4αεε−2
∞∑
n=1

eελnT

2g2
n + 2

(∫ T

0
fn(s)ds

)2


‖uα(T )− g‖2 ≤

4αεε−2
[
2
∞∑
n=1

eελnTg2
n + 2T

∫ T

0

( ∞∑
n=1

eελnT (fn(s))2
)
ds

]

‖uα(T )− g‖2 ≤

8αεε−2
[ ∞∑
n=1

eελnTg2
n + T

∫ T

0

( ∞∑
n=1

eελnT (fn(s))2
)
ds

]

‖uα(T )− g‖2 ≤ Cαεε−2

Corollaire 3.7.2 : Si g est dans H, f ∈ C1([0, T ], H) et S’il existe ε > 0 tel que :

∞∑
n=1

g2
ne

(2+ε)Tλn et
∞∑
n=1

(fn(t))2e(2+ε)Tλn ,

convergent dans H, alors, ‖uα(t)− u(t)‖ converge vers zéro avec l’ordre de αεε−2 unifor-
mément en t.

Preuve.
‖uα(0)− u(0)‖ =

(αI + S(T ))−1
(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)
− S(−T )

[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]

‖uα(0)− u(0)‖ =

(αI + S(T ))−1
(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)

−S(−T ) (αI + S(T )) (αI + S(T )))−1
[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]

‖uα(0)− u(0)‖ =
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(αI + S(T ))−1
(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)
(I − S(−T )(αI + S(T )))

‖uα(0)− u(0)‖ =

(αI + S(T ))−1
(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)
(I − S(−T )(αI + S(T )))

‖uα(0)− u(0)‖ =

(αI + S(T ))−1
(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)
(I − αS(−T )− I)

‖uα(0)− u(0)‖ =

−αS(−T )) (αI + S(T ))−1
(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)

‖uα(0)− u(0)‖2 =
∞∑
n=1

α2e2λnT

(α + e−λnT )2

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)f(s)ds

)2

‖uα(0)− u(0)‖2 ≤

α2−k
∞∑
n=1

αk

(α + e−λnT )2

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)f(s)ds

)2

e2λnT

‖uα(0)− u(0)‖2 ≤

α2−k
(

k

2− k

)k ∞∑
n=1

e(2−k)λnT
(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

e2λnT

Si on choisit k = 2− ε
‖uα(0)− u(0)‖2 ≤

αε
(2
ε

)2 ∞∑
n=1

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

e(2+ε)λnT

donc :
‖uα(0)− u(0)‖2 ≤

αε
(2
ε

)2 [
2
∞∑
n=1

g2
ne

(2+ε)λnT + 2T
∫ T

0

∞∑
n=1

(fn(s))2 e(2+ε)λnTds

]

‖uα(0)− u(0)‖2 ≤

αε
(2
ε

)2 [
2
∞∑
n=1

g2
ne

(2+ε)λnT + 2T
∫ T

0

∞∑
n=1

(fn(s))2e(2+ε)λnTds

]

‖uα(0)− u(0)‖2 ≤ Cαεε−2
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uα(t)− u(t) =

S(t)(αI + S(T ))−1
(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)
− S(t− T )

[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]

uα(t)− u(t) =

S(t)(αI + S(T ))−1
(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)

−S(t− T )(αI + S(T ))(αI + S(T ))−1
[
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

]

uα(t)− u(t) = (αI + S(T ))−1
(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)
(S(t)− αS(t− T )− S(t))

uα(t)− u(t) = −αS(t− T ) (αI + S(T ))−1
(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)

‖uα(t)− u(t)‖ =
∞∑
n=1

α2e2λn(T−t)

(α + e−λnT )2

(
gn −

∫ T

0
e−λn(T−s)fn(s)ds

)2

‖uα(t)− u(t)‖2 ≤

α2−k
(

k

2− k

)k ∞∑
n=1

(
gn −

∫ T

0
e
−λn(T−s)

fn(s)ds
)2

e(4−k)λnT

Posant k = 2− ε, et procédant de la même manière que pour uα(t)− u(t), on trouve :

‖uα(t)− u(t)‖2 = Cαεε−2
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Application

On utilise la méthode des quasi-valeurs aux limites (quasi-boundary value method).
On considére le problème suivant, qui consiste à trouver u : [0, T ]→ H telle que : u′(t) + Au(t) = f 0 < t < T

u(T ) = g
(F.V.B) (3.12)

Où f ∈ C1([0, T ], H) et g ∈ H sont deux fonctions données.
La solution du (F.V.P) s’écrit sous la forme suivante :

u(t) = S(t− T )
(
g −

∫ T

0
S(T − s)f(s)ds

)
+
∫ t

0
S(t− s)f(s)ds

Et on considère le problème approché suivant : u′ + Au = f 0 ≤ t ≤ T

αu(0) + u(T ) = g
( Q.B.V.P)

Pour tout g de H, α > 0 ; f ∈ C1([0, T ], H), on définit
uα : [0, T ] −→ H, est la solution du problème approché tel que :

uα (t) = S (t) (αI + S (T ))−1
[
g −

∫ T

0
S (T − s) f (s) ds

]
+
∫ t

0
S (t− s) f (s) ds

En considérant l’équation de la chaleur, et prenant T = 1, g = 25, f = sin(tπ2), S(t) =
e−tπ

2 si nous choisissons n = 11.
Avec matlab on retrouve les tableaux suivant avec figures.
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Cas 1 : α = 0.01

temps u(t) uα(t) différence
0 4.8278e+005 2.4842e+003 4.8029e+005
0.1 1.7993e+005 0.9259e+003 1.7901e+005
0.2 0.6706e+005 0.3451e+003 0.6672e+005
0.3 0.2499e+005 0.2095e+003 0.2487e+005
0.4 0.0932e+005 0.1287e+003 0.0927e+005
0.5 0.0347e+005 0.0480e+003 0.0345e+005
0.6 0.0129e+005 0.0068e+003 0.0129e+005
0.7 0.0048e+005 0.0026e+003 0.0048e+005
0.8 0.0018e+005 0.0010e+003 0.0018e+005
0.9 0.0007e+005 0.0004e+003 0.0007e+005
1 0.0003e+005 0.0002e+003 0.0002e+005

Figure 3.1
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Cas 2 : α = 0.001

temps u(t) uα(t) différence
0 4.8278e+005 2.3743e+004 4.5903e+005
0.1 1.7993e+005 0.8849e+004 1.7109e+005
0.2 0.6706e+005 0.3298e+004 0.6376e+005
0.3 0.2499e+005 0.1229e+004 0.2377e+005
0.4 0.0932e+005 0.0458e+004 0.0886e+005
0.5 0.0347e+005 0.0171e+004 0.0330e+005
0.6 0.0129e+005 0.0064e+004 0.0123e+005
0.7 0.0048e+005 0.0024e+004 0.0046e+005
0.8 0.0018e+005 0.0009e+004 0.0017e+005
0.9 0.0007e+005 0.0003e+004 0.0006e+005
1 0.0003e+005 0.0001e+004 0.0002e+005

Figure 3.2
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Cas 3 : α = 0.0001

temps u(t) uα(t) différence
0 4.8278e+005 1.6458e+005 3.1820e+005
0.1 1.7993e+005 0.6134e+005 1.1859e+005
0.2 0.6706e+005 0.2286e+005 0.4420e+005
0.3 0.2499e+005 0.0852e+005 0.1647e+005
0.4 0.0932e+005 0.0318e+005 0.0614e+005
0.5 0.0347e+005 0.0118e+005 0.0229e+005
0.6 0.0129e+005 0.0044e+005 0.0085e+005
0.7 0.0048e+005 0.0016e+005 0.0032e+005
0.8 0.0018e+005 0.0006e+005 0.0012e+005
0.9 0.0007e+005 0.0002e+005 0.0004e+005
1 0.0003e+005 0.0001e+005 0.0002e+005

Figure 3.3
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Cas 4 : α = 0.00001

temps u(t) uα(t) différence
0 4.8278e+005 4.0456e+005 7.8216e+004
0.1 1.7993e+005 1.5078e+005 2.9152e+004
0.2 0.6706e+005 0.5620e+005 1.0865e+004
0.3 0.2499e+005 0.2095e+005 0.4050e+004
0.4 0.0932e+005 0.0781e+005 0.1509e+004
0.5 0.0347e+005 0.0291e+005 0.0563e+004
0.6 0.0129e+005 0.0108e+005 0.0210e+004
0.7 0.0048e+005 0.0040e+005 0.0078e+004
0.8 0.0018e+005 0.0015e+005 0.0029e+004
0.9 0.0007e+005 0.0007e+005 0.0011e+004
1 0.0003e+005 0.0002e+005 0.0004e+004

Figure 3.4
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Conclusion générale

Les résultats numériques et graphiques confirment l’efficacité de la méthode des quasi-
valeurs aux limites (quasi-boundary value method) pour une certaine classe de problèmes
mal posés ce qui permettrait son utilisation dans beaucoup de domaines.
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Résumé
On considère la méthode « quasi-valeurs aux
limites » pour régulariser un problème parabolique
non homogène donné par :( ) + ( ) = 0 < <( ) = ( . . )
Avec A un opérateur auto-adjoint positif. Ce
problème est mal posé, la donnée finale est perturbée
pour formée une famille de problèmes dépendant
d’un petit paramètre .
On montre que le problème approché est bien posé et
que la solution converge dans [0, T] si le
problème initial admet une solution classique. On
obtient  aussi une estimation de la solution du
problème approché, ainsi que la convergence de la
solution approchée et l’estimation de l’erreur  de
convergence.
Ce travail est couronné par une application
numérique.
Mots clés : problème mal posé, semi-groupes,
opérateur auto adjoint, quasi-réversibilité, méthode
des quasi-valeurs aux limites.



Abstract
We consider a “quasi-boundary value” method
regularization of the non-homogeneous parabolic
problem given by:( ) + ( ) = 0 < <( ) = ( . . )
With unbounded positive self-adjoint operator A,
which is known to be ill-posed, we perturb the final
condition to form an approximate problem depending
on a small parameter .
We show that the approximate problem is well posed
and that it’s solution converges on [0, T] if and
only if the original problem has a classical solution.
We also obtain an estimate solution of the
approximate problem, as well as the convergence of
approximate solutions and estimate convergence
error.
This work is crowned by a numerical application.
Keywords: ill-posed problem, semi –groups, self-
adjoint operator, quasi- reversibility, quasi-
boundary value method.



ملخص
:لمسائ""نعتبر ( ) + ( ) = 0 < <( ) = ( . . )

صنف من في المع بحیث نحدث دبدبة.الطرحهذه المسائ
.لالمسائ

0]یتقاربالحلالطرح وةة ,T] إذا كان
ةونح, ة ت 

.ب توج هذا العمل و.  
:الكلمات المفتاحیة

., , , نصف زمرة, المس
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