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Introduction générale

Les problémes de la stabilité sont apparus pour la premiére fois en mé-
canique. Un critére pour la stabilité des corps rigides sous l'effet de forces
gravitationnelles a été formulé par E. Torriecelli en 1644 [29], en 1788, G-
Lagrange a démontrer un théoréme qui donne les conditions nécessaires pour
la stabilité des systémes conservatifs [14]. Le développement de la technologie
et les problemes de fonctionnement des engins ont poussé les scientifiques a
chercher des méthodes pour 'étude de la stabilité du mouvement, les tra-
vaux de Routh [25] et Hurwitz [12]| restant des grandes références jusqu’a nos
jours. Toutefois, on commence a utiliser les systémes linéarisés pour 1’étude
des systémes non linéaire sans aucune justification. En 1892, A.M. Lyapunov
[15] a publié sa thése (Probléme général de la stabilité du mouvement) ou il
a introduit une définition trés rigoureuse du probléme de la stabilité du mou-
vement, 1’absence d’une telle définition ayant causé un grand malentendu.
Aprés Lyapunov, le développement de la théorie de la stabilité s’est orienté
dans plusieurs directions, en précisant les résultats déja élaborés. Durant ces
derniéres décennies, on s’intéresse plus a la stabilité des systémes mécaniques
symétriques ainsi qu’a la théorie des catastrophes (qui traite la stabilité du
mouvement d’une maniére plus exacte en considérant I'instabilité d’un point
de vue mathématique). Dans ce contexte, on peut citer J. E. Marsden [16],
V.I. Arnold [4], [5].

Beaucoup de systémes dynamiques sont mieux caractérisés par un modeéle
dynamique d’ordre non entier, basé en général sur la notion de différentiation

ou d’intégration de l'ordre non entier. L’étude de la stabilité des systémes



d’ordre non entier est plus délicate que pour leurs homologues, les systémes
d’ordre entier. En effet, les systémes fractionnaires sont, d’'une part, considé-
rés comme des systémes a mémoire, notamment pour la prise en compte des
conditions initiales.

L’idée du calcul fractionnaire consiste a généraliser les opérateurs d’inté-
gration et de différentiation en utilisant un seul opérateur fondamental ,Dy"

ou a et t sont les bornes de l'opérateur, et on a :

C}% sia>0
1 sta=0
aDa_

t ¢
J{dr)™™ sia<0
a
ol « € R est 'ordre de 'opérateur.
Ce mémoire est constitué de quatre chapitres et est organisé de la maniére

suivante :

Dans le premier chapitre : on rappelle les notions de dérivation et in-
tégration fractionnaire au sens de Riemman-Liouville, Griinwald-Letnikov et

Caputo avec leurs propriétés.

Dans le deuxiéme chapitre : On présentera ’étude des équations dif-

férentielles d’ordre fractionnaire analytiquement et numériquement.

Dans le troisiéme chapitre :On donne les critére de la stabilité d’un sys-

téme linéaire et d’un systéme non linéaire d’ordre fractionnaire.

Le quatriéme chapitre : Est consacré a I'application des notions présentées
dans les trois chapitres sur deux systémes différentiels d’ordre fractionnaire
le premiére est systéme linéaire de dimension 2 et le deuxiéme est systeme

non linéaire de dimension 3 modélisant un systéme hybride optique.



Chapitre 1

Dérivées et intégrales d’ordre

fractionnaire

Dans ce chapitre nous allons étudier quelques approches qui généralisent
les notions de différentiation et intégration a I'ordre arbitraire, ces approches
sont les définitions de Riemman-Liouville, Griinwald-Letnikov et Caputo, et
donné quelques propriétés générales des dérivée fractionnaires a la fin du

chapitre.

1.1 Les dérivées fractionnaires au sens de Riemann-

Liouville

1.1.1 Intégrale d’ordre arbitraire

Soit f une fonction continue sur tout intervalle finie [a,b] on d’éfinit la

formule de Cauchy de l'intégral répété n fois de f comme suit :

1

I"f6) = D) = s / (t — 7y f(r)dr (11)



tel que I'(.) est la fonction Gamma définie par :

I'(z) = / y*texp(—y) dy,x >0
0

Pour étendre la notion n-uple intégration aux valeurs non entiéres n, on peut
démarrer de la formule de Cauchy (1.1), et remplacer l'entier (—n) par le réel
(=p) <0

1
D7 :—/t—Tpl )dr (1.2)
r
0
Proposition 1 Soient f € ([a,b]), p >0, alors on a :

lim(o D7 f(t) = f(1)
et on peut alors poser DY f(t) = f(t)
Proposition 2 Soient f € °([a,b]), p >0, ¢ > 0, alors :

DPDUf() = WD f()

= .D;1(.D;7f(1)) (13)

Démonstration :

DD () = ﬁ / (t — 7P Dy (r) dr

- o /t<t oyt [ a0 o

= /f da:/t—T)p 7 — )7 dr

= D (t)



1.1.2 Dérivée d’ordre arbitraire

Soit n — 1 < p < mn, f une fonction intégrable sur [a,b], la dérivée

fractionnaire au sens de Riemann-Lioville d’ordre p > 0 de la fonction f est :

DI = iy [ =) ar ”
= d;aD (v p)f(t)

Si p =n — 1 alors nous avons une dérivée conventionnelle d’ordre n — 1 :
R*LDn—l t —
a t f( ) dt" / f (15>
fn 1

1.1.3 Exemples

1. Dérivée fractionnaire de f(t) = (t — a)?
EEDLF() = (oD " f (1), tel que (n—1) <p <

dt™
on a

1

—(n—p) _ ' — APl () dr
DO = s [ =)

—1 t n=p=l(r — )9 dr
= o e

Pour calculer cette intégrale nous avons utilisé le changement de va-

riable 7 =2 + (t —a) donc t — 7 = (t — a)(1 — z) alors :

Mgy [ =7 = iy [ G- - e -
- —F(nl— 7] / (t—a)" P (1 — )" P l29(t —a)?™

_ (t B a)n_p+q ' — n—p—lxq T

i A

_ I'(g+1) (t — a)nr+a
Fn+q—p+1)




Donc

DRt - a)) = e oy T
= —F<q + 1) (t — a>q—p
T(g—p+1)

2. Dérivée fractionnaire de f(t) = k(Constant)
PEDPF() = (D R
ke
"' Tn—p+1)" "
_ R (t—a)™?
[(1—p)
1.1.4 Propriétés

L. B=EDP(,D;Pf(t)) = B-EDITP£(t) = f(t) cette Propriétée est peut étre
la plus important de la dérivée au sens de Riemann-Lioville, pour p > 0

2. Si la dérivée fractionnaire =YDV f(t)(k — 1 < p < k) d’une fonction
f(t) est intégrable alors

R—L y—p(R—L yp - (=L ppi (t —a)’
LD, Dy E Dy aE———~

a t ( f — f F(p — + 1)

Cette ropriétée est un cas particulier de la ropriétée plus générale

(t —a)r=I

k
aDt R— LDq R LDII 4 R LDq J '
P(EDIf(t) = f(t) g YOI ey

ot (0<k—-1<gqg<k)



1.2 Les dérivées fractionnaires au sens de Grunwald-

Letnikov

1.2.1 La dérivation d’ordre entier relatif

Soit f(t) une fonction continue sur [a,b] on a :

Fy = 0 _ gy, SO SR (1.6)

dt h—0 h

L’application de cette définition deux foit nous donne la dérivée seconde :

1w =

_ Y;slif(t)f(th) B f(t—h)—f(t—Qh)} (1.7)
 hs0h h n
_ g fO —2fE = h) + f(E—2h)

h—0 h?

et par récurrence on peut généraliser cette formule pour tout entier n on a

R T Y- DGl (P

k=0

ou

(Z) _n(n—l)..].{!(n—k—i—l)

est la notion habituelle des coefficients de binéme.

Considérons maintenant l’expression suivante généralisant (1.8)

n

1110 = 5 0 (§ ) - w) (19)

k=0

ol p est un entier positive, n est aussi un entier

10



Pour p <non a

. dP f(t)
P4y — FP(4) —
}ILIH(l) () = fP(t) e (1.10)
Car tout les coefficients du numérateur aprés (i) sont nuls

Maintenant on remplace p dans (1.9) par (—p) on peut écrire

0 = g () st =) (11)

Si on considére :

[p} Cplp+1).(p+k—1)
k k!
pour les valeur négative de p. On remarque que

() - =t e ]

Alors la formule (1.11) prend la forme suivante
(=p) 1L~ [-»
= E t—kh 1.12
fh h_p P |: k_ :|f( ) ( )

Si n est fixé alors f, ”(t) tend vers une limite (0) quand h tend vers (0)

Supposons que n — oo quand A — 0, on peut prendre h = t’T“ oua€R,

notons
: -p __ -p
i [, = D, f (1) (1.13)
xh=t—a
Donc
D f(t) = tim -2 S 2 pe— v (1.14)
DO =g 2 | ) - |

Considérons maintenant quelques cas particuliers :

Pour p=1on a

fit=h)_ f(t—kh)
k=0

11



En tenant compte de t — xh = a et f est continue alors

lim f,'(t) = D7 f(t)

h—0

Pour p=2on a

donc

£2() = b (k+ Dhf(t — kh)

k=0
et posons y =t + h on peut écrire
n+1
fi2(6) = h ) (k) f(y — kh).

k=1

Si en faisant tendre A — 0, nous aurons

lim f2() = D7)
= / 2f(t—z) dz
= /(t—T)f(T) dr

Car y — t quand h — 0

Les relations précédentes donnent I'expression générale suivante

D F(E) = lim b7 [z]f(t—kh) - ﬁ/ (t — 7YP~Lf(7) dr (1.15)

12



Montrons maintenant que la formule (1.9) est une représentation d’une inté-
grale répétée n fois.

En intégrant la relation

d. .1
E(aDt f(t)) - (p_2)|

/ (t —7)P2f(7) dr :aDt_pr(t) (1.16)

de & t on obtient

D750 = [ D@ dr D = [ D) de

a a

DPf(t) = /at dt/ (oD P2 f(t)) dt
= /t dt/ dt/ (oD P f (1)) dt
[ o

pfozs

et aussi :

On voit que la dérivée d’ordre entier n (1.8) et I'intégrale répétée p fois (1.15)

d’une fonction continue f(t) sont des cas particuliers de ’expression :
n

DV f(t) = lim h‘pZ(—l)’“(Z>f(t — kh) (1.17)

h—0
k=0

qui représente

1. La dérivée d’ordre entier n si p = m c’est-a-dire

oD f0) = £00(0) = TH iy S0 () e

13



2. L’intégrale répétée m-fois si p = —m

D f(t) = lim " ; (Z‘) F(t— kh))

h—0
i

— ko [ - ar

(n—1)!

- at dra/at. /atf(T) dr

TV
mfois

1.2.2 Intégrale d’ordre arbitraire

Considérons le cas p < 0 , remplagons par (—p) dans l'expression (1.17).
Alors (1.17) prend la forme :

n

DFE) = lm Y|Pt~ kh) (1.19)

avec nh =t — a. Pour prouver l'existence de la limite dans (1.19) et évaluer

cette limite on a besoin du théoréme suivant

Théoréme 1 : Prenons une suite (By), (ank), k =1,2... et supposons que :
lim B, = 1, (1.20)
k—o0
lim a,r = 0, pour tout k (1.21)
n—oo
7}1_)1202(1”’;@ = A, pour tout k (1.22)
k=1
Z lani | < K, pour tout n (1.23)
k=1
Alors .
,}EEO;“nvkﬂk =A (1.24)

14



Ce théoréme a une conséquence simple & savoir, si on prend

lim B = alors nh_{go;a”’kﬁk = AB

h—o00

Pour appliquer ce théoréme afin d’évaluer la limite (1.19) on écrit :

h—0

DPf(t) = hmhpimf(t—kh)

_ }HO i H (kh)P~Lf(t — kh)

_ ,Hozk;le (kh)P~Lf(t — kh)
- ,Hozkpl[V;“(t;“)p_lf(t—kt;“)

On prend

i

t— t—a\"! t—
U p = —— (k “) ¥ <t —k a)
n n n

En utilisant I'identité

['(z) = lim

On aura

JI—EEOB = hm 0o

(1.25)

15



Evidemment, si la fonction f(¢) est continue sur I'intervalle fermé [a,b] alors

. . . Z t—a t—a p-1 t—a
e = M2 () ()

k=0
= lim Zh (kh)?~ f(t — kh) (1.26)

n—00
k=0

= /at(t — 7P f(r) dr

En tenant compte de (1.25) et (1.26) et on appliquent le théoréme 1, on

conclut que

DPf(t) = limhpZ[Z]f(t—kh)

’Hlo k=0 (1.27)

= m/a(t—T)plf(T) dr

Si la fonction f(t) est de classe C™!(]a, b]), alors en intgrant par parties, on

peut écrire (1.27) sous la forme :

_p ka t_ap+k+ 1 t(t_ )p+m m+1( p
ug c T(p+k+1) F(p+m+1)/a Ty r) dr

(1.28)
ot (m—1)<p<m
1.2.3 Dérivée d’ordre arbitraire
Dans ce cas on prend p positive
C=LDPf(t) = limh™? (—1)k (p) f(t —kh)
K h—0 kZ:; k (1.29)

_ T (p)
= }lllg(l)fh (t).

Afin de calculer la limite (1.29), nous commengons par transformer tout

d’abord Iexpression de f,gp )(t) comme suit :

16



En utilisant la propriété connue des coefficients de binémes :

-6

On peut écrire :

ORI SV ) VI RE) SV (e VY

k=1

— h_;;(_m(p;l)f(t—khw%;(—1)“1 (p;)f(t—(ml)h)
=) (pgl)h‘lf(a)Jrh‘lkZ;](—l)k(pk ) 9 ste

Vf(t = kh) = f(t = kh) = f(t = (k+1)h)

En applique la formule (1.30) des coefficient de bindme répétée m-fois alors :

=3 (U e Y (T

k=0 k=0
(1.31)

En appliquant le théoréme précédent, on arrive finalement a 1’expression

)vm“f(t—km

suivante

~ fW(a)(t —a)P** 1
N(=p+k+1) T(-p+m+1

C-LDYf (1) = lim (1) =

) / (t—r)™? F (1) dr
(1.32)

Ot ) (t) sont continuées dans [a, b] et que m est entier m > p— 1. La petite

k=0

valeur de m est déterminée par I'inégalité

m<p<m-+1

17



1.2.4 Exemples

1. Dérivée fractionnaire de f(t) = (t — a)’
Ot v est un nombre réel
premier cas (l'ordre négatif)
On a

D7 (t) = ﬁ / (t— ) f(r) dr

tel que p est un réel positif
Supposons que v > —1 (pour la convergence de I'intégrale) et en appli-

quant la formule précédent pour la fonction (t — a)? alors :

D (t—a)’ = ! ] / (t—7)P N7 —a) dr (1.33)

I'(p
En faisant le changement de variable suivant :

T=a+2(t —a)

L’expression (1.32) devient

oD (t—a)’ = ﬁ(wﬁ - a)”+p/ (1 —2)P~ ' da (1.34)

Rappelons la fonction Beta est définie comme suite :

B(p,v) = /1 ™11 — 1) dr (1.35)

avec (Re(p)>0, Re(v)>0)
Alors le résultat (1.34) devient

Dt —a) = B +1p)(t—a)?
) F(lzgzv SV (1.36)
L(v+p+1)

18



Deuxiéme cas (l'ordre positif)
Considérons maintenant le cas 0 < m — 1 < p < m et appliquons la

formule (1.32) avec v > m — 1
1 t m A\
DI ) = [ =gy tioel S

En tenant compte de

L = pw-1)...(v—m)(T—a)™
I'(v+1)

(1.38)
F(v—m—l)(T_a

)U—m—2.

Posons 7 = a + z(t — a) on aura

G—-Lnpis+ v v+1
o« Dit—a) = Fv—m—l)F(—p—l—m)f

v+ 1)B(=p+m,v—m—1)

;(t — )P (t — )2 dr

N Fv—m—1)I(—p+m) (t—a)”
_ [(v+1) (t — a)y—r
Fv—m-1)I'v—p+1)
(1.39)
2. Dérivée fractionnaire de f(t) = C' (Constante)
t (p+1)
G-Lnp _ 1 _ \—(p+1
o "Dy = T(=p) /at(t )~V C dr
— c _ )~ D) 1.40
~ T(-p) /a (=) dr A
—_= # — -p
ey I

1.2.5 Propriétés

Considérons maintenant la dérivée fractionnaire d’ordre ¢ d’une dérivée
d’ordre p (composition avec des dérivées fractionnaires) S=FDJ(S~L DY f(t)) :

Deux cas seront considéré séparément p < 0 et ¢ >0



Premier cas (p <0etg<0)ona:

CEDUEIDI®) = iy [ () S EDI () dr

- /t<—7>“df/7< 0P () da

= — (t—x)pqlf(x)dx
F(—q —p) /a
= JEDITf(t)

(1.41)

Supposons maintenant que 0 < ¢ < n + 1, on remarque que ¢ = (n+ 1) +

(g—n—1) ot qg—n—1<0 et on utilisant les formules (1.32) et (1.41)

GEDIEEDIf(1) = s (oDFTTHETEDI (1))
Y (G LDp+q n— 1f(t)) (1'42)

dgn+1

= SEDET()

De (1.41) et (1.42) on conclut que si p < 0, alors pour tout réel arbitraire ¢

on a :

OE DY DL (1) = £ Dp

a

Deuxiéme cas (p > 0)
Supposons que 0 < m < p < m+ 1 alors la formule (1.32) prenons ¢ < 0, on

voit que l'intégrale d’ordre (—q) de ¢~L DY f(t) existe si et seulement si :
fPa)=0, (k=1,2...,m—1). (1.43)
Donc sous les conditions (1.43), on arrive a

DIETEDYf() =0 FTEDYTf (). (1.44)
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Prenons maintenant 0 < n < ¢ < n + 1, on suppose que f(t) satisfait les
condition (1.43) et en tend compte du fait que g—n—1 < 0, la formule (1.44)
peut ainsi étre utilisée, on obtient :

STEDNGTIDIF(E) = e (§TPDITTHE D (1))

a

dorer (§T DI (D) (1.45)

a

STEDYT ()

De (1.44) et (1.45) on conclut que si 0 < m < p < m + 1, alors (1.45) a lieu

pour tout réel arbitraire ¢, si la fonction f(t) satisfait les conditions (1.43).

1.3 Les dérivées fractionnaires au sens de Ca-

puto

1.3.1 Introduction et définition

La définition de la différentiation fractionnaire de type Riemann-Liouville
a joué un role important dans le développement de la théorie des dérivées
et intégrales fractionnaires et pour son application dans les mathématiques
pures (solutions des équations différentielles d’ordre entier, définition de nou-
velles classes de fonction, sommation des séries....). Cependant, la technolo-
gie moderne demande une certaine révision de I’approche mathématique pure
bien connue, De nombreux travaux ont apparus, spécialement dans la théorie
de visco-élasticité et des mécaniques du solide, ou les dérivées fractionnaires
sont utilisées pour une bonne description des propriétés des matériaux. Les
problémes, appliqués demandent des définitions de dérivées fractionnaires
autorisant 1'utilisation des conditions initiales interprétables physiquement,
lesquelles contiennent f(a), f (a), etc... Malgré le fait que des problémes aux
valeurs initiales avec de telles conditions initiales peuvent étre résolus ma-
thématiquement, La solution de ce probléme a été proposée par M.Caputo

(dans les années soixante).
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Donc on introduit une dérivée fractionnaire qui est plus restrictive que celle

de Riemann-Liouville.

Définition 1 Soient f € C™([a,b]), p > 0 la dérivée fractionnaire de la

fonction f au sens de Caputo est défini par :

ey 1 AN
D) = F(n—p)/a (t — 7)p—ntl dr (1.46)
= (D7 (S f ()

t’!l

Oun—1<p<mnett>a.

Remarque :

Soit p > 0, on a
1. Si f(x) € C([a,b]) alors

« DY (D f(1) = f(1)

2. Si f(x) € C"([a,b]) alors

DG DY () = f(t) -

En particulier, si 0 <p < 1et f(z) € C([a,b]) alors
DG DY) = f(t) = f(a).

1.3.2 Propriétés
Soit f € C"*([a, b))

1. La dérivée au sens de Caputo d’une fonction constante est nulle par
contre la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d'une fonction

constante n’est pas nulle.
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2. SoitmeNetn—1<p<nona
S DI (E DI f(1) =g Dy f(t)
mais :
S DG DLf() = ¢ Dy (1)

si et seulement si f®)(a) =0 pour k=n,n+1,...,m

3. La relation entre la dérivée au sens de Caputo et la dérivée au sens de

Riemann-Liouville est donnée par :

n—1 (k)
Cyp R—-Lyp [ (a) k
D;f(t) = D/ f(t) — t—a)" P
a tf() a tf() k_or(k_p+1)( )
Démonstrations :
1. Si f(t) = K(constant) alors f*(t) =0 pour k =1,...,n donc
1 t (k)
ODIK = / S 4
L(n—p)Jo (t=7)
par contre
R-Lpp — KtP
‘ I =p)
2. Montrons que : S DP(C D f(t)) = CDPY™ £(t)
On a

COVEDPf(t) = oD " P DpEDPf(t)
- aDt_(n_p)aD;H_mf(t)
_ aD;(n+m*(P+m))aD?+mf(t)
= DI (1)

Montrons que DS DPf(t)) = C D" £(t) si et seulement si

f®a)=0 pour k=nn+1,....m
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n—1 (k)
DIEDE) = DPDEIO = Y i (e = a)* )
k=0
» —  f¥(a) K
DM(DPf(t)) — D" —a)kr
p+m - — f(k (CL) mt_ ¢ k—p
DY) = 3 i,y PP
pt+m « f(k)<a —(pt+m)
DY (L) — 2 Th = (p+m)+1)(t_a)k +
ptm = f(k) ((l) k—(p+m)
Di Pt F(k—(p+m)+1)(t a)"
m—+n—1
f(k)<a) _ N\k—(p+m)
; - prm i Y !
m+n—1
f(k)<a k—(p+m)
2 gm0
p+m mint fk(a) k—(p+m)
Dt f(t>_ % F(k—(p+m)+1)< CL)
m+n—1
fuy(a)
; L'(k—(p+m)+1)
S AT R
ot —~ T'(k—(p+m)+1)
Donc
CDIME DY) =Dy f(t)
seulement si f®(a) =0 pour k=n,n+1,...,m
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1.4 Propriétés générales des dérivées fraction-

naires

1.4.1 Linéarité

Similairement & la différentiation d’ordre entier, la différentiation frac-

tionnaire est une application linéaire

DPAS(E) + pg(t)) = ADPf(#) + pDg(t),

ou DP désigne n’importe quelle mutation de la différentiation fractionnaire.

Par exemple pour la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre p

DO +9(0) = Forms e | (=T () + gt dr
} m%_m%/af‘“"""lfm ar

— ADPf(t) + uDrg(t)

1.4.2 La régle de Leibniz pour les dérivés fractionnaires

La régle de Leibniz pour la dérivée fractionnaire est la suivante :
Si f est continue dans [a,b] ¢(t) admet (n + 1) dérivée continue dans [a, b],

alors la dérivée fractionnaire du produit ¢(t)f(¢) est donnée par :

D) =3 (1) 00810 - R

k=0

ou

n>p+l1

(Z) :p(p_n..l.f!(p—kﬂ)
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et

R = o [ 0=0 ) dr [ @) -y e

avec

lim RP(t) =0

n—oo

Si f(t) et p(t) avec toutes ses dérivées sont continues dans [a,b], alors la régle

de Leibniz pour la dérivation fractionnaire est donnée par :

D00 =3 (§) e 0,0 )

k=0

«D? est la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov .

1.4.3 Transformée de Laplace des dérivées fractionnaires

Rappelons que la transformée de Laplace d’une fonction f(¢) est la fonc-

tion F'(s) définie par :

F(s)=L{f(t),s} = / e S f(t) dt (1.47)
0
f(t) est appelée originale qui peut étre obtenue par la transformée de Laplace
inverse :
c+ioco
ft) =L {F(s),t} = e F(s) ds, c= Re(s) >0 (1.48)

le produit de convolution des deux fonctions f et g est donnée par :

£(t) # glt) = / F(t — r)g(r) dr = / f()glt —7) dr (1.49)
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La transformé de Laplace du produit de convolution de deux fonctions f et
g, qui sont égale & 0 pour t < 0, est égale au produit de leurs transformées
de Laplace :

L{f() * g(t), s} = F()G(s) (1.50)

sous 'hypothése que F'(s) et G(s) existent.
La transformée de Laplace de la dérivée d’ordre entier n de f(t) est donnée

par :

n—1

L{f®, s} = $F(s) =Y s 1)
k=0
n—1

= s"F(s)— Z s"k=1 k()

k=0

(1.51)

Dans ce qui suit, on suppose que a = 0.

Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-
Liouville :

La transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire d’ordre p > 0 de
Riemann-Liouville peut notamment s’écrire comme le produit de convolu-
tion de la fonction g(t) = tP~1 et f(¢) on a :

1 t
oD;? = — — VP () dr
10 = 15 | €= o
= sl 1)

1

et comme la transformée de Laplace de la fonction g(t) = t*~! est donnée

par :
G(s)=L{t" " s} =T(p)s”

pour la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville, qui peut s’écrire sous la forme :

o PDLf() = g™ ()
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avec

1 t
(n—p) n—p—1
g(t) = oD f(t) = /t )P f(7) d, n—1<p<n
(t) ; (2) 1ﬂ(n_p)o( ) (7) ( )
On utilise (1.52) alors :
n—1
L{{"DIf(t),s} = s"G(s) = > s* g *D(0) (1.53)
k=0
Ou
G(s) = s~ P F(s) (1.54)
et d’aprés la définition de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville il
vient :
dr— k—1 (n—p) k1
on— k= 1)(1) = T D @) =D ) (159)

On arrive a l'expression finale de la transformée de Laplace de la dérivée

fractionnaire de Riemann-Liouville :

3
—

L{ELDPf(t), s} = PF(s) = 3 s [ODf’k’lf(t)L . (n-1<p<n)
. _

e
Il

(1.56)
Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo

Ecrivons la dérivée de Caputo sous la forme :
SDFI(t) = oDy " Pg(), g(t) =), (n-1<p<n)
En utilisant la formule L {,D; 7 f(t) = s PF(s)} on aura :

{CDpf s} =g (= p)G( )
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Ou grace a (1.51) :

G(s) = s"F(s)— Y _s" ' f®(0)
= $"F(s)— X_: sk F=k=1 ()
k=0

alors :
n—1
L{DVf(t),s} = s"F(s) = Y " ' fy(0)  (n—1<p<mn) (157)
k=0

Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Grunwald-
Letnikov
Dans le premier cas ot 0 < p < 1, on a vu que la dérivée fractionnaire de

Grunwald-Letnikov peut s’écrire sous la forme :

foyr 1 t Ry
r(l—p>+r<1—p>/o(t )70 dt

En utilisant la transformée de Laplace de la fonction tP~! et cette de convo-

. IDLf(t) =

lution on obtient :

L{6-LDr s} = + < (sF(s) = f(0)) (1.58)

Si p > 1 la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Grunwald-
Letnikov n’existe pas dans le sens classique, car dans un tel cas on a des

fonctions non intégrales dans la somme de la formule (1.32).
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Chapitre 2

Equations différentielles d’ordre

fractionnaire

On commence, dans ce chapitre I’étude proprement dite équation diffé-
rentielle linéaire d’ordre fractionnaire. Dans la premiére section, on donne
le théoréme d’existence et unicité de la solution.Dans la seconde section, on
présente la solution analytique des équations différentielles linéaires d’ordre
fractionnaire.Dans la troisiéme section, on donne la solution numérique des

équations différentielles d’ordre fractionnaire et quelques exemples.

2.1 Théoréme d’existence et unicité

Soit av un réel positif vérifiant : n — 1 < a < n, °D* désigne 'opérateur
de dérivation de Caputo.

Considérons le probléme de Cauchy suivant :

{CDay(t) = f(t,y(1)), (2.1)

y®0) = 4P, k=01,...,n—-1
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Théoréme 2 Soient y(()o), .. ,y(()”_l) €R, K >0, h* >0, définissons

Gz{( y) € [0, h*]xR\y—Zk,yo _K}

soit f: G — R une fonction continue Lipschitzienne par rapport a y c’est-a-

dire : il existe un constant L > 0 indépendant de t, iy, et yo tel que :

V(t7y1)7 (t’yQ) €G: |f(t7y1) - f(t7y2)| <L | Y1 — Y2 |

Alors il eziste une unique solution y du probléme (2.1) tel que y € C[0, h*]

Lemme
La fonction y € C|0, h] est une solution du probléme (2.1) si et seulement si

y est solution de I’équation intégrale non linéaire de Volterra

yt) =Y %yg’” + ﬁ /0 (t—7)* " f(r,y(7)) dr. (2.2)

Démonstration
Premiérement supposons que y est une solution de (2.2), on peut écrire cette

équation sous la forme réduite
—1 ok
Zk— 4 DLy ()
k=

En applique l'opérateur de différentiation ©D* sur les deux cotés de cette
relation on aura immédiatement que y est solution de I’équation différentielle
(2.1). Appliquons maintenant I'opérateur D* : 0 < k < n — 1 sur Iéquation
de Volterra (2.2), on obtient :

n—1
tk
D*y(t)=> "D ],yé + D" DFDT R f(t,y(1))

J=0
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DFt/ = 0 pour j < k, alors si t=0 on a :
K 7w —(a—k)
D%y(0) =D 1% lt=0 + D f(t,y(@t) le=o

et comme : o — k > 1, Pintégration est nul (ie :D~@=F) f(t, y(t))|=0 = 0),
par suite DFy(0) = y(()k)

D’autre part on définit :

Z(t) = f(t,y(t)) alors Z € C[0, h] on récrit I’équation de la forme :

“Dy(t)
= Doy — Tn 1y, 0])(t)
DnOD==)(y — T, 1y, 0])(¢)

Z(t) = f(t,y(t))

n—1 k
tel que T, _1[y, 0] Z k'yo ) est le polynéme de Taylor de degré (n — 1)

pour la fonction f autour de 0.

En appliquant 'opérateur D~" sur les deux membres de la relation on aura :
D™"Z(t) = D™ (y — T, 1 [y, 0])(t) + q(t)

Avec ¢ un polynome de degré ne dépassant pas (n — 1).

Comme Z est continue, la fonction “D~"Z a un zéro d’ordre au mois n a
I’origine.

En autre la différence y — T,,_1[y, 0] a la méme propriété par construction.
Et donc la fonction D~("=%) (y —T;, [y, 0]) doit avoir un zéro d’ordre n aussi.
Par suite le polynéome ¢ a la méme propriété mais comme il est de degré ne

dépassant pas (n — 1), il en résulte que ¢ = 0, par conséquent :

D7"z(t) = D™ (y — T, [y, 0](¢))
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En appliquant I'opérateur de dérivation de Caputo © D"~ sur les deux membres

de cette équation on obtient :
y(t) — Toaly, 0](¢) = D™ Z(1)

En substituant Z(t) et y — T,,_1]y, 0](¢) on retrouve ’équation de Volterra :

B iy tk ) 1 t o1
o0) =3 gl + gy | 6= i)

2.2 Résolution des équations différentielles li-

néaires d’ordre fractionnaire

Dans cette section nous présentons la résolution des équations différen-

tielles linéaires dans le cas unidimensionnelle et multidimensionnelle.

Premiére cas (Cas unidimensionnelle) :
Soit A € R et a > 0, n un entier tel que n — 1 < a < n. La solution générale

du probléme aux valeur initiales suivant :

“Dy(t) = Ay(t) + q(t)
y*®(0) =0, VEk=0,

..,n—1
ou g € C|0, hl, est sous la forme donnée par :
n—1
k ~
y(t) = >y un(t) + (1)
k=0

avec
~ ) D™q(t) siA=0
. L gt —T)ug(r) dr siA#0
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et

et
ea(t) = Eo (%)

Tel que E,(t) est la fonction de Mittag-Leffler & un paramétre définie par :

Ea(t)

§:ka+n’ >0,

et la fonction de Mittag-Leffler & deux parameétres est définie par :
o

a,B>0
kZ:% IN¢ ak: +0)’ &

En particulier, si & = 1, on trouve la fonction exponentielle :

o

if‘ Z —exp

k=0 =0
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FIGURE 2.1 — Représentation de la fonction Mittag-Leffler pour quelques
valeurs de «

Exemple 2.1 :

Considérons le probléme (P)

‘Dy(t) = 2y(t) — 1
y(0)=0,4(0)=0 l<a<?

On a A =2et ¢(t) = —1 alors

y(t) =y un(t) + ()
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tel que

i) = 5 [ at =) dr (@ £0

= _71 Otuz)(T) dr
1 .

= 7[“0(7) 0
tel que

ug(t) = Dleq(t) = eq(t) = Eq(2tY)
Alors L .

(0) = 5 [Fa(27°) = 5 (Ba(26%) 1)

et

k
St uPue®) =y uo(t) + yMua (t)

= y(0)E, (2t“)+y’(0)D(’”€< )
= y(0)E4(2t*) + v (0) fo
— 0

Donc la solution générale de (P) est :

B 1)

y(t) =

Deuxiéme cas (cas multidimensionnelle) :

Considérons I'équation différentielle fractionnaire linéaire :

Dy(t) = Ay(t) + q(t), (2.3)

avec 0 < a <1, A€ M,um(R), y € R", ¢:[0,h] — R"™
Pour résoudre le probléme (2.5) on commence avec le probléme homogéne

correspondant (i.e ¢(t) = 0 pour tout ¢ € [0, h]). Alors

“Dey(t) = Ay(t) (2.4)
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1. Si A admet des valeurs propres simples
Soient Aq,..., A, les valeurs propres de A et vy,...,v, les vecteurs

propres associée. Alors la solution générale de (2.6) est de la forme :

y(t) = Z kg Eo (Art?) (2.5)

oucy €eR k=1,...,n.

2. Si A admet des valeurs propres multiple, par exemple A de degré de
multiplicité k£ donc on a deux possibilités, Si le nombre de vecteurs
propres linéairement indépendants associé a A est égale a k, la solution
de (2.4) est de la forme (2.5). Ou bien il existe m vecteurs propres
linéairement indépendants associé a A tel que (m < k), alors les autres
(k — m) solutions qui sont linéairement indépendantes sont données

par :
Y = Z v(j)t(i_j)aEé_j()\ta) pour i=m,..., k

j=m
tel que (A — AoVt =

Exemple 2.2 :

Considérons le probléme suivant :

“Dy(t) = Ay(t)

tel que y(t) e R3 et A =

— o
— = O
N O N

Les valeurs propres de A sont :A; = 0, Ay = 1 et A\3 = 3, et Les vecteurs
propres de A sont : v; = (—2,0,1)T associé & \; = 0, v = (—1,1,1)7 associé

aX=1etvy=(1,0,1)" associ¢ a \3 = 3.
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Donc la solution générale est :

y(t) = c1(=2,0,)TEL(0) + co(—1,1,0)TE,(t%) + ¢3(1,0,1)T E,(3t%)
= ¢1(=2,0, D)7 + co(=1,1,0)TE,(t*) + ¢3(1,0, 1) E,(3t%)

2
pour y(0) = | 1 | alors ¢ = %2 et co=1et cg= % donc
1
—2 -1 1
yty==22 0o [+] 1 | Ba(t)+2]| 0 | E.(3tY)

0 1
Exemple 2.2 :

Considérons le probléme suivant :

“Dy(t) = Ay(t)

tel que y(t) e R3 et A =

S NN
o W o=
=

Les valeurs propres de A sont : A\ = 1(double) et Ay = 4, et les vecteurs
propres de A sont : v; = (1,—1,0)7 associ¢ a \; = 1 et v3 = (1,2,0)7 associé
a Ay = 4.

Donc la solution générale est :
y(t) = c1(1, —1,0)T B, (t%) 4 c2(1,2,0)T E, (4t%) + Y3 (1)

tel que :
Y3(t) = vt E(t°) + vz Ea

et
(A — )\[)U(g) = 0(2)
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alors

-3 1
—(—.1.—)T
vy = (5 1=
donc
1 1 1
yt) = a | =1 | B.(t®) +co| 2 | Ea(dt®) +c3| =1 | t“EL(t%) +
0 0 0

C3 1 Ea (ta)
=1
2
Remarque :
Soient (yi(t),...,y(t))" la solution du probléme homogéne (2.6), alors la
solution du probléme non homogéne (2.5) avec la condition initiale y(0) = yo

est (X1(t),..., X,(t)T tel que :

Xi(t) = yi(t) + /Ot vi(t —t)q(r)dr Vi=1,...,n

2.3 Résolution numérique des équations diffé-

rentielles d’ordre fractionnaire

La résolution analytique des équations différentielle non linéaire d’ordre
fractionnaire est impossible dans le cas général, alors on a recouru a des mé-
thodes numeériques. Il existe deux classes de méthodes numériques pour la
résolution d’une équation différentielle d’ordre fractionnaire : les méthodes
fréquentiel, et les méthodes temporel, par exemple la méthode de Diethelm,
la méthode d’Adams-Basheforth-Moulton et la méthode de décomposition
d’Adomian Dans notre travail nous allons utiliser la méthode d’Adams-Basheforth-
Moulton

La méthode d’Adams-Basheforth-Moulton généralisée La méthode

d’Adams-Basheforth-Moulton est une méthode numérique introduite par Die-
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thelm et Freed, basée sur I’équation de Volterra (2.4). On suppose que y;
est 'approximation de y(¢;) pour j = 1,...,k dans l'intervalle [0, T|. Pour
obtenir yx,; on remplace l'intégrale dans I’équation de Volterra (2.4), en uti-
lisant la formule de produit de quadrature des trapézes ou les nceuds ¢; pour
a—1

j=1,...,k+1s’en prennent respectivement a la fonction (t;41 — .)

Premiérement on obtient I’approximation :

tet1 . tit1 I~
/ (tepr — 1) g(r) dr =~ / (thy1 — 7)* Grga (7) dT
0 0
le+1

= Y ajengty)
=0

Ot gg41 est une interpolation de g (avec g(t) = f(t,y(1))),

k+1
1
i = [ (b =) () (2.0
0
et
T—ti_1 .
tj—tjj_l S1 tj—l <7< tj
) _ tjip1—T .

D, i1(7) = oo, St <T <t

0 sinon

Et comme t; = jh pour j =0,1,..., N, alors :

oy (k= (k — @) (k + 1)*) sij=0
Ajo+1 = ﬁ((lﬁ —j4+2) (k=) —2(k—j+ 1)) sil<j<k
Cany si j=k+1

Donc, on obtient la formule de correction (la méthode d’Adams-Moulton

fractionnaire & un pas)

m—1 ,j k
t ; 1
Y1 = Z %yﬁ” +W(Z jrrrf (s y5) + @k f (B, ¥240)); (2.7)
j=0 ’ Jj=0
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Ot y,_ 4 le terme de prédication.
Pour déterminer yy, , on utilise la méthode d’Adams-Bashforth a un pas (de
la méme maniére pour la formule de correction), mais on remplace I'intégrale

par la régle de produit des rectangles.

tk+1 k+1
/ (s — 1) g(r) dr = 3 bieaglty)
0 j=0
ou ha
b = (k1= ) = (k= )" 29
m—1 tj ) 1 k
yiJrl = Z %yéﬁ + m Z bj,k—i—lf(tja yj) (2.9)
=0 =0

Finalement, les expressions (2.6) et (2.8) avec a;x+1 €t b; 41 qui sont calcu-
lées a partir de (2.5) et (2.7) respectivement forment la méthode d’Adams-
Bashforth- Moulton fractionnaire.

Exemple 2.3 :

On considére le systéme d’ordre fractionnaire suivant :

D% = z+ (y—a)z
DBy = 1-by—=x

DYz = —xz—cz

telque : 0 < a,B,v<1leta,bc>0
L’application de la méthode d’Adams-Bashforth-Moulton sur le systéme pré-
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cédent, donne le systéme suivant :

;

a1 jr+1(25 + (y; — a)z;)

Mw

Tkl = Lo+ (a+2)(zk+1+(yk+1 karl
]=0

=

Yetr = Yo (ﬁ+2 ( = Wy — Th) + W Za2jk+1(1 — by; — ;)
7=0

k
el = A0t (w+2)( Th1 — CZpp1) + Za3yk+1 j — ¢Zj)
\ 7=0
Ou ) )
JIZ_H = X9+ ﬁ Z bl,j,k—i-l(Zj + (yj — a)xj)
j=0
"k
Yhor = Yot iz Y bagkn (1= by, — ;)
j=0
T
G = Ft g Z; by jh1 (=5 — cz;)
\ J=
bijpss = ((k+1—=5)" = (k—j)%)
o = (k41— 5)" = (k= j)")
bajipr = “((k+1—4) —(k—j)7)
m(/{?a+l (k — Oé)(k + 1)04) si j =0
CI/ j = @ . .
1,7,k+1 a(Z+1)((k _] T 1)a+1 € (k —j>(l€+ 1)a+1 o z(k, _j+ 1)a+1) sil S j S k
et
| W = k= g+ 1)) §ij=0
25k+1 = . . . .
’ 5(211)((16 GO (k=) R+ 1P -2k -5+ 1)) si1<j<k
et
. B V(,Hl (k7+1 (k—~)(k+1)7) sij=0
34kl = 5 . . . .
’ (k= G4 1 (k= )k 1 =2k — 1)) sil< <k
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Chapitre 3

Stabilité d’un systéme d’ordre

fractionnaire

Dans la théorie de la stabilité des systémes linéaires a temps invariant et a
dérivée d’ordre entier, nous savons bien qu’un systéme est stable si les racines
du polyndéme caractéristique sont a parties réelles strictement négatives, donc
situées sur la moitié gauche du plan complexe. Par ailleurs, dans le cas des
systémes fractionnaires linéaires & temps invariant, la définition de la stabilité
est différente des systémes d’ordre entier.

En effet, les systémes fractionnaires ou d’ordre non entier peuvent bel et bien
avoir des racines dans la moitié droite du plan complexe et étre stables.

Le plan de ce chapitre est le suivant : dans la premiére section, on présentera
brievement la stabilité d’un systéme linéaire d’ordre fractionnaire. Dans la
deuxiéme section, on donnera la stabilité d’un systéme fractionnaire dans
une région GLMI. la stabilité des systémes singuliers linéaires fractionnaires
(premiérement on définit le systéme singuliére et réguliére et finalement la
stabilité de ces systémes) sera donné dans la troisiéme section. Enfin dans ce
chapitre on étudiera rapidement la stabilité d'un systéme non linéaire d’ordre

fractionnaire pour deux méthode (méthode directe et méthode indirecte).
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3.1 Stabilité d’un systéme linéaire fractionnaire

La stabilité des systémes fractionnaires a été étudiée dans [17] et [18]
ou des conditions nécessaires et suffisantes ont été obtenues donnant lieu au

théoréme suivant.

Théoréme 3 Considérons le systeme linéaire autonome d’ordre fraction-

naire suivant :

{ D% = Ax (3.1)

z(0) = xo 0<a<?2

x(t) € R™. Soit 0(A) = {A1,...,\n}, le systeme (3.1) est asymptotiquement

stable si et seulement st
| arg(\) |> % NeEo(A), i=1....n (3.2)
Le systéme (3.1) est stable si et seulement si

| arg(\) |> O;l NEo(A), i=1,....n

(%I

et les valeurs propres critiques satisfont a | arg(\;) |= % ont une multiplicité

géométrique égale a leur multiplicité algébrique.

D’apreés ce théoréme sur la stabilité, il découle les différentes régions stables

et instables, voir figures 3.1 et 3.2.
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FIGURE 3.1 — Domaine de stabilité des systémes d’ordre fractionnaire avec
O0<ax<xl

Danslecasou 1l < a < 2.

instable

FIGURE 3.2 — Domaine de stabilité des systémes d’ordre fractionnaire avec
l<a<?2

45



Si 1l < a < 2, alors la relation (3.2) décrit une région convexe du plan
complexe comme le montre la figure 3.2. Une solution de probléme passe
par l'utilisation des régions LMI [7]. Une condition nécessaire et suffisante
de stabilité du systéme fractionnaire (3.1) sous forme LMI est donnée par le
lemme suivant.

Lemme 3.1

Le systéme d’ordre fractionnaire (3.1) avec 1 < a < 2 est asymptotiquement

stable si et seulement s’il existe une matrice P = PT > 0 telle que

(AP + PAT)sinf (AP — PAT)cosf

_ <0 (3.3)
(PAT — AP)cos® (AP + PAT)sinf

Ouf=m—

3.2 Stabilité des systémes fractionnaires dans

une région GLMI

3.2.1 D-stabilité et inégalités matricielles linéaires gé-
néralisées GLMI

Définition d’une région GLMI

Un sous ensemble D du plan complexe est appelé région GLMI d’ordre non
entier (pour “Généraliser LMI”) s'il existe 6, € C™*!, ¢, € C*!) Hy, € C* et
J, € C™! tels que :

D={zeC|3w=[w,...,wn)" €C", fo(z,w) <0, gp(w) =01}, Vke{l,...m}
(3.4)

ou
m

fo(zw) = (Opwy, + 050k + 2wy + pwe2) (3.5)

i=1
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et

m

gp(w) = Z(kak + Jywy,) (3.6)

i=1
Condition nécessaire et suffisante de stabilité dans une région GLMI

Définition 2 Une matrice A est dite D-stable si et seulement si toutes ses
valeurs propres sont strictement localisées dans cette région D du plan com-
plexe.

Dans le cas ou cette région D est une région GLMI de la forme (3.4), le
théoreme suivant donne une condition nécessaire et suffisante de D-stabilité

pour la matrice A.

Théoréme 4 Soit A € C"*"une matrice et D une région GLMI définie par
(5.4), (3.5) et (3.6). A est D-stable si et seulement s’il existe un ensemble
de m matrices Xy, € C"" Yk = {1,...,m}, tel que

m

Mp(A{X,}) =) (0 @ Xy + 05 © Xjp + by, @ (AXy) + 9 ® (AX,)*) < 0

i=1

m

Np({Xi}) =D (Hy @ Xi + Ji ® X)) = O (3.7)

i=1

Remarque 3.1

Les matrices Mp(A,{Xk}) et Np({X\}) dans le théoréme 3 peuvent étre
immédiatement déduites de I'écriture de fp(z,w) et gp(w) dans la définition

2 en effectuant les substitutions suivantes :

(wr, Wk, 2w, Wi, Z) > (DX, OX, @(AX), @(QXE)*)  (3.8)

3.2.2 Application a la D-stabilité dans une union de

sous régions convexes

Nous décrivons ici des régions polynomiales, souvent utilisées dans les

problémes de placement de pdles, et qui peuvent étre également décrites par
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une formulation GLMI.
Régions de premier ordre

Les régions de premier ordre sont décrites de maniere cartésienne

Puisque l'on a
z2+Zz zZ—Z
= = 1
i e T (3.10)

On peut décrire

D:{(z:x+jy)E(C|d0+d1(z+z)+d2(z_,z)<0} (3.11)

Ce qui est équivalent a

(3.12)

dy —jdy  dy+jd
D:{(z:x+jy)ecydo+ L P S 22<0}

5 - 2

Cette formulation est identifiable avec la formulation polynomiale d’une ré-

gion de premier ordre

D={(z=x+jy) €C|Bo+ iz + Bz <0} (3.13)
En posant
dy — jd dy + jd .
fo=do, B="5T2 =T = (3.14)

Formulation GLMI de ’'union de sous-régions convexes du premier
ordre :

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a l’étude de la stabilité d'une
matrice lorsque D est une union de certaines sous-régions convexes. Nous
montrons que de nombreuses régions de ce type peuvent étre décrites par

une formulation GLMI
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Soit C' I’ensemble des régions D pouvant étre décrites par

D= ODk
i=1

ot les sous-régions Dy peuvent étre définies de la maniére suivante (avec

[ = m car on se limite aux régions du premier ordre)
DyeCy Yked{l,...,m} (3.15)
et ou (] est 'ensemble des régions du premier ordre, c’est-a-dire
Dy={z€C| fulz) =+ Brz+ ;2 <0} Vke{l,...,m} (3.16)

En réalité, la région D peut étre exprimée comme en (3.4), (3.5) et (3.6) avec
[l=m+1et

\Ijk Ol,m

Om,l Om,m

O =

1

®k Ol,m ] w .
3 k —

1
2 Om,l _57]?
(3.17)

Ot les matrices 52- € R7*J ont toutes leurs composantes nulles a P'exception

d’un “1” & la position (i,7), avec

1 m
v, =t B O
2 Om,l Om,m

Dans ce qui suit, on se limitera uniquement & l’ensemble ' des régions

Or ==

1 ay Olm
' 3.18
; [ (319)

Om1 Om,m

polynomiales du premier ordre.

Approche GLMI pour ’analyse de la stabilité des systémes d’ordre
fractionnaire si 0 < a < 1:

Le résultat de stabilité des systémes linéaires fractionnaires établi dans [27]
dans le cas o1 0 < o < 1 donné par le théoréeme 5 est basé sur une analyse par

décomposition de domaine de stabilité. Cette analyse est basée sur I'union
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de deux sous-régions convexes de premier ordre Dy, et D, et ces régions
résultent d’une rotation de la moitié gauche des angles 1 = ¢, Yo = —p ol
¢ =(1—-a)f (figure 3.3)

Im(z)

D<o <1

™

p1=—pa=(1—-a)3

domaine de stabilite — 2 € Dy, U D,

domaine d'instabilité — z ¢ Ds, U Dy,

FIGURE 3.3 — Région de stabilité pour 0 < a < 1 considérés comme 1'union
de 2 régions convexes

Le domaine de stabilité D, est défini par
Dy = D,, UDy, (3.19)

avec

D,, = {z € C| Re(ze 7%*) <0} ke {1,2} (3.20)

ou Dy, est la région située au-dessous de la droite ayant une pente négative

et D,, est la région située au-dessus de la droite ayant une pente positive.

3.2.3 Stabilité

Dans cette partie, nous nous intéressons a 1’étude de la stabilité des sys-

témes fractionnaires dans une région GLMI. La figure 3.1 montre que le do-
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maine de stabilité D, d'un systéme fractionnaire est non convexe lorsqu’on
a 0 < a < 1 dans la relation (3.2). Le formalisme introduit par [7] et déve-
loppée par [6] permet de traiter ce cas particulier en utilisant le concept de
régions GLMI. Afin de ne pas trop alourdir cette partie, la présentation de la
région GLMI, I'application de la D-stabilité dans une union de sous-régions
convexes et la mise en ceuvre 'approche GLMI pour I'analyse de la stabilité
des systémes d’ordre fractionnaire si 0 < o < 1 ont été développées dans la
notion de GLMI.

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour la

stabilité des systémes d’ordre fractionnaire dans le cas ot 0 < ar < 1.

Théoréme 5 [26],/27],[10] Le systéme d’ordre fractionnaire (3.1) avec

0 < a <1 est asymptotiquement stable si et seulement s’il existe deur ma-
trices

X, € C" et Xy € C™™ vérifiant

Xi=X;>0et Xo=X;>0et r X1 AT + TAX, + rAXor X5 AT <0 (3.21)

Our=el1=9% =sin(%) + jcos(L) et 7= e 1193,

Lemme 3.2

B —-C
Soit A=B+jC avec B € R™*", C' € R"™" et R =

¢ B

on a les propriétés suivantes :
1. Si la matrice A est normale, alors la matrice R est normale.
2. Si la matrice A est hermitienne, alors la matrice R est symétrique.

3. Si la matrice A est définie positive, alors la matrice R est définie posi-

tive.
4. Sila matrice A est unitaire, alors la matrice R est orthogonale.

En utilisant le lemme (3.2), on réécrit le théoréme 3 afin de remplacer la LMI

complexe (3.4) par une LMI réelle.
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Lemme 3.3

Le systéme d’ordre fractionnaire avec 0 < a < 1 est asymptotiquement stable
si et seulement s'il existe quatre matrices Xp, = X} € R™", X = —X] €
R™" Xp, = X, € R et Xp, = =X, € R™" vérifiant

Xp, —-X
e I (3.22)
X5, Xn
]
e >0 (3.23)
L XIE XRz

(XRIAT + AXR1 + AXR2 + XRQAT) Sin(%) + (AX]1 — X]lAT — AX]2 + XIQAT) COSs a_27r

(X]lAT + AX]l + XIQAT + 14)(]1)8111(177r + (XRlAT - AXR1 — XRQAT + AXRQ) COS%

(AXR1 — XRlAT — AXR2 —|—XR2AT) COSO;—W — (X]lAT +AX[2 =+ XIQAT —|—AX11)sinM

2
(XRlAT + AXR1 + 14)(32 + XRQAT) sin a_27r + (AX[l - X[lAT - AX]2 + XIQAT) COSs %
(3.24)
Démonstration
Si Xg, = X}gl e R™™ X, = _X}I; e RV Xp, = X£2 e R™ " et

X5, = —X}I; € R™" alors X; = Xpg, +jX;, et Xo = Xpg, + 7 X, véri-
fiant X; = X7 et Xy = X;. En utilisant le lemme (3.2), X; = X7 > 0 et
Xy = X5 > 0 si et seulement si les LMI (3.5) et (3.6) sont satisfaites

En remplacant dans l'inégalité (3.4) du théoréme (3), les expressions de
X1 = Xg, +JX5, Xo = Xg, + jXp, et v = sin(%) + jcos(%), on ob-
tient la relation suivante

(sin(%F) + jcos(%)) (Xp, +5 X1, ) AT+ (sin(
(sin(%) + j cos("‘?—”)) A(Xpg,+jX,)+ (sin(%
0

qui peut s’écrire sous cette forme
(sin(%) X, AT — cos(%) X1, AT) + j (cos(%) X g, AT + sin(%F) X1, AT)
+ (sin(%)AXp, + cos(L)AXy, ) + j (sin(L)AX,, — cos(%)AXp,)

%) jCOS 9 ) XR1+jXII>
) — jcos(%)) AT (X, +jX1,) <
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+ (sin(%)AXp, — cos(L)AX,, ) + j (sin(L)AX ), — cos(%)AXp,)
+ (sin( %) X g, AT + cos(Z) X, AT) +j (sin(2E) X, AT — cos(2E) X, AT) <0
En regroupant la partie réelle et la partie imaginaire, on obtient

((Xg, + AXR, + AXg, + Xp, AT)sin(%F) + (AXp, — X, AT — AX, 4+ X1,) cos(%F))
7 ((Xp, + AXp, + X AT + AX ) sin(98) + (Xp, AT — AXg, + AXp, — Xg,) cos(20)) <

2
0

3.3 Stabilité des systémes singuliers linéaires

fractionnaires

3.3.1 Définition d’un systéme singulier linéaire fraction-

naire

Nous considérons dans cette section une nouvelle famille des systémes
dits systémes singuliers a dérivée non entier ou systémes singuliers fraction-
naire. Ces systémes sont décrits par une équation différentielle a dérivées

fractionnaire de la forme suivante
ED%x(t) = Ax(t), O<a<?2 (3.25)

ou : z(t) € R™ est le vecteur d’état, la matrice A € R™*" est singulier avec

rang(E) =7 < n.

Réguliérité

Définition 3 Le systéme singulier fractionnaire (3.1) est régulier s’il existe
une solution unique x(t) pour des conditions initiales données.

Comme dans [9] nous donnons les deux lemmes suivants qui généralisent les
résultats bien connus sur les systémes linéaires singuliers a dérivées d’ordre

entier aux systemes singuliers a dérivées d’ordre non entier.
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Lemme 3.1 [24]
La paire (E,A) est réguliére si et seulement si det(A* — A) est non identi-
quement nul ou qu’il existe A € C, c’est-a-dire qu’il existe A\ € C tel que
det(A\* — A) #£0
Démonstration

En appliquant la transformée de Laplace sur I’équation (3.1) nous on obtient :
(s°FE — A)X(s) = s* ' Exg

ot X (s) est la transformée de Laplace de z(t), alors la solution x(t) existe et
unique si et seulement si det(A\* — A) # 0
Lemme 3.2 [24]

Supposons que le lemme (3.1) soit satisfait, alors :

1. Tl existe deux matrices P, @ (avec det(P) # 0 et det(Q) # 0) telles

qu’on ait :
PEQ = diag(]'m N)? PAQ = diag(‘Alu ]n—'r)

O A; € R(=)x(=") egt une matrice nilpotente

2. Sideg(det(BE—A)) =rang(E), Vp € C, alors il existe deux matrices
P, () satisfaisant :

PEQ = diag(1,,0), PAQ = diag(Ay, I,._,)

Ou A; € R™" et rang (E)=r.

Démonstration :

Supposons que rang(E) = r < n, si le lemme (3.1) est satisfait, alors
det(BE — A) #0 ,Vp € C.

On a il existe deux matrices P, @ (avec det(P) # 0 et det(Q) # 0) telles que
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I'équation (3.1) s’écrit comme suite :

1 0 DaIl
PEQQ™'D°z = PAQQ 'z & | ' =
00 pe-pageee | 10 | [ 7]

Al O T
0 [nfr o)
(3.26)
De plus, a partir de |9] nous avons N = 0 dans (3.26) si
deg(det(BE — A)) = rang(F)
L’équation (3.26) donne la forme canonique de Weierstrass du systéme (3.25).
Dans I’équation (3.26) le sous-systéme fractionnaire lent est donné par
DaZL'l = Alflfl
Tendis que, le sous- systéme fractionnaire rapide est donné par
NDa$2 = T2
Ou N € R ") est une matrice nilpotente,
PEQ = diag(l,, N); PAQ = diag(A1, I,.,); H —Q

X € RT, To € R(®—)

3.3.2 Stabilité

Pour les systémes singuliers & dérivées entiers, la stabilité est définie
comme suite [19]

a) La pair (E, A) est réguliére, c’est-a-dire :

det(\E — A) £ 0
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b) La pair (E, A) est causale "pas de modes impolonnels”, c’est-a-dire

deg(det(\E — A)) = rangE, VA€ C

c) Les modes finit de la paire (E, A) sont strictement & partis réelles
négatives.
Notons bien que les modes finis de la paire (£, A) correspondant aux

valeurs propres de la matrices A; dans (3.26)

Si 0 < a < 2, la définition c) doit étre remplacé par | arg(\;) [> %, i =
1,...,r, o \; sont les valeurs propres de la matrice A;.
Lemme 3.3 :

Le systéme singulier fractionnaire (3.25) est asymptotiquement stable si :
1. La paire (E.A) est réguliére c’est-a-dire : det(A* — A) # 0, A € C
2. La paire (E.A) est causale c’est-a-dire : det(\° — A) = rangFE, 3 € C

3. Les modes finis de la paire (E.A) qui sont les valeurs propres ();) du

systeme (3.25) satisfait | arg(\;) [> G, i=1,...,7.

Exemple 3.1

Considérons le systéme singulier fractionnaire
ED%x(t) = Ax(t) (3.27)

avec les valeurs numeériques suivantes

1 00 0 0 0
E=1000|,A= 0 0 1
010 -1 -1 0

tel que A et F deux matrices singuliére

Le systéme (3.27) est Régulier et Causal, mais il n’est pas asymptotiquement
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stable car il un mode fini & A = 0, en effet

A0 0
detWE—A)=det | 0 0 —1 | =X(\"+1)#0
1 A+1 0

En utilisant les deux matrices non singuliéres P et () suivantes

1 00 1 00
P=10011],Q=]1010
010 0 01
tel que det(P) # 0 et det(Q) # 0
nous obtenons
1 00 0O 0 0
PEQ=]1010 |,PAQ=| -1 -1 0
0 00 0 0 1
0
donc A; = (
et le systeme ) est équivalent &
Da.’El(t) = Alﬂfl(t)
0 = I’Q(t)
La matrice A; a une valeur propre négative \; = —1 et une valeur propre nul

A2 = 0, donc la troisiéme condition dans le lemme 3.3 ne pas satisfait pour
tout 0 < a < 2. Ceci entraine donc que le systéme singulier fractionnaire

(3.27) n’est pas asymptotiquement stable pour tout 0 < a < 2.
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3.4 Stabilité d’un systéme non linéaire d’ordre

fractionnaire

3.4.1 Méthode indirecte (la linéarisation)

Dans le cas du systéme non linéaire d’ordre fractionnaire
D = f(z), 0<a<2 (3.28)

avec r € R"
pour évaluer les points d’équilibre du systéme (3.1), il suffit de résoudre
I’équation

D% = 0.

Si a est une solution de I’équation, alors

f(a) =0.

Pour
x(t) = a+ €(t).

Alors
D%a+¢€) = f(a+e).

Avec la linéarité de dérivation fractionnaire, le résultat précédent peut s’écrire
D(e(t)) = fla+e).
On utilise le développement de Taylor de la fonction f, on arrive

fla+e)~Df(a)e
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car f(a) =0, et puis
D%(t) ~ D f(a)e(t)

et comme €(t) = z(t) — a alors
D% ~ Df(a)(x — a)

donc I’équilibre a du systéme non linéaire (3.28) est asymptotiquement stable

si et seulement
aT
2 )

tel que \; sont les valeurs propres de la matrice jacobienne A = D f(a).

| arg(\;) |> Vi=1,...,n (3.29)

Si | arg(X;) | = %, alors ne peut pas étre juge.

3.4.2 Meéthode directe (la fonction de Lyapunov)

Dans cette section, une extension de la méthode direct de Lyapunov pour
I’étude de la stabilité d’un systéme non linéaire d’ordre fractionnaire en terme

de dérivées de Caputo est présentée.

Théoréme 6 Soit x = 0 est un point d’équilibre pour “ D%z (t) = f(t,z) et
D C R™ un domaine contenant v = 0, soit V(t,z) : [0,00) x D — R une

permanence fonction différentiable de telle sorte que :
Wi(z) < V(t,x) < Wy(x), DV (t, 2) < —Ws(x), (3.30)

Vit#0, Ve e D,0<a<l, ouwW(x), Wa(z) et Ws(z) sont des fonctions
définies positives et continues sur D.

Alors x = 0 est asymptotiquement stable.

Lemme 3.4

Supposons toutes les hypothése du théoréme 6 sont satisfaits
Wiz) = Ky [l o |5 We < Ky || [, Ws(z) > K || 2 [ (3.31)
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Pour certains constants positives Ky, Ky, K3 et ¢, alors

x = 0 est exponentiellement stable.

En autre, si les hypothéses sont globalement alors x = 0 est globalement
exponentiellement stable.

Exemple 3.2

Nous pouvons utiliser le théoréme 6, considérons un dérivée fractionnaire de

la surface S(t) donné par

D(S(t)) = —Ksgn(S(t)) 0<a<l1l, K=>0 (3.32)
ou
1 st >0
sgn(z) = 0 st =0 (3.33)
-1 s1 <0

Si I'on choisit une fonction de Lyapunov comme

1
V(t) = 5(S()?
de la définition de la dérivée de Caputo quand 0 < a < 1
(z'(t) > 0= “D%x(t) > 0), et (z(t)>0= “D%(t)>0).

En suite

A partir de (3.32) nous avons
S'(t) = D' *(~Ksgn(S(t))) 0<a<1
Utilisant la définition de signe (3.33) nous avons

sgn(D'"*(—Ksgn(S(t)))) = —sgn(S(t)), K > 0.
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Puis

Vi) = St)S(t)

Appliquant la fonction de signe

sgn(V'(t)) = sgn(S(t)S'(t))
sgn(S(t))sgn(D'~*(=Ksgn(S(t)))) -
= —sgn(S(t))sgn(S(t)) = —1

sgn(V'(t)) = -1 = V'(t) <0 = D*V(t) <0.

En suite en utilisant le théoréme 6 nous avons
1 2 fe%
Vt) = 5(5(25)) >0 et DV(t)<O0.
Donc x = 0 est asymptotiquement stable.

Le critére de Routh-Hurwitz du systeme d’ordre fractionnaire

Considérons le systéme d’ordre fractionnaire suivant
Dix = f(x) q €]0,1] (3.34)
avec v € R3.

Si p = (Zeq, Yeqs Zeq) €5t le point d’équilibre du systéme (3.34), alors le poly-

nome caractéristique P(\) est donné par

P()\) = )\3 + &1)\2 + ag)\ + as.

Et le discriminant D(P) définit par

D(p) = 18&1&2&3 + (a1a2)2 — 4&3(&1)3 — 4(&2)3 — 27(&3)2.
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Dans la référence [3| les conditions de Routh-Hurwitz sont donnée par

1. 8i D(P) > 0, alors tout les racines d’un polynéme caractéristique P(A) = 0
sont réels, donc le point d’équilibre P est asymptotiquement stable si et seule-
ment si a; > 0, ag > 0, ajas —az >0

2.581 D(P) <0,a; >0, a; >0, ag > 0, alors p est asymptotiquement stable
pour ¢ > %

3.5i D(P) <0,a; >0, az >0, ajas — ag = 0, alors p est asymptotiquement
stable pour tout ¢ €]0, 1]

4. La condition nécessaire pour que le point d’équilibre p soit asymptotique-

ment stable si ag > 0.
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Chapitre 4
Application

Dans ce chapitre nous allons étudier deux systémes d’ordre fractionnaire
le premier est un systéme linéaire et le deuxiéme est non linéaire.
Les résultats de 1’étude théorique de ces deux systémes sont confirmés par
I'étude numeérique qui est présentée dans les figures (4.1), (4.3) qui sont ob-
tenus en appliquant ’algorithme d’Adams-Basheforth-Moulton généralisée
(PECE).

Un systéme linéaire

On considére le systéme linéaire d’ordre fractionnaire suivant :

2 2
D%y = —ksin(5)r + kcos(%G )y, 0<a<l

ot (z,y) € R% k > 0, D est I'opérateur de dérivation au sens de Caputo
qui est définit dans le premier chapitre.

Pour étudier la stabilité du systéme (4.1) on applique le théoréme 3

les valeurs propres de A sont les racines de polynéme caractéristique P(\)
donné par

P(X) = det(A—Xod) = X —2Xkcos(%) + k=0



Moo=k &) — itk sin(%SF
Done 1 (:os(Ojr ) z S.m(ojr )
2 = kcos(%G) +iksin(%)
Les vecteurs propres sont : v; = (1+1)7 associe & A\; et vy = (1 —4)T associe
a Ay

Donc la solution générale est donnée par :

AT

| arg(A1) |=| arg(Xq) |= 5

De plus la multiplicité algébrique est égale a la multiplicité géométrique de

A1, Ag et égale a 1, donc le systéme (4.1) est stable.

0.03—

0.02—

0.01—

—0.01—

—0.02—

—-0.0

1 1
—0.03 —0.02 —0.01

FIGURE 4.1 — Trajectoire du systéme (4.1) avec a = 0.8, k = /2.

La figure (4.1) du systéme (4.1) avec a = 0.8, k = /2 avec deux conditions

initiales différentes xy et x1 montre que les deux trajectoires dans le voisinage
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de (0,0) mais ne sont pas convergent vers le point (0,0). Donc le systéme (4.1)
est stable.

Un systéme non linéaire

MIRRORS
. DETECTOR

[CASER] PH i W>_
l‘ A M PLIFIER

BIAS

z L3

c
:]: Ic-v- AMPLIFIER

BlAS

FIGURE 4.2 — Le circuit électrique.

Les référence [20] et [13] décrivent un systéme électronique présentant des
comportement chaotiques et donnent sa réalisation sous forme de circuit
électrique La structure simplifiée de ce systéme est décrit par ’équation dif-

férentielle du troisiéme ordre

. L . R, C 1 V2 )
U__U(§+Rmo)_U(7+C_m+l>_ROmU+RCm(U_M) (4.2)

ou u est la tension dans le condensateur, R,, la résistance variable, R la
résistance , C' et C,, sont des condensateurs, L I'inductance, u biais et V' est
le gain.

L’équation (4.2) est transformé en un systéme de trois équations :

= —az—y+ f(2)
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ot f(z) est une fonction logistique et donnée par

f(z) =bx(1—x)

a,b deux réelles strictement positives.
le systéme (4.3) a été modifier dans [20] et [13] en remplagant la fonction

logistique f(x) par la fonction g(z) tel que

g(x) = ba(l — 2?)

donc (4.2) devient

= z (4.4)
= —az—y+bx(l —z?)

Dans notre mémoire nous allons étudier le systéme précédent dans le cas de

la dérivation fractionnaire introduit dans 2], donc le systéme devient

Dty =
D2y = z (4.5)
D#* = —az—y+br(l—2?)

ol a,b sont deux réelles strictement positives et ¢ = (q1, g2, q3) est Pordre

fractionnaire tel que 0 < ¢; < 1,7 =1,2,3.

Etude théorique
Pour étudier la stabilité du systéme (4.5) on applique le critére de Routh-

Hurwitz dans le cas fractionnaire qui donnée dans la troisiéme chapitre.
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Les points d’équilibres de (4.5) sont

P1 = (07070)7 p2,3 = (:F1707 0)

Nous allons appliquer la premiére méthode de la stabilité d'un systéme frac-
tionnaire non linéaire (la méthode indirecte) pour étudier la stabilité aux
voisinage des points d’équilibres, en tenant compte du théoréme 3 qui donne
un critére pour la stabilité des systémes linéaires.

ePour p; = (0,0,0); La matrice Jacobienne associée est

0 1 0
Jpy=1 0 0 1
b —1 —a

Le polynome caractéristique est donné par

P,y(A) =N +aN+X-b

on pose a; = a, as = 1, a3 = —b alors :

P,y (A) = X + a1\ + az\ + as

az = —b < 0 la condition nécessaire de la stabilité n’est pas vérifié, alors le
point d’équilibre p; = (0,0, 0) est instable.

ePour py 3 = (F1,0,0) ; La matrice Jacobienne associée est

0 1 0
Jms=| 0 0 1
—2% -1 —a
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Le polynoéme caractéristique est donnée par

P (N) =X 4+ aX? + X+ 2b

on pose a; = a, as = 1, ag = 2b, alors :

Pp2’3()\) = )\3 + (11)\2 + ag)\ + asg

Le discriminant D(P,

s s) €st donné par

D(P,,,) = —8a’b+a® + 36a — 216b° — 4.

Pour 0 <a <0.8etb>0,o0naD(P,,)<O0.
Alors d’aprés le critére de Routh-Hurwitz dans le cas fractionnaire les deux
points d’équilibres ps et p3 sont asymptotiquement stables pour tout a, b deux

réelles strictement positives vérifiant a > 2b et 0 < a < 0.8.

0.1~

0.05—

X

-0.15—

—0.2 | | | | 1

-1.5 -1 -0.5 [0} 0.5 1
X

FIGURE 4.3 — Trajectoire du systéme (4.5) avec ¢ = 0.9, a = 0.6 et b = 0.3.
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—0.25 1 1 1 1 1

FIGURE 4.4 — Trajectoire du systéme (4.5) avec ¢ = 0.9, a =09 et b= 1.1.

Etude numérique

1) Sia = 0.6 et b = 0.3 donc les trois points d’équilibres du systéme (4.5)
sont : p; = (0,0,0) et po3 = (F1,0,0).

La figure (4.3) pour ¢ = 0.985 avec les conditions initiales différentes z3 dans
le voisinage de po, 1 dans le voisinage de p3 et x5 dans le voisinage de pq, et
on remarque que les trois trajectoires xy, xs, x3 est converge vers les points
d’équilibres ps 3, donc on déduit que les points d’équilibres p, 3 sont des points
asymptotiquement stables. Mais le point d’équilibre p; est instable.

2) Sia=0.9 et b= 1.1 donc trois points d’équilibres du systéme (4.5) sont :
p1 = (0,0,0) et pos = (F1,0,0).

La figure (4.4) pour ¢ = 0.9 et les conditions initiales y; et yo dans le voisinage
de p23, et on remarque que les deux trajectoires y;, y2 est loi de les points
d’équilibre py 3, donc dans ce cas on déduit que les points d’équilibres sont

des points instable.
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Conclusion

Ce mémoire a pour but ’étude de la stabilité d'un systéme d’ordre frac-
tionnaire. Dans les deux premiers chapitres nous avons rassemblé les outils
nécessaires pour cette étude (notion de la dérivation fractionnaire, équations
différentielles fractionnaire Dans ce mémoire nous avons montré que Le do-
maine de la stabilité d’un systéme fractionnaire est typiquement différent de
cel d'un systéme d’ordre fractionnaire.

En effet si 0 < o < 1 le domaine de la stabilité du systéme fractionnaire
est plus large mais par contre si 1 < a < 2 le domaine de la stabilité du
systéme fractionnaire est étroit, plus précisement le domaine de la stabilité
est en fonction de 'ordre de dérivation et de 'argument des valeurs propres.

Finalement le mémoire est terminé par des applications numérique en

utilisant des codes en matlab qui confirment les résultats théoriques des cha-

pitres précédents.
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ESUME

Dans ce mémoire, nous avons présenté quelque résultat
théorique de la stabilité d’un systeme d’ordre
fractionnaire, et comme application on a étudié deux
exemples (un systeme linéaire fractionnaire et un autre
systeme non linéaire fractionnaire). Ces résultats
théoriques ont été conférmés par des test numériques
obtenus en appliquent la méthode d’Adams-Bashforth-

Moulton(PECE ).

MOTS CLES

Dérivée fractionnaire. Les équations différentielles
fractionnaires. La stabilité d'un systeme fractionnaire.



ABS CT

In this work, we have presented some theorecal
methods for the study of the stability of fractional-
ordresystems, those methods have been successfully
applyed in the study of two examples (stability of a
fractional-ordre linear system and stability of a
fractional-ordrenonlinear system). The numerical
results obtained using the “Adms-Bashforth-Moulton”
method (PECE) confirm the justness of the analytical
study.

KEY WORDS

Fractional derivatives, fractional differential
equations, stability of fractional-ordre systems
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