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INTRODUCTION

Les équations aux différences sont a la base de 1’analyse appliquée depuis L.Euler,
P.L.Tchebycheff et A.A.Markov. Actuellement, elles sont le support de nombreux algo-

rithmes d’analyse numérique et omniprésentes en combinatoire.

La théorie des équations aux différences est les systemes des équations aux diffé-
rences est intéressante et il est facile de voir qu’elle va jouer un plus grand réle dans un
avenir proche. De plus, il y a une forte augmentation des applications de la théorie des
équations aux différences a divers domaines tels que I’analyse numérique, la théorie
du controle, les mathématiques et 1'informatique finie. Ainsi, il y a toutes les raisons
d’étudier la théorie des équations aux différences comme une discipline a part entier

sont réunies.

Les équations aux différences est les systémes des équations aux différences appa-
raissent comme des phénomenes naturels descriptions évolution observée parce que la
plupart des mesures de I’évolution des variables temporelles sont discretes et, comme
tels, ces équations sont dans leur propre droit important des modéles mathématiques.
Plus important encore, les équations aux différences est les systémes des équations aux
différences apparaissent également dans 1'étude des méthodes de discrétisation des

équations différentielles. Plusieurs résultats de la théorie des systemes des équations



Introduction

aux différences ont été obtenues comme plus ou moins naturel analogues discrets de
résultats correspondant des systémes différentielles. Cela est particulierement vrai dans

le cas de la théorie de Lyapunov de la stabilité.

Des exemples de phénomene discret dans la nature abondent et pourtant sa version
continue a réquisitionné toute notre attention peut-étre due a ce mécanisme spécial dans
la nature humaine qui nous permet de constater que ce que nous avons été conditionnés
a. Bien les équations aux différences se manifestent comme des modéles mathématiques
décrivant des situations de vie réelle dans la théorie des probabilités, les problemes de
files d’attente, des problemes statistiques, séries temporelles stochastiques, analyse
combinatoire, la théorie des nombres, géométrie, réseaux électriques, les quanta de

rayonnement, de la génétique en biologie, économie, psychologie, sociologie, etc.
Ce mémoire est réparti sur I'introduction générale et trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous avons donnés des définitions et résultats généraux

sur les équations aux différences linéaires et non linéaires.

Dans le deuxieme chapitre, on s’intéresse aux systémes des équations aux différences
linéaires. Dans la premiere partie on présente 1’essentiel des systémes autonomes.

Finalement, nous étudions les systémes non autonomes.

Dans le dernier chapitre, on s’est intéressé de la détermination de la solution des

systemes des équations aux différences non linéaires suivants :

x(n+1)= %,y(m+1)= %,
x(n+1)= 1:(—7:1()71),y(n+1): 1;(—1()71)

avec u(n),v(n),w(n),s(n) € {x(n),y(n)}, o les conditions initiales x(0), y(0) sont des

nombres réels non nuls.



CHAPITRE 1

EQUATIONS AUX DIFFERENCES

Dans ce chapitre, nous allons donner quelques définitions de base et des résultats
généraux qui sont utilisés au long du travail. Dans la premiere partie, nous intéressons
aux équations aux différences linéaires homogenes et non-homogenes dans le cas des
coéfficients constants. Dans la derniére partie, on s’intéresse aux équations aux dif-
férences non linéaires. En prend dans tout la suite que N désigne 1’ensemble des

nombres 7 € N tel que 1 > ng et (y,)qen est une suite définie sur IN;; .

1.1 Equations aux différences linéaires

1.1.1 Définitions et résultats généraux
Définition 1.1.1 Une équation de la forme

ymn+k)+pim)ymn+k—-1)+ -+ pe(n) y(n) = g(n) (1.1)

3



Chapitrel : Equations aux différences

avec, po (n) = 1, p1 (n), p2 (n), - -, g(n) sont des fonctions définies sur IN;; , s’appelle équation

aux différences linéaire d’ordre k dés que py (n) # 0. Avec les conditions initiales

y(no) =c1, Yo+ 1) =cy, -, y(mp+k=1) = cx (1.2)

oitles ¢, i = 1,--- k sont des constantes réelles ou complexes.

Exemple 1.1.1 1.L'équation suivante est une équation aux différence linéaire d’ordre 2

y(n+2) - nnjy(n + 1)+ y(n) =3n (1.3)

avec les conditions initiales

y(1)=1,y(2)=0.
Les conditions précédentes permettent de trouver les valeurs de y(3), y(4),...

2. L'équation
3n*y(n + 1) — In(n)y(n) = exp(n).

est une équation aux différences linéaire d’ordre 1.

3. L'équation
y(n+2)

2yn+1) yi(m) =

y(n+3) -

est une équation aux différences non linéaire.

Théoréeme 1.1.1 [4] L'équation( 1.1 )avec les conditions initiales (1.2) admet une et une seul

solution.

Dans la suite on note par y (n,ny, c) la solution de I"équation (1.1) tel que

y(n0+j/n0/c) = Cj+1/ ]: 0/1/'“ /k_ 1

4



Chapitrel : Equations aux différences

aovec

c= (C1/C2/"' /Ck) eRk'

Définition 1.1.2 L'équation (1.1) est dite homogene si g(n) = 0 pour tout n € IN; .

Soit l'opérateur L définie par
L:R—- R

k
y(n) = Ly(n) = Zpi(n)y(n +k—1).
i=0

L’équation (1.1) prend la forme

Ly(n) = g(n) (1.4)

et I'équation homogene sera

L y(n) = 0. (1.5)

Il est clair que L est linéaire sur R.

Notons I'espace des solutions de I'équation (1.5) par S. En vertu de la linéarité de L on a le

résultat suivant :

Lemme 1.1.1 Toute combinaison linéaire des éléments de S reste dans S.

ie,siyy(n), -,y (n) sont des solutions de I'équation homogene (1.5), alors

y(n) = ayyy (n) + - + aryr (n)

k
= Zﬂz‘]/i (n), a; € R
P

est aussi une solution de I'équation (1.5).
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Preuve. Soient y; (1), - - -, yx (n) sont des solutions de I'équation (1.5), alors

Ly1=0, Ly, =0,---, Lyxy =0

et comme L est un opérateur linéaire alors

L(aiyr + aoya + - -+ axyx) = mLyy + aLyn + -+ + aLyy

=0,0€R,i=1,---,k

y(n) =amyr +asys + - + Qi
k
= Zaiyi, a; € R
i=1

est une solution de 1’équation (1.5). Donc, toute combinaison linéaire des éléments de

Srestedans S. m

Lemme 1.1.2 Soit ¢ = (c1,¢a,...,¢r) € R Alors toute solution y(n,ny,c) de I'équation
(1.5) avec ces conditions initiales, s’écrit comme combinaison linéaire des solutions y(n, ny, E;),
avec y(n,ny, E1),..., y(n,ny, Ex) solutions de I'équation (1.5) et E; = (1,0,0,...,0) ,... ,
Er=(0,0,0,...,1).

Preuve. Soit y(n, ng,c) une solution de I'équation (1.5) avec les conditions initiales ¢ =

(c1,¢a,...,c0) € RE Alors par le lemme (1.1.1)

k

z(n) = Z ciy(n, ny, E;)

i=1

est une solution de I'équation (1.5) qui satisfait les mémes conditions initiales. En effet pour

6
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n = ny,

k
z(ng) = Z ciy(no, no, E;)

i=1
en utilisant I'égalité
y(no+ jno, E) =E, j=0,..., k=1

on obtient que

Z(Tlo) =y, Z(nO + 1) =C2 vy Z(TZO +k— 1) = k.

Ainsi par le théoreme (1.1.1), les deux solutions z(n) et y(n,ny,c) coincident. Donc,

k
y(n,ny,c) = Z_ 1cz‘y(no, 1o, E;).

Définition 1.1.3 Soit f;, k fonctions définies sur IN;; , on définit la matrice K(n) (Matrice de

Casorati) par :

fl(") fz(”) fk (n)
K(n) = fi(n + 1) fz(n.+ 1) . fk(n.+ 1)
fim+k-1) fr(n+k-1) - filn+k-1)

Définition 1.1.4 Les fonctions fi(n), f2(n),..., f(n) sont linéaires dépendants pour n > ny si

existe des constants ay, ay, ..., ax non nuls tels que
a1 fr(n) + ax fo(n) + - - + arfr(n) = 0, n > ny.

On dit que la famille des fonctions { fi(n)}f:l, sont linéairement indépendantes si pour tout

n €N
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a; fin)=0 = a; =0,i=1,2,... . k. a; €R.

k
=1

Théoréeme 1.1.2 Une condition suffisante pour que { fi(n)}f:1 soient linéairement indépen-

dantes, est qu'il existe 11 > ny tel que

det K(11) # 0.

Preuve. Supposons que

éai filn) =0

Zk:ai fin+1)=0
i=1

iaifi(n+k—1) =0
i=1

ce qui donne

aq

K(n) a.z =0

1095

ainsi, s'il existe un n = 1 tel que

det K(11) #0

8
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alors
a1 0
[0%) 0
(897 0

Donc les { fl-(n)}i.{:1 soient linéairement indépendantes.

Lemme 1.1.3 [2](Lemme d’Abel) Soient y1(n), ..., yx(n) sont des solutions de I'équation ho-

mogene (1.5), et soit K(n) leur matrice de Casorati alors, pour tout n > ny

n-1
det K(n) = (=1)K—m) [Hpk(i))det K(ny).

i=1’lo

Théoréme 1.1.3 Si {fi(n))_, sont des solutions de I'équation (1.5) tel que

det K(Tlo) #0

alors

detK(n) # 0, Vn > ny.

Preuve. D’apres la définition de la matrice de Casorati, on a

fi(ng +1) fo(ng+1) - fi(ng+1)
detK(np + 1) = det S + ? fZ(nO. 2 - fk(no. 2
f](i’lo + k) fz(flo + k) s fk(i’lo + k)

Comme les colonnes sont des solutions, on peut écrire

9
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flno+k),i=1,...k

comme combinaison linéaire des

fing+k—1j),j=1,...,k

ainsi on obtient

detK(ng+1) = (—1)kpk(n0) det K(ng) # 0,

car

det K(no) # 0 et pr(no) # 0,

donc

detK(np + 1) # 0.

En général, pour tout n € N

detK(n+1) = (—1)kpk(n) det K(n)

et par récurrence

det K(n) # 0.

10



Chapitrel : Equations aux différences

Remarque 1.1.4 Voici la démonstration si k = 2

detK(ng+1) = det[ f1(ﬂo +1) fz(no +1) ]

fl(Tlo + 2) f2(1’10 + 2)

= fl(i’lo + 1)f2(1’10 + 2) — fl(nO + 2)f2(n0 + 1)

mais

fi(no +2) = —=p1(no) f1(n0 + 1) — pa(no) f1(110)

fa(ng +2) = =p1(ng) f2(no + 1) — pa(no) fo(1o)

ce qui donne

det K(no + 1) = pa(no) [ f1(n0) fo(no + 1) = fa(no) fi(no + 1)]

ie.,

detK(ng +1) = det{ fi(0) Jf2(no) ]

fl(no + 1) fz(n() + 1)
= pz(?’lo) det K(Tlo)
= (—1)2 pz(l’lo) det K(Tlo).

Corollaire 1.1.1 Les solutions y(n, no, E;), i = 1,..., k sont linéairement indépendantes.

Preuve. Comme y(n, ny, E;) sont des solutions de I'équation (1.5) on a :

11
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y(no, no, E1) y(ng, no, Ey) e y(no, no, E)
y(”o + 1/ My, El) ]/(”O + 1/ Ny, EZ) T y(”O + 1/ Ny, Ek)
K(no) = _ _ ,
]/(n0+k_1/n0;El) ]/(”0+k—1/n0,E2) y(n0+k_1an/Ek)

En utilisant I'égalité

y(ng + j,no, E;) = E{H, j=0,...,k-1

on obtient
1 0 0
0 1 0
K(ng) =
0 0 1
et donc

detK(ng) =1 # 0.

Alors y(n,ng,E;), i = 1,--- ,k sont linéairement indépendantes, et {y(n, nO,Ei)}f:1 s'appelle la

base canonique de I’espace des solutions S.
Théoréme 1.1.5 L'espace S des solutions de I’équation (1.5) avec les conditions initiales est un
espace vectoriel de dimension k sur le corp R.

Preuve. Elle résulte du lemme (1.1.2) et le corollaire (1.1.1).

12
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Lemme 1.1.4 [2]Si y(n) et ij(n) sont deux solutions de I'équation (1.4), alors y(n) — yj(n) est

une solution de (1.5).

Théoréme 1.1.6 Si y(n,np,a;),i=1,...,k a; € R¥ sont des solutions linéairement indépen-
dantes de I'équation (1.5) et si §j(n) la solution de I'équation (1.4), alors toute autre solution

y(n) de (1.4) s’écrit

k
y(”) = 9(71) + Z(Xj]/(?’l, Nno, ai).
i=1

Preuve. Remarquons que d’aprés le lemme (1.1.10), y(n) — #(n) est une solution

k
de l'équation homogene (1.5), ainsi y(n) — §(n) = Y. a;y(n,ng,a;), pour une certaines
i=1

constantes a;. Alors vérifier cette théoreme. m

1.1.2 Les équations aux différences linéaires a coéfficients constants

Dans toute la suite, on s’intéresse aux équations aux différences a coéfficients

constants homogenes, c’est-a-dire

piyin+k—1)=0, po=1. (1.6)

k
i=0
Les p; sont des constantes réels ou complexes.

Résolution de I’équation homogéne

Théoréme 1.1.7 L'équation (1.6) a des solutions de la forme

13
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y(n) = A"
avec A € C* et vérifie
k
P(A) = Zpi/\k_i = 0. (1.7)
i=0

Preuve. En remplagant par y(n) = A" dans 1’équation (1.6), on trouve

k
Y pid =0
i=0
ce qui donne

i piAk_i =0.

i=0

Alors A" est une solutions de 1'équation (1.6). m

Remarque 1.1.8 Le polynome

k
P(A) =) pid
i=0

s’appelle polyndme caractéristique associé a I'équation (1.6).

Théoreme 1.1.9 Siles racines A1 ,--- , Ay, de P (A) sont distinctes, alors les solutions de (1.6)

sont linéairement indépendantes.

Preuve. Si Ay ,---, A, sont des racines distinctes du P (A) alors {/\’f, e ,AZ}sont k

solutions de 1’équation (1.6). Montrons qu’ils sont linéairement indépendantes.
Considérons la matrice de Casorati

14
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R VI
A”H A”H .. /\n+1
K(n) = 1 2 k
/\;11+k—1 A§+k_1 . Az+k—1
et donc
1 1 1
M Ay o A
detK(n) = (A= A0"| T T = A [ = Ay
1; 1 k 1 | k 1 e
AR AL Ak
1 1 - 1
M A o A .
ou . o = H (Aj — A;) est appelé le déterminant deVander-
: : T : 1<i<j<k
Ali_l /\Ié—l /\ﬁ—l
monde generalise.
Ainsi
detk(n) # 0

alors les solutions A} , A3, - -+, A} sont linéairement indépendantes. m

Corollaire 1.1.2 Du théoreme précédent, il résulte que toute solution de I'équation (1.6) s’écrit

comme combinaison linéaire de A, i =1,--- ,k, ie,

y(n)= ) cAl,c;eR

k
=1

15
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avec Ay , -+, Ay sont des racines distinctes du polyndme caractéristique P (A).

Théoreme 1.1.10 [2] Si A;, i = 1,---,s est une racine du polynome P () de degré de

multiplicité m;. Alors les fonctions

i (n) :njAf, 0<j<m-1,i=1,---,5, m+---+ms=k
sont des solutions linéairement indépendantes de I'équation (1.6) et donc forment une base.

Corollaire 1.1.3 La solution générale de I'équation (1.6)s’écrit :

S mi—l
y(n) = ZZCi,jTl]/\?, ¢ije€R
=1 j=0

ol

oLe parametre s < k désigne le nombre de racines distinctes de I'équation caractéristique

(1.7).
eLe parametre A; désigne une racine de I'équation caractéristique (1.7).
eLe parametre m; désigne la multiplicité de la racine A;.

eLes coéfficients c; j sont des constantes qui sont déterminées a partir des conditions intiales.
Racines réelles simple

Exemple 1.1.2 (Suite de Fibonacci)

On considere I'équation

yn+2)—ymn+1)—yn) =0, avec y(0) =0et y(1) = 1. (1.8)

L’équation caractéristique de (1.8) est

16
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AM2—A-1=0.

Ainsi, les racines caractéristiques sont

1+V5 , _1-+5
2 7T

/\1:

La solution générale de I'équation (1.8) s’écrit

m=a (57 o5
Yy 1 > 2 > .

Utilisons les conditions initiales, on obtient

1 C
——=s 2
\5

=

ap

d’ou

y(n) = L (1 +2\/§)” - % (1 _2\/3)”.

%l

Racines réelles multiples

Exemple 1.1.3 Considérons I'équation aux différences linéaires d’ordre 2

yn+2)—-yn+1)+ iy(n) =0, avec y(0) =0, y(1)=1.

Son polyndme caractéristique associé est

1
_ 2 _ 2
p(A)=A A+4

17
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qui admet deux racines

A=A = %(mcines double) .

La solution générale de (1.9) s’écrit
1\ 1\
n)=cyl=| +cnl=]| .
v =an3) +eun(3)
Pour trouver les constantes coet ¢1, on résoudre le systeme

y(0) = co =0

() =30 +350 =1

alors

co=0etc; =2

d’oit

y(n) =2n (%)n .

Exemple 1.1.4 (Racines complexes conjuguées)

Considérons I'équation

y(n+2) + pry(n+ 1) + poy(n) = 0. (1.10)

Supposons que I'équation (1.10) admet deux racines complexes

18
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/\1:0(+i‘8, /\2:a—iﬁ

la solution générale est alors

y(n) =c (a+iB)" +ca(a—iB)".

En cordonnés polaires :

a=rcosO, p=rsin6, r= /o’ +p% 0 = arctan(g)

donc
y(n) = c1(rcos 0 + ir sin 0)" + c»(r cos O — ir sin 0)"
=1"[(c1 + ¢2) cos(nB) + i(c; — c3) sin(nH)]
= 1" [a1 cos(nB) + a, sin(nb)]
ou
a=c+ ¢y Ay =1(c1 —C2)
soit

a» az
, w = arctan|—|.
a1

ay .
COSW = —————, Sinw =
+a

— 1o
NN
X
— 1o

+a

NN

L’équation générale devient

19



Chapitrel : Equations aux différences

y(n) = 1" \/a3 + a3 [cos w cos (nO) + sin w sin (n0)]

= 1" \Ja] + a3 cos (n6 — w)

= Ar" cos (n6 — w).

Résolution de I’équation nonhomogene

Le principe de résolution consiste a éliminer d’abord la fonction g,, et ensuite

résoudre 1’équation homogene. Une technique permettant d’éliminer plusieurs
types

de fonctions g(n), est I'utilisation de 'opérateur d’avancement E.

Opérateur d’avancement

Définition 1.1.5 Etant donnée une suite de nombres entiers f (n), I'opérateur d’avancement

E est défini comme suit

f (n) = c(une constante) = E (f (n)) =c

f(n)# constante = E(f (n)) = f(n+1).

Exemple 1.1.5

fy= 2 = E(f(n)=2
f)=(m+17 = E(f(n) = (n+2)

20
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D’autres opérateurs peuvent aussi étre crées en combinant I'opérateur E a lui-méme ou a des

constantes. Pour ce faire, on définit pour la constante c I'opérateur de méme nom c comme suit :

c(f(n)=cx f(n).

La multiplication et I'addition d’opérateurs sont définies comme suit :

(E1 X Ep)f (n) = E1(Ex(f (n)))
(E1 + Ep)f (n) = Eo(f (1)) + Ex(f (n)).

Remarque 1.1.11 Il est facile de vérifier que :

1- L'addition et la multiplication d’opérateurs sont commutatives

(E1 + Ep) f (n) = (E2 + E1)f (n)
(E1 X Ep)f (n) = (E2 X Eq)f (n).

2- L'addition et la multiplication d’opérateurs sont associatives

((E1 + Ep) + E3)f (n) = (E1 + (E2 + E3)) f (n)
((E1 X Ep)E3)f (n) = (E1 (E2 X E3)) f (1) .

Exemple 1.1.6 Soit a resoudre I'équation suivante :

21
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y(n +2) —4y(n + 1) + y(n) = n*, avec y(0) =0, y(1) = 1. (1.11)

Application 'opérateur E au terme n* comme suit :

Em*)=m+1P?=n*+2n+1
E-D@*+2n+1D)=((n+1)?+2m+1)+1-n>-2n-1=2n+3)
(E-1DQ2n+3)=2(n+1)-2n+3-3=2
(E-1)(2)=2-2=0.

Par conséquent, en appliquant 'expression (E — 1) aux deux membres de I'équation (1.11) , on
obtient :

(E =1 (y(n +2) — 4y(n + 1) + y(n)) = (E — 1)°n*.

Développant cette relation, on obtient :

y(n+5) =7y(n+4)+16y(n +3) —16y(n+2)+7y(n +1) —y(n) =0

alors I'équation caractéristique s’écrit comme

A =7 A +16A°—-16A2+71-1=0

les racines caractéristiques sont

Ay = 1(triple), Ay =2 — \/g(simple) et A3 =2+ \/g(simple)

la solution est de la forme

22
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y(n) = (ag + ain + ayn®) + az(2 - V3)" + a2 + V3)"

pour trouver les constants ay, a1, az, as, as on va calculer y(2), y(3), y(4), on obtient

y(0) = ag +as +ay =0
y(l) = a0+a1+a2+(2—\/§)a3+(2+ \/§)a4 =1
y@) = ag+2m+4m+(7-4V3)as + (7+4V3)a, =4

y(3) = ag+3a+9m+ (26—15V3)as + (26 +15V3)a, = 16
y(4) = ag + 4a; + 16 a5 + (97 — 56 V3) a3 + (97 + 56 V3) ay = 64

1 _6+V3 . _ 6-V3
§1a3_ 12 /%4 — "1/

alors ag = -1,a;, =1,a, = — donc la solution est :

y(n):_1+n_%2+612\/§(2_ \/g>n+6_12\/§(2+ V3)'

Exemple 1.1.7 Soit a resoudre I'équation suivante :
y(n) —y(n —1) =n, avec y, = 1.

On applique l'opérateur E, on obtient

(E-1)(n)=En)-n=1
(E-1@)=0

par conséquent

(E - 1)2(% —Yn-1) =0

développant cette relation, on obtient
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yn+2)-3yn+1)+3y(n)—yn-1)=0
alors I'équation caractéristique s’écrit comme

AP —3A2+31-1=0

les racines caractéristiques sont

A1 = 1(triple)

la solution est de la forme
y(n) = ap + mn + an®

pour trouver les constants ay, a1, a, on va calculer y(1), y(2) on obtient

y(0) = ap =1
y(1)= ap+a; +a, =2

Y(2) =ap+2a1 +4a, =4

alorsag = let ay = %, a = % donc la solution est :

1 1
y(n)=1+ En + §n2.

Exemple 1.1.8 Soit a resoudre I'équation suivante :

y(n) —y(n—1) =nx2", avec y(0) = 0.
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On applique l'opérateur E, on obtient

(E-2% (nx2")=0

par conséquent

(E-2)* (y(n)-y(n-1)=0

développant cette relation on obtient

y(n+2)-5y(n+1)+8y(n) —4y(n-1) =0.

alors I'équation caractéristique s’écrit comme

A —5A24+81-4=0

les racines caractéristiques sont

A = 1 (simple) et A, = 2 (double)

la solution est de la forme

y(n) = (ap + mn) 2" + a,

25
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pour trouver les constants ay, a1, a,, on va calculer y(1), y(2) on obtient

y(0) = ag + ap =0
y(1)= 2ap+2a; +a, =2
y(2) =4ap+8a; +a, =10

alors ag = =2 et a; = 2, a, = 2, donc la solution est :

y(n) = (n—1)2"" +2.

Le tableau ci-dessous résume I'expression a employer pour éliminer quelques fonctions g(n)

dans les équations nonhomogenes.

Dans le tableau qui suit, Py (n) et a représentent un polyndme en n de degré k et une valeur

entiere respectivement.

Fonction g(n) Eliminateur correspondant

g(n) = constante | (E-1)
8(n) = pi(n) (E-1)*!
g(n) =a" (E-a)
gn) =a'pk(n) | (E-a)*!

1.2 Equations aux différences non linéaires

1.2.1 Définitions et résultats généraux

Une équation aux différences non linéaire d’ordre (k + 1) est une équation de la
forme

x(n+1)=f (x(n),x(n-1),--- ,x(n—-k)), n=0,1,---, (1.12)
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avec f : [**! — [ est une fonction continue, I un intervalle de R et
(X(Tl), X(Tl - 1)/ e ,X(Tl - k)) € Ik+1

sont les conditions initiales.

Remarque 1.2.1 Toute solution {x(n)}'>" de l'équation (1.12) est uniquement déterminée par

les conditions initiales.

Définition 1.2.1 Un point x € 1 est dit point d’équilibre pour I'équation (1.12) si

autrement dit

x(n) =%, Y¥n > —k.

Définition 1.2.2 Une solution {x(n)}'> de I'équation (1.12) est dite périodique de période p
si

x(n+p) =x(n), ¥n > —k.

Définition 1.2.3 Un intervalle | C I est dit intervalle invariant pour I'équation (1.12) si

x(—=k),x(-k+1),--- ,x(0) e | > x(n) € ], n > 0.

1.2.2 Stabilité des équations aux différences non linéaires

Définition 1.2.4 Soit X un point d’équilibre de I'équation (1.12).

1 - x est dit localement stable si

Ve >0, 30 >0, Vx(—k),--- ,x(0) el : |x(=k)— x|+ ---+ [x(0)—X| <6
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alors
|x(n) — x| <&, Yn > —k.
2. X est dit localement asymptotiquement stable si
oX est localement stable,

ody >0, Vx(=k),--- ,x(0) € I : |x(=k) = X| + --- + |x(0) — X| < y alors

lim x(n) = x.
n—oo
3. X est dit globalement attractif si

Vx(=k),--- ,x(0) € I, limx(n) = x.

4. X est dit globalement asymptotiquement stable si
e X est localement stable,
e X est globalement attractif.

5:-Le point X est dit instable s’il est non localement stable.

Théoreme 1.2.2 [2] Une solution ij(n) de I"équation (1.6) est asymptotiquement stable si et

seulement si les racines de p(A) sont a l'intérieur du cercle unité, c’est a dir

y(n) est asymptotiquement stable < A <1,i=1,---,s.

Supposons en plus que f est une fonction différentiable au voisinage du point
d’équilibre x.
Définition 1.2.5 On appelle équation aux différences linéaire associée a I'équation (1.12)
I'équation
y(n+1) =poy(n) + pry(n —1) +--- + pry(n — k) (1.13)
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aovec

i Y),i=0,--k
pz—aui(x,x, ,X),1=0,--- k.

Pour laquelle on associé le polyndme caractéristique

(A) /\k+1 Ak_"'_pk-

Remarque 1.2.3 La stabilité de I"équation (1.12) est caractérisé par la stabilité de I'équation

aux différences linéaire associé (1.13).

Le théoreme suivant du Clark, donne une condition suffisante de la stabilité locale

asymptotique de 'équation (1.12).

Théoréme 1.2.4 (théoréme de Clark )

Une condition suffisante pour la stabilité locale asymptotique de I'équation (1.12) et
|p0| + |p1| +-o |pk| <L
Pour montrer cette théoreme, on utilisant le théoreme de Rouché.

Théoreme 1.2.5 (théoreme de Rouché) Supposons que :

1. Deux fonctions f(A) et g(A) sont analytiques a 'intérieur est sur une simple conteur

fermé y dans le domaine complexe, et
2.| £ (A) [>| g(A) | pour tout les points sur y.

Alors f (A) et f (A) + g(A) ont le méme nombre de zéros a l'intérieur du disque unité

Preuve. (théoreme 1.2.4)

soit

(/\) /\k+1 OAk__“_pk
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le polyndme caractéristique associé a 1’équation (1.12). Soit f et g deux fonctions com-

plexes définies par

F(A) =AM g(A) = poA* + -+ + .

On apourtout A € Ctel que |A| =1

|g(/\)| = |p0/'\k +oee pki
< [po| + |pa| + - + ||

<1

ie.,

lg)| < |F ).

Alors par le théoreme de Rouché f (A) et f (1) + g(A) ont le méme nombre de zéros
(k+1) al'intérieur du disque unité. Ainsi les racines du polynéme p(A) sont de modules

inférieures a 1, et le résultat découle du théoreme (1.2.2) . m

Exemple 1.2.1 Soit I'équation aux différences non linéaire d’ordre 2 suivante

1
X(Tl + 1) = W (114)

avec les valeurs initiales x(0), x(—1).

L’équation (1.14) admet un seul point d’équilibre

7= V1L
L’équation linéaire assosiée a (1.14) est donnée par

yn+1)+yn)+ymn-1)=0.
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L’équation caractéristique s’écrit comme

A2+ A+1=0.

Ona
|p0' + |p1| =2>1.

Donc d’aprés le théoréme de Clark X est instable.

L'équation (1.14) périodique de période 3, en effet

1
x(n+1) = x(n)x(n — 1)
x(n+2) = ! ! = L =x(n-1)

1

X(T’l * 1)3((1’1) (x(n)xl(n—l)) Xn x(n—1)

x(n + 3) = x(n).
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CHAPITRE 2

SYSTEME DES EQUATIONS AUX
DIFFERENCES LINEAIRES

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux systemes des équations aux différences linéaires.
Dans la premiere partie on présente 1’essentiel des systémes autonomes. Dans lequel,
nous intéressons a 1’analogue discrete de I'algorithme de Putzer et les formes de Jordan
. Finalement, nous étudions les systémes non autonomes. Dans lequel, nous présentons

la théorie de base et les systemes linéaires périodiques.

2.1 Systémes autonomes

Nous allons considéré maintenant le systéme de k équations linéaires suivant :
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Chapitre 2 : Systeme des équations aux différences linéaires

x1(n + 1) = apxi(n) + apxz(n) + - -+ + ayxp(n)

Xo(n + 1) = anx1(n) + anxa(n) + - - - + ayxx(n)

(S)

xp(n + 1) = axy(n) + apxa(n) + - - - + agx(n)

avec les conditions initiales x1(0), x2(0),--- , x¢(0) sont des constantes réelles ou com-

plexes. Ce systeme peut étre écrit sous la forme

X(n+1)=AX(n), (2.1)
apir dip s Aik
a a oo a
ot A=| 0T B et Xn) = (i), xan), -+, 1)
Ay A - Ok
qui nous donne finalement :
xl(n) ain dipp o ik Xl(o)
x2(n) | 421 4 e A% x2(0)
xx(n) T A - A xx(0)

L’équation aux différences linéaire (2.1) est dite non homogene si

X(n+1)=AX(n)+g(n),

pour tout g(n) € RE.
Si pour tout ny > 0, X(n9) = X est spécifiée, alors le systeme (2.1) est appelée

un probléme aux limite. On peut montrer que la solution est donnée par
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X(TZ, ny, XO) = An_HOXO, (22)

ot AY =T est la matrice identité. Notez que X (1, 1o, xo) = Xo. Si 119 = 0, alors la solution
de la formule (2.2) peut étre écrite sous la forme X(1, xj), ou simplement X(r). Nous

montrons maintenant que nous pouvons supposer que 71y = 0 sans perte de généralité.

Soit y(n — ny) = x(n), donc la formule (2.1) devient

y(n+1) = Ay(n), (2.3)

avec y(0) = x(np) et
y(n) = A"y(0). (2.4)

Il existe une théorie paralléle pour les systemes d’équations différentielles linéaires.
la solution du probléme aux limite

dx
i Ax(t), x(to) = xo,

ol A est une matrice k X k et x € R* est donnée par

x(t) = exp1) x,.

211 L’analogue discréte de I’algorithme de Putzer

Dans les équations différentielles 1’algorithme de Putzer est utilisée pour calculer

e Ici, nous introduisons un algorithme analogue pour calculer A”.
Soit A = (a;;) une matrice réelle de k X k tel que les valeurs propres A, sont des réelles
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Chapitre 2 : Systeme des équations aux différences linéaires

ou complexes et les vecteurs propres est donnée par

AV =AV, VeCk

Cette relation est équivalente

(A- AV =0. (2.5)

L’équation (2.5) a une solution non nulle si et seulement si

det(A — AI) =

Mg A e A2 4 g A e = 0. (2.6)

L’équation (2.6) est dite I’équation caractéristique de A, tel que les racines A sont les
valeurs propresde A.Si Ay, Ay, ..., A sont des valeurs propres distinctes alors I’équation

caractéristique (2.6) on écrire comme

k

=[](r-1) =0 2.7)

j=1

Théoreme 2.1.1 [9]( théoreme de Cayley-Hamilton) Soit A une matrice et P sa polynome

caractéristique, alors

k
H (A-A0) = (2.8)
j=1
ol
AF+ 3 AR+ 0, AR gl = 0. (2.9)

2.1.2 Le développement de 1’algorithme pour A"
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Soit A une matrice réelle de k X k, alors la forme de A" est donnée par

S
A" = Z u (MM (j-1), (2.10)

=1
tels que u; (1) sont des fonctions scalaires, et
M(j)=(A-AI)M(j-1), M(©0) =1, (2.11)
ou
M(j+1) = (A= Ajal)M(j), M(0) =1.
Par réccurence, on a

M) = (A - Ad) (A= Ayal)--- (A= A4d),

alors
n

M (n) = H (A-70). (2.12)

j=1

D’aprés le théoreme de Cayley-Hamilton on a

k
Mk =[] (a-11)=0.

=1

Par conséquence, M (n) = 0 pour chaque n > k. On écrire la formule (2.10) comme

k
A" = Zu]- mM(j-1). (2.13)

j=1

Si n = 0 dans la formule (2.13), on obtient

A =T=1u;(0)[+u, OM@) +---+u Q)M (k—-1). (2.14)
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L’équation (2.14) est satisfait si

ur(0)=1et u (0) =u3z(0) =--- =u, (0) = 0. (2.15)

D’aprés la formule (2.13), on a

wn+HM(G-1)= AA" = A

Y uj(m)M (- 1)]

k
=1 =1

k

= Zuj(n)AM(j—l).

=]

En remplagant par AM(j — 1) dans 1’équation (2.11), on trouve

k k
Zu]- n+DM(j-1) = Z uj (m) [M(j) + AM(j - 1) (2.16)

=1 =1

On comparé les coéfficients de M(j), 1 < j < k, dans I’équation (2.16) et on applique

les conditions initiales (2.15) on obtient

ui(n+1) = Auy(n), u1(0) =1,
1(m+1) = Auy (n) 1(0) (2.17)
ui(n+1)=Au;(n) +ui1(n), uj(0)=0, j=2,3,...,k
Les solutions de (2.17) sont données par
n—1
w(n) = AL, wp(n) =Y A @), j=2,3,4, k (218)

i=0

Exemple 2.1.1 On considére le systeme de 3 équations aux différences linéairres

x1(n+1) = x(n) + x3(n)
Xo(n+1) = =2x1(n) + 3xz(n) + x3(n)

x3(n + 1) = =3x1(n) + x2(n) + 4x3(n)
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Ce systéme écrit sous la forme : X(n + 1) = AX(n), ou X(n) = (x1(n), x2(n), x3(n)).

Et
0 11

A= -2 31
-3 1 4

Son polyndme caractéristique associé est
P(A)=A%-7A%2+16A -12

= (A -2(A-3)

qui admet deux racines

A1 = 2(double), A, = 3.

Donc
-2 11
MO) =1 M)=(A-2)=| 2 1 1
-3 1 2
-1 01
M) =(A-2I), MR)=(A-2I*>=| -1 0 1
-2 0 2
Ainsi
up (n) = 2"
n-1

Uy (n) = ZZ(”_l_i).Zi = n2"1,

i=0
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13 () = E3<"—1—i> (i27) = Sl Hi(g)l
i=0

2
1
w1 [(2 1) (2) = (2)" 42
_3 (3 ) (3) 2 (3) 3| = _on 4 3n o1
2 (3-1)
Alors
A=Y ui(n)M(j-1)
j=1
2n+1 —_ 3" _ nzn—l nzn—l _on 4 3n
= 2" — 3" — 2l (n+2)2"1 2" 43"
2m+l .3 — pn-l n2"-1 —2"+2.3"

Alors la solution de I'équation aux differences est donnée par

2141 31 — 12171y, (0) + 12" 1x, (0) — 2" + 33 (0)
x(n)=A"x(0) =] 2" =3"—n2"x; (0) + (n + 2) 2" x, (0) — 2" + 3"x5 (0)
—2m+l _ 231 — 3201y (0) + 12" Lx, (0) — 2" + 2.3"x3 (0)

tel que x (0) = (x1 (0),x2(0) , 3 (0))" -
Exemple 2.1.2 On considére le systeme de 3 équations aux différences linéaires

x1(n+ 1) = 4x1(n) + x(n) + 2x3(n)
Xo(n + 1) = 2x5(n) — 4x3(n)

x3(n + 1) = xp(n) + 6x3(n)

Ce systeme écrit sous la forme : X(n + 1) = AX(n), ot X(n) = (x1(n), x2(n), x3(n)),

et
4 1 2
A=10 2 -4
01 6
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Son polyndme caractéristique associé est

P(A) = (4 - 1)(A - 4)°

qui admet la racine
Ay = 4(triple).

Donc
0O 1 2
M©O)=1, MQ)=A-4)=| 0 -2 -4
0o 1 2
0 0O
MQ2)=A-4DM(1)=|10 0 0
0 0O
Ainsi

u1(n) = 4",
n-1

ua(n) = ) @7N&) = n(@" Y,

i=0

n-1 n-1
us(n) = ) 4G = 472)
i=0 i=0
nn-1) .,
= =42,
2

40



Chapitre 2 : Systeme des équations aux différences linéaires

Alors
100 0o 1 2
Al=4"0 1 0 |+nd"' 0 -2 —4
0 01 0o 1 2
0 00O
+n(n2— 1)471_2 000
0 00O
4" n4"1 2n4"1
=| 0 4" -2n4"  —n4r

0 n4n-! 4" + 2p4n1

Donc la solution est donnée par

4"x1(0) + n4" 1 x,(0) + 2n4"x3(0)
x(n) = A"x (0) = (4" — 2n4" x5 (0) — n4"x3(0) ,
nd"x,(0) + (4" + 2n4"1)x3(0)

tel que x(0) = (x1(0), x2(0), x3(0))".

2.1.3 Formes de Jordan

La forme de Jordan d"une matrice est vital pour résoudre les systemes des équations
aux linéaires autonomes. Dans cette section, nous allons décrire brievement la réduction

de Jordan.

Matrices diagonalisables

Soit A une matrice diagonalisable, c’est-a-dire qu'il existe une matrice P inversible
etD
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Al 0O - 0
- 0 Ay - 0 ,
0 0 Ak
tel que,
D =P AP,

avec A1, Ay, -+, Ax sont les valeurs propresde A, et P = [V, Vy, -+, ViJou Vi, Vs, - -

sont des vecteurs propres assosiée a A1, Ay, - -+, Ay respectivement.

On a

D" =P 'A"P, A" = PD"P\.

Donc,

Ar 0 0
0 A 0

A" =P ? P!
0 0 A

Ceci permet de résoudre le systeme (2.1). La solution est

Ap 0 - 0

0 Ag oo 0
X(m)y=P| ~|P7'X(0).

0 o .-« Am

k

= Cl/\?Vl + CZ/\ZVZ + -+ CkAZVk
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Exemple 2.1.3 Cas1 :(Racines réelles) Conséderons le systeme

x1(n + 1) = 2x1(n) + 2x,(n) + x3(n)
X(n+ 1) = x1(n) + 3x2(n) + x3(n)

x3(n + 1) = x1(n) + 2x2(n) + 2x3(n)

Ce systeme écrit sous la forme X(n + 1) = AX(n),

2 21 x1(1n)
A=|1 3 1 |et X(n)=| xn)
122 x3(n)

L’équation caractéristique de A est

(A =1*(A=5)=0.

Les valeurs propres sont

Ay =5 (simple), Ay = 1(double).

Les sous espaces propres correspandants, sont

E,

Es = {(x1,x2,x3) : 1 -2 1 X | =

=((1,1,1)).

43

1= {X = (Xl, x21x3) : (A - AlDX = O]R}



Chapitre 2 : Systeme des équations aux différences linéaires

Pour A, = Az = 1 nous avons

1 2 1 X1 0
Ei=q(x,x,x3) : |1 2 1 X |=| 0
1 2 1 X3 0

=((1,0,-1),(0,1,-2)).

Donc,
11 0
P={10 1
1 -1 -2
La solution générale est
1 1 0
x(n) = C15n 1 |+c 0 + C3 1
1 -1 -2
Alors
c15" + ¢
x(n) = 15" + c3 . (2.20)

C1571 —C — 2C3

Supposons que dans le probléme ci-dessus nous donne une valeur initiale

x(0) =

4

o = O

et doit trouver la solution x(n) avec cette valeur initiale. Une facon de le faire est en laissant

n = 0 dans la solution proposée par la formule (2.20) et en évaluant les constantes ci, c, et c3
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ainsi
c1+C =0
C1+C3 =1

C1—C2—2C3:0

La résolution de ce systeme est donne c¢; = %, Cy = —% et c3 = % qui nous conduit a la solution

b5 4
x(m)=| 15" +1 (2.21)
15—}

Cas2 :(Racines complexes conjuguées)

Supposons que A admet deux valeurs propres
A=a+iB, A =a—ip.

En outre si V est le vecteur propre de A correspondant a la valeur propre A = a +if,
alors V est le vecteur propre de A correspondant a la valeur propre A = a — if. Profitant
de ces observations, on peut étre en mesure de simplifier considérablement le calcul
impliqués dans la recherche une matrice fondamentale du systeme d’équations (2.1).

Supposons que V = V; +iV,. Une solution du systéme (2.1) peut alors étre donnée par

x(n) = (a +1B)" (V1 +iVy).

Aussi, si
r= 4/a?+ B2,
puis
0 = tan™! (E)
a
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Cette solution peut maintenant étre écrite comme

x(n) = [rcos O + irsin 0]" (V +iV5)
= 1" (cosnf + isinnf) (Vy +iV,)
=1"[(cosnO)V7 — (sinnB)V,] + ir" [(cos nO)V, + (sinnO)V,]

= u(n) + iv(n),

ou

u(n) = r"[(cosnO)Vy — (sinnb)V,],

et

v(n) = r"[(cosnO)V, + (sinnB)Vq].

On peut montrer que u(n) et v(n) sont des solutions linéairement indépendantes de
systéme (2.1). Par conséquent nous n’avons pas besoin d’envisager la solution générée

par det V.

Exemple 2.1.4 Soit a résoudre le systeme suivant

x1(n +1) = x1(n) — 5xa(n)

xo(n + 1) = x1(n) — x2(n)

Ce systéme écrit sous la forme X(n + 1) = AX(n),

1 -5
A=
{1 -1

Les valeurs propres de A sont

, X(n) =

x1(n)
x2(n)

A =21, Ay = =2i.

Les vecteurs propres correspondant sont

E)y, =(Vy), E\, =(V2),
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avec
1 2 1,2
= — £] =+ =7
575 575
Vl - ’ VZ =
1 1
Donc
1_2;
x(n)=@i"| ° ° |,
est une solution. Comme
. Tt +isi Tt
i =CcosS— +1isin —
2 27
i = cos on +isin el
2 27

cette solution peut étre écrite comme

0 =2 (Cos(”;)+ism(ng))[ o ]

_ o Feos(3)+Esin() ) [ Feos() + gsin(%)
cos(%”) sm(T”)
Donc,
u() = 2" —cos( )+ sm(%) ]’
cos ()
et

=2 cos + zsin (¢
o(n) = 2" ( ) ( 2 ) .
sin (7)
Sont deux solutions linéairement indépendantes. Donc Une solution générale peut étre donnée

par

‘COS( )+ Sm(j”) e —cos( )+ sm(T”)
cos(T) Sm(?)

it 2 1 : nn
_on (5C1 — —C2) coSs (7) + (gCl + ng) sin (7)
n s nm
7) + ¢ SIn (7)

x(n) = ¢,2"

C1 COS (
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Jusqu’'a présent, nous avons discuté de la solution de systeme (2.1) si la matrice A est
diagonalisable. Nous remarquons ici qu’une condition suffisante pour matrice k X k étre diago-
nalisable est qu'il ait k valeurs propres distinctes. Si la matrice A a répété les racines, alors il est

diagonalisable si le dégré de multiplicité de Ay égale dim E,, .

Matrices trigonalisable

Nous nous tournons maintenant notre attention sur le cas général o1 la matrice A
n’est pas diagonalisable. Cela se produit lorsque A a répété valeurs propres, et celui-
ci est pas en mesure de générer k vecteurs propres linéairement indépendants. Par

exemple, les matrices suivantes ne sont pas diagonalisable :

2 000
2 00
21 0300
10 2 11,
0 2 0041
0 0 2
000 4

Théoreme 2.1.2 [1](de Jordan) : Si le polyndme caractéristique de A est scindé, alors existe

une matrice P inversible tel que :

PlAP =],
ol
]:diag(]h]Z/"' /]r)/ 1<r<k (222)
et
Aj 0 0
A1 0
Ji = ' , (2.23)
0o 0 " RN
0 0 Aj

et A; sont les valeurs propres de A.
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La matrice |; est appelé un bloc Jordanie. Ces remarques sont formalisées dans le théoreme

suivant.

Théoréme 2.1.3 (la forme canonique Jordanie) De préférence la matrice A de k X k est similaire
a une forme de Jordan donnée par la formule (2.22) out chaque J; est une matrice s; X s; de la

forme (2.23) et Y.i_ s; = k.

Le nombre de blocs correspondant a une Jordan de valeur propre A est appelée
la multiplicité géométrique de A, et de ce nombre, a son tour, est égal au nombre de
vecteurs propres linéairement indépendants correspondant a A. La multiplicité algé-
brique d'une valeur propre A de est le nombre de fois ot il est répétée. Si la multiplicité
algébrique de A est 1 (c’est-a-A n’est pas répété), alors nous nous référons a A aussi
simple. Si la multiplicité géométrique de A est égal a sa multiplicité algébrique (c’est
a dire, seulement 1 X 1 blocs Jordanie correspond a A), il est alors appelé semi-simple.

Par exemple la matrice

.
0
0
1
5

S O N O O
S o1 o o© O

o O O O W
o o©O O N O

a une valeur propre simple en 3 et une valeur propre semi-simple 2 et un valeur propre

5 qui n’est ni simple ni semi-simple.

Pour illustrer le théoreme, nous énumérons ci-dessous les formes possibles d"une
Jordan Matrice 3 X 3 avec une valeur propre A = 5 de multiplicité 3. Dans la matrice,

différents blocs Jordanie sont indiqués par des carrés.

5] 0 0 5] 1 0 ]([5] 0 o 510

0 [5] 0 o] [5] o o [5] [1]]||lo 5 1

0 0 [5] 0 0 [5])| o0 005
(a) () (c) (d)
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Rappelons que si est I'ordre du Jordanie ieme bloc et r est le nombre de Jordanie Blocs

dans une forme de Jordan.

En (a) la matrice est diagonalisable et nous avons trois blocs Jordan d’ordre 1. Ainsi

s1 = sy =53 = 1, v = 3 et la multiplicité géométrique de A est égal a 3.

En (b) il existe deuxblocs Jordanavecs; = 2,5, = 1,7 = 2 et]’'multiplicité géométrique

de A est égal a 2.

En (c) il existe également deux blocs Jordanie avec s; = 1,5, = 2, v = 2 et la

multiplicité géométrique de A est égal a 2.

En (d) il ya seulement un paté de Jordanie avec s; = 3, r = 1 et la multiplicité

géométrique de A est égal a 1.

Maintenant, nous savons que A" = (PJP~')" = PJ"P~1, ou

Notez que pour toute [;,i=1,2,---,r,nous avons J; = 4,1 + N;, ou

0100

001 0
N; =

1

00 0
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est une matrice nilpotent s; X s; (i.e., N7 = 0 pour tous r > s;). D’ota

n n
J' = (A +Ny)" = A'T + AMIN; + AP N (2.24)
1 2
An " An-1 " A2 " Ansitl
1) 2 ] si—1 "
0 A " Al " ANSiH2
‘ 1] si—2 |
n A'?_l
1 1
0 0 AT

Les lignes a l'intérieur | indiquent que les entrées de chaque diagonale sont iden-

tiques.

Nous pouvons maintenant prouver que la solution générale de systeme (2.1) est

x(n) = A"c = PJ"Pc.

Exemple 2.1.5 Soit a résoudre le systeme suivant

x1(n + 1) = 4x1(n) + x2(n) + 2x3(n)
Xo(n+ 1) = 2x,(n) — 4x3(n)

X3(1’l + 1) = x2(n) + 6X3(ﬂ)

ce systeme écrit sous la forme X(n + 1) = AX(n)

tel que
4 1 2 x1(n)
A=10 2 -4 |, X(n) = x(n)
01 6 x3(n)
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Les valeurs propres sont

Le vecteur propre est

0o 1 2 X1 0
Ey=<(x1,x0,x3) : [ 0 -2 -4 x |=10
0o 1 2 X3 0

= <V1 = (Or _2/ 1)/ VZ = (1/ _21 1)> .

Nous devons maintenant trouver un vecteur propre Vs généralisée. En appliquant la formule

(A - 4I)V3 = V1 alors

01 2 X1 0
0 2 A4 || x|=] -2
0 1 2 X3 1
(A - 4I)V3 = V2
ou
01 2 X1 1
0 -2 4| x |=] -2
0 1 2 X3 1

0
Vi=| -1
1
Donc
0O 1 O
P=| -2 -2 -1
1 1 1
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4 00
J=10 4 1|/
0 0 4
et
4" 0 0
J'=] 0 4" n4™!
o o0 4"
Donc
0 4" n4"1
x(n) =PJ'¢=| 24" -24" —2p4"1 —4"
_471 4n n4n—1 +4n

2.2 Systemes non autonomes

2.2.1 Lathéorie de base

Maintenant contempler le systeme

Xn+1)=An)X(n),

(2.25)

ou A(n) = (ai,j (n)) une matrice inversible k X k a valeurs fonction. C’est un systeme

des équations aux différences linéaire homogene qui est non autonome. Systéme non

homogeéne correspondant est donné par

ym+1)=Am)ymn) +gmn),

ot g(n) € R¥

Nous établissons maintenant I’existence et l'unicité de solutions de (2.25).

(2.26)

Théoréme 2.2.1 Pour chaque x, € R et ng € Z* il existe une solution unige x(n,ny, xo) de

(2.25) avec x(ng, ng, Xo) = Xo.
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Preuve. De (2.25)

x(ng + 1,19, x0) = A(no)x(no) = A(no)xo,

x(ng + 2,19, x0) = A(ng + Dx(ng + 1) = A(ng + 1)A(ng)xo.

Inductif, on peut conclure que

n-1
HA(i)

i=710

x(nl Ny, xU) = Xo, (227)

ou
n_l — — /
H 0 An—1)A(n —2)...A(ng) sin > ny,

i=no I sin = n.

Formule (2.27) donne la solution unique avec les propriétés désirées. m

Nous allons maintenant développer la notion de matrice fondamentale, une centrale

bloc de construction dans la théorie des systémes linéaires.

Définition 2.2.1 Les solutions x1(n), xo(n), ..., xx(n) de (2.25) sont dits linéairements indé-

pendantes pour n > ny > 0 si

k
Zaixi(n) =0= a; =0 pour toutn >ny, 1 <i<k.
i=1

Soit ®(n) une matrice k X k, tels que les colonnes de ®(n) sont les k solutions linéai-

rements indépendantes de (2.25). Nous écrire

q)(n) = [X1(7’l), xZ(n)/ s /xk(n)] .
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Maintenant,

O(n+1) = [A(n)x1(n), A(n)x,(n), ..., A(n)xp(n)]
= A(n) [x1(n), x2(n), . .., xx(n)]
= A(n)®(n)

Par conséquent, ®(n) vérifie 'équation aux différences matriceielle

D(n + 1) = A(n)d(n). (2.28)

En plus, les solutions x;(n), x2(n), ..., x(n) sont linéairement indépendants pour

n > ny si et seulement si la matrice @(n) est inversible (det ®(1) # 0) pour tout n > ny.

Définition 2.2.2 Si @(n) est une matrice inversible pour tout n > ny et satisfait (2.28), il est

dite une matrice fondamentale pour le systeme (2.25).

Remarque 2.2.2 Notez que si ®(n) est une matrice fondamentale et C est une matrice inversible
, alors @(n)C est aussi une matrice fondamentale
Ainsi, il existe une infinité de matrices fondamentales pour un systeme donné.
Cependant, il ya une matrice fondamentale que nous savons déja, a savoir
n-1

D(n) = HA(i), avec d(ng) = 1.

i=n0
Dans le cas autonome lorsque A est une matrice constante
d(n) = A"

etsing = 0, alors ®(n) = A". Par conséquent, il serait beaucoup plus approprié d’utiliser

'algorithme Putzer pour calculer la matrice fondamentale pour un systeme autonome.
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Théoréme 2.2.3 [1] II existe une solution unique \V(n) de la matrice (2.28) avec W(ny) = I.

Nous pouvons ajouter ici que, a partir de n'importe quel matrice fondamentale
®(n), la matrice ®(n)d~'(n,) est une matrice fondamentale. Cette matrice fondamental
spécial est notée (1, ny) et est désigné comme la transition d’état matrice. On peut, en
général, écrire

D(n, m) = P(n)d ' (m)

pour tout deux entiers positifs n,m, tel que n > m. La matrice fondamentale ®(n, m)
a certaines propriétés agréables que nous devons énumérer ici. Observez d’abord que

®(n, m)est une solution de I'équation aux différences matriceielle

O(n +1,m) = A(n)d(n, m).

Proposition 2.2.1
(i) @ Y(n, m) = ®(m,n).
(i1) D(n, m) = ©(n, r)d(r, m).

n—1
(iii) D(n, m) = HA(i).

Preuve. i) On a

D(n,m) = P(n)d(m),
donc

O, m) = (q)(n)q)—l(m))_l ,
= (@7'm)) " @' (),
= O(m)P (n),

= @(m, n).
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if) Soit
D(n, 1)D(r, m) = D) (r)P(r)P " (m),
= O(n) I D (m),
= @(n, m).
iii) On a
n-1
D(n) = HA(i)
alors
(1, m) = Om)®' (m),
n—1
= [ [a® @'om),
et
m—1
o(m) = | [A6),
donc

-1

7Y (m) = = (A(o)A(no + 1)--- A(m = 1)),

m—1
HA(i)

i=l’lo

= A7 (m—=1)--- A7 (ng + 1)A™ (ng),

= ﬁA—l(i).

i:ﬂo
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Alors
ol m-1
D(n,m) = A(D) A7l(i)|, telque n > m,

= i=ng
m_—1 n-1 m-1

=|[Tao | [ [0 |[[[a"®)|.
i=ng i=m i=ng
n-1 m=1 m-l

=|[Tao | [ [Aa0|[[ ]a"@)|.
i=m i=ny i=ny
LS m_1

=] [AG) A@) A7) |,
i=m i=no
n;lr

=[] [A®)

n

Corollaire 2.2.1 La solution unique x(n,ny, xo) de (2.25) avec x(ny, ng, xo) = xo est donnée

par
x(n, ng, xo) = ®(n, ng)xo. (2.29)

Vérification de I'indépendance linéaire de la matrice fondamentale @(r) pour n > n

est une tache redoutable. Nous allons plutot montrer qu’il suffit d’établir indépendance

linéaire a n.

Lemme 2.2.1 (Lemme d’Abel)

pour tout n > ny > 0,

det d(ny). (2.30)

n—1
det®(n) = [H [det A(7)]

i=1/lo

Preuve. Prenant le déterminant des deux cotés de (2.28), on obtient I’équation aux

différence
det®(n + 1) = det A(n) det d(n),
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et pour ny on obtient

det D(ny + 1) = det A(np) det D(ny),
det®(ng + 2) = det A(ng + 1) detD(ng + 1) = det A(ny + 1) det A(np) det D(ny),

det®(n) = detA(n — 1) det A(n — 2) - - - det A(ny) det D(ny),

alors
det d(n) = [det A(n — 1) det A(n — 2) - - - det A(11)] det D(ny),
n—1
- (H [det A(i)]| det®(ny).
| ]

Corollaire 2.2.2 Si dans (2.25) A est une matrice constante, alors

det ®(n) = [det A" det D(ny). (2.31)

Preuve. Si A une matrice constante, alors dans 1’équation (2.30) on obtient

n—1

det d(n) = (H [det A]

iZVlo

det D(ny),

= (detA detA---detA)detD(ny),
= [det A" det ®(ny),
= [det A]"™™ det ®(ny).

Corollaire 2.2.3 La matrice fondamentale ®(n) est inversible pour tout n > ny si et seulement

si ®(ny) est inversible.
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Preuve. De la formule (2.30), si ®(n) est inversible et on a dans 1’équation (2.25)
A(n) est une matrice inversible, donc det A(i) # 0 pour i > 1y, alors ®(n) est inversible.

Corollaire 2.2.4 Les solutions x1(n), x2(n), ..., xx(n) de (2.25) sont linéairement indépendants

pour n > ny si et seulement si P(ny) est inversible.

Preuve. Ce la résulte du corollaire 2.2.3. m
Le théoreme suivant établit 1’existence de k solutions linéairement indépendants

de (2.25).

Théoreme 2.2.4 Il ya k solutions linéairement indépendantes de systeme (2.25) pour n > ny.

Preuve. Pour chaque i = 1,2,...,k, soit ¢; = (0,0, ..., 1, ...,0)T le vecteur unitaire stan-
dard dans R¥ ot toutes les composantes sont nulles ’exception de l'ieme composante,
qui est égale a 1. D’apreés le théoréme (2.2.1), pour chaque ¢;, 1 < i < k, il existe une so-
lution x(n, ny, e;) de (2.25) avec x(n, 1y, €;) = e;. Pour prouver que 1'ensemble {x(1, 1, ¢;),
1 <i < k} est linéairement indépendant, selon Corollaire (2.2.3), il suffit de montrer que

®(ny) est inversible. Mais ce fait est évident, puisque @ (1) = Ir. ®
Principe de Linéarité : Une caractéristique importante des solutions du systeme
(2.25) est qu’ils sont fermés, par addition et multiplication scalaire
C’est-a-dire, si x1(n) et x,(n) sont des solutions de (2.25) et ¢ € R, alors
(1) x1(n) + x2(n) est une solution de (2.25).
(2) ¢ x1(n)est une solution de (2.25). C’est le principe de linéarité.

Preuve. (1) Soit

x(n) = x1(n) + x2(n).
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Alors
x(n+1)=x;(n+1)+x(n+1)
= Ax1(n) + Axy(n)
= Axi(n) + x2()]
= Ax(n).
(2) Soit
x(n) = c x1(n).
Alors
xn+1)=cxi(n+1)
=c Axi1(n)
= Alcxi(n)]
= Ax(n).
]

Une conséquence immédiate du principe de linéarité est que si x; (1), x2(n), ..., xk(n)
sont également des solutions de systéme (2.25), il est tout combinaison linéaire de la
forme

x(n) = c1x1(n) + coaxa(n) + - -+ + cxxx(n),

est une solution de (2.25).

Cela conduit a la définition suivante.

Définition 2.2.3 Supposons que {x;(n)}_, est une ensemble linéairements indépendants des
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solutions de (2.25) donc la solution général de (2.25)

k
x(n) = Zcix,-(n), (2.32)

i=1

tel que c; € R et au moins un c; # 0.

Formule (2.32) peut s’écrire

x(n) = ®(n)c, (2.33)

ot ®(n) = (x1(n),x2(n),...,xx(n)) est une matrice fondamentale, et ¢ = (c1,¢o,...,cx)"

e R-.

Remarque 2.2.5 L’ensemble S I'éspace des solutions de systéme (2.25) forme un espace vectoriel
par rapport a addition et multiplication par un scalaire. Sa base est tout ensemble fondamental de
solutions et donc sa dimension est k. La base {x1(n), xo(n), ..., xx(n)} couvre toutes les solutions
de I'équation (2.25). Par conséquent, tout solution x(n) de I'équation (2.25) peut s’écrire sous la
forme (2.32) ou équivalente (2.33). C’est pourquoi nous appelons x(n) dans (2.32) une solution

générale.

Concentrons-nous maintenant notre attention sur le systéeme non homogene (2.26).

Nous définissons une solution particuliere y,(n) de (2.26) que toute fonction k-

vecteur
qui satisfait le systéeme de différence non homogene. Le résultat suivant

nous donne un mécanisme pour trouver la solution générale de systéme (2.26).
Théoreme 2.2.6 Toute solution y(n) de (2.26) peut étre écrite comme
y(n) = O(n)c + y,(n) (2.34)

pour un choix approprié du c vecteur constante, et y,(n) une solution particuliere .
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Preuve. Soit y(n) une solution de (2.26) et soit y,(1) solution particulier de (2.26). Si
x(n) = y(n) — yp(n),

alors

x(n+1)=yn+1)-y,(n+1)
= A(n)y(n) — A(n)y,(n)
= A [y(n) = y, ()]
= A(n)x(n).

Donc, x(n) est une solution de 1'équation homogene (2.25). D’ou x(n) = ®(n)c pour un
vecteur constant c. Alors
y(n) — yp(n) = P(n)c

ce qui prouve (2.34). m

Nous donnons maintenant une formule pour évaluer y,(n).

Lemme 2.2.2 Une solution particuliére de (2.26) peut étre donnée par

n—1
yp(n) = Z D(n, r + 1)g(r) avec y,(ny) = 0

r=nyp
Preuve. Soit

yﬁn+D:§}Mn+Lr+Dmﬂ:E}MM®MJ+1M@L

r=nyp r=ngp

n-1
= Y Am)D, 7+ 1)g() + AP, 1+ 1)g(n),

r=nyp
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n—1

= A(m) Y ®(n, 7+ 1)g(r) + Dl + 1,1 + 1)g(n),

r=np

= A(n)y,(n) + g(n).

Donc, y,(n) est une solution de (2.26). En outre, y,(19) = 0. m

Théoreme 2.2.7 (Variation des constantes ). La solution uniques du probléme aux limite

y(n +1) = A(n)y(n) + g(n), y(no) = yo,

est donnée par

n-1
y(n, noy, yo) = ©(n, np)yo + ZCD(n, r+1)g(r).

r=ngp

ou, plus explicitement, par

n-1 n-1
y(n,no, yo) = (HA(i)) Yo + Z

i=1’lg r=ngp

n-1
HA(i)

i=r+1

Preuve. Du théoréeme (2.2.6) et Lemme (2.2.2).

on a la solution de I'équation (2.35) donnée par

y(n) = O(n)c + y,(n),

tel que

n—1

Yp(n) = ZCD(n,r + 1)g(r), et x(n,ny, x0) = D(n, ng)xo,

r=ngp
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donc

et

alors

n—1
y(n,ny, yo) = ©(n, no)yo + ZCD(n, r+1)g(r),
= O(n)yo + ZCD(n, r+1)g(r),

r=np

D(n, ny) =

n—1
HA(i)

i=ng

n—1
alors ®(n,r+1) = (HA(i)] ,
i=r+1

n-1
HA(i)

i=r+1

g(r).

n-1 n-1
y(n, mo, o) = (HA(i)] Yo+ Y.

i=ng r=np

Corollaire 2.2.5 Pour les systémes autonomes, lorsque A est une matrice constante,la solution

de (2.35) est donnée par

n-1
y(n,ng, yo) = A" "yo + ZA”_Hg(r). (2.38)

r=np

Exemple 2.2.1 Considérons le systeme y(n + 1) = Ay(n) + g(n), ot

21 n 1
0 2 1 0

En utilisant I'algorithme de Putzer, nous trouvons

A" =

on -l
o o |

65



Chapitre 2 : Systeme des équations aux différences linéaires

2" 2t (1) & 2t m—r-D2n 2 || or
o 2@ Jlo) =\ o 2n-r-1 1

2| & 2t (m-r—1)202
0

Donc

= +

0 = 2n—r—1

) [ T
— + " r=1 . rr—O
’ 22 (3)

()., %[1—(%)"]—”(%)”+2+”71[1—(%)"]]

Nous revisitons maintenant a les équations aux différence d’ordre k et montrons

comment transformer a un systéme des équations aux différence de premier ordre.

onséderon l'équation :
C d I t

ymn+k)+pi(m)y(n+k—-1)+--- + pe(n)y(n) = g(n). (2.39)

Cette équation peut s’écrire sous la forme d’'un systéeme d’équations de premier
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ordre de dimension k. Soit

z1(n) = y(n),
z(n) =yn+1)=z:(n+1),
23(n) = y(n +2) = 2(n + 1),

zn)=ym+k-1)=z_1(n+1)

Soit z(n) = (z1(n), z2(n), . .., zx(n)).

Donc,

z(n+1) = z(n),

z(n+1) = z3(n),

za(n + 1) = zi(n),

zk(n + 1) = —pr(n)z1(n) — pr-1(n)za(n), . .., —p1(M)ze(n) + g(n).

En notation vectorielle, nous transcrivons ce systeme

ou

z(n+1) = A(n)z(n) + h(n),

0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

—pr(n) —pr-1(n) —pr-2(n)

67

1
—p1(n)

(2.40)

(2.41)



Chapitre 2 : Systeme des équations aux différences linéaires

et

h(n)=| 0

g(n)

Si g(n) = 0, nous arrivons au systéme homogene

z(n + 1) = A(n)z(n). (2.42)

La matrice A(n) est appelée la matrice compagnon de (2.39).

Considérons maintenant 1" équation aux différences homogeéne d’ordre k avec a

coefficients constantes

x(n+k)+pix(n+k=1)+px(n+k—=2)+--- +px(n) =0, (2.43)

qui est équivalent au systeme o1 A est la matrice compagnon défini dans la formule

(2.41) avec tout les p; est constante

z(n+1) = Az(n). (2.44)

Nous observons tout d’abord que de (2.43) est notée C(n) = det®(n), ot ®(n) est

une matrice fondamentale de (2.44). L'équation caractéristique de A est donnée

par
A+ p AT+ A2+ g A+
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2.2.2 Systemes linéaires périodiques

Définition 2.2.4 Soit le systéme linéaire
X(n+1) = A(n)X(n). (2.45)

On dit que le systeme(2.45) est périodique de période N si A(n + N) = A(n), pour n un entier
positif .

Exemple 2.2.2 Conséderons le systeme

x(n+1) = (=1)"x1(n) + Z% x3(n)
Xo(n + 1) = (=1)"x5(n) + (=1)"x3(n)

X3+ 1) = (=1)"x(n) + 25 x5(n)

ce systeme écrit sous la forme X(n + 1) = AX(n)

tel que

n 2+(=1)"
(_1) 0 - 2

A(m) =10 D" (1"

" 24+(-1)"
(_1) 0 2

ona A(n+ 2) = A(n) pour tout n € Z, Donc le systeme (2.45)est périodique de période 2.

Nous montrons maintenant que 1’'étude du systéme périodique (2.45) simplifie a
I'étude d’un systéme autonome associée. Cette conclusion est 1" analogue de la théo-
rie de Floquet dans les équations différentielles. Mais avant de nous prouvons cette

analogue, nous avons besoin du théoreme suivant.

Lemme 2.2.3 Soit B une matrice inversible k X k et soit m une entier positif. Alors il existe C

un matrice k X k telle que C" = B.
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Preuve. Soit

J1
PBP=] = J2
Jk
est la forme de Jordan de B. Ecrivons
Ji = Al + lN')
1= I\*1 Al Y24
ou I; est la matrice s; X s; d’identité et
01 0
0 1
N; =
1
0 0
Observer que
N =0.

Pour motiver notre construction, nous écrivons formellement

H; = exp %ln ],]

= exp %{ln)\i I +1In (Ii + 1 Ni)}]
[ X 1\s+l \S
ool s S|

= exp %{lnAi I + Z
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En appliquant la formule (2.46), on obtient

Si—l

y (—15)5+1 (%)}] . (2.47)

H; = exp

s=1

l {ln ML+
m

Par conséquent, H; est une matrice bien définie. En outre

H}" = [exp [% In ]l]]m.

=exp[In [i] =]
Maintenant, si nous laissons
H, 0
H = t ,
0 H;i

oul H; est défini dans la formule (2.47), alors

H” 2 =J.

On pose C = PHP™'. Donc C" = PH"P™' =PJP"' =B. =

Lemme 2.2.4 Pour le systeme (2.45), les déclarations suivantes sont vrais
(i) Si ©(n) est une matrice fondamentale, alors @(n + N) est aussi une matrice fondamentale.
(i1) @(n + N) = ©(n)C, pour chaque matrice inversible C.
(ii1) ®(n + N, N) = ®(n, 0).
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Preuve. (i) Soit @(n1) une matrice fondamentale du systeme (2.45). Donc
d(n+1) = An)d(n).
Alors

On+N+1)=An+ N)D(n + N),
= A(n)®(n + N).

D’ott @(n + N) est également une matrice fondamentale du systeme (2.45).

(it) Observer que W1 (1, 1n9) = ®(n + N)D (ny + N) et Wy(n, ng) = ©(n)P 1(ng) sont des
matrices fondamentales de systeme (2.25) avec le méme condition initiale W; (1, 19) =
W, (ny, ng) = 1. Par I'unicité des matrices fondamentales (Théoreme 2.2.3) W, (1, ng) = W,

(n, np). Ceci implique que

D(n + N) = P(n)P L (ny)D(ny + N)
= ®(n)C.

(iii) Soit
®(n + N,N) = ®(n + N)OI(N)
= O(n)C P HN)
= O(n)®(0), tel que C = ©'(0) D(N),
= ®(n,0).
]

I1 ya beaucoup de conséquences de ce lemme, y compris ce qui suit théoreme.

Théoréme 2.2.8 Pour chaque ® (n) la matrice fondamentale de systeme( 2.45), il existe une
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matrice P(n) inversible périodique de période N de telle sorte que

d(n) = P(n)B". (2.48)

Preuve. Par le lemme (2.2.3), il existe une matrice B de telle sorte que BN = C, ou Cest
la matrice spécifiées dans le lemme (2.2.4) (ii). Définir P(n) = ®(n)B™, ot B = (B")".

puis

P(n+N) = ®(n+ N)BNB™
= ®(n)CB™NB™ [en utilisant la partie (ii) du lemme (2.2.4)]
= d(n)B™
= P(n).

Nous savons maintenant que P(n) a période N et est clairement inversible. De la défi-

nition de P(n), il en résulte que ®(n) = P(n)B". m

Lemme 2.2.5 [1]Si ®(n) et \V(n) sont deux matrices fondamentales de (2.45) de telle sorte que

®(n + N) = d(n)C.
W(n + N) =W¥(n)E.

Alors C et E sont semblables(et c’est ainsi qu’ils ont les mémes valeurs propres).

Lemme 2.2.6 Un certain nombre A complexe est un exposant de Floquet de (2.45) si et seule-
ment si il existe une solution non triviale de (2.45) de la forme A"q(n), oit g(n) est une fonction

vectorielle avec q(n + N) = gq(n) pour tout n.

Corollaire 2.2.6 (i) Systeme (2.45) a une solution périodique de période N si et seulement si

elle a un multiplicateur de Floquet égal a 1.

(i1) 11 s’agit d'un multiplicateur de Floquet égal a —1 si et seulement si le systeme (2.45) a

une solution périodique de période 2N.
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Preuve. Utilisez le lemme (2.2.6) , si A = 1 est un exposant de Floquet donc

z(n) = q(n),
z(n+ N) = g(n + N) = q(n)
= z(n).

Si A =(-1)donc

z(n) = (=1)"g(n),
z(n + 2N) = (=1)"**g(n + 2N)
= (=1)"q(n)

= z(n).

Remarque 2.2.9 Lemme (2.2.4), la partie (ii), nous donne une formule pour trouver la matrice
C = BN, dont les valeurs propres se trouvent étre les multiplicateurs de Floguet de (2.45). Du

lemme (2.2.4),

C = O '(n)d(n + N).

Pour n = 0, on obtient

C = O H0)D(N). (2.49)

Si nous prenons ®(N) = A(N — 1)A(N = 2)--- A(0), alors ®(0) = 1. Ainsi, la formule (2.49)
devient

C = ®(N)

ou

C=AN = DAN - 2)--- A(0). (2.50)
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Nous donnons maintenant un exemple pour illustrer les résultats ci-dessus.

Exemple 2.2.3 Considérons le systéme

X(n+1)=An)Xn).

tel que

A(n) =

0 (1)
-1 o

1l est claire que A(n + 2) = A(n) pour tout n € Z.

En appliquant la formule (2.49 )

-1 0
B> =C = A(1)A(0) = ( ]
0 -1

Ainsi, les multiplicateurs de Floquet sont —1, —1. En vertu du corollaire (2.2.6), le systeme a
une solution de 4—périodique. On notera que puisque A(n) présente la constante valeurs propres

-1, 1, p(A(n)) = 1.
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CHAPITRE 3

LA SOLUTION DE CERTAINS
SYSTEMES DES EQUATIONS AUX
DIFFERENCES NON LINEAIRES

Dans ce chapitre, nous étudions la forme des solutions des systémes des équations

aux différences non linéaires suivants :

_u(n) _w(n)
Xn+1) = 1 _H](n),y(n )= 1+ s(n)’

_ 1+0(n) _ 1+5s(n)
x(n+1)= ) ,ym+1) = o

avec u(n),v(n),w(n),s(n) € {x(n), y(n)}, ot les conditions initiales x(0), y(0) sont des

nombres réels non nuls.
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3.1 Premier systeme

Dans cette section, nous étudions les solutions de systeme de deux équation aux
différences non linéaires suivant

x(n+ 1) = 42

1+ov(n)”

yn+1) = 1212(111)

avec u(n), v(n), w(n),s(n) € {x(n), y(n)}, o x(0), y(0) sont les conditions initiales.
Cas 1: u(n) = v(n) = x(n), w(n) = s(n) = y(n)

Donc ce systeme peut écrit sous la forme

xm+1) =222 (1)

1+x(n)”
yin+1) =55 )
On pose :
a(n) = L = x(n) = L
~ x(n) a(n)’
donc
1w
am+1) 1+ ﬁ
1
Can)+17

ceci implique que

am+1)=1+a(n), (3.1)

alors la solution de 1'équation (3.1) est

a(n) = a(0) + 1n.
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Etona
x(n) = % = x(0) = (10),
donc
B 1 1 x(0)
x(n) = a(0) +n W +n  1+x0)n
__x(0)
x(n) = m (32)
De méme, on pose
by = o = ) = 5o,
En remplagant par y(n) = b(n), on trouve
b(n+1) =1+ b(n), (3.3)

alors la solution de (3.3) est

b(n) = b(0) +n

tel que
1 1
y(n) = ) = y(0) = 50)’
donc
1 1
Y = oy en T
y(0)
1+y(O)n

Cas 2: u(n) = v(n) = w(n) = s(n) = x(n)

Dans ce cas le systéme est
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xn+1) =22 (1)

1+x(n)”’

yn+1) =555 )

1+x(n) "

x(0)
1+x(0)n

On a la solution de 1’équation (1) est x(n) = et remplagant dans (3) on trouve

x(0)
1+x(0)n
x(0)
1+x(0)n

3 x(0)
 1+x0)(m+1)

y(n+1) =

Onposen+1=m,¥Ynalorsn=m-1,donc

__x(0) _ x(0)
ym = 1om =YY= rom -
Donc
x(0)
ym 1+ x(0)n
Alors
x(n) = y(n).

Cas 3 : u(n) = v(n) = w(n) = s(n) = y(n)

Alors le systéme est

x(n+1) = 75k, (4)

yin+1) = £ Q)

En remplage la solution de 1’équation (2) dans (1) alors :

y(0)
1+y(0)n

y(©)
1+y(0)n

_ y(0)
1+ y(0)(1+n)

x(n+1)=
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on pose : n + 1 = m on obtient

__ ¥ _ y(0)
=y om =D S Ty -1
Donc
y(0)
x(n) 1+ y(O)n
Alors
x(n) = y(n).

Cas 4: u(n) = x(n), v(n) = wn) = s(n) = y(n)

Alors

{xm+n=g%y ©)

yn+1) = £ (2)

Ona y(n) = %, on remplage dans 1’équation (5), on obtient

__xm)  _ x(m)
x(n+1) = T+ym) 14 1y(?3)
+y(O)n
1+y0O)n ().

~ 1+ 1 +ny0)
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Dong,
_ x(0)
“”‘1+mm’
1+ y(0) _1+y0) x(0)  x(0)
2= 72,0’ T T3 2y 0) T+ y0) ~ T+ 2500)
o 120 1440 x(0) __x(0)
x()_1+3mm1+2wm1+ym)_1+3mm’
1=y 1+ =290 x0) x(0)
=T 0y0) T+ -1y T (My© 1+ ny©)’
Alors

H 1+@y©0)  x(0)
1+G+1)y©0) 1+ny@©)

Cas 5 : u(n) = v(n) = s(n) = x(n) et w(n) = y(n)

On obtient

x(n+1) = 7ok, (1)
y(n+1) = 225 (6)

1+x(n)

Ona x(n) = 5 f;?g)n, en remplace dans I'équation (6), alors

yn+1)= }/(720)

T+x(0)
1+ x(0)n
1+ x(0) + x(0)n

y(n).
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Dong,
_ ()
v = 50y
_ 1+x(0) _1+x00) yO)  y(0)
Y@ = 15220V T T3 ) T+ 20) ~ 1+ 2x0)
3) = 1+2x(0) 1+x0) y0O)  y0)
YO = T30 T+ 220 T+ 2(0) ~ 1+ 3%(0)’
1+ (n=1)x(0) 1 + (1 —2)x(0) y©  y(0)
ym%‘1+mmm 1+(n-Dx(0) 1+ @D)x(0) 1+ nx(0)
alors

1+ ()x(0) y(0)
y(n) = }/(0)[()[1 +(+1)x0)  1+nx(0)

Cas 6 : u(n) = v(n) = s(n) = y(n) et w(n) = x(n)

Alors le systéme est

x(n+1) = s, (4)

yin+1) =555 ()

On a
_ Yy __yin-1)
xn+1) = 1+ y(n) = x(m) = 1+yn-1)
On remplage (4) dans (7) donc
y(n=1)
_ Ty ym-1) 1
yn+1) = 1+ y(n) Bl 1+yn—-1)1+ y(n)
_ y(n—1)
1+y(n-1)(1+ym)
On pose
_ b =1t
Y = 5= Y1) = s
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Donc

1
a(n—1)

1
1 Wms  ae-n  a(n)
- 1 1
an+1) 1+@ 1+ma(n)+1
a(n)

T @ =1+ Dam) + 1)’

ceci implique que

an+1) amn-1)+1

am)+1  a(n)
donc
a2)  a(0)+1
al)+1  a(l) ’
aB)  _aM)+1  a(l)
a)+1 a2  a(0)+1’
a(4) a)+1 a(0)+1
aB®)+1 aB®  a(l) ’
alors

an+1) _ a(l) _
a@mil a0 P
a2n+2) _ a(0)+1 _
D+ — a4

Ceci implique que

a2n+1) =pa2n) +p, (*)
a2n+2)=qan+1)+q. ()

et a(2n) = g a(2n — 1) + g donc, on remplace dans (*) on obtient

a2n+1)=an-1)+1+p,

alors

a(2n +1) = a(1) + n(1 +p).
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Et on remplace (+) dans (*+), on obtient

a2n+2) = a2n)+1+gq,

donc
a@2n +2) = a(0) + n(1 + q).
Et ona y(n) = ﬁ, alors
B ©)
y@2n+1) = oG
_ y(0)
y(21) = mromo)
Et
B ©)
X2 +1) = rghomoy
x(2n) = K

1+n(x(0)+y(0)) "
Cas 7 : u(n) = w(n) = y(n), v(n) = s(n) = x(n)

On obtient

x(n+1) =L (8

1+x(n)”’
yin+1) = 2. (6)
On remarque que x(n + 1) = y(n + 1) = x(n) = y(n), et on a y(n) = 1{1’22)1) donc
y(n-1)
1+x(n-1) ]/(n - 1)

an+D=1+xm)—a+xm_1m1+ﬂmy
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Chapitre 3 : La solution de certains systémes des équations aux différences

donc,
*(Q2) = y(0) _ y(0) ___v09
L+xO)A+xD) @ +x0)a+ L3 1+x0+ y(0)’
A B 0 _ O
T+ x(D)A+2@) ~ (14 201 + A2y~ 1+x(0) +2y(0)
0
x(n) = y(n) = y0

1+ x(0) + (n - 1)y(0)

Cas 8 : u(n) = w(n) = x(n), et v(n) = s(n) = y(n)

donc

x(n)

x(n+1) = 22 ()

yin+1)= g9 ()

On a x(n) = y(n) et y(n) = % donc

x(n) 3 1+yn-1)

o) = e =
Alors
1490 (%)
O 50 0 T T 0
o 1+y) _ 0)
O 5D v P T TR0 + vy
x(n) = y(n) = &l

1+ (n—1)x(0) + y(0)

Cas 9: u(n) = v(n) = y(n), et w(n) = s(n) = x(n)
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Chapitre 3 : La solution de certains systémes des équations aux différences

Alors
_ _ym)
x(n + 1) - 1zy(n)’ (4)
yn+1) = 2. (3)
Ona x(n) = 11(;:;:)1) donc
y(n-1)
1+y(n-1) y(ﬂ - 1)
y(n + 1) = — = ’
y(n—1) —
1+ e 1+2y(n—-1)

Alors

— _y@n-1)
y2n+1) = T+2y(2n-1)"

y(zn) — y(2n-2)

1+2y(2n-2)°
On pose y(n) = i, donc
1 — u(Z'Ll) — 1
a@n+1) — 1+f<2'+1) T a@n-1)+2
1 _ _a@n=2) 1
a@n) — 1+ﬁ T a(n-2)+2

ceci implique que

a2n+1)=a@n—-1)+2
ai2n) =an —-2) + 2

donc

an+1)=a(l) +2n
a(2n) = a(0) + 2n

etona y(n) = 5, donc

y2n+1) =

1
a(l)+2n’
_ 1
y(27’l) ~ a(0)+2n"
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Chapitre 3 : La solution de certains systémes des équations aux différences

Alors
@n+1) = =0
Y = T @nt)x0)”
_ _y0
y(zn) — 2y(Om+1"
Et
_ y(0)
y@2n+1) = 5501,6
_ _x0
X(2n) = s

Cas 10 : (Probleme ouvert)

x(n+1) = 25, (4)

yn+1) = 55, (6)

1+x(n)*

Cas 11 : (Probleme ouvert)

x(n+1) = 5igs, ()

yn+1) =22 (3)

1+x(n)*

3.2 deuxieme systéme

Dans cette section, nous étudions les solutions de systeme de deux équation aux

différences suivant

1+ov(n)
u(n) ’/
1+s(n)
w(n) *

x(n+1) =

y(n+1) =

avec u(n),v(n), w(n),s(n) € {x(n), y(n)}, ot les conditions initiales x(0), y(0) sont des

nombres réels non nuls.

Lemme 3.2.1 Soit F(n) la suite de Fibonacci alors

lim1—“(n+1)_1+\/§
ne  F(n) 2

= A].
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Chapitre 3 : La solution de certains systémes des équations aux différences

Preuve. On a

n__ An n+l _ yn+l
Fn)= +—2=Fn+1)=+-—2-
De plus, quand 7 tend vers l'infini, A} tend vers 0 (puisque [|A,]| < 1), donc F(n) est
équivalent a AlA—]f/\z donc
/\n+l
Fm+1y_hgz_A
Fn) ~— A 7"
A7,
Alors
Fn+1 .
lim (F(n) ) = 7111_)1’]&;10 A = Ay
[ ]

Cas 1:0v(n) = u(n) = x(n) et s(n) = w(n) = y(n)

donc ce systeme peut écrit sous la forme

x(n+1) =20 (1)

x(n) *

yn+1) = 1%7(;1) (2)

z(n+1)

20 donc

On pose x(n) =

z(n+1)
Z(Tl +2) _ 1T+ z(n)

Zn+1) )
z(n)

_z(n)+z(n+1)
- z(n+1)

ceci implique que

zm+2)=zn+1)+z(n), (3.4)

alors la solution de 1'équation (3.4) est

z(n) = c1A] + cA;5.

Alors
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Chapitre 3 : La solution de certains systémes des équations aux différences

z(0) = ¢, + ¢a, _ C1=%
Z(l) = ClAl + CZAZ- Cy = %
donc
2(1) 2O, , AOA = 2(1)
= Al Iy
z(n) T, Mt M
Al/\g - /\zAgl Agl — /\n
= 2O A,
Al_l - /\51—1 /\717 /\g
R W O vy W O
= F(n — 1)z(0) + F(n)z(1), tel que F(n) la suit de Fibonacci.
Etona
_ Z(?’l + 1) B Z(l)
x(n) = — o x(0) = -0
Alors

F(n +1)z(1) + F(n)z(0) _ F(n + 1)2(0) + F(n)
Fmz(1) + F(n = 1)z(0) ~ F(m)ZD + P(n - 1)’
(
(

x(n) =

_ F(n +1)x(0) + F(n)
- F(n)x(0) + Fn—1)

z(n+1)

20 donc

De méme, on pose y(1) =

z(n+2)  z(n)+z(n+1)
zn+1)  z(n+1)

7

ceci implique que

z(n+2) =z(n+ 1) + z(n),

alorslasolution del’équation (3.5) est

z(n) = c1A] + /5.
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Chapitre 3 : La solution de certains systémes des équations aux différences

Alors
2(0) = 1 + ¢y, _)a= T
Z(l) = C1A1 + cz/\2. Cr = Z(O;)L/l\ij\i(l)
donc
_ 2D =200, 20 —2(1) ,,
Z(1’l) = /\1 — /\2 )\1 + /\1 — /\2 /\2,
= F(n —1)z(0) + F(n)z(1), tel que F(n) la suit de Fibonacci.
Etona
_zmn+1) (1)
=" YO ey
Alors

 F(n+1)z(1) + Fn)z(0) _ F(n+ )35 +F(n)

 Emz() + Fn =120 F(m)2D + F(n - 1)’
_ F(n+1)y(0) + F(n)
~ Fmy(0) + F(n = 1)’

y(n)

Corollaire 3.2.1 Chagque solution de (1) tend vers (A1, A1).

Preuve. On a

Fn+ 1)x(0) + F(n) . o Fm) (Betx(0) + 1)
_ 1 ~1

R + For = D) o e T 0y 4 1)

F(n-1)
) [(“F’iﬂ)x(@ + 1)]

= Iim
o En = 1) | (22x(0) + 1)

x(n)

= Aq.

|
Cas 2:v(n) = u(n) = x(n) et s(n) = w(n) = x(n)
Donc ce cas le systeme est

90



Chapitre 3 : La solution de certains systémes des équations aux différences

x(n+1) =20 (1)

x(n) *

y(n+1) =20 (3)

x(n) -

F(n+1)x(0)+F(n)

On a la solution de 1’équation (1) est x(n) = Fonx0)+Eo=1)

et remplacant dans (3) on

trouve
F(n+1)x(0)+F(n)
L+ Foeroy  (F(n) + F(n + 1)) x(0) + F(n — 1) + F(n)

Y+ 1) = e - F(r + 1)x(0) + F() /
F(n)x(0)+F(n-1)

F(n + 2)x(0) + F(n + 1)
F(n +1)x(0) + F(n)

Dong,

F(2)x(0) + F(1)
F(1)x(0) + F(0)’
F(3)x(0) + F(2)
F(2)x(0) + F(1)’

y(1) =

y(2) =

F(n + 1)x(0) + F(n)
F(n)x(0) + F(n — 1)°

y(n) = x(n) =

Cas 3 : v(n) = u(n) = y(n) et s(n) = w(n) = y(n)

Donc ce cas le systéme est

x(n+1) = =22, (4)

yn+1) =78 ()

En remplage la solution de 1’équation (2) dans (1) alors :

F(n+1)y(0)+F(n)

rn 4 1) = 1+ R _ (F(n) + F(n + 1)) y(0) + F(n — 1) + F(n)
0w Fn+ 1)y(0) + F(n)
_ F(n+2)y(0) + F(n + 1)
" " F(n+ Dy (0) + E(n)
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Dong,
 FQ@y(0) + F(1)
“W = E D) + F0Y
F@)(0) + F(2)
@ = Ey0) + FQ)
F(n +1)y(0) + F(n)

) =y(n) = F(n)y(0) + F(n — 1)

Corollaire 3.2.2 Chagque solution de (2) tend vers (A1, A1).

Preuve. On a

F(n+1)y(©0) + F(n) R (SRy(0) +1)
= 1 =1

YOO Ry @ + For=1) ) T (0 1)
O U%W@+g:
oo =1 { (2250 +1)

Cas 4 : v(n) = u(n) = s(n) = x(n) et w(n) = y(n)

Alors
_ 14x(n)
{““+D_1ﬁ%’ (1) o
y(n + 1) = W (5)
Ona
1+x(n)
_l4+x(n+1) T+ =0
y(i’l + 2) - y(n + 1) - 1+x(n)
y(n)
_ 2x(n) +1y(n)
1+ x(n) x(n)’
Donc
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g e

ceci implique que

_ (0)
{ y@n) = x2n)*Y,

y2n+1) =x(2n + 1)y(0)

Donc
_ F@n+1)x(0)+F2n) y(0)
Y(21) = a0 F@D) 107
_ F(2n+2)x(0)+F(2n+1) x(0)
y@2n+1) = rgoran ¥0)"
Alors

F(n + 1)x(0) + F(n) ( y(O))(‘””

Y0 = Ex(0) + Eo = 1) \ x(0)

Corollaire 3.2.3 Soit {x(n), y(n)} un solution de (3.6), alors

tim (x20),y20) = (1, 45 0,
lim (x(2n +1), y(2n + 1)) = (Al, xig; Al)

Preuve. On a
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sz = i P DO P PO 4 )
e i F@n)x(0) + F2n = 1) ~o0F@n - 1) (R2x(0) + 1)
_imFen (G @+1))
n—>00F(21’l 1) (F(Zzn)l)x(o)+1) 1
Et
e o 1)  Ji P 2XO) +F@+T) F@n +1) (gm0 +1)
) = e Tx(0) + F@n) Fn) (F202(0) + 1)
_ o F@1E D) (Fermx©@ +1))
n—oco F(27’l) (F(2”+1)x(0)+ 1)
Donc
. y(0) _ y(0)
%ggoy@n) = 11mx(2 )W x(O)Al'
rlli_r)gy(Zn +1) = 11mx(2n + 1)% = ]/28;/\
Alors
lim (x(2n), y@n)) = (M1, fgr1),
lim (x(2n + 1), y(2n + 1)) = (A1, %/\1) .
|

Cas 5:0(n) = s(n) = w(n) = y(n) et u(n) = x(n)

On obtient
{ x(n+1) = 1:(yn(;1)' (6) 37)
yn+1)= =22 (2)
De méme,
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1+y(n+1)
x(n+ 1)

_ 2y(n) + 1 x(n)

T 1y Y

x(n+2)=

Dong,

x(0)
x(2) = (276
¥(0)
x(0)’
x(0)
x(4) = y(4) 70)’
¥(0)

x(0)’

x(3) = yB) 5

x(5) = y(5) =

ceci implique que
x(2n) = y(Zn)%,
x2n+1) =y(2n + 1)%.

Dong,
F(2n+1)y(0)+F(2n) x(O)
x(2n) = 755 VO +E@n—1) y(0)”
F@n+2)y(0)+F2n+1) y(0)
x@2n+1) = 70 VO +E@n) x(0)"
Alors

_ F(n+1)y(0) + F(n) (x(()))(‘”"
~ F(n)y(0) + F(n — 1) \ y(0)
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Corollaire 3.2.4 Soit {x(n), y(n)} un solution de (3.7), alors

: _ (x(0)
;11_{2 (x(2n), y(2n)) = (m/\l, Al) ,
rlll_r)g (x2n+1),y2n+1)) = (%/\1, Al).

Cas 6 : v(n) = s(n) = y(n) et u(n) = wn) = x(n)
On obtient le systeme

y(n+1) = 2240 (7)

{xm+n=%¥,<®
x(n)

On remarque que x(n + 1) = y(n + 1) = x(n) = y(n), donc

x(n+1) = L I(J:l;n).
Alors
x(1) = y(n) = F(n + 1)x(0) + F(n)

F(n)x(0) + F(n — 1)
Cas 7 : v(n) = s(n) = x(n) et u(n) = w(n) = y(n)

Alors le systéme est

{ x(n+1) = 1;2‘;;”, (8)

yin+1) =28 (5)

On remarque que x(n + 1) = y(n + 1) = x(n) = y(n), et on a la solution de (5) est

_ E(n+ 1)x(0) + F(n) (y(@)\™
y(n) = F(n)x(0) + F(n — 1) (X(O))
Alors )\
~ _ F(n+1)x(0) + F(n) (y
x(n) = y(n) = F(n)x(0) + F(n — 1) (X(O)) '
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CONCLUSION

Les systemes des équations aux différences non linéaires sont simples dans son
formules, mais difficile de comprendre le comportement de leurs solutions. Dans notre
travail, nous étudions le comportement des solutions de certains systemes des équa-

tions aux différences non linéaires.
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Résumé

Le présent travail est consacré a l'étude des Bysdedes
équations aux differences linéaires et le compestendu
solutions de sertains systemes des équations #axedices non
linéaires d'ordre un.

Mots clés. Systemes des égquations aux differences, périagrdic
systemes (non) autonomes.

Abstract

In This work we study the Systems of linear diffeee
equations and the behavior of solutions for sonstefys of
nonlinear first-order difference equations.

Keywords Systems of linear difference equations,
periodicity,(non)autonomous systems
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