oy e hiaTUEpsiligle haTpastRUIE g pNDILIE
République Algérienne Démocratique et Populaire
1 oyt K@OGlEN, 1alfylt '@ty YPERN|

Ministere de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Centre Universitaire de Mila

Institut des sciences et de la technologie Département de Mathématiques et Informatique

Meémoire prépare En vue de I’obtention du diplome de Master

en: - Filiere mathématiques fondamentales
- Spécialité mathématiques fondamentales et appliquées

\

Méthode Adaptee Pour La Résolution
D’un Programme Linéaire Genéral

Préparé par : CHAHDANE AMINA
BENSIMESSAOUD SOUAD

Soutenue devant le jury :
Président : B. BOUFELGHA Grade MAB
Examinateur: A. ZAIDI Grade MAB
Promoteur : M. AZI Grade MAA

Année universitaire ;: 2013/2014

NN NN NN NN DN NN NN NN DN DN DN NN NN NN DN DN N NN NN DI O N DN O DN O N N NN N O N N N NN NN O O ON OO TN

b)
g
0
0
0
;
;
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)
0
D)

X




Remerciements

Nous tenons a remercier le bon dieu qui nous a donné
la force, la patience, le courage, la santé pour pouvoir
terminer ce travail.

Nous tenons a exprimer notre profonde gratitude et
notre remerciement pour nos enseignants du
département de mathématique et informatique pendant la
période universitaire.

Nous remercions notre encadreur le professeur
M.AZI, pour ses conseils précieux, ses critiquais et ses
directions qui nous ont donné le plaisir de travailler
assidument.

Nous remercions tous ceux qui de pres ou de loin ont
contribue a la réalisation de ce mémoire.

Enfin nous exprimons notre profonde.

Merci bien



Table des matiéres

1 Meéthode de résolution d’un probléme linéaire 4
1.1 La programmation linéaire . . . . . . . . .. ... ... 4
1.1.1 Formulation mathématique d’un programme linéaire. . . . . 4
1.1.2  Structure d'un programme linéaire . . . .. ... ... ... 6
1.2 Résolution d'un probleme linéaire . . . . . . ... ... .. ... .. 7
1.2.1 Résolution graphique dun PL. . . . . . ... .. ... ... 7
1.3 Méthode du simplexe . . . . . . . .. ..o 12
1.3.1 Caractérisation des points extrémes . . . . . . . .. ... .. 13
1.3.2  Critere d’'optimalité . . . . . . . ... ... ... 14
1.3.3 Algorithme du simplexe . . . . . ... ... ... ... ... 17
1.4 La Dualité en programmation linéaire . . . . . . . . . .. ... ... 25
1.4.1 Critere d’optimalité . . . . . . ... ... oo 30
1.4.2  Algorithme dual du simplexe . . . . . . . .. ... ... ... 33

2 Meéthode adaptée pour la résolution d’un probléme linéaire stan-
dard 37
2.1 Position du probleme et définitions . . . . . . . ... ... ... .. 37
2.2 Critere d’optimalité . . . . . . . .. .. ... oo 39
2.3 Critere de suboptimalité . . . . . ... .. ... 0oL 41
2.4 Algorithme de la méthode . . . . . ... ... ... ... ...... 42
2.5 Exemple numérique . . . . . . ..o 45

3 Meéthode adaptée pour la résolution d’un probléeme linéaire géné-
ral 48
3.1 Position du probleme et définitions . . . . ... ... ... 48
3.2 Critere d’optimalité . . . . . ... .. ... .. . L. 50
3.3 Critere de suboptimalité . . . . . . . ... ... ... 51
3.4 Algorithme de la méthode . . . . . . . ... .. ... ... ..... 52
3.4.1 Changement duplan . . . . . .. ... ... ... .. ..., 53
3.4.2 Changement de support . . . . . .. ... ... ... .. .. 56
3.5  Exemple numérique . . . . . . ... 59



Table des figures
Table des tableaux

Bibliographie

65

66

67



Introduction Générale

La programmation linéaire est une branche des mathématiques qui étudie la
résolution optimale de certains probleme décisionnel. Elle est utilisé en particulier
pour l'allocation des ressources limitées en vue d’atteindre des objectifs fixés.

Historiquement la programmation linéaire a une autre dimension de la méthode
du simplex. Cette méthode a été développé en 1947 par George Bernard Dantizig,
Marhall Wood et leurs collaboration au U.S.Département of the Air Force. Ac-
tuellement, il existe d’autre méthodes concurrentes a titre d’exemple : la méthode
adapté, et la méthode de point intérieure.

Outre une introduction, ce travail s’articule autour de trois chapitre. Le pre-
mier chapitre traite trois méthodes de résolution d’un probléme linéaire : la mé-
thode graphique; la méthode du simplexe, ainsi que la méthode dual-simplexe.
Le deuxiéme chapitre est consacré a la résolution des probléme de programmation
linaire avec contraintes d’égalité a variables bornées par la méthode adaptée qui
est une généralisation la méthode du simplexe. Le troisieme chapitre, noyau du
ce mémoire, est consacré a la résolution des probléemes de programmation linéaire
avec contraintes générales, avec la méthode adaptée. Cette méthode se base sur
deux procédure essentielle : la premiere est le changement de la solution réalisable
x par T; la deuxiéme procédure est le changement de support Qp par Qg de fagon
a changer tous les variables non basique a la fois. En-fin, ce mémoire se terminé
par une conclusion générale et un bibliographe.



Chapitre 1

Méthode de résolution d’un
probleme linéaire

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons la formulation mathématique des problémes
de programmation linéaire, par la suit, nous exposons trois méthodes de résolution
qui sont la méthode graphique qui est employée pour résoudre les problemes de
dimension deux ou trois; la méthode du simplexe qui est la méthode classique la
plus courante, et en fin la méthode dual-simplexe.

1.1 La programmation linéaire

La programmation linéaire est une branche des mathématique appliquée qui
permet de trouve la solution optimal de certain problémes, elle est utilisée en parti-
culier, dans I'industrie et dans la planification économique comme la maximisation
des bénéfices ou la minimisation des cofits.

1.1.1 Formulation mathématique d’un programme linéaire
Il y a trois étapes a suivre pour pouvoir construire un modele de programmation
linéaire :
1) Identifier des variables de décision, on suppose dans un premier temps que ces
variables peuvent prendre n’importe quelle valeur positive.

2) Identifier les contraintes du probléme et les exprimer par un systéme d’équation
et/ou d’inéquation linéaire par rapport aux variables de décision.



3) Identifier la fonction & optimiser (la fonction objectif) et la représenter sous une
forme linéaire par rapport aux variables de décision. De plus, il faut spécifier
si la fonction objectif est & maximiser ou a minimiser.

Exemple :

Une compagnie spécialisée dans la production de deux types de produits : des
climatiseurs et des ventilateurs. Les deux produits nécessitent un certain nombre
d’heures machine, et certaine nombre d’heures de main d’oeuvre. Le tableau sui-
vant donne l'information nécessaire sur les deux produits, c¢’est-a-dire les nombres
d’heures machine et d’heures main d’oeuvre nécessaires a la fabrication d’une unité
de chacun de ce produit ainsi que le profit généré par la production d’une unité
de ce produit. Le tableau nous donne, de plus, le nombre total d’heures machines
et d’heures main d’oeuvre disponible.

Heures machine | Main d’cecuvre profit
Climatiseur 2h /unité 3h/unité 25 DA /unité
Ventilateur 2h /unité 1h/unité 15 DA /unité
Total disponible 240 h 184 h

Formulation mathématique du probléme
1) Variables de décision :

La compagnie veut trouver le nombre de climatiseurs et de ventilateurs a pro-
duire pour maximiser le profit. Ceci nous amene a choisir les deux variable de
décision suivantes :
x1 : nombre de climatiseurs a produire.

2o : nombre de ventilateurs a produire .

2) Contraintes du modéle :

Les conditions sur les ressources impose les contraintes suivantes :
1) Contraintes heures machine 2z, + 225
2) Contrainte main d’ceuvre 3x; + o

3) Contraintes de non-négative (exprimant que les niveaux d’activité ne peuvent
étre négatifs ) x; > 0, xy > 0.



3) La fonction objectif :

I’objectif de 'entrepris est de déterminer le programme de production qui maxi-
misera son profit. La fonction objectif s’écrit alors :

Maximiser Z = 25x; + 15xs.

max Z = 25x; + 152,
221 + 229 < 240

3ZE1 + T S 148

I Z O, ) Z 0

En effet, le modele complet est le suivant : (P)

1.1.2 Structure d’un programme linéaire

Un programme linéaire (PL) s’écrit sous 'une des deux formes suivantes :

a)La forme canonique :

max Z(z) = c'x

(p)§ Az <b
x>0

ou:ze€R"beR™ ceR"{0},A: (m x n) matrice réelle.
b)La forme standard :

max Z(z) = c'x

(p){ Az =0
z>0

ou:x €R"beR™ ceR"\{0},A: (m xn ) matrice réelle.

Remarques :

1- On peut vérifié facilement 1’équivalence entre les deux formes précédentes. En
effet, toute inégalité peut étre transformé en une égalité par une addition
d’une variable positive, dit variable d’écart comme suit :

aiTa:Sbi = aiTq:—f—ei:bi e; > 0.

Et pour tout contrainte d’égalité équivalant a deux contraintes d’inégalités

comme suit : .
T a; v < b;
ar=>5b <+—
g E { —al'z < —b;



2- Pour trouver une solution optimale z* d’un probleme de minimisation, il suffit
de multiplier la fonction objectif Z par (—1), prendre max Z = min(—2) et
la valeur optimale s’obtient par : max Z(z*) = — min(—Z(x*)).

1.2 Résolution d’un probléme linéaire

1.2.1 Résolution graphique d’un PL

L’objet principale, de cette section est de proposer une méthode de résolution
d’un probleme linéaire a deux variables de décision. La méthode consiste a dé-
limites l'intersection des demi-plans représentant les inéquations des contraintes
et la recherche sur le bord de ce domaine des points donnant 'optimum de La
fonction objectif.

Définition 1 Une solution x est dite réalisable (admissible) si elle vérifie toutes
les contraintes.

Définition 2 On appelle domaine réalisable (admissible), I'ensemble S des so-
lution réalisable (admissible) du probléme.

Définition 3 On appelle solution optimale toute solution réalisable donnant la
meilleure évaluation de La fonction objectif.

Technique de résolution graphique d’ un PL

Il existe deux méthodes de résolution graphique d’ un PL qui sont :
e Premiere méthode :

1. Représenter les lignes de contraintes et 1’ensemble des solutions réali-
sables ;

2. Localiser la solution optimale ;
3. Calculer la solution optimale.

1. Représentation les lignes des contraintes et ’ensemble

des solutions réalisables :

Le domaine hachuré représente le domaine du plan formé par I’ensemble des
points vérifiants toutes les contraintes (I’ensemble des solutions réalisables).



FIGURE 1.1 — Ensemble des solutions réalisables

2. Localisation de la solution optimale : Soit le probleme de maximisa-
tion précédent :
max 4 = 25x1 + 152,
21’1 + 21’2 S 240
(P)\ 32y 4 25 < 148
x1 20, 29 > 0.

Posons Z = 25x1+15x9 = K qui représente 1’équation des courbes de niveau.
Donc, pour maximiser Z, on cherchera la plus haute courbe de niveau qui
a une intersection non vide avec le domaine des solutions réalisables. Tout
point appartenant a cette intersection est une solution optimale.



0 > x1
\ 7=1940
1800

FIGURE 1.2 — Représentation de la fonction objectif

Pour minimiser le probleme précédent, c¢’est-a-dire résoudre le probleme P1 :
min Z = 25x1 + 15,

2x1 4+ 219 < 240

3$1 + Zo S 148

1 >0, 29 > 0.

(P1)

Ce probleme de minimisation ne se différe pas du probleme de maximisation
que par la recherche de la courbe de niveau qui donne la plus petit valeur a
k, tout en satisfaisant toutes les contraintes du modeéle.



AH22=240

xl

148/3

F1GURE 1.3 — Localisation de la solution optimal

3. Calcule de la solution optimale : On a localiser graphiquement la
solution optimale. Celle-ci correspond au point d’intersection B des deux
droites D et D’ d’équation respectives :

25E1 + 21‘2 =240 et 3[[1 + X9 = 148.

Donc : Z(z*) = max Z(z) = Z(x} = 14,25 = 106)" = 1940.
o Deusiéme méthode :

Théoréme 1.1 : La fonction objectif d’'un PL atteint son mazimum (ou
minimum) en un point extréme de ’ensemble S des solution réalisable

Cette théoreme nous assure que la solution optimale ne peut étre que sur
le bord du domaine des solutions réalisables, de plus, elle est dans le cas
général donnée par un des points extrémes correspondant aux intersections
des droites de contraintes, ceci nous amene a proposer une deuxieme méthode
qui consiste a :

1. Représenter les lignes de contraintes et 1’ ensemble des solutions réali-
sables.

2. Localiser tous les points extrémes (les points d’intersection des droites
de contraintes).

10



3. Calculer la valeur de la fonction objectif en chacun de ces points, et
sélectionner la solution optimale.

Dans I'exemple précédant, les quatre points extrémes correspondent aux
points suivantes :
0) Z =0
120) Z = 1800
4,106) Z = 1940
48,3) Z =3700/3

donc la solution optimale est x* = (14, 106), avecZ* = 1940.

O(0,

A(0,
B(1
C(1

Théoréme 1.2 : Le domaine admissible S d’un PL peut étre :
e Vide : Dans un tel cas le probléme est non réalisable (et ne posséde évidemment
pas de solution optimale).

e Borné (et non vide) : Le probléme posséde toujours au moins une solution opti-
male quelle que soit la fonction objectif.

e Non borné : Dans ce cas, selon la fonction objectif :
-Le probleme peut posséder des solutions optimales infinie.

-1l peut exister des solution admissibles de valeur arbitrairement grande (ou petite),
dans un tel cas le PL n’admet pas de solution.

Théoréme 1.3 : Si la fonction objectif atteint son maximum en plusieurs points
extrémes, elle prendra alors cette méme valeur mazximale en tout point qui est
combinaison linéaire convexe de ces points extrémes.

Autrement dit, I’ensemble des points mazimums est convezxe.

Preuve :

On a la fonction Z(z) = ¢z est affine; alors, supposons (2!, 2?) € S? deux points
maximums de 7 :
= Z(2') = Z(2*) = max Z ().

zeS
Soit y = Az! + (1 — N)z?, X € [0,1], alors :
ZAxt + (1= N)a2?) = Z(x") + (1 = N Z(ah).
= Z(a') = Z(2?).

donc y est un point maximum de Z. En effet, 'ensemble des points maximums
forme un ensemble convexe.

11



1.3 Meéthode du simplexe

La méthode du simplexe est une méthode classique crée par 'américain Géorge
Dangzig en 1947.
Cette méthode est la plus utilisée pour la résolution d'un probleme linaire de la
forme standard.

Définitions et résultats fondamentaux

Considérons le probleme linéaire suivant :

max Z(x) = 'z
Az = b, (1.1)
r; >20,7=1n.

ou:x €R"” ceR"{0}, b€ R™ A(m x n) matrices réelle.
I ={1,2,--- ,m} ensemble des indices lignes de A (les indices des contraintes).
J={1,2,--- ,n} ensemble des indices colonnes de A (les indices des variables).
A=A(l,J) = (a1,a9,...,a,) = (aj,j € J) ie : a; sont les colonnes de A.
Avec rang A =m < n.
On pose : S ={z € R"/Az =b,z; > 0,Vj =1,n} .
S est appelé 1’ensemble des solutions réalisables (ensemble des contraintes), alors
que Z(x) est appelé la fonction objectif.

Le probleme (1.1) consiste a trouver un point z* € S tel que :

Z(x*) > Z(x),Yx € S <= Z(2") = max Z(v)

zeS

( z* est appelé la solution optimale du probleme (1.1)).

Définition 4 : On appelle base du probléeme (1.1) toute sous matrice carrée

Ap = A(I, Jg) ou Jg = {j1,J2, - ,Jm} C J, tel que : det Ap # 0.

Soit Ap une base du probléme (1.1), posons : Jy = J\Jg;
Donc : A = [Ap | An], tel que : Ay = A(I, Jy) est une sous-matrice de A de
type (m, (n —m)), formée des vecteurs de A qui ne sont pas dans la base Ap, ces
vecteurs s’appellent les vecteurs non basiques (ou bien hors base).
De méme, on peut partitionner x et ¢ comme suit :

TB
xT:(ZEl)x?)"'axn)ax:( >



xp est le vecteur de variables de base et xy est le vecteur de variables hors base,
et cp et cy sont les vecteurs correspondants respectivement.
Avec cette partition on aura :

AB$B+AN$N =b. (12)

On appelle solution de base (associée a la base Ag), la solution particuliere de
I'équation (1.2) obtenue en posant zy = 0.
Le vecteur xp est, alors, déterminé d’une facon unique en résolvant le systéme :
A BB — b.
Ce qui nous donne : 3 = Az'b, donc :

-1
T = (xB> = (Aég ) est la solution de base.

TN

Une solution de base est dite réalisable si xg > 0, c’est-a-dire : Aglb > 0. La
base correspondante est appelée base réalisable.
Une solution de base réalisable est dite dégénérée si le vecteur xz = Ap'b a des

composantes nulles, et elle est dite non dégénérée ou bien simple si :
rp = Aglb > 0.

1.3.1 Caractérisation des points extrémes
Théoréme(1.1) :
Soit le programme linéaire :

max Z(z) = c'x
(p) Az =10

x> 0.

Soit le polyedre convexe S = {z € R"/Az = b,z > 0}, alors :
(x € S est une solution de base réalisable) <(x € S est un point sommet de 5).
Corollaire :

Le polyedre convexe S = {x € R"/Az = b,x > 0,} a un nombre fini de points
extrémes qui ne dépasse pas C".

Autrement dit, le nombre de points extrémes de S < C*, ou O] =

13



1.3.2 Critere d’optimalité
Formule de I’accroissement de la fonction objectif

Considérons le probleme de programmation linéaire suivant :

max Z(z) = c'x
(P)q Az =0

x>0

A= A(I,J) avec :I = {1,2,--- ,m},J ={1,2,--- ,n} , et rang A = m. Soit
x = (1,29, -+ ,x,) une solution de base réalisable, et Ap = A(/, Jp) la matrice
de base associée, avec Jp ’ensemble des indices de base.

Soient Jy = J\Jg, Ay = A(I, Jy), et x = (if]) tel que :
rp ={r;,j € Jg} = x(Jp),2n ={2;,j € In} = 2(JIN);
c= (23), tel que : cg ={¢j,j € Jp} =c(Jp),ecn ={¢j,5 € In} = c(JIn).

Introduisons T une autre solution de base réalisable quelconque tel que :
T =x+ Az alors :

ANZ=c"T—c"r=c"(x+Ax)—cla=c" Aux,

alors on aura :

NZ =c" N, (1.3)

Comme z et T sont tout les deux des solutions réalisables alors :

{Ax:b = Alz-7)=0= AAz=0

AT =b
AA;C:ABA.’L‘B—FANAJIN:O (14)
= AIB = —ABIAN A IN- (15)

De (1.3) et (1.4) on aura :

NZ =c" No=ch(—Ag'Ay AN ay) +ch Ny

En effet :
N7 = —(CEAI;AN — CN) A IN. (16)

Construisons le vecteur des potentiels U = U(I) € R™, donné par :

UT = cL AR, (1.7)

14



et le vecteur des estimations £ = E(J) € R*, donné par ET = UTA — cT', en effet
on aura :

EL = E(Jg) =UTAp — 5, = 0.

(1.8)
l;% ZZIE<JN) Zil]TfiN _'C%u
De (1.6) et (1.7) on aura :
N7 = —(UTAN — C%) ALL’N == Ejj\} AmN,
donc :

JE€JIN

Critére d’optimalité

Soit & une solution de base réalisable du probleme (1.1) avec Agp = A(1, Jp) la
base associée.

Théoréme(1.2)(Critére d’optimalité)

1) L’inégalité :
Ey=E(Jy) >0, (1.10)

est suffisante pour 'optimalité de la solution de base réalisable z ;

2) Cette méme condition est aussi nécessaire si z est non dégénérée.

Preuve :

1) Montrons que si “Ey > 0 = x est une solution optimale”.
On a z est une solution de base réalisable alors x = (iﬁ), rzg > 0etxy =0.
Soit T une solution de base réalisable quelconque et Ty > 0, alors :
Azy =Ty —azy =Ty > 0.
De (1.9)ona: ANZ =Z(x) — Z(z) = —FEL A zxy.
Si Exy > 0 on aura :
Ve e S Z(x) > Z(T),
en effet, z est une solution optimale du probleme (1.1).

2) Montrons que, si x est une solution optimale non dégénérée du probléme (1.1)
= Enx > 0 supposons que z est une solution optimale non dégénérée c’est-
a-dire :

xz; >0,Vj € Jp. (1.11)

15



Supposons que Ey # 0, c’est-a-dire : Jjo € Jn tel que Ej, < 0.
Construisons, alors, un vecteur Z de la forme : T =x + 6, avec : 6 > 0 € R
et [ € R" tel que :

Al =0. (1.12)
L 1 si ]:jo .
lﬂ‘{o si jAg o 1SN

l= (ffv’), tel que : Ip = (Jp), Iy = I(Jn).

Ona: AT = Az + 0Al = Az =b. (car Al =0).
Tp = xp + Olp T vérifie les contraintes.
De (1.12) on aura : Al = Algp + Aly =0
= lp = —Az' Anly,
on a: Anly = aj,
alors :
Ip = —Agz'a,,. (1.13)

Donc :
Tp =xp+ 0l

=xp — 0A5 a . (1.14)
Ty =an +0ly =0ly > 0. (115)

De (1.14) et (1.11) on déduit que pour un 6 suffisamment petit, 7z > 0.
Donc on a :

{ ;43;20 b alors T est une solution réalisable du probléme (1.1).

De (1.9) on aura :

N7 =cT—c"p=— Z EJ.Tij

JEJIN
=—0 > Ellj=—0E; > 0. (1.16)
JE€JIN

en effet, x n’est pas une solution optimale du probleme (1.1),
par conséquent, si x est une solution optimale non dégénérée = Ex > 0.

16



Condition suffisante pour ’existence d’une solution optimale non borné

Soit le probleme :
max Z(x) = c'x
(P){ Az =1,
x> 0.
Admettons que pour une solution réalisable de base z, le critére d’optimalité (1.10)

n’est pas vérifié, c’est-a-dire : 3jo € Jy tel que : Ej; < 0.

On utilise la relation (1.14) et (1.15), si : Az'a;, < 0 on aura :

Ip =X — 914231(1]'0 >0, Vo > 0.
fN:ZEN—f—@lN ZO

Alors, T est une solution réalisable V0 > 0.
De (1.16) on a :

ANZ =—-0E;, >0,Y0>0= si 0”7 alors A Z7.

Théoréme(1.3) :

Si parmi les composantes non basiques du vecteur d’estimation Fy, il existe
une composante Ej;, < 0 qui correspond un vecteur Aglajo < 0, alors la fonction
objectif n’atteint pas son maximum c’est-a-dire : le probleme est non borné.

1.3.3 Algorithme du simplexe
Principe de la méthode :

Géométriquement, 'algorithme du simplexe s’interprete comme un chemine-
ment d’un point extréme & un autre adjacent. Algébriquement, la procédure s’inter-
prete comme la détermination d’une suite de la solution de base réalisable jusqu’a
ce que le critere d’optimalité soit vérifie.

Amélioration de la fonction objectif

Soit x une solution de base réalisable du probleme (P) et Ap = A(I,Jp) la
base associé.

1) Si le critere d’optimalité (1.10) est vérifié, alors x est une solution optimale du
probleme (1.1).

2) Sinon, deux cas peuvent se représenter :

17



i) 3jo € Jy telque : Ej, < 0et Ag'aj, < 0, alors le probléeme (1.1) est
non borné (d’apres le théoreme(1.3)).

ii) Pour jy € Jy tel que : Ej, < 0 et le vecteur Az'a;, posséde des compo-
santes positives, alors avec 'algorithme du simplexe on construit une
nouvelle solution, qui assure un accroissement maximal de la fonction
objectif d’apres la relation (1.16). Donc, il faudra choisir le nombre 6
aussi grand que possible et I'indice jy tel que :

Ej, = min[E;, j € Jy]. (1.17)

On prend 6 le plus grand possible tel que le vecteur T donné par la
relation (1.14) et (1.15) soit une solution réalisable :

Ip =X — GAglajo,
Ty =xny +0ly > 0.

Pour cela, il faut avoir :
fB:ZUB+9lBZOZ>fj:ZL‘j+0lj20, VjGJB. (118)

En posant : Ag'a;, = X(Jg) = {2,j,, 7 € J}.
De (1.14) on aura :

Tj =Tj — ijjo s VJ S JB. (119)
Pour les x;;, > 0 on doit avoir :

0< - pour jeEJp (1.20)

— Tjjo
Les composantes de T; sont tous positives Z; > 0 (si z;;, < 0). Si

T
6 < min{6; = —~ , zj;, > 0, j € Jp}, alors le vecteur T construit

JJo
avec (1.14) et (1.15) sera une solution réalisable du probleme (1.1).

x .
. . ] .
Remarquons que pour # > min{f; = —, %, >0, j€ Jp} le vec-
JJo
teur T aura des composantes négatives, donc il ne sera pas une solution

réalisable.
Par conséquent, la plus grand valeur 6° telle que : 7 = z + 0°1 soit
une solution réalisable est :

_ T

y Ljjo >0 s ] S JB} (121)

Lijo Lijo



Dans le cas ou x est une solution de base réalisable non dégénérée, la
valeur de 0° sera strictement positive et en vertu de la relation (1.16)
on aura :

Z(7) = Z(z) — 0°E;, > Z(x).

Montrons que le vecteur T = x + 6°1 est solution de base réalisable :
Remarquons que :

Tj=x;=0,j#7Jo,J €JN.

- _ 01, _ 0
Tjy =, — O Ap wj, = x5 — 05
I‘ .
_ g _
=Tj — — Tjyjo = 0.
Jijo
Le vecteur T & (n — m) composantes nulles,dont.

T;=0,7€ Jyou Jy={(JIn/jo) U}

EB:A(LTB) avec jB:{(JB/jl)Ujo}:J/jN

Pour que Ap (matrice associé & Tg) soit une base réalisable, on doit
démontrer que les vecteurs a;, j € Jp sont linéairement indépendants.
Posons :

AB — AB(I, JB)

A = A (Jp. 1) = (uij,i € Jp,j € 1)

ABAgl = Im = Z a; Ujj = €y, j el. (122)
i€Jp

On va faire sortir le vecteur a;, et rentrer a;,.

Ag'aj, = X(Jp) & aj, = ApX(Jp)
Ay = Z Qi (123)
i€Jp

De (1.21), (1.23) on déduit :

Qjo = 2o Qilijo = A5 Tjjo T 2 Qi

ie€Jp i€Jp/h
S sy

a; reJ j
= aj, = _]O_ - B/J.l.

Zi1d0 Zj1d0

De (1.22) on aura :

a. x.,
J0 v — p. 4
— U’jlj =+ Z CLZ'(UZ‘]‘ — — ) = 6], ] - I (124)
170 iedp /i T j1 o
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Formons la matrice u = u(Jp,I) = (u;;,i € Jp,j € I);

ou : _
N Uij — 22 i jo,i € Jp,j €1,
uij =

]
Tj1d0

sii=jo,j €1 (1.25)

Ujqg
Tj140
De (1.25) on aura : Y. a;u;; = e;,j € I, cest-a-dire : A(I, Jp)u = I,,.
i€Jp
Ce qui montre que Ag = A(I, Jp) est inversible et que :

—1

5 =T (1.26)

|

Remarque 1 : Les éléments u;; de la matrice inverse de Ap = A(I, 73)
sont calculés en fonction de ceux de Ag' et des composants du vecteur
Aglajo.

1 N .
On peut encore calculer Az de la maniere suivante :

Ay = Ag (Jp. 1) = D(Jp, Jp) A5 (s, I). (1.27)
1 si i=17,
O N si 27&]7]#]17
Ow:D =D(Jp,Jp) = (dyji € Jp,j € Jp), dyy = { 7,0 st i jo,j =i,
—— sii=jo,j =i
J130

Pour Jg = {i1,49, .y ik—1,%% = J1,0kt1; -+ bm }, ON pOSETA :

Jp = {i1, 2, s Ik—1, 1k = Jo, Tks1, s T }-

1 0 0 e 0 % 0 --- 0
J1J0

01 0 -+ 022 0 ... 0
J1Jo

D:D(jB,JB): .

0 -+ oo oo 0 x_l_ 0 --- 0
J1J0

0 -« oo oo 0 % 0O --- 0
J1J30

En utilisant tous les résultats précédents, ’algorithme du simplexe s’écrit :

Schéma de ’algorithme

Soit Jp les indices de base, avec Ap est inversible et x est une solution de base
réalisable.
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Etapel : Calculons UT = cZAZ".
Etape2 : Calculons E; = Ula; —¢;, j € Jy.
Etape3 : Il y a deux cas :

1. Si: E; >0, Vj € Jy, alors x est une solution optimale du probléme
(1.1) , et le processus de résolution est terminé.

2. Sinon : Jjp € Jy tel que : E; <0, E;, = min{Ej;, j € Jy}, calculons,
alors, le vecteur Az'aj, = X (Jg) = (45, j € Jp),
a) Sile vecteur Az'aj, <0, alors, le probléme (1.1) est non borné ie :

sup Z(x) = +o0, et le processus est arrété.
rzeX

b) Sinon :
T T
— Calculons : 0° = 6, = min{—, x;;, >0, j € Jp} = —-.
Jjo L j1jo
— Calculons : T = (T, Ty), tel que :

z(Jp) = x(Jp) — 0°Ag' a;,
z;j=x;=0, 7€ (Jn/jo)
Ty, = 0°.

— Posons :
iB = {21,22, cey U—15, 0 = J15 Ut-1, ...,Zm}.
JB = {21,’&2, s Ue—15%6 = J05 Ukt-1, ...,Zm}.

Calculons Az a I'aide de la relation suivante :
A = A5' T, 1) = D(T, Jp) A5 (Jp, )
OuD= D(jB,JB) = dij, 1 E jB, j € Jg.

1 sii=j,

v Sii:j07j:j17

Avec : d;; =

0 sii# J, J# Ji,

_xijo

sii# jo et j = Ji.

Tj140
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En posant :

zB = {21,22, cey Up—15 0 = J1, U+1, ...,Zm}.
JB = {21,’&2, e Ue—15%6 = J05 Ukt1, ...,Zm}.

Etape4 : Aller a I'étape 1 avec Jg = Jg.

Exemple :

Soit le probleme (I’exemple précédent) :

max Z = 25z + 15x9
2x1 4+ 219 < 240

3[E1 + o S 148
120, 29>0

(PL)

max Z = 25x; + 15x5 + 0eq + Oey
2$1 + 21’2 +e = 240

3:['1 + X2 + €9 = 148
xle,xQZO,ele,GQZO.

Le programme standard de (PL) est :

Posons :
a1 G2 a3z a4

(22 10\ , (240 5 _
A—<3101>,b—<148>,c_(240,148,0,0).

Ona:rang A=2. 27 = (21,29,e1,e); J={1,2,3,4}; 1 = {1,2},

(10 , (10
AB_(O 1>estlabasededepart:>A _<0 1).

JB — {3,4},JN — {1,2}

AN=<§ ?),ch(o,o),ch(%,m).

o (10 {240\ [ 240
Ona.xB—ABb—<O 1)(148>_<148 )

Donc : 2% = (0, 0,240, 148)7 est une solution de base réalisable de départ associée
a Ap.

Itération 1 :
Etapel : Calculons U7 :

UT:c§A§1:(0,0)<(1) ?):(0,0).
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Etape2 : Calculons Ey :

2 2 25 —25
=pyT — = — =

Etape3 : On a: Ej, = min{E;,j € Jy} = min{—25,-15} = —25 = j, = 1.

e B
Calculons le vecteur Az a;, = Az a :

A;al:((l) (i)(g):(?’)

Ona: Agz'ay = {z;;,j € Jg} > 0 donc :

— Calculons :

T €T; 240 148
9-=]1=']»>0'J='{ }
i1 Tt mln{xﬂ,zﬂ ,16 B} min 5 ' 3

148 148
= min{120, —} = —.
148

93 73 :>j1_4

— Calculons : T = (Tp, Tn).

on a :T x 0,A% a <240> 118 ( 2) 424
‘Tp =T —UsAp a1 = - = -
148 3 3 0

Tj: —0 jE(JN/{l}):>T2 0.
- 148 (M‘S)
.Z‘1:04 — = IN = 3 .
3 0
148
3
_ 0
Donc : T = 4924
3
0
— Posons :

ZB = (Jp/j1) Ujo = {3,1}.
In = (In/jo) Uj1 = {4,2}.

DOI]CAB:A<JB):<(1) ;) AN:A(JN):<(1) %)

ch=c"(Jp)=(02), ek =c"(Jy)=(0,15).
Ona:detAg=3—-0=3#0.
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- 1 _ 1 _
Alors : ABl = o d (convAp)T = = < 0 5 =2 ) =
€L Ap

Itération 2 :
On pose : Jg = Jp ={3,1}, Jy = Iy = {4,2}.
A=A, Ay=A4y, L =cb, L =cl v =7

Etapel : Calculons U7 :

UT =chAz = (10,25 ) ’ :<0,235>.

—_

Etape2 : Calculons Ey :
2
ENZUTAN—CNZ(O,5)<O 2 > —<0715):(0,—20 ) < 0.

3 L1 3
Etape3 : On a :
. . ) 20 20 .
E;, =min{E;,j € Jy} = min{0, _3} =g Th= 2.
Calculons le vecteur Agz'aj, = Az'ay :
! _3) 2 3
-1 . o 3
()0 (1)
= 3
3
ona: Agtay = {zj5,j € J,} > 0 donc :
— calculons :
424 148
Z; T e
0, = 1 —mind L 245>0,j€Jgb =min{ S 3
J T, min {sz 52 »J B min % ) 1
3 3
= min{106, 148} = 106 = 65 = j; = 3.
— Calculons : 7 = (Tp, ZTy) :
424 %
_ i ER 3 0
Ona:Zp=ap—0A5 as = 128 — 106 ' =\ 1y )
3 —

De plus : 7; =2, =0, j € (Jy/2), alorszy = 0;
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Donc : 7 = ( 14,106,0,0 ),

~ Posons : Jp = (Jg/j1)Ujo=1{2,1}.
In = (JN/jO) Ujl = {4’3}

DOHCAB:A<JB):<§ ;),AN:A(JN):<? é)

ek =cT'(Jp) = (1525),CNZCT(7) (00)
Ona:detAp=6—-2=4#0.
31
_ 1 1 3 —92 4 2
Ay = A - =
5= G, WA 4<—1 2) 11
402

Itération 3 :
On pose :
JB :73 = {2, 1}, JN :7]\[ = {4 3}

-1 _ 71 a T _ T T T
Ay =Apz, AN =AN, cg=Tp, ¢y =Cy, T =T.

Etapel : Calculons U7 :

=] w
DN | —

UT = chAz = (115,25 ) =(5,20).

A
N =

Etape2 : Calculons Ey :
Exy=UTAy —cn = ( 5,25 )
E; >0,Vj € {3,4}.

7N

(1) é)—(0,0)=(20,5)>0

Donc : 2* = (14, 106) est une solution optimale de Z, et la valeur optimale
Z(xz*) = max Z(x) = 25(14) 4+ 15(106) = 1940.

1.4 La Dualité en programmation linéaire

Nous allons voir qu’il est possible de former a partir d'un programme linéaire
un autre qu’est directement lié au premier. Le premier est appelé primal et le se-
cond est appelé dual.

La notion du dualité a été introduite par Von Neumann en 1947, puis développé
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par Gal, kuhn et Tucker en 1951.
Elle est un concept fondamental en programmation linéaire, elle conduit a un ré-
sultat de grande importance théorique et pratique (théoreme du dualité).

Formulation du dual d’un programme linéaire :

Considérons le programme linéaire sous forme générale suivant :
n

max z = Z C;T;

j=1
n
Zaijxj < bz,Vz = 1,...,h < m,
j=1

Zaij.’ﬂj:bi,Vi:h+1,...,m,
j=1

x; >0,Vy=1,....k<n.
r;eRVj=k+1,...,n.

Alors, le dual du probleme (P) par définition est le programme linéaire suivant :

min ¢ = Z biyi,

i=1
doayyi > ¢ Vi=1,... k <n,
i=1
dayyi=c;,Vi=k+1,....,n,
i=1

v >0¥i=1,....h<m.

y €eR,Vi=h+1,...,m.

La variable ¥ = (y1,¥2,...,¥m)’ est appelée variable dual.
Le programme linéaire (P) est tres lié au programme linéaire (D), en effet :

1.

Le probleme de maximisation dans le primale (P) devient un probleme de
minimisation dans le dual (D).

La matrice des contraintes de (D) est la transposée de la matrice des contraintes
de (P).

Les coefficients économiques ¢; dans (P) deviennent les seconds membres des
contraintes dans le (D).

A chaque contrainte de (P) de type (<) lui correspond une variable dual de
signe (> 0).

. A chaque contrainte de (P) de type (=) lui correspond une variable dual de

signe (€ R).
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6. A chaque variable de décision positive dans (P), lui correspond une contrainte
de type (>) dans (D).

7. A chaque variable de décision du signe (€ R) dans (P), lui correspond une
contraintes de type (=) dans (D).

Trouver le dual d’un probléme de programme linéaire :

max Z(z) = cl'x max Z(z) = c'x max Z(T) = ¢’z
Az <D ={ Az + Y, 1.=0b, ={ Az =0,
z > 0. x>0,z > 0. z>0

posons :

A= (A/ly), e = (c/on), T = (z/z.)
avec I, matrice identité x, variable d’écarts.
le dual s’écrit :

minw(y) = by
Aly > ¢,
y > 0.

Propriétés de la dualité

Le probleme primale et son dual ne sont pas distincts, mais ils constituent deux
facettes du méme probleme. En effet, quand on résoud I'un des deux, on aura fa-
cilement la solution de I'autre.

Remarque 2 : Le dual de dual est le primal.

Théoreme 1.4 : Six et y deux solutions réalisables du primale et dual respecti-
vement, alors :
Z(x) = c"w < p(y) =by.

Preuve :

Soit x solution réalisable de (P), alors :
Ar =b, > 0=y Az = y7b.
Soit y solution réalisable de (D), alors :
ATy >c, 2> 0= 2TATy > a2lc = yTAx > Tx
Donc, on déduit :
yTAz = yTb > cTo = yTb > o = p(y) > Z(x).
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Théoreme 1.5 : Une solution réalisable du probléeme primale x est optimale si
et seulement s’il existe une solution réalisable du probleme dual y pour laquelle
cf'x = bTy.D'ot la contradiction avec I'hypothése.

Théoréme 1.6 : (Théoréme de la dualité) Etant donné un programme li-
néaire (P) et le programme dual (D) de (P) alors on a :

a) si (P) et(D) ont des solutions, alors chacun d’euz a une solution optimale x*

et y* respectivement et max Z(x) = cLz* = bTy* = min ¢(y).

b) si l'un d’euz a un optimum non borné l’autre n'a pas de solution ie :
~ i (P) admet une solution x et c’x est non borné alors (D) n’a pas de
solution.

~ Si (D) admet une solution y et bTy est non borné alors (P) n'a pas de
solution.

Théoreme 1.7 : Le probleme possede une solution optimale infinie, alors son dual
n’admet pas de solution réalisable.

Preuve :

Supposons que le primal admet une valeur optimale infinie, alors il existe
toujours une solution réalisable x telle que ¢’z > M pour tout M > 0.
Ainsi si le dual admet une solution réalisable, alors en vertu du théoreme(1.4), on
aurait b’y > c¢’z. D’otl la contradiction avec I’hypothese.

Théoréme 1.8 (Théoréme des écarts complémentaires) :

Une condition nécessaire et suffisante pour que les vecteurs réalisables X* = (x§, 25, ..., x})
et Y* = (yt,us, ...,y soient optimauz (dans les programmes primal et dual res-
pectivement) est que leurs composantes vérifient les relations :

Tj (Z%ﬁf-%) =0, Vi=1,...,n Twi=0, ¥j=1,..n
i=1

n =
Y; <Zal]x;_b2) =0, Vi=1,...,m yie; =0, Vi=1,...,m

Autrement dit, a 'optimum :

1. A toute variable d’écart primale (duale) positive correspond une variable de
décision duale (primale) nulle .

2. A toute variable de décision primale (duale) positive correspond une variable
d’écart duale (primale) nulle.
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Primal Dual
variables de décision variables d’écarts
ezr; >0 = ev; =0
&, = 0 = ® V; >0
variables d’écarts variables de décision
ec; >0 = ey, =0
ec, =0 ~= oy, >0

TABLE 1.1 — La relation entre les variables duales et primales.

Passage du dernier tableau du simplexe du primal au dernier tableau
du simplexe du dual

Lorsque le primal admet une solution optimale finie, il est facile de construire
le dernier tableau simplexe du dual & partir du dernier tableau du simplexe du
primal et vice-versa. En effet, il existe une relation tres étroite entre les tableaux
du simplexe finals au signe pres.

Primal Dual

Ligne { ? dans la base | = | Colonne { UJ" hors base
Colonne { 95] hors base | = | Ligne { UJ" dans la base
Ligne E; = | Colonne F,

Colonne P, = | Ligne ¢; — b;

TABLE 1.2 — Relation entre le dernier tableau de simplexe du primal et dual.

Définition 5 : Soit y* solution réalisable du probléme (D) et Ap = A(I, Jg) une
matrice basique telle que y*T A = &, yTAx > &, avecAy = A(1, J).

Alors le vecteur * = (2%, %) = (Ag'b, 0) pour Ag' > 0 est une solution réalisable
basique du( P).

Ona:

ot = chay + oy = cBAR'D = yur A AR = y*Tb = cTa* = Th

donc :

x* solution optimale de (P) et y* solution optimale de (D)

Ainsi, il suffit de construire une solution réalisable duale de la forme :

Agy = Cp,

A%y Z CN,
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Cette solution est appelée solution réalisable basique du dual ou bien plan dual
basique.

Définition 6 : Une solution réalisable duale y est dite basique avec la matrice
duale basique Ap si :
detAp #0, ALy =cp, ANy > cn, avec ey = c(Jy). (1.28)

Une solution réalisable duale basique est dit non dégénéré si dans (1.28) les inéga-
lités sont strictes ie : ALy > cy.

Définition 7 : Le vecteur 6 = §(J), avec :

§=ATy—¢c>0 (1.29)

associée a la solution réalisable duale est appelée coplan du probléeme (P).
Le coplan § est dit basique s’il est associé a une solution réalisable duale basique

Y.

propriété :
Un coplan basique vérifie toujours la relation §(Jg) = 0.

Définition 8 : Un coplan basique § est dit non dégénéré si §(Jy) = oy > 0.

1.4.1 Ciritere d’optimalité

Formule d’accroissement de la fonction duale

Soit y une solution réalisable duale basique de (D), avec Ag matrice duale ba-
sique quelconque.
Considérons une autre solution réalisable duale (non nécessairement basique) .

y=y+ Ay.

L’accroissement de la fonction duale est :

Vg —bTy =b" Ay.
Comme Agrp = b, alors on aura :
No=6—-6=ATy—c—ATy+c=AT(y—y) = ALdy.
En effet, Adp = A%Ldy.
De plus, b7y — bTy =0T Ay = (Ay)Tb = (Ay)T Apzp.
Finalement, on aura : b7y — bTy = AdLxp
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Critere d’optimalité
Théoréme(1.4)(Critére d’optimalité)

Soit y une solution réalisable duale basique de probleme (D) associée a la
matrice duale basique Ag = A(I, Jp).
Soit = (rg = Az'b,zx = 0) le pseudo plan basique correspondant.
1) L’inégalité :
x>0 (1.30)

est suffisante pour I'optimalité de la solution réalisable duale basique y dans
le probleme(P)

2) La condition (1.30)est aussi nécessaire dans le cas ou y est non dégénérée .

Preuve :

1) supposons que le pseudo plan basique z = (x5 = Az'b, vy = 0) vérifie x5 > 0.
Soit ¥ = y + Ay une autre solution réalisable dual le coplan § associée a 7
s’écrit :
b=ATg—c=AT Ay+ ATy —c=AT ANy +,
donc, A6 =6 — 6 = AT A y.

d’ ou :

AS(Jp) =0(Jp) = 0(Jp) =d(Jp) = AL Ay
No(Jp) = ARG —y) = ARy — Afy > 0,

en effet, on aura :

= AS(Jp) > 0. (1.31)

D’autre part on a :

Wy — bty = AdLag = AS(Jp)Tap > 0,= b1y > bly.

En effet, y est une solution optimale de probleme (D).

Montrons que, z = (zp = Az'b, xy) est une solution optimale du probléme
(P).

On a: Az =b, x >0, alors x est une solution réalisable du probleme (P).
En outre on a :

e =chap+chan = chap = chAZ'b et ALy = cp = y7 = LA

En effet, ¢z = yTb = by, donc z est une solution optimal du probleme (P).

2) Montrons que si y est une solution optimal de probléme (D) et y est non
dégénérée = xg > 0.
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Soit y est une solution réalisable du probléeme (D) non dégénérée, ALy > cy,

on a :
§=ATy—c>0,

avec,
5N:A£y—CN>0.

Supposons que :
xp # 0 cest-a-dire : Jig € Jp/zn < 0. (1.32)

Construisons une nouvelle solution réalisable du dual ¥ = y + Ay et son
coplan associé 6 = d + A6.

Posons :

fo sij=aq
£0j = { 0 sij#i, je€Jp (1.33)
On a A6T = AyT A si et seulement si :

Nof = NyT Ap, (1.34)
et

A6 = NyT Ay (1.35)

Par conséquent on aura : Ay” = ASLAG,
AT = ASEAG Ay alors ¢

NS; = NSg AR a; j € In. (1.36)

En posant :Az'a; = X = (24,4 € Jp). La relation (1.36), de vienne,

A(Sj = 015 j € JN, (137)
d’ou le résultat suivant :
B §:5j+0'$i1j SijEJN
0=0+A0= izdj—i—()’ sijedg, J=10 (138)
6]' = 5j Slj € JB\{’ll}

En effet, on peut trouver o > 0 (assez petit) talque :
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Ce qui veut dire que, ¢ est un coplan associé & § = y + Ay.
Donc,
Vg —bvly = A(Sg:cg =ox; < 0. (1.39)

Par conséquente, b’y < b'y. Contradiction avec I’hypothése que y est une
solution optimale, d’ou xg > 0.

Condition suffisantes pour I’inexistence de solution réalisable dans
le probléme primal

Supposons y une est solution réalisable basique (plan dual basique ) du
dual(D), le coplan basique § = ATy — ¢ et le pseudo plan basique, z =
([L’(JB> == Aglb,x(JN) == 0)
Le critere d’optimalité xg > 0 n’est pas vérifiée c’est-a-dire Ji; € Jg/z;; < 0.
Considérons un nouveau plan dual, 7 = y + Ay, et son coplan associe :
0 = § + AJ, construit selon la relation (1.34), posons, Az'a; = (7,1 €
Jg),J € Jn.
Si les composantes

Ti14, J € Jn, (140)

sont strictement négatives, alors d’apres (1.34) Ad; = oz, > 0 V) €
Jn, Yo >0, et d’apres (1.33) on aura :

ANd; >0 Vj e Jp,

d’apres (1.40) on aura :

Vrg—vTy = (ANop)lop =owy <0 Vo >0 o — +oo cest-a-dire : la valeur
de la fonction duale en ¥ va décroit infiniment lorsque o — 400

En appliquant le théoreme (1.7) le probleme primal n’admet pas de solution
réalisable.

Ainsi, la condition suffisante pour I'inexistence de solution réalisable dans le
probleme primale est la suivante : x;1;, >0 Vj € Jy ouiy € Jg/xiq <0

et x est le pseudo plan associe au plan dual basique y et a la matrice dual
basique Ag = A(I, Jp).

1.4.2 Algorithme dual du simplexe

Soit y un plan dual basique aux quel sont associés :
Ap = A(I,Jp) matrice duale basique, 6 = ATy — ¢ coplan basique, r =
(z(Jp) = Ag'b,z(Jy) = 0) pseudo plan basique.

1) Si le critere d’optimalité (1.30) est vérifier alors y est une solution opti-
male du probleme (D).
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2) Sinon, Ji; € Jp/x;; < 0 et ou les relations (1.40) nesont pas vérifie ¢’est-
a-dire : Vi € JB/CEZ <0 E'j € JN/l'ij < 0.
Posons alors :

x; = min{x; < 0,i € Jg}, (1.41)

dans ce cas, calculons le nombre maximum o > 0 pour le quel le vecteur
0 = § + AJ restera un coplan.
Pour

on aura :

ij:éj—FA(Sj:dj—'—O'l'ilj:O,

pour o > 0 on aura :
(573':5]'4—&53':5j+0$ilj:0<5j—5jzilj :0:>57]<0

Tilj

Dans ce cas,  ne sera pas un coplan.
Par conséquent, le nombre maximum ¢° > 0 pour lequel le vecteur §
restera un coplan est égal a :

0 5j

0 =0j, =~

_5.
= min{aj,aj = 7J,l‘i1j <0,7 € JN} (143)
Zi150 Lil;

Remarque :

pour un plan dual basique non dégénérée (c’est-a-dire dy > 0) le nombre ¢°
et en vertu de la relation (1.40) la fonction dual prendra alors au point 7 la
valeur suivante :

Vg =0Ty + oz, < by,

Ou 7 = y + Ay est le nouveau plan dual et le coplan associe est 6 = § + Ad
En effet :

3 =0, si j# 1, J € Jp.
a = (5]‘0 + 0'01'1‘1]'0 = 0,

0 =01 +0">0  siz; >0

0 =05+ 0%ij 2 0 s j € In\Jo/winj = 0,

57j — 5]' + O’Ol“iljo > (Sj — %lej = O, Sij I~ JN\JQ/iL'ﬂj < 0.
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Par conséquent, le nouveau coplan ¢ vérifie les relations :

(/B

= E = (JB\i1> UjOu
(Jn) >

In = (In\jo) Uis.

1| >
N~—

0
0

Comme le nombre z;1,, # 0, on peut procéder d’une maniere analogue que
dans le primal pour démontrer que la nouvelle matrice : Ag = A(I, Jp) est
inversible.

Par conséquent, le coplan ¢ est un coplan dual basique, avec duale basique
Ap = A(I, Jp) est la matrice duale basique.

Schéma de I’algorithme :

Soit Jp les indices de base, avec Ag inversible et x solution de base réalisable.

Etapel : Calculons Ag = (I, Jp).

Etape2 : Calculons 6 = ATy — c.

Etape3 : Calculons » = z((Jg)) = Az'b, 2(Jy) = 0.
Etape4 : 1l ya deux cas :

1. Si:z,; >0V je€ Jpalors y est une solution optimal de (D), et le
processus de résolution est terminé.

2. Sinon : Ji; € Jg/x; < 0, posons alors :
zy = min{z; < 0,i € Jg} i) Calculons :

) 0 _ . — _ Y%
0 i) et o° =0y, o
= min{aj,aj = H;,xﬂj <0,7 € JN}

ii) Calculons : 9,
~ Sio >0, alors 6 = d + AJ restera un coplan.

~ Sio=ogj,alors §; =§; + A6 =0

~ Sio >0y, 0, =0;+ A= 0; <0 alors dans ce cas  sera pas un
coplan.

Etape 5 : Aller & 1 avec § = 4.
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Exemple

Résolvons avec I’algorithme dual-simplexe le programme linéaire de I’exemple
précédant (D) :

max Z = 25x1 + 15z, max —Z = —25x; — 152, o(y) = —240y; — 148y,
211 + 2z9 > 240 —2x1 — 2x9 + w3 = —240 —2y; — 3y2 > —25
31’1 + ) Z ]_48 —3ZL‘1 — X9 + Ty = —148 —2y1 — Y2 Z —15
x1 > 0,29 > 0. x; > 0,i€{1,2,3,4}. y; > 0,1 € {1,2,3,4}
(Base| a1 [ ap | a3 | aa [ B | On a min{—240, 148} =
as -2 \—_2‘ 1 0 |-240 —240 donc j; = 3
ay -3 -1 0 1 | -148 et az sort de la base.
J 25 15 0 0 min{25/2,15/2} = 15/2;
o |25/2]15/2 donc jo = 2 et ay entre
dans la base.
’ Base \ ay \ as \ as \ ay \ B, ‘ ‘
” 1 1T |-1/2] 0 120 On a m1n{120, —-28} =
a 5 0 |-1/2] 1 98 —28 donc j; = 4 et ay
5 0 0 15 0 SO.I“t de la base. .On a
min{0} = 0 doncjy = 1
o 0 30 0
eta; entre de la base.
(Base| a1 [ ap | a3 | as | B | Tous les b; > 0; le critére
a2 0 1 -3/4 | 1/2 | 106 d’optimalité est vérifié.
ax 1 0 1/4 1-1/2| 14 La  solution  optimale
0 est : (xf,xb,2%,2) =
o (14, 106, 0, 0). et
2* = 1940.
Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les méthodes de résolution d’'un pro-
gramme tel que : La méthode graphique ; La méthode du simplexe qu’est un
processus qui consiste a faire le passage d’une solution réalisable a une autre
jusqu’a atteindre la solution optimale ; finalement la méthode dual-simplexe.
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Chapitre 2

Méthode adaptée pour la
résolution d’un probleme
linéaire standard

Introduction

Dans ce chapitre, nous exposons la méthode adaptée développée par R.Ga
bassov et F.M.Kirillova pour la résolution d’un probleme de programmation
linéaire avec contrainte égalité a variable bornées.

2.1 Position du probleme et définitions

Un probleme de programmation linéaire a variables bornées se présentent
sous la forme standard suivante :

max Z(x) = cl'x
Az =b (2.1)
d- <z <dt.

ou ¢, x,d”,d", sont des vecteurs de R", et b € R™;
A est une matrice d’ordre (m x n), avec rangA = m < n.

I ={1,2,--- ,m} est 'ensemble des indices lignes de A (indices des contraintes).
J ={1,2,--- ,n} est 'ensemble des indices colonnes de A (indices des va-
riables).

Nous pouvons, alors noter les différents vecteurs de la maniere suivante :
d~=d (j) = (d;,j € J), d" =d*(j) = (df,j € J); v = 2(j) = (x;,] €

J
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J);c=c(j) :(ijj S J)

Soit 'ensemble des solutions réalisables (ensemble des contraintes) :
X={zeR"/Az =b, d <z <d"}

Définition 9 : Un vecteur x vérifiant les contraintes générales Az = b et les
contraintes simples d~ < x < d*t est appelé plan ou solution réalisable
du probléeme (2.1).

Le probléme (2.1) consiste a trouver un plan optimal 2° € X tel que :

Z(2%) > Z(z),Vz € X & Z(2°) = rznea)}é(Z(a:)

Définition 10 : Soit ¢ un nombre positif ou nul choisi a l’avance, un plan
x° est appelle e-optimal ou suboptimal si :

Z(2") — Z(2°) = "2 — cTaf <e.
ot 2V est la solution optimale.

Définition 11 : l’ensemble de m indices Js,, C J est appelé support du
probléme (2.1) si la sous-matrice Agyy = A(I, Jsyp) est inversible.

Le support Jy,, est le sous-ensemble d’indices de J, telle que quelle que soit
le chois des composantes de xy = (z;,j € Jn), Jxv = J \ Joup, les contraintes
générales reste satisfaite pour les composantes du vecteur xg,, = (xj, J €

Tsup)-
Réellement, les contraintes générales Ax = b peut étre écrit comme suit :

Asup«rsup + A(I, JN)JIN =b.
alors, cette égalité reste vérifiée pour :

Toup = Asb (b — Anay),avec Ay = A(I, Jy). (2.2)

sup

Définition 12 : La paire {z, Js,,} formée du plan x et du support Js,, est
appelé plan de support ou bien solution réalisable de support.

Le plan de support {z, Js,} est dit non dégénéré si :

A <x; < dF, V€ Jop.
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2.2 Critere d’optimalité

Formule d’accroissement de la fonction objectif :

Soit {z, Jsu,} un plan de support et considérerons un autre plan quelconque
T = x+ A z. Laccroissement de la fonction objectif s’écrit, alors, comme
suit :

NZ=27)—Z(x)=cz—c"v=c" nrux (2.3)

On a:
ANz =AT—2)=AT — Az =b—-b=0, (2.4)
et
A Tgyp ) )
Ax= N ATy = (Ax5,] €JN), A Tap = (A 5,7 € Joup).

Alors, on aura :
Asup A L sup —|—AN A TN = 0.

En effet :
A Lsup = —As_ulpAN A xTpN. (25)
En substituant le vecteur A x dans (2.3) on obtient :
ANZ =cl, A zgp+ cyan = —(c,AubAn — cy) A ay. (2.6)

Définissons le vecteur des potentiels U donnée par :
T T 41
U = cgpAsy €R™.

Ainsi que le vecteur des estimations E, avec :

ET=(E,,jed)=c AlA_ T =UTA-(". 2.7
J

sup* -sup
Il est clair que toutes les composantes support de E7 sont nulles :
ET —cl' AL A

T
sup — Csup?Lsup‘isup — € 0.

sup
Les composantes non-support de E7 sont définie comme suit :
Ej:UTCLj—Cj, jE JN, (28)

olt a; est le j*™¢ colonne de A.
De (2.6) et (2.7) on aura :

ANZ =—Eybsay=— > E;Aux;. (2.9)

JjE€JIN
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Le critéere d’optimalité

Soit {z, Jup} une solution réalisable de support du probleme (3.1), Ey est
le vecteur des estimation non-support.

Théoréme 2.1 :

1. Les relations suivantes sont suffisantes pour l'optimalité d’une solution
réalisables {x, Joup}

E; >0, six;=d;,
Ej < O, 51 €Ty = d;_, ] S JN, (210)
Ej =0, st d]_ <x; < d;_

2. Ces méme relations sont aussi nécessaires dans le cas ou la solution
réalisable de support {z, Jo,} est non-dégénérée.

Preuve :

1. Suffisance : Soit {z, Jg} un plan de support vérifiant (2.10), pour tout
plan T du probléme (2.1), la formule d’accroissement (2.9) nous donne :

NZ=Z2@)~Z(x)=— Y. EjT—d;)- > Bz —d)

E]'>07j€JN E]'<0,j€JN
et comme on a :
dy <7 <df =7 —d; >0etT; —df <O0.
Donc, on déduit que :
Z(x)—Z(x) <0= Z(z) < Z(x),VYT plan

alors, le vecteur x est donc un plan (solution) optimal du probleme
(2.1).
2. Nécessité :

Soit {x, Jeup} un plan de support optimal non-dégénérée,et supposons
que les relations (2.10) ne sont pas vérifiées. Alors, il existe au moins un
indice jo € Jy tel que Ej, > 0 et xj, > d;, ou bien Ej; < 0 et z;, < d.
Construisons, alors, un autre plan (solution réalisable) T = = + Az =
x+0l, ou 0 est un nombre réel strictement positif et { = {(J) un vecteur
vérifiant :

lj, = —signk,
U Jsup) = —ALANI(JN) = — AL ajli, = Al aj,signkj,.

sup sup sup
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On a :
Al (Jsup) + ANl(In) = Al =0 et AT = A(z +0l) = Ax +0Al =b.

Le vecteur T vérifie, ainsi, les contraintes générales, alors pour que T soit
un plan du probléme (2.1), il doit aussi vérifie les contraintes simples.

d<z<d"ed <z+0l<dted —r<0l<d" —ux
En écrivant composante par composante, on obtient :

{dj—xjgelﬁdj—il?j, J € Jsup;

a . 2.11
d;y — xj, < —OsignE;, < dj — xj,. (2.11)

Puisque le plan de support {z, Js,,} est non dégénéré, alors on aura :
d <zj<df &dj —x; <0<df —x;,j € Joup.

De plus, on a :

{ d{_@_% <0, S% E;, > 0;
di — x5, >0, si Ej; <0,

Pour un nombre  strictement positif assez petit, les relations (2.11)
serons vérifiées, et le vecteur T sera un plan du probleme (2.1).

La formule d’accroissement (2.9) nous donne alors :

Z(z)—Z(x) = — Z Ei(z; —xz;)=—0 Z E;l;

JEJIN JEJIN

= —0E; (—signE;,) =0|E;| > 0. (2.12)

On déduit que Z(z) > Z(x), ceci contredit le fait que x est un plan
optimal du probléme (2.1).

Par conséquent, si {x, Jg,,} est un plan optimal non dégénéré, alors les
relations (2.10) serons forcément vérifiées.

Définition 13 : La paire {2° J°, } qui vérifie les relation (2.10) est une

sup
solution réalisable de support optimale.

2.3 Critere de suboptimalité

Estimation de suboptimalité

Soit {x, Jsuy} un plan de support et choisissons un autre plan 7 = z+ A z,
tel que les composantes non-support de T vérifient les contraintes simples :

d;gszxj—i‘ASCde;r, jEJN.
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d’ou :

dj_—ZL'jSAIde;_—l’j, jGJN.

Pour estimer I'écart qui existe entre la valeur optimale Z(x°) et la valeur
Z(x) d’un plan de support quelconque, remplagons, alors, dans la formule
d’accroissement (2.3) le vecteur T par 2%, et majorons la valeur de I’expression

(2.9) :

max AZ(x) = max — > Ej Az
di —x; <Awx; <dj —ax; \ jeln

JE€Jn

J

= Z ( max (—E; A :cj))

- +
jEIN d. —:EjSACL’]'de —;

= Y Eim—dy)+ Y Ejz;—df).

Ej>0,j€JN Ej<0,j€JN
Posons :
Ej>0,j6JN Ej<0,j€JN

Par conséquent, on obtient une majoration de 1’écart qui existe entre la valeur
optimale Z(z°) et la valeur Z(x), qui est donnée par :

Z(2°) — Z(z) < B, Joup)- (2.14)

Le nombre réelle S(x, Js,,) défini par (2.13), est appelé estimation de subop-
timalité du plan de support {z, Joup}-

Théoréme 2.2 (Condition suffisante de suboptimalité) :

Soit {x, Jeup} un plan de support du probléme (2.1), et € > 0 un nombre
arbitraire.

St B(x, Jeup) < €, alors le plan © est suboptimal(e — optimal).

2.4 Algorithme de la méthode

Etant donnée un nombre réel positif ou nul quelconque ¢ et un plan de
support initial {z, Jg,}, le but de 'algorithme est de construire un plan e-
optimal 2 ou carrément optimal 2°. Une itération de la méthode adaptée
consiste & passer d'un plan (solution réalisable) = & un autre T telle que :
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Z(z) > Z(x).

Pour le faire on construit le nouveau plan 7 = x + 0l, 6 > 0, ou 1 est la
direction d’amélioration (I € R") avec Al = 0, et 6 le pas le long de cette
direction.

Pour que 'accroissement AZ = — Y E;(T; —z;) = —0 Y. E,l; soit maxi-
JeJIN J€JIN
male, il faut choisir 8 assez grand que possible et choisir j; tel que :

|E; |—maX|E|

ou ’ensemble Jy représente le sous ensemble de J des indice non optimaux
(ne vérifie pas le critéere d’optimalité), alors j; sera indice de support.

Construction d’une direction d’amélioration adaptée

Considérons la métrique suivante pour les composantes non supports de la
direction admissible 1 :

dj_—.ij Sl] Sd;_—xj, ] S JN. (215)
Cette métrique dépend du plan courant x, et de ce fait, elle est dite adaptée.
Les composantes (2.15) se calculent en rendant maximal ’accroissement de
la fonction objectif dans ’espace des variables non supports.
Ainsi, en tenant compte de la métrique (2.15), 'accroissement de la fonction
objectif atteint son maximum pour les valeurs des composantes non supports
suivantes :

d]_ — Ty St Ej > 0,
lj = d;_ — T St Ej < 0, j€ Jn. (216)
0 St Ej =0.

En outre, on a :
Al = Asuplsup + ANZN =0= Asuplsup = —ANZN.

Alors, on aura :

Lup = —AZL Anly. (2.17)

sup
Calcul du pas maximale §°
Construisons un nouveau plan T sous la forme :

T =ux+ 6,



ou 1 est la direction d’amélioration, définie par (2.16), (2.17) et le nombre
0° est le pas le long de cette direction. Ce dernier ce calcule de fagon a ce
que les contraintes générales et simples soient satisfaites. Pour les contraintes
simples on doit avoir :

dy —x; <0l <df —x;, j€ Juyp. (2.18)
dy —x; <0, <df —x;, jey. (2.19)
De (2.16) et (2.19) nous déduisons que :
0° < 1.
En outre, pour satisfaire les contraintes (2.18). On doit choisir 6° tel que :
0° <0, 0;,= jnin 6, (2.20)
ou :
(df —=;)/l; si ;>0
HJ = (d; — LCj)/lj si lj < 0, (221)
00 si lj =0.
De (2.20), (2.21) la valeur de 6° choisis comme suit :
0° = min{0,,,1}. (2.22)

Ce choix va nous assurer que lors du déplacement le long de la direction 1, les
contraintes (2.18) (2.19) ne seront pas violées, c’est-a-dire il va nous garantir
I’admissibilité du nouveau plan Z. Dans ce cas ’écart qui existe entre la
valeur optimale Z(2°) et la valeur de Z(Z) sera majoré comme suit :

Z(@") - Z7@) =2’ "z = "2 — T2 — 0T < Bz, Joup) — 0T (2.23)
De plus, nous avons :
B, Joup) = 07"l = B(x, Jup) — 0°(u” Asup — ET)I(5)
= B(x, Jsup) + 0°(ETL — u" Agypl)
= B(x, Joup) —0°B(, Joup) = (1=0°)B(, Joup)-
Finalement, non auront :
Z(x") = Z(@) < (1 —°)B(x, Jaup)- (2.24)
De la, trois cas peuvent se présenter :
1. ° =1 :le plan T = x + [ vérifie le critere d’optimalité, il est donc
optimal et le processus de résolution est terminé.

2. (1=0%08(x, Joyp) < € : le plan T est donc e-optimal et le processus de
résolution peut étre arrété.

3. (1=0%8(x, Jayp) > € : poser Jap = (Jaup\Jo) UlejN = (Jnx\J1) U Jo
et passer a l'itération suivante avec * =7, Jgup = J sup-
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2.5 Exemple numérique

Soit le probleme linéaire suivant :

max 4 = 25x1 + 15x9
221 4+ 229 + 23 = 240
3[E1—|—IE2+[E4: 148
1<2 <16
100 < 29 < 110
Ogl’g S?

ay Qg az Ay

(2210 [ 240 - ,
A_<3 Lo 1>,b—<148>,c _(25,15,0,0,).

dT=(1,100,0,0 ), d*T=(16,110,7,3 ), 27 = ( w1, x5, 73,74 );
J=1{1,2,3,4}, I={1,2}, rangA=2.
Soit € = 0.2 une précision donnée.
Itération 1 :
Soit
Jsup = {1,3}, Iy = {2,4},

(21 . [0 1/3
As’up<3 0> Asup <1 _2/3>

An = ( i > ; on prend xf = (100,0) = (dy, dy),
Al

11
Lsup = (b - ANxN)a
donc :
A (20 100 \  ( 200
NENZA g 0 —\ 100 )
d’ ou :
240 200 40
b_ANmN_<148>_<100>_<48>’
en effet

N (0 1/3 0\ (483 ([ x

o=\ 1 —2/3 )\ 48 ) T\ 8 "\ )

D’ ou z! = ( 48/3,100, 8,0 ) est une solution réalisable.
on a:
T, = (25.0). &% = (15,0),
donc

EN—CT A7 lAN—C%:O,

sup® tsup
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avec : /
0 1/3
T -1 _ o
CsupAsup - (257 0) ( 1 _2/3 > — (O, 25/3)

Par conséquent : ET. — (0,25/3) ( L >—(15,0) — (25/3,25/3)— (15,0) =

(—20,25/3) = (E3, Ey).

On a :

Ey <0, 2100 = d;, j = 2 = j; ne vérifie pas le critere d’optimalité,
Ey >0, x4y =0=d,, j =4 vérifie le critere d’'optimalité.

Calculons la direction [ :

_ gt _ _ —
{l2_d2 Ty = 110 — 100 = 10 ST~ (10,0).

l4:d4_—1'4:()—0:0
lsup =_—A7l ANZN,

?ﬁi;iﬂ4N:: ( ?4, ;ﬁ¥3 ) ( i ? )ZZ ( :ifg ;2¥3 >.

Coed = (V3 SUBY (10 (-w073 (103
o ()0 ()= ()

Calculons le pas maximale 6° :
On a : 6° = min{#;,, 1}, tel que :

0]‘0 = min (9j = min{&l,eg}.

J€Isup
t_ 45
0y =10 = i = 45/10
93 - dgl%xg == % == 3/5
3

Alors : 0, = 3/5 = 03 = 6°, jo = 3 sorte de support (sera indice non
support).
Calculons le nouveau plan 7 :

48/3 ~10/3 14
o | 100 3 10 | 106
T=c+01= 3 +5 403 |7 o
0 0 0
Calculons S(z, Jsup), on a :
B, Jap) = X Ejlz;—dj)+ X Ej(x; —df).
Ej>0,j€JN Ej<0,j€JN
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=25/3(0 —0) — 20/3(106 — 110) = 80/3 > .
de plus, (1 —6°)5(z, Jop) = (1 — 2)80/3 = 32/3 > «.
Donc la nouvelle solution réalisable est 77 = (14,106, 0, 0), avec le nouveau
support Je, = {1,2} et Jy = {3,4}.
Itération 2 :
On pose : 7 =77 = (14,106,0,0), Jop = Jaup = {1,2}, Iy = Iy =
{3,4}.
d’ ou on aélrazz s 1/2

_ -1 _

Asup—<3 1 ) :>Asup—<3/4 _3/4>,

et : Ay = < (1) (1) > , ¢l =(25,15), ¢y = (0,0),

en effet : ET = (25,15) < ;ﬁ 1_/32/4 ) < (1) ‘1) > —(0,0) = (35/2,5/4) =
(E37E4);

on a :
E3:35/2>0, Zlfg:O:dg
Ei=5/4>0, 2, =0=d;.

Par conséquent, le critére d’optimalité est vérifié, par suite z*7 = (14, 106, 0, 0)
est une solution optimale, avec Z* = 1940.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode adaptée pour la résolution
un probléme linéaire avec contrainte d’égalité a variable bornée.

Cette méthode possede une métrique, différente du celle du simplexe et elle
permet de calculer estimation de suboptimalité qui mésur ’écart entre la
valeur optimal de la fonction objectif et sa valeur a une itération donnée.

47



Chapitre 3

Méthode adaptée pour la
résolution d’un probleme
linéaire général

Introduction

Dans ce chapitre, nous exposons, la méthode adaptée pour la résolution d’un
probleme linéaire avec des contraintes d’inégalités et a variables bornées.

3.1 Position du probleme et définitions

Considérons le probleme de programmation linéaire suivante :

max Z(z) = c'x
b~ < Az < b, (3.1)
d- <z <dt,

ou ¢, z,d”,d", sont des vecteurs de dimension n ;
b=, b", sont des vecteurs de dimension m ;
A est une matrice d’ordre(m x n), avec rang A = m < n.
Définitions les ensemble d’indices suivants :
I={1,2--- ,m},J={1,2--- ,n};
Qi1
A=A(1,J)=(a;j,iel,je J)=(a,i€1),ona =
Qip,
Une contrainte d’indice ¢ € I, est dite active au point = si I'une des égalités
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suivantes est vérifié :

ax=0b; ou ax =";. (3.2)
Construisons alors ’ensemble d’indices des contraintes actives au point x
noté I, = I, U IS, avec :
I; = {i,ajx =b; }, (3.3)
It = {i,dx = b}, (3.4)
Soit I'ensemble des solutions réalisables (ensemble des contraintes) :
X={zeR"b <Az <b", d <z<d'}
Définition 14 : Un vecteur x vérifiant les contraintes b~ < Ax < bt et

d- <z < d*t est appelé plan ou solution réalisable du probléme (3.1).

Le probléme (3.1) consiste a trouver un plan optimal 2° € X tel que :

Z(2°) > Z(z),Vz € X & Z(2°) = mea)}é(Z(x)
Définition 15 : Soit € un nombre positif ou nul choisi a l'avance,un plan
x° est appelle e-optimal ou suboptimal si :

Z(2") — Z(2°) = "2 — cl'af < e,
ot 2° est une solution optimale.

Choisissons dans ’ensemble [ le sous-ensemble I, et soit un sous-ensemble
d’indices Jp € J tel que |Jg| = |Ig| < m. L’ensemble Qp = (Ip, Jp) est
appelé support du probleme (3.1) si la sous-matrice Ag = A(Ig, Jp) est in-
versible.

Définition 16 : La paire {x,Qp} formé du plan x et du support Qp est
appelée plan de support ou bien solution réalisable de support .
Le plan de support {x,Qg} est dit non dégénéré si :

(3.5)

d; <z; <dj,jeJp,
by < aax < bf,iely=I\Ip.
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3.2 Critere d’optimalité

Formule d’accroissement de la fonction objectif :

Soit {z,Qp} un plan de support et considérons un autre plan quelconque
T=uz+ Aux.
L’accroissement de la fonction objectif s’écrit alors :

NZ=Z7)—Zxz)=cT— e = A (3.6)
Définissons le vecteur des potentiels © donné par :
u = u/(Ig) = g AR, (3.7)
ainsi que le vecteur des estimation £ donné par :
E=FE(J)=4A(lp,J)— ¢, (3.8)
ou,
E' = (E3, Ey), avec Eyz=u'Ap—cz=0 et Ey=uAy—_Cy.

En vertu des définitions (3.7) et (3.8), la formule d’accroissement (3.6) prend
la forme équivalente :

AVA= (U,A([B, JN — E/(JN)) A l'(JN) + U/AB A $(JB) (39)

Par ailleurs, on a :

b <AZ <V = b <A@+ 22)<bT=b —Ar<AArz<b" — Az

(3.10)
Notons :
0" =b — Ax,
ot =bt — Az,
et
2(Ig) = A(Ip,JB) & x(Jp) + A(Ip, In) & x(JIN), (3.11)
avec
5_(13) S Z(IB) S 5+(IB> (312)
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Ainsi, nous obtenons :
Ax(JB) = Aglz([B) — AélA([B, JN) A x(JN) (313)

Gréace a ces notations, 'accroissement (3.9) devient :
NZ = —F'(Jy) A x(Jy) +u'z(Ip). (3.14)

Critere d’optimalité

Soit {x, @p} une solution réalisable de support du probleme (3.1), Ey est le
vecteur des estimation non-support.

Théoréme 3.1 :

1) Les relations suivantes sont suffisantes pour 'optimalité d’une solution
réalisables de support (x,Qp) :
EjZO, St ZEj:dj_,
Ej S O, s? €Ty = dj_,
E; =0, sid; <z;<d, jeJy;
u; >0, si ax=>b,
u; <0, si ax=0b;,
u; =0, sib; <ax<bl, i€lp;

(3.15)

(2

2) Ces méme relations sont aussi nécessaires dans le cas ot la solution réa-
lisable de support {x,Qp} est non-dégénérée.

3.3 Critere de suboptimalité

Estimation de suboptimalité

Pour estimer I’écart qui existe entre la valeur optimale Z(z) et la valeur
Z(xz) d’'un plan de support quelconque {z,@p}, remplagons T au niveau
de la formule d’accroissement par x°

Z(2°) — Z(x) = —E'(Jn)@°(Jy) —2(Jy)) +u'2°(Ip)
= Y Eilm-a)+ Y By -+ Y wy
E;>0,j€JN EB;j<0j€JN u;>0,4€1p
+ Z uiz?,
u;<0,i€lp

ZO(IB> = A([B, JB)($0(JB) — SC(JB)) + A([B, JN)(xO(JN) - .T(JN))

51

()



Puisque le plan optimal z° vérifie dy < x? < d;r, j € J, il en résulte que :

xj—a:?» < z;—dj,
T —iL‘? >z d;r,
d’ of,
Ej(ZEj — IL‘;)) < Ej(ZEj — dj_), 51 Ej >0
Ej(ﬂjj — .I'?) < Ej(mj — dj_), St Ej <0

En outre, d’apres la relation (3.12) on a :

67 <20 <of, siieIp,

d’ ou
u;z) < uiéj, st u; > 0,
u;2? < uid;, si u; <0,

Par conséquent, on obtient une majoration de I’écart entre la valeur opti-
male Z(z°) et la valeur Z(z), qui est donnée par :

2(1%)—z(x) < > Ej(w—dy)+ Y, Ejlwi—di)+ D whi+ D wid;.
Ej>0,j€JN E‘j<0,j€‘]z\] u; >0l u; <0,i€IN
(3.16)
Le nombre 5(z, Qp)défini par (3.17), est appelé estimation de suboptimalité

du plan de support {z,Qp} :

Bz, Qp)= >  Ejlej—dj)+ > Ejlw—d)+ > wd+ Y ud;.
E;>0,€)N E;<0,j€]N u;>0,i€ly u;<0,i€ly
(3.17)
Théoréme 3.2 (Condition suffisante de suboptimalité) :
Soit {x,Qp} un plan de support du probleme (3.1), et € > 0 un nombre
positif arbitraire.
Si f(x,Qp) <€, alors le plan x est suboptimal (¢ — optimal).

3.4 Algorithme de la méthode

Etant donné un nombre réel positif ou nul quelconque € et un plan de sup-
port initial {x,@p}, le but de I'algorithme est alors de construire un plan

52



€ — optimal x¢ ou carrément optimal x°.

Une itération de la méthode adaptée basée sur le principe de diminution
de l'estimation de suboptimalité. En d’autres termes, elle consiste a faire le
passage de {7, @p} a {7, Qp} tel que 3(7,Qp) < B(z,Qp).

Ainsi, Ce principe se réalise en deux procédure :

1. Changer la solution réalisable x par T de maniere a diminuer la mesure
de non optimalité du plan, 8(z) < f(z);

2. Changer le support Qp par Qg de telle sorte que la mesure de non
optimalité du support sera diminué 3(Qp) < B(Qp), ou f(r,Qp) =
B(Qp) + B(Qn)-

3.4.1 Changement du plan
Construisons le nouveau plan Z de la maniére suivante :
T=ux+0l,

ol est la direction d’amélioration, et 6 > 0 le pas le long de cette direction.

Construction d’une direction d’amélioration adaptée

Considérons la métrique pour les composantes non basiques de la direction
admissible 1 :

d;—xjgljgd;——l’], ]GJN (318)

Cette métrique dépend du plan courant x, et de ce fait, elle dite adaptée.
Les composantes (3.18) se calculent en rendant maximal ’accroissement de
la fonction objectif dans I’espace des variables non basiques.

Ainsi, tenant compte de la métrique (3.18) l'accroissement de la fonction
objectif atteint son maximum pour les valeurs des composantes non basiques
suivantes :

dj_—l'j SiEj>O,

lj = dj — S1 Ej < 0, (319)
0 si B; =0, pourj € Jy.

En outre, 'accroissement de la fonction objectif atteint son maximum pour
les composantes basiques calculées par la formule :

A(Ip, J)l = 6, (3.20)
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ou 0 est donné par :

0; st u; > 0,
0 st u; =0, pourl € Ip.
Ainsi, nous aurons :
I(Jg) = Az'0(I5) — Az'A(Ig, JN)I(Jy). (3.22)

Calcul du pas maximal §°

Construisons un plan ¥ sous la forme :
T=x+ 0,

ou [ est la direction d’amélioration définie par (3.19)(3.22) et le nombre 6°
est le pas le long de cette direction; ce dernier se calcule de facon a ce
que les contraintes directes et principales soient satisfaites pour Z, pour les
contraintes directes on doit avoir :

d;—l'j §Hlj de—l’j,je JB, (323)

d; —Zj < Ql] < d;r — Ij,j € JN. (324)

Des inégalités (3.19) et (3.24), nous déduisons que
0° < 1. (3.25)
En outre, pour satisfaire les contrainte (3.23), on doit choisir 6° tel que :

0" <0,, 0; =mind;. (3.26)

JjE€JB
ou

dj—l'j/lj si lj>0,
0]‘ = d; — Ij/lj si lj < 0, (327)

oo SIZJ:O

D’autre part, 89 doit vérifier les inégalités suivantes pour satisfaire les contraintes
principales pour T :
6, < alfl < 6f i€ Ip; (3.28)

67 < afl <6Fiely. (3.29)
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De (3.20), on voit bien que 'inégalité (3.28) est vérifiée pour 6 < 1.
Ainsi, il reste a satisfaire les contraintes (3.29). Pour cela, nous choisissons
6° de la maniére suivante :

90 S 9“, 91’1 = mln Hl', (330)
i€lp
ou :
0t /all siall >0,
0; =< 0 /all siail <O, (3.31)
00 si ajl = 0.

De (3.25),(3.26) et (3.30), la valeur 6° sera choisie par la relation :

6° = min{1,6;1,0:;:}. Ce choix va nous assurer que lors du déplacement le
long de la direction [, les contraintes (3.28), (3.29) et (3.23) (3.24) ne seront
pas violées, dong, il va nous garantir 'admissibilité du nouveau plan Z. Dans
ce cas I’écart qui existe entre la valeur optimale Z(z°) et la valeur Z(Z) sera
majoré comme suit :

Z(x")~Z(7) = a2’ — 7 = 2’ — o —6°C1 < B(x,Qp) —0°C, (3.32)

de plus, nous avons :

(B(z, @p) — 0" (W' A(Ip, J)) — E')I(J)
Blz,Qp) + 0°(E'l — u'6(Ip))

= B(z,Qp) — 0°8(x,Qs)

= (1-0")((z,Qp)).

Bz, Qp) —0°Cl =

Finalement, nous aurons :

Z(a") = Z(7) < (1 - 0")B(z,Qp). (3.33)

De la, trois cas peuvent se présenter :

1. 0° = 1:leplan T = x+I vérifie le critére d’optimalité, il est donc optimal
et le processus de résolution du probléme (3.1) est, donc, terminé;

2. (1-6°8(x,Qp) < e :leplan T est donc T — optimal (suboptimal) et
le processus de résolution du (3.1) peut étre arrété;

3. (1 =60%3(x,Qp) > ¢ : on abordera la procédure du changement de
support.
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3.4.2 Changement de support

Afin d’améliorer la mesure de non optimalité du support 5(Qp), construisons
une itération de la méthode dual de support.
Introduisons le probleme dual du probleme(3.1) :

L) =bts=V"t—d v+ dTw— min,
Ay—v+w=c,
s—t—y=0,
§>0,t>0,v>0w>0.
(3.34)

A cet effet, faisons correspondre au plan du support {z,@p}, un coplan
d = E et un plan dual A(y, s, ¢, v, w) de la maniére suivante :

y(Ip) = u,y(In) = 0,

S; = yz;tl = 0, si Yi 2 O,

S; = O,tz = Y, si y; < O,Z el (335)
Uj:Ej,ijO, si Ej ZO,

UjZO,Wj:—Ej, si Ej<0,j€J.

On remarque que le plan dual A et son coplan correspondant 6 = F dépend
uniquement du support Qp.
Montrons, que 'estimation de suboptimalité se décompose ainsi :

B(z,Qs) = B(z) + B(Qs), (3.36)

avec,
B(x) = dxg—c'x (3.37)
B(Qg) = LIN)—L(\°) = b"'s—b"t—d "v+d"w—b""s"+b~ "t +d" v —d ™" w”
(3.38)

ot, 2° et A% = (y°, 5% 1%, 0% w®) sont des solution optimales du probléme
(3.1) et (3.34) respectivement.
Gréce aux relation (3.35), nous pouvons écrire :

B(QJ,QB) = Z Ejl’j — Z Ejdj_ — Z Ejdj_ - Z Uiagx —+ Z

jeJ Ej>0,j€JN Ej<0,j€JN i€lp u; >04€lp

u;<0,i€lp
= [WA(lg,J =) —dv+d"w—uA(lg, J)x+b"'s —b~"t
= —do—dv+d"w+d"s— bt
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De la relation Z(u") = L(\Y), la valeur de suboptimalité peut étre décompo-
sée comme suit :

B(x,Qp) = —de—dv+d"w+b"s—b "t + Z(u’) — L(\)

= (2 = o)+ (s bt —d v+ dPw— b’ + b7ty +d 0 — d'w?)

= B(z) + 5(@s).

Ainsi, pour diminuer la valeur de 5(Qp), effectuons une itération de la mé-
thode duale de support, en construisant une nouvelle solution réalisable A
avec son coplan ¢ correspondant d’une maniére & avoir 3(Qp) < 3(Qp). En
effet, les changements de support se produisent de la maniere suivante :

1. Pour #° = 6;, < 1, on posera :

a=al, (3.39)
et
0" = min{o;,, 0}, }, (3.40)
avec
0i, = min{o;,i € Ip}, (3.41)
et
0;, = min{o;,j € Jy}. (3.42)

Les quantités o;, 0; sont données par :

—E;
Zj

si Eij < 0,

0 siE;=0,2>0,z; #d;, ou bien
O'j == (343)
E;=0,2<0,z; #d, j € Jy;

o0 sinon .

—u;
Zi

siu;z; < 0,

0 siu;=0,2 >0,i€ I, oubien
o; = (3.44)
Ui:O,Zi<O,7;€[a_,7;€IB;

o0 sinon .

o7



Ou :

Zl(‘]NU[B) = kegl{A([J\U JN)_A([Na JB)AB1A<[B> JN)? _A(INa JB)Aé}?

(3.45)
1 siay,® = b,
k= { -1 sia,T="b;. (3.46)
et e;, est un vecteur unitaire dont la composante #; vaut 1.
2. Pour §° =6;; < 1, on posera :
a=l;. (3.47)

Construisons les quantités 0”,0; et o, de la méme maniére que le cas
précédent, avec

Z,<jN U ]B) = ke;l{AélA(IB, JN>, ABI}, (348)
ou
. 1 s¢ le = ;1,
k= { -1 siT; =d; (3.49)

et ej; est un vecteur unitaire dont la composante j; vaut 1.

Pour la construction du nouveau support, considérons les quatre cas sui-
vants :

1. Pour #° = 0;; < 1,0° = 09, nous construisons un nouveau support Qg
avec :

YB = (IB\Z()) U il, jB = JB; (350)

2. Pour 0° =6, <1, 0°=0j0, le nouveau support sera Qp :
TB:]BUil, jB:JBUJO; (351)

3. Pour 8 =0, <1, ¢"= 0y, le nouveau support devient :
TB = ]B\io, jB = JB\jl; (352)

4. Pour 0° =0, <1, o° =0}, le nouveau support devient :
YB - IB, jB - (JB\Jl) U]() (353)

Ce changement de support va nous donner une autre majoration de I’écart
qui existe entre la valeur optimale Z(z°) et la valeur Z (%) :

Z(a") — 2(z) < B = (1 - 0")(B(x,Qp) — 0”|al), (3.54)
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ou

/ 00 _ n.
N :{ apyl, s16° =04, (3.55)

ljl St 90 = (9j1.

Ainsi, si B < ¢, le plan T est € — optimal, donc on arréte 'algorithme. Par
ailleurs, si § > €, nous recommencons une nouvelle itération avec le couple

{Ta @B}

3.5 Exemple numérique

Soit le probléme linéaire suivant :

max 4 = 25x1 + 15x4
OS2ZL‘1+2ZL‘2+I3SQ4O
O§3x1+x2+x4§148
1<2 <16

100 < x5 <110
OSJ/’gS?

ay Qg a3z Ay

(2210 L[ 240 (0 r
A_<3 10 1>’b _<148>»b —<0>7C —<25,15,0,0),

d-T = ( 1,100, 0,0 ) a7 = ( 16,110,7,3 ) 2T = ( T4, %9, T3, Ty )
J=11,2,3,4}, [={1,2}, rangA=2.

Soit € = 0.2 une précision donné.

Itération 1 :

Soit :

Ty = {1,3}, Jy = {2,4}, I, = {1,2},
(21 (013

As={3 )74 =\ —2/3>'

Ay = ( % (1) > ;on prend z% = (100,0) = (d ,dy ),

Aél(b_ — ANﬂfN) < QZE < Aél(b+ — ANLUN)

donc :

ANxN=<2 0><1oo>:<200>
11 0 100

d on :

' 240 200 40
+ — _ —
’ ANIN_(MS) (10())_(48)‘
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Alors :

(2 18)(2)-(2)-(2)

on a .
_ (0 200 \ [ —200
b _AN”JN_<0)_<100>_<—100>'
Alors : ) )
0 1/3 —200 ~100/3 x

-1+ — — — 1
Ap (07 = Axaw) ( 1 —2/3 ) ( —100 ) ( —400/3 ) ( 3 )
en effet :

7L < ( 48/3,8 ) Pour que x soit réalisable il

((—100/3,-400/3 ) <
= ( 48/3,8 ), donc z” :( 48/3,100, 8,0 )ona ok =

faut prendre, z%
(25,0), ck = (15,0),
donc

1 01/3 ) _
avec : chAg' = (25, 0)( YN (0,25/3),
par conséquent :
EL = (0,25/3) (
(E27E4)

Ona: FEy <0, xg =100 =d,, j = 2 = j; ne vérifie pas le critere d’optima-
lité,

20

- ) — (15,0) = (25/3,25/3) — (15,0) = (—20,25/3) =

Ey >0, x4 =0=d;, j=4 vérifie le critere d’optimalité,
up =0, b] < ajx < bl ne vérifie pas le critére d’optimalité,
uy > 0, ahxr = by vérifie le critere d’optimalité.

Calculons la direction [ :

{l2:d;—x2:110—100:10

T _
l4:d4_—l'420—0:0 :>ZN_(10’0)

Ip = AR 6(Ip) — A  Anly
on

= () (30)- (T )
= (8 80 ()= () (28
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Done 1}, = ( —10/3,-40/3 ),

en effet : T = ( ~10/3,10, —40/3,0 )
Calculons le pas maximale 6° :

ona: 0 =min{1,60;1,0;,}, tel que :
6;, = min ; = min {6,605}

fy =L — 8 —3/5.

I3

df —x1 4
{ 6 =2 = 4 =45/10
3
8
E)
3

Alors : 6;, = 3/5 =63 = 6°, j; = 3 sorte le support (sera indice non sup-
port).
9“ = min 02 = min{el, 02}
91 = 0Q,
92 = OQ.
Alors : 90 = min{l,Qﬂ,@ﬂ} = 0]‘1 = 93 = 3/5

Calculons le nouveau plan 7 :

48/3 ~10/3 14
ey | 100 | 310 _ | 106

8 5| —40/3 0

0 0 0

on a :

B(x,Qp) = Ea(zy — dy) + Ea(wz2 — df) + u2d3,
—25/3(0 — 0) — 20(106 — 110) + 0 = 80 > ¢,
de plus, (1—6)5(z,Qp) = (1—2)80 =32 > ¢.

Alors la nouvelle solution réalisable est 7 = (14,106, 0,0), donc on change
de support

ona:f’=46; =3/5<1 on posera :
2 (jn Ulp) = ke {Ap' A(Ip, Jn), Ap'},

donc :
Z;N = ke;lAglA(IB, JN),
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s - (073 (2 0)-(40 )

1/3 1/3
!/ — — —
2 =(0,1) ( 43 —2/3 ) = (4/3,-2/3).
Donc
o Rz = 4/3a
TN a=—2/3,
On a : 0° = min{oy,, 0}, }, tel que :

0, = min{oj, j € Jn}

J

0. — 02:—E2/2’2:5/3
- 0'4:—E4/Z4:25/2.

0j, = min{os, 04} = 09 = 5/3.

Calculons o;, = min{o;, i € Ip}
ona:

Z = kel A5 = (0,1) ( LY ) — (-1,2/3),

donc :
b= 2’1——1
L 22:2/3
Alors :
{ o1 =0
o; =
09 = OO
en effet :

0® = min{o;,,0j,} = 0j, = 5/3,jo = 2.

Calculons :8 = (1 — 6°)(B(x,Qp) — 0°|a| = 23 > ¢,

Donc la nouvelle solution réalisable est 77 = (14, 106, 0, 0) avec le nouveau support
jB = {1,2} et 7]\[ = {3,4}

On pose : 27 =77 = (14,106,0,0), Jp = (Jg\j1)Ujo = {1,2}, Ip =I5 ={1,2}.
Itération 2 :

on aura :2 ) TR

AB:(S 1>;‘AB _<3/4 —3/4)'

et :

Ay = ( (1) ; ) &L — (25,15), &L = (0,0).

u(lp) = EAZ! = (25,15) ( ;?i 1_/32/4 ): (35/2,5/4),
en effet :
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B = (35/2,5/4) ( - ) ~(0,0) = (35/2,5/4) = (B, Fu),

ona:
E3=35/2>0, 23 =0=dj,

E4:5/4>0, ry=0=4d,,

uy =35/2 >0, ajx=b,

us =5/4>0, ayr = bs.

Par conséquent, le critére d’optimalité est vérifié, par suite z*7 = (14, 106, 0, 0) est
une solution optimale, avec z* = 1940.

Conclusion

La méthode que nous avons présentée a la particularité de tenir compte des

spécificités des problemes tels qu’ils sont formulés lors de leur modélisation pre-
miere.
Cette méthode se base sur deux procédure essentielles :i)changer la solution réa-
lisable x par T d’une manieére a diminuer la mesure de non optimalité du plan,
B(z) < B(z); ii)changer le support Qp par Qp de telle sorte que la mesure de
non optimalité du support sera diminuée. En outre, elle utilise une métrique dite
adaptée pour la direction d’amélioration, sa particularité étant le fait de changer
tous les variables non support a la fois.
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Conclusion générale

L’objectif de notre travail consiste a étudier la méthode adaptée d’un probleme
linéaire général. Pour cela nous avons traité dans le premier chapitre la résolution
d’un probleme linéaire par trois méthodes : la méthode graphique, qui présente
géométriquement les solutions optimales; la méthode de simplex, cette derniere
est une méthode numérique qui fait le passage d’'un solution de base réalisable a
une autre jusqu’a ce que la solution réalisable vérifie les criteres d’optimalité ; et
ainsi la méthode dual- simplexe. En deuxieme chapitre nous avons étudiés la mé-
thode adaptée pour résoudre un probléme linéaire avec contrainte égalité a variable
bornée, cette méthode nous permet de calculer un estimation de suboptimalité qui
nous mésur 1’écart entre une solution donnée et la solution optimale . Dans le troi-
sieme chapitre nous avons présentés la méthode adaptée pour la résolution d'un
probléeme linéaire avec contrainte général, ’algorithme de résolution se base sur
deux procédures essentielles : le changement de la solution réalisable, pour cela
nous avons calculé la direction d’amélioration et le pas de long le cette direction
par une métrique différente de celle de simplex ; est le changement de support Qg
par Qp de fagon a réduire la non optimalité de support .
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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire, est d’étudier, les méthodes de résolution d’une
programmation linéaire, et particulierement, la méthode adaptée. Pour cela, nous avons
présenté 1és méthodes d’une programmation linéaire les plus connue par la suit, nous avons
exposée la méthode adaptée pour la résolution d’une programmation linéaire standard et
géneéral, cette méthode est une généralisation et amélioration de la méthode du simplexe, et
elle posséde la capacité pour résoudre les probléemes sons faire des transformations avec
probléme initiale.

Mots clés : Programmation linéaire, programmation linéaire général, solution optimale,
méthode du simplexe . méthode adaptée.

Abstract

The aim of this work is to study the methods which are used to solved problems of linear
programming, especially the adapted method, for this purpose we have studied the famous methods
to solve linear problems, more ever we have studied the adapted method in case the problem is
standard and also in case of the general linear problem. This method is a generalization and an
improvement of the simplex method. It has the ability to solve the problems, without doing any
changes to the primary problem.

Key words: Linear programming, general linear programming, optimal solution, the simplex
method, the adapted method.
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