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Introduction générale

On s’intéresse dans ce mémoire & un théoréme connu dans ’analyse fonctionelle ,
le théoréme de graphe fermé . on vérifie facilement que toute applications continue entre
deux espaces vectoriel normés (et méme entre deux espace métriques ) a son graphe fermé.

La réciproque est faux en général comme le montre I’exemple élémentaire suivante :
la fonction f : R — R définié par z — % pour z # 0 et f(0) = 0 a son graphe fermé mais
n’est pas continue . Le théoréme du graphe fermé expréme cependant que la réciproque
est vraie dans le cadre des applications linéaire continues entre deux espaces de Banach .

Notre mémoire , comporte deux chapitres :

Le premiére chapitre est consacré a des rappels et préliminaires sur les notions de base
utilisés tout au long du mémoire , en particulier cells concernant les espaces vectoriels
normeés , les espaces de Banach et les applications linéaires continues .

Dans le deuxiéme chapitre , on présente le théoréeme du graphe fermé avec une dé-
monstration de taillée .

On termine ce chapitre par donner deux applications qui traiduisent I'importance de

ce théoréme .



Notation

- N : Ensmeble des nombres entiers naturels.

-R: Ensmeble des nombres réels.

- C: Ensmeble des nombres complexes.

- k=(R ou C) :Est un corps des scalaires d'un espace vectoriel.
- B(xg ,r) : La boule ouverte de centre x et de rayon r.
-B(zg ,7) :La boule fermé de centre z, et de rayon r .

- S(zo ,r) :La sphére de centre z( et de rayon r .

- B(0,1) :La boule unite.

- ||| :La norme.

- < , > :Le produit scalaire.

- L(E , F) : Ensmeble des applications linéaires de E dans F'.
- Lo(E | F) : Ensmeble des applications linéaires continues de E dans F' .
- L(FE) : Ensmeble de applications linéaires de E dans E.

-® : La somme directe algébrique.

- G(f) : Graphe fermé.
- ker f : La nayau de f .- Im(f) : L’'image de f .



Chapitre 1
Notions et résultats préliminaire.

1.1 Espaces vectoriels

Définition 1.1.1 un espace vectoriel sur un corps k( k = R ou C ) est un ensemble
E muni de deux lois(+,"),la loi(+) étant une application de E x E wvers E ,la loi(-)
multiplication par un scalaire étant une application k x E vers E telle que :

1.(E,+) est groupe commutatif .

2VaekVe , yeF :alr+y)=ar+ay .

3Va, pek Ve, ye E:(a+f)r=ar+ Py .

4 Yo, fekVeeE:(a-flr=a(f- ).

S5YVeeFE :ly-z=ux.

Les elements de k (respectivement E) sont appelle scalaire , le triple (E, +, L) s’ap-

pelle un espace vectoriels sur la corps k.



Définition 1.1.2 Soit E un ensmeble non vide muni d’une loi interne (+) , (E ,+) est

un groupe commutatif si et sulement si :

Ve, ye E:z4+y=y+x.

2Ve ,y,2€E:(v+y)+z=a+(y+2).
3dec E VreF :z+e=e4+rx=1x.
AVye E ,drelb v’ +rx=a+2" =¢.

Remarque 1.1.3 L’ensemble E = R"™ muni des opérations habituelle d’addion de vecteur

et de produit d’un vecteurs par un scalaire est un espace vectoriel sur R .

Théoréme 1.1.4 Soit EF un espace vectoriel , u C E et A € k alors on a :

1.0-u=0.
2.0-0=0.
3. (1) u=—u.

4. st : A -u=0alors A\=0o0ouu=0.



Définition 1.1.5 Soit E un espace vectoriel sur k et F' une partie de E' ,on dit que F'
est un sous espace vectoriel de E si :

1. F#o.
2.Ve,ye F:(x+y) € L.

3.Vae KetVe e F:(ax) € F.

Définition 1.1.6 On dit que un espace vectoriel E est de dimention finie , s’ il est
engendré par une famille de vecteurs , i.e il existe un nombre fini de vecteur (e;)1<i<n

linéairement indépendant de E telle que :
Vo € E, Jay, ag...op, €k, =300 e

Définition 1.1.7 Soit E un K _espace vectoriel et soient Ey, Fsdeux sous-espace vecto-
riels de E on dit que E est une somme direct de E, et E5 et on note :E = E; ® Esy st
E1 N E2 = {OE} .

1.2 Espaces vectoriels normés

Définition 1.2.1 Soit E un K _espace vectoriel , on appelle norme sur E une applica-

tion de E dans R, , habituellement notée |-|| vérifiant les trois proprietes suivants :

1.Vxe E,|jz|| =0 <=2 =0g (homogénéité).
2. VA ek, Vx € E, || \x|| = |A|||z]| -
3.Vre E\Vy € E, ||z +y| < |z + ||yl (inégalite triongulaire).

Définition 1.2.2 On appelle espace vectoriel norme la couple (E, ||-||) ou E est un
espace vectoriel surk =R ou C et ||-|| une normé sur E .

Exemple 1.2.3 L’espace des nombres reéls R muni de la valeur absolue x — |z| est un

espace vectoriel norme et appelée norme usuelle de R .



Exemple 1.2.4 Sur R" on définie les applications suivantes :

L. Vo = (z1,...,2,) € Rfon a |jz]|, = D1, |=il.
2.Vx = (21,...,2,) € RPon a ||z, = (X0, |]?)=.

3. Vo = (z1,...,2,) € R"on a [jz|| = 1r£1?<>;|331]

définissent des normes équivalentes.

Définition 1.2.5 Soit ||-||, et||-||, deux normes sur K -espace vectoriel E ,on dit que ||-||, et||-||,
sont équivalentes et écrit ||-||, = ||-||, si et seulement s’il existe deux constante stricte-

ment positive a et b telle que pour tout x € E on dit :
all-lly < -l < bl -

Théoréme 1.2.6 Soit E un espace vectoriel de dimention finié alors touts les normes

sur FE sont équivalentes.

1.3 Ensembles ouverts ,Ensembles fermés

Définition 1.3.1 soit (E ,||-||) un espace vectoriel normé , soient o € E,r > 0.

e On appelle boule ouvert de centre z( et rayon r > 0 , I’ ensemble noté B(xo, )
des éléments = de E telsque ||z — x| < r i.e:
B(zo,r) ={z € E,||lx — x| <7r}.
e On appelle boule fermé de centre x( et rayon r > 0 , I’ ensemble noté

B(xg,r) des élements x de E telsque ||z — xo|| < r i.e:
B(zg,7) ={x € E, ||z — 20|| <7} .
e On appelle sphére de centre z( et rayon r > 0 , I’ ensemble noté S(xg, )
des élements = de E telsque
|z —xo|| =7 ie:
S(zo,r) ={x € E |||z — x| =7}.

On a B(xg,r) = B(xo,7)US(20,7).



Définition 1.3.2 On appelle ensemble ouvert de E tout partie O de E qui est voisinage

de chacun ses point ,on note O(E) le ensemble des ouverte de F si :
OCFE,0OeV(x)<=VYrecO,Ir>0,B(x,r)CO.

Définition 1.3.3 On appelle ensemble fermé de E tout complémentaire de E est
owvert,(CF) ,on note F(E) le ensemble de fermé deE.

Proposition 1.3.4 Soit (E, ||-||) un espace vectoriel normé , soit A une partie de E , A

est fermé si et seulement si A contient les limites de toutes ses suites convergente .

1.4 Suites dans un espace vectoriel normé

Dans cette partie (E |, ||-||)est un espace vectoriel normé sur k.

Définition 1.4.1 Une suite de E est une application u : N — E | l"image u(z) d’un
entier n est appellée le terme d’indice n de la suite u et notée u, . La suite u elle méme

est alors notée (up,)n>o-

e Si E =k, on dit que (up)n>0 est une suite numérique

(une suite réelle si k = R et une suite compleze si k = C)

Définition 1.4.2 La suite (u,)nen de E est dite convergente s’ il existe un élément u
de E tel que :

Ve>0,3no € N,Vn e N Vn>ng,||u, —u| <e.

Remarque 1.4.3 Une suite non convergente est dit divergente .



Proposition 1.4.4 :Soit E est un espace vectoriel normé surk et soit (un)n>0 une suite

de E on a :

e si la suite (u,)n>o est convergente , l'éléement u de la dé finition est unique ,

on l'appelle limite de la suite (u,),>0est on noté u = lim u,,.

n—o0

e toute suite convergente est bornnée mais la réciproque est faux .
o si la suite (up)n>0 converge vers u ,la suite n — ||u,| converge vers |jul.

e la suite (uy)n>0 converge vers u < la suite n — ||u, — u|| converge vers 0 dans R.

Définition 1.4.5 Soit (uy,),>, une suite dans un espace vectoriel normé (E,|-||) , soit
¢ : N — N une application strictement croissante , appelons v , la suite définie pour toute

n € N par : Vn € N,v, = Uy . On dit que v, est une suite extraite ou sous suite de

(un)nZO .
Remarque 1.4.6 Avec les notion ci dessus,on vérifié que Vn € N | p(n),>0-

e Comme car particulier de suite extraite,on peut définié la suite des termes d’indices

pairs (p(n) = 2n) ou la suite des termes d’indices impairs (¢(n) = 2n + 1).

Définition 1.4.7 Soit (u,)neny une suite dans un espace normé (E ,|-||) on dit que

(tn)nen est une suite de Cauchy si :

Ve>0:3dng e N ,Vn ,meN n.,m>ng=||u, —unl <e.

ie :
lim |[u, — up|| = 0.
Proposition 1.4.8 Dans un espace normé (E ,||||) :

e tout suite de Cauchy est bornné.

e toute suite convergente est de Cauchy.

e toute suite extraite d'une de Cauchy est de Cauchy.

e tout suite de Cauchy adméttant une sous-suite convergente , converge .



Proposition 1.4.9 si deuz norme ||| et ||-||, sont équivalents sur E alors : toute suite
de Cauchy pour la norme ||-||,est également une suite de Cauchy pour la norme ||-||,. De

méme , toute suite convergente pour la norme ||-|| il est également pour la norme ||-||,.
Théoréme 1.4.10 toute suite de Cauchy dans R est convergente plus généralement ,
toute suite de Cauchy d’un espace vectoriel normé de dimension finie est convergente.
1.5 Espace de Banach

Définition 1.5.1 Soit (E,||-||) un espace vectoriel normé,on dit que E est une espace

complet si et seulement si toute suite de Cauchy de E converge dans E.
Définition 1.5.2 On appelle espace de Banach un k-espace vectoriel normé complet .
Proposition 1.5.3 - Toute partie complet d’un espace normé est fermé .

-Toute partie fermée d’un espace normé complet est compléte .
Exemple 1.5.4 R usuel est un espace de Banach .

Proposition 1.5.5 Un k-espace vectoriel de dimension finié muni de n’importe quelle
norme est un espace de Banach .

Proposition 1.5.6 Soit E un espace vectoriel muni de deux normes |-||; et |||, , on
suppose E muni de chacune des normes||-||, et ||-||, est un espace de Banach ,on suppose

que :

Je > 0 telsque :
HH2 < CHHl s Ve e F
alors :
3¢ >0 telsque : |||, < ||, , Yz € E.

Autrement dit , les deux normrs sont équivalentes .
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1.6 Applications linéaires continues

Dans cette partie nous intéressons a ’espace des fonctions linéaires continues , nous
allons & norme cet espace puis a la caractériser .

Soient E | I deux ensemble non vide.

Définition 1.6.1 Une application définie sur E et a valeurs dans F' est une lot qui a tout
élément de E fait corspondre un unique élément de F ,si on note f cette application ,le
élement associé a x par f est note f(x) .Le ensemble E s’appelle ensemble de départ . Le
ensemble F' s’appelle ensemble de arrivée de f . On note suivant une fonction f : £ — F
ou x — f(x). Le élément y = f(x) s’appelle le image de x par [ et x s’appelle un

antécédent de y par f .

Définition 1.6.2 Une application f : E — F est injective si :
Vo, € Bt f(z1) = f(72) = 21 = 2.
Définition 1.6.3 Une application [ : E — F est surjective si :
Vye F,az € E: f(z) =v.
Définition 1.6.4 Une application f : E — F est bijective si :
f est injective et surjective < Vy € F,z € E:y= f(z)
Définition 1.6.5 Soient f : E — F wune application A C E et B C F deux ensemble

non vide .

e On appelle image direct de A par f noteé f(A) et définie par :
flA)={yeB,3X e A: f(x)=y} ={f(x) e Bz € A} C F.

e On appelle image réciproque de B par f noteé f~1(B) et définie
par :

Y B)={re€eAIyeB: flr)=y}={x€ A f(z) e BfCE.

e On appelle noyau de [, note Ker(f) le sous ensemble particulier de E telque :

Ker(f)={x€ A, f(z) =0}.

11



1.6.1 Applications continues

Soient (E ,|-||z) , (F,|I||p) deux espace vectoriel normés sur le méme corps k et
A C E ensemble non vide ,

et a un point de F .

Définition 1.6.6 Soit f : E — F une application. Mathématiquement , on dit que f
continue au point a € A si :

Ve>0,306>0,Ve €A, |[z—al|p<d=|flz)— fla)lp <e.

Définition 1.6.7 L’application [ est continue sur E s’elle est continue en tout point de

E .

Théoréme 1.6.8 L’application [ est continue au point a de E si et seulement si pour
toute suite (un)nen d’élément de E qui converge vers a dans (E | ||-|| ) » la suite (f(un))nen
converge vers f(a) dans (F ,|-||z) . Et lim f(u,) = f(a) .

Exemple 1.6.9 L’application : ||-|| : E — Ry

r — ||z est continue sur F .
En effet :
soit o € E on a :
VaekE ||z = [zl < llz — ol -
Il suffit choisi 6 = € pour trouve :
Ve>0:360>0,Ve e E:|z—ap <=z —|zoll| <€
D’ou I'application normé est continue

Proposition 1.6.10 soit f : E — F une application , alors f est continue sur E si et

seulement si l'image réciproque de tout fermé de F est fermé de E .

Définition 1.6.11 Soit f : E — F , on dit que f est uniformément continue sur E

LY

Ve>0:35>0.,Y(x, y) € B llz—yllp < 0= [|f(@) ~ fW)lp <e <z -yl

Remarque 1.6.12 Toute application uniformément continue est continue sur E .L%in-

verse est faux en général .
Exemple 1.6.13 Soit E = (£[0,1],R) muni la norme.
| fll = sup|f(z)|, , v € [0,1] application continue.

12



1.6.2 Applications linéaires continues

Dans cette partie nous intéresons a ’espace des fonctions linéaires continues , nous
allons & norme cet espace puis a le caractériser . Dans toute cette partie (£ , ||-||5) et (F
, Ill ) désignerons deux espaces vectoriels normes sur le méme corps k , on désigne par :

L(E, F) :L’ensmeble des applications linéaires de E dans F' .

L.(E, F) :L’ensmeble des applications linéaires continues de F dans F' .

Lo (FE) :L’ensmeble des applications linéaires continues de FE dans E .

L.(E, K) :L’ensmeble des applications linéaires continues de £ dans K .

Définition 1.6.14 Soient E , F' deux K-espace vectoriel sur le méme corps k (R ou C)

une application f : E — F une application linéaire si et seulement si :

LYz, yeE, flr+y)=f(z)+ fy).

2.z, y€E, flx+y) = f(x)+ f(y)

Proposition 1.6.15 :Soit f : E — F une application linéaire alors les propriété sui-

vante équivalantés :

o [ continue sur E. (1)
o f continue sur Og. (2)
e f est bornné surB(0,1). (3)

o f est borne sur S(0,1), 3C > 0,Vz € E,||f(z)|| < C ||z 5. (4)

e f est Lipshitzienne. (5)

13



Preuve. : (1) = (2) : comme f est continue donc f est continue au point 0 .

(2) = (3) : supposons que f est continue au point 0 , soit € = 1 il existe § > 0 telque :
Vo e E: |z <1=|f(z)]| <1donc iz <1=3]|f(x)| < 5 alors :
Vy = 52, [lyll < 1= [f(y)ll < § donc f(B(0,1)) C Bg(0, 5).

drou f est borné sur la boule unite fermé de E.

(3) = (4) supposons que f est bornnée sur la boule unite fermé de E alors

1l existe a > 0 telque :
[zl <1=[lf(@)] <a.
on pose : r = ﬁ donc ||z|| =1 d’apres ce qui précédent ||f(x)| < a donc

| £ < @ alors VX € BIFX)) <X

(4) = (5) supposons que (4) et vraie , pour = , y € E on a:

If(x) = f(y)ll = ||f(x —y)|| <al|x—yl| donc [ est Lipshitziénne de rapport a.

(5) = (1) Tout application Lipshitziénne est uniformément continue donc continue.

Ve>030=5>0Vee Bz -yl <d=[f(x) = f@ <alz—yl <[z—-yl.

14



Exemple 1.6.16 :soit p: E — R

f = olf) = Jy fla)da.
montre que ¢ une application linéaire continue.
p linéaire : Yo, BER ¥f , g€ E:p(af , Bg) = ap(f) + Be(g).
plaf . Bg) = [y (ap(f) + Be(g))de = a [, f(x)dz+ 8 [ g(x)
— ap(f) + Belg) = ¢ linéaire.
o continue : soit f € E | |lo(f)]] = ‘folf(x)dw’ < [ If ()] da.

onaVzr €[0,1]:[f(z)| < sup |f(x)].

0<z<1

donc : fol f(x)dx < fol sup |f(x)|dx
0<z<1
I = elf) = Jy f(@)da.
VS € Lol < fy swp 1f(@)]de =suplF@)lh = sup 11 =17l

Proposition 1.6.17 Soit f : E — F une application alors :Ker(f) est un ensmeble
fermé de E .

Théoréme 1.6.18 L’application f est continue au point a de A ,si et seulement si pour
toute suite (un)nen d’élément de A qui converge vers a dans (E, ||-||5) ; la suite (f(un))nen

converge vers f(a) dans (F , ||| 5) -

Corollaire 1.6.19 On dimension finie , touts les application linéaire sont continue .

15



Théoréme 1.6.20 Pour f € Lo(E, F) on pose :

f _ suplf@l
1 llzcmm = sup==

La fonction : f € Lo(E,F) — |[[fll ,pr) est une norme sur I'espace vectoriel
Lo(E, F) , qui appellée normé naturelle de Lo(E, F') , et on a les égalites suivants :
Hf”L(E,F) =sup || f(2)|
el

=inf{créel >0 Ve e E: | f(z)||p <clz|z}-

1.7 Espace de Hilbert

Définition 1.7.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps k (k = R ou C) , on applle

produit scalaire sur E une fonction f : E X E — Kk vérifient les propriété suivants :

1/Ve,y, zeE: flr+y, 2)=f(z, 2)+ fly, 2).

2/Ve,ye E . YAek: f(hx, y) = Af(z, y).

3/ Ve, yeE: fly, z)=f(v, y).

4/Vx e E : f(x, ) >0

5/VeeE: f(x ,2)=0=x=0.

Un produit scalaire est noté par < , > .

Définition 1.7.2 Soit E un espace vectoriel sur k , et soit < , > un produit scalaire
sur E , on associé au produit scalaire un norme en posant Nz € E. ||z|| = /< =,z >.

Définition 1.7.3 On appelle espace préhilbertien le couple constitue par un espace

vectoriel E et par un produit scalaire < , > sur E ,on le notera (E,< | >) .

Définition 1.7.4 Un espace de Hilbert ou espace Hilbertien est espace préhilbertien

complet pour la norme associe a son produit scalaire .

Exemple 1.7.5 e R"” muni du produit scalaire canonique < x,y >= ZO<j<z' zy; , R"

est préhilbertien.

16



Théoréme 1.7.6 (Cauchy.Shwartz) soit (E,< - >) est un espace préhilbertien on a
alors :

<zy>|?<<z,x><yy>Vr,ye E...(1)
de plus on a ’égalite dans (1) si seulement si x et y sont linéaire.

e 'application v — ||z|| = /< x,x > est une norme surk.

Définition 1.7.7 soit A une partie non vide d’un espace préhilbretien E , soit v € E on

dit que un élément y de A est un projection de x sur A si :

Az, A) = inf (z,0) = inf |z — a = [}z — y||.
a€A €A
et on note : y = pa(x)

Notation 1.7.8 Lorsque b il n’y a pas de resque de coufission ,les produits scalaires on
noté H [z,y] =< z/y >=< x,y >.
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Chapitre 2

Théoréme du graphe fermé

2.1 théoréme du graphe fermé

Définition 2.1.1 Soient E et ' deux ensemble non vide , soit f : E — F une fonction
Le graphe de la fonction [ est le sous-ensemble de E X F' constitue des couples (x , f(x))
on le notera G(f) ,

G(f)={(z,y) e ExXF ,y=f(x)}.

Théoréme 2.1.2 soient (E, ||| z) et (F,||||z) deux espaces de Banach soit f une appli-
cation linéaire alors : le graphe de f, G(f) est fermé dans E X F si et seulement si [ est

continue .

Preuve. on muni l'espace £ x F' de la norme produit définie par : m

Iz Yllger = lzle+lyllp (=, y) €R?

e supposons que G(f) est fermé dans E x F' on considére sur E les normes :

[zlly = lzlly + [ f@)p et llzlly = llzlle

18



ona (E,|-|,) est un espace de Banach , on veut montre que (£, ||-||,) est aussi un
espace de Banach .
Vérifions d’abord que ||-||; est une norme sur £ . pour cela , on utilisera le fait que f

est linéaire et les propriétés des normes ||| et |||l

En effet , soient z ,y € £, A€k on a:
o [[ly=0= [z +[f(@)]=0
= |[zllp =0et [|f (2)]| =0

=x=0
o [[Azlly = IAzlly + IAf ()| = Allly + A ()} = Alllly + 11 (@)D = Al

ellz+ylly = llz+yly + If (@ +Ylp = llz+yll, + [ (@) + FW)lle
< lzlly + lylly + 17 @)l + 1 W)l

< lzlly +11f @)l e+ llylly + 11 @)l

< llzlly + llyll,
Il rester a montre que (E , ||-||;) est complet .
Pour ce but , soit (z,) une suite de Cauchy dans (£, |-||;) , i.e :

Ve > 0 dng GN,nEno,vﬂqznou%_%ul <e

comme : ||z, — xq||1 = |lzp — *TqHE — || f (zp — xq)”p
= vy =zl g — [1f (xp) — [ (2g)l 5
on obtient : Ye >0 , Ing € N, Vp,q>ng ||z, — 4]z <e¢

et: Ve>0,3dng €N, Vp, g=>no,||f(zp) = f(z)llp <e

D’ou (), est une suite de Cauchy de (E, [|-|| ;) et (f (z),,),,cy une suite de Cauchy
dans F'.
Et comme (E, [|-||) et F’ sont complet alors : la suite (z,,) converge dans (E, [|-|| et

la suite (f (7),),cy converge dans (F, ||-||;) i.e : il existe z € E , y € F' telque :
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pour tout € > 0 :

Ing eN:Vn>ny [z, — 2| < 5 (2.1)
et
dng € E:Vn > ny , |F(zn) —yllp <5 (2.2)

par conséquent :
1z, fon) = (@5 Yllper = 1@ =2, f@n) =9l ger

= lon —2llg+1f(zn) —yllp <5+5=¢

Pour n > max (ny,ns) , on a alors :

lim (z,, f(z,))=(z, y) dans E x F.

Or:(x, , f(xz,)) € G(f) pourtout n € N et puisque G (f) est fermé dans £ x F,
on déduit d’apres la proposition (1.3.4) que (z,y) € G(f) i.e:
y=f(z).
De (2,1) et (2,2) , on trouve que :
20 = 2lly = llzn —2lly + 1 f(z2) = f@)p <5+ 5=¢

donc (E , ||.||;) est complet i.e : (E, |.||;) est un espace de Banach d’autre par , il
est claire que :

lzlly = Nzl < ll=llg + ILf @) p = ll2ll, V2 € E.
On applique la proposition (1.5.6) on obtient ||-[|; =~ |||, i.e :

Je>0:Ve e E:|z|, <clz|, .

D’ou :

3e>0:Va € B allp+ 1f @l < cllall, = cllall,
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ie:

Alors :
3e>0: Y0 e B, I @) < lallg+ 1/ @)l < cllall, -

Donc
de>0,Vee B ||f(z)| <cllz|z-

e supposons mantenant que f est continue et montre que G (f) et fermé.

Soit (z,, , f (z,)) une suite d’éléements dans G (f) qui converge vers (x,y) dans E x F'

lim {|(z, , f(2a)) = (@, Y)llgur =0

n—oo

on a :

1@, £ (@) = (@9 e = (@0 = 2) (f (@0) =Yl prr

= llzn = 2llg + 1 (n) = ylls

ce qui amplique :
lim |z, —allp =l [If @)=yl = 0., ie.

(z,,) converge vers x dans E et f (), yconverge vers y dans F' .

Grace a la continute de f , nous avons le théoréeme (1.6.9)

Jim f(z,) = f(lim x,) = f(x).

'unicite de la limite dans un espace norme permet de conclure que y = f ()

et par suite (z,y) € G (f) d’ou G (f) est fermé .
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2.2 Applications

2.2.1 Premiére application

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de Hellinger-Toepliz)

Soit (H, < .,. >) un espace de hilbert , et soit f : H — H une application linéaire .

1. on suppose qu’il existe un application linéaire S : H — H tel que :

< S(x),y >=<uz, f(y) > pour tout x,y € H (2.3)

alors f est continue .
2. On suppose que (H,(.,.)) , est réel et qu’on a : (f (z),z) > 0 pour tout = € H ,

alors f est continue .

Preuve. 1. Soit G le graphe de f, et soit (z,, f (7n)), ey une suite dans G' convergent
vers un point (z ,y) € H x H ,pour z€ H , m

on a alors d’apres (2.3) :

(2, f(x)) = (5(2), )
= lim (S(2),z,)

n—-4o0o

= lim (2, f(zn))

n—-+00

= (z,9)

par conséquent :
(z,f(x)—2)=0,V2z€eH
en particulier pour z = f (z) — z , cela prouve qu'on a y = f (z) et donc (x,y) € G .
Ainsi , le graphe de f est fermé dans
H x H donc f est continue d’apres le théoréme du graphe fermé

2. On applique a nouveau le théoreme du graphe fermé , soit (2, f (z5)),,cy une suite
de points du graphe

de f convergent vers (x,y) € H x H , il s’agit de montrer que y = f (z),quitte &
remplacer z,, par (y — f (x)),on peut

en fait supposer x = 0 .Ainsi, x,, tend vers 0 , f (z,) tend vers y,et on veut montrer

quon ay =0.
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Soit h € H quelconque ,on a (f (z, + h),x, + h) > 0;Vn € N | autrement dit :

(f (@), 2n) + (f (R), h) +{f (2n) , h) +{f (), 20) 2 0;¥n €N, (2.4)

Or,ona:

Tim (f (2n), @) = (lim f (), lim 2, )
= (y,0)
=0

et

lim (f () , h) = <limf(xn),h>
={y,h).
Dong, en passent a la limite dans (2.4) , on trouve :
(f (h),B) + (y,h) >0
En remplacant h par Ah ,on déduit par linéarité de f :
N (f (h),h) + X{y,h) >0, pour tout A € R
ce qui n’est possible que si(y, h) =0 . En effet ,

si A > 0, on trouve

A(f(R) h) 4y, h) 20 (2.5)
dans le casou A <0, on a:
A(f(h) h) 4+ (y, ) <0 (2.6)
En passant & la limite quand A = 0 dans (2.5) et quand A = 0 dans (2.6),0on trouve
respectivement (y ,h) > 0et (y, h) <0,

d’ou (y , h) = 0.Comme h € H est arbitraire,on a donc y = 0.

Soit /' un espace de Banach,et soient E;, F» deux sous-espaces vectoriels de E tels
que F = FE ® Es.

Onnote P, : E — E;;i= {1, 2} les projections déterminées par cette décomposition
,pour x = x1+ x5  (avec x1 € E) et x5 € Es), la décomposition étant unique puisque E
est un somme directe de Fiet F5 on a :

p1(x) = 21 et py (x) = 5.0n a alors, © = py (x) + p2 (2).
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2.2.2 deuxiéme application

Lemme 2.2.2 On a :

1. p1+p = 1d.

2. p1 et py sont linéaires.

3. Six € E (resp.x € Ey) , alors p; (v) = x (resp.p2 (z) = x).
4. Fy =Xker (p; — Id) et Ey = ker (py).

ou /d est 'application identité sur E.

Preuve. 1. Par définition de piet po. =

2. Soient x = x1+x2, Yy =11+y € E (1, y1 € E1et xa, y2 € Ey) ,a, B € k alors :
ar + By = (axy + Byr) + (axs + Sys)

Eet Ey étant des sous-espaces vectoriels de E,

on déduit que ax, + By, € Fy et axs + Py € Fy, et donc par définition de pyet
P2, on trouve

1 (o + By) = axy + By = apr (z) + Bpr (y)
et

p2 (ax + By) = axs + By = apz (z) + Bpa (v)
d’ou la linéarité de piet po .
3.Siz € Ej,onax=xz+0, donc par définition de p; ,onap; (z) =z ,siz € Ey ,

onax=0+4+zx,

d’ou ps (z) = .
4. Soit = € ker (p; — Id) i.e :
m(x)=1.

Or x € E donc admet une composition unique x = x; + 3,
ou r; € E; et x9 € Fy . D’apres la définition de p; , on a py (x) = x1 ce qui implique
r=ux,et doncx € F.
On vient alors de montrer que :
ker (p1 — Id) C Ej.
D’autre part , si x € E; , on peut écrire x = x + 0 , avec x € F; et 0 € Es et cette
décomposition est unique ,
donc p; (z) = x i.e :
x € ker (p; — Id) d’ou linclusion inverse FE; C ker (p;) , et par conséquent,
ker (p; — Id) = E;.
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Soit maintenant x € ker (p;) i.e :Ey C ker (p1) (x) = 0, et comme x = p; (z) + pa (x)
on a alors x = py () € Ey ,alors
ker (p1) C Ex.
D’autre part , siz € Ey,alorsz =z +0, doup; (z) =0, i.e:

x € ker (py) , alors : Ey C ker (p1),
d’ou
Ey =ker (py) .

Théoréme 2.2.3 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) Les deux projecections p; et py sont continues .

(2) Les sous-espaces F; et F, sont fermés dans F.

Preuve. e On a d 'aprés le lemme précédent Fy = ker (p; — Id) et Ey = ker (p;),donc
si py et pg sont continues, £y et £r m

sont fermés dans F .

e Soit : G ={(z,y) € Ex Ey;y =p1 ()} C E x Ey, le graphe de p;.Soit (2, p1 (z4,))
une suit de points de GG

convergeant vers (z,y) € E x Ej , alors

(x,) converge vers x dans F | (2.7)
et
p1 (x,) converge vers y dans F, (2.8)

comme F; est fermé et y € E; donc
=y (2.9)

par le lemme :
p1 (&0 = p1(2n)) = pr (2n) — p1 (p1 (2n))
= p1(zn) — p1 (@)
=0
i.e : x, — p1 (z,) € ker (py) , pour tout n € N et donc x,, — p1 (z,) € Ey grace au
lemme
En utilisant (2.7) , (2.8) et (2.9) on voit que

T, — p1 (Tn) - p1(y) dans E
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E, étant lui aussi fermé , on déduit que x — p; (y) € Es et par conséquent ,

Pi(r—pi(y) = 0

ce qui implique

p(z) = pi(y)

En fin , on déduit par (2.9) que

y = pi(x)

donc (z,y) € G .Ce qui prouve que graphe de pjet fermé dans £ x F;, comme E est
un espace de Banach et F,; également puisque E; et fermé , p; est continue d’apres le

théoréme du graphe fermé , donc p, = I'd — p; d’apres le lemme également.
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