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Introduction Générale

Dans un espace euclidien, tout endomorphisme qui conserve le produit scalaire est

appelé automorphisme orthogonal. La conservation du produit scalaire entraîne celle de

la norme et réciproquement, les identités de polarisation assurent que si l�endomorphisme

f conserve la norme, alors il conserve le produit scalaire. Pour cette raison, les automor-

phismes orthogonaux sont aussi appelés isométries vectorielles. En dimension �nie, f est

une isométrie vectorielle si et seulement si les vecteurs colonnes de sa matrice dans une

base orthonormale donnée sont des vecteurs unitaires et orthogonaux entre eux deux à

deux. Par suite dans le cas réel, f est un automorphisme orthogonal si et seulement si sa

matrice dans une base orthonormale donnée est une matrice orthogonale. Dans un espace

euclidien de dimension deux, il existe deux types d�automorphismes orthogonaux : les

rotations et les ré�exions (ou symétries orthogonales par rapport à une droite).

L�orthogonalité est une notion première de la géométrie. Depuis un siècle, elle joue

aussi un rôle important pour traiter les problèmes d�analyse fonctionnelle, par exemple

ceux posé par les physiciens. La géométrie s�introduit ainsi dans domaine inattendu,

elle apporte des idées visuelles d�orthogonalité là où les mathématiciens d�avant 1900

ne voyaient que des calculs.

Ce mémoire est réparti sur l�introduction générale et trois chapitres. Dans le premier

chapitre, on va donner les di¤érentes notions de bases qui s�avèrent indispensable pour

le reste de ce travail, en particulier les notions de produit scalaire, norme, orthogonalité,

bases orthonormales, projections et symétries orthogonales.

Nous étudierons dans le deuxième et troisième chapitre les endomorphismes d�un

espace euclidien qui préservent le produit scalaire, ou autrement dit les isométries. Nous

verrons que les isométries d�un espace euclidien E donné forment un groupe appelé groupe

orthogonal et nous étudierons complètement ce groupe dans le cas où dimE = 2. Nous

ferons le lien entre les matrices et ces endomorphismes remarquables et nous introduirons

la notion de matrice orthogonale.
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Chapitre 1

Espaces euclidiens

1.1 Généralités

Dé�nition 1.1.1 Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E toute

application ' : E2 �! R véri�ant :
(1) ' est une forme bilinéaire : 8�; � 2 R;8(x; y; z) 2 E3 :(

'(�x+ �y; z) = �'(x; z) + �'(y; z) (' linéaire par rapport à la 1�ere place)

'(x; �y + �z) = �'(x; y) + �'(y; z) (' linéaire par rapport à la 2�eme place)

(2) ' est symétrique: 8(x; y) 2 E2 : '(y; x) = '(x; y).
(3) ' est dé�nie : 8x 2 E : '(x; x) = 0 () x = 0.

(4) ' est positive: 8x 2 E : '(x; x) > 0:

Notation 1.1.2 On note souvent (xjy) = hx; yi = x:y = '(x; y) le produit scalaire.

1.1.1 Exemples fondamentaux

Exemple 1.1.3
1) Produit scalaire usuel sur Rn; n 2 N� :
L�application ' : (Rn)2 �! R dé�nie par

'(x; y) = (x1; :::; xn) � (y1; :::; yn) =
nX
k=1

xkyk

est un produit scalaire sur Rn, appelé produit scalaire usuel (ou : canonique) sur Rn:
2) Produit scalaire canonique sur Mn;p(R); (n; p) 2 (N�)2 :

3



L�application (Trace)
' : (Mn;p (R))2 �! R

(A;B) 7�! tr (tAB)

est un produit scalaire sur Mn;p(R), appelé produit scalaire canonique.
En e¤et :

Soient A;B 2Mn;p; � 2 R; alors :
(i)

'(B;A) = tr(tBA) = tr(t(tAB)) = tr(tAB) = '(A;B)

(ii)

'(A; �B+B0) = tr(tA(�B+B0)) = tr(�tAB+tAB0) = �tr(tAB)+tr(tAB0) = �'(A;B)+'(A;B0)

(iii) En notant A = (aij)ij, on a

'(A;A) = tr(tAA) =
nX
i=1

pX
j=1

a2ij =
X
1�i�n
1�j�p

a2ij � 0

(iv) De même

'(A;B) = 0()
X
i;j

a2i;j = 0; a
2
i;j � 0 () 8(i; j) 2 f1; :::; ng�f1; :::; pg; aij = 0 () A = 0

En particulier pour p = 1, en identi�ant Mn;1(R) et Rn, on retrouve le produit scalaire
sur Rn.
3) Soient (a; b) 2 R2 tel que a < b et E = C0([a; b] ;R) le R-ev des applications continues
de [a; b] dans R: Considérons l�application

' : E2 �!
bZ
a

fg

Alors ' est un produit scalaire sur E. En e¤et :

Soient f; g 2 E; � 2 R, alors
(i)

'(g; f) =

bZ
a

gf =

bZ
a

fg = '(f; g)
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(ii)

'(f; �g1 + g2) =

bZ
a

f(�g1 + g2) = �

bZ
a

fg1 +

bZ
a

fg2 = �'(f; g1) + '(f; g2)

(iii)

'(f; f) =

bZ
a

f 2 � 0

(iv)

'(f; f) = 0 ()
bZ
a

f 2 = 0 () f = 0

car f est continue.

Proposition 1.1.4 Soient E un R-ev, ' un produit scalaire sur E. On pose

� : E �! R
x 7�! '(x; x)

Alors

1) 8(n; p) 2 (N�)2;8(�1; :::; �n) 2 Rn;8(�1; :::; �p) 2 Rp;8(x1; :::; xn) 2 En;8(y1; :::; yp) 2
EP :

'

 
nX
i=1

�ixi;

pX
j=1

�jyj

!
=
X
1�i�n
1�j�p

�i�j'(xi; yj)

2) 8(�; �) 2 R2;8(x; y) 2 E2 :

�(�x+ �y) = �2�(x) + 2���(x; y) + �2�(y)

3) 8� 2 R;8x 2 E : �(�x) = �2�(x):
4) 8(x; y) 2 E2 : �(x+ y) = �(x) + 2�(x; y) + �(y):
5)8(x; y) 2 E2 : �(x+ y) + �(x� y) = 2(�(x) + �(y)):

Preuve.
1) On voit, par récurrence sur n

8Y 2 E : '
 

nX
i=1

�ixi; Y

!
=
X
1�i�n

�i�j'(xi; Y )
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Donc

'

 
nX
i=1

�ixi;

pX
j=1

�jyj

!
=

nX
i=1

�i'

 
xi;

pX
j=1

�jyj

!
=

nX
i=1

�i

 
pX
j=1

�j'(xi; yj)

!
=
X
1�i�n
1�j�p

�i�j'(xi; yj)

2) Cas particulier de 1). 3) et 4) cas particuliers de 2).

5) On a (
�(x+ y) = �(x) + 2'(x; y) + �(y)

�(x� y) = �(x)� 2'(x; y) + �(y)

Puis additionner.

1.2 Inégalités, Normes euclidiennes

Théorème 1.2.1 ( Inégalité de Cauchy-Schwarz)

8(x; y) 2 E2; ('(x; y) � �(x)�(y))

Preuve. On a
8� 2 R;�(x+ �y) � 0

Alors

8� 2 R;�(y)�2 + 2�'(x; y) + �(x) � 0

Si �(y) = 0, le trinôme � 7�! �(y)�2 = 2�'(x; y) + �(x) est positive sur R. Donc de
discriminant � 0

('(x; y))2 � �(x)�(y) � 0

Si �(y) = 0, alors y = 0, et l�inégalité voulue est évidente.

Proposition 1.2.2 (Etude du cas d�égalité dans l�égalité de Cauchy -Schwarz)

8(x; y) 2 E2; (('(x; y))2 = �(x)�(y) () fx; yg li�e

Preuve.
1) Supposons fx; yg lié, alors il existe � 2 R tel que y = �x. On obtient(

('(x; y))2 = ('(x; �x))2 = �2('(x; x))2 = �2(�(x))2

�(x)�(y) = �(x)�2�(x) = �2(�(x))2

D�ou l�égalité voulue.
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2) Réciproquement supposons

('(x; y))2 = '(x)'(y)

Alors

Si y = 0, alors fx; yg est lié.
Si y 6= 0 (donc �(y) > 0 ). En notant �0 = �'(x;y)

'(y)
, on a

� (x+ �0y) =

�
' (x; y)

� (y)

�2
� (y)�2' (x; y)

� (y)
' (x; y)+� (x) =

1

�(y)
(�('(x; y))2+�(x)�(y) = 0

D�ou x+ �0y = 0; (x; y) est lié.

Théorème 1.2.3 (Inégalité de Minkowski)

8(x; y) 2 E2 : (�(x+ y)) 12 � (�(x)) 12 + (�(y)) 12

Preuve. Pour tout (x; y) de E2, on a

('(x+ y))
1
2 � (' (x))

1
2 + (' (y))

1
2 () ' (x+ y) � ' (x) + 2 (' (x)' (y))

1
2 + ' (y)

() ' (x; y) � (� (x) � (y))
1
2

Et cette dernière inégalité est conséquence de l�inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 1.2.4 (Etude du cas d�égalité dans l�inégalité de Minkowski)
Pour tout (x; y) de E2, on a

(�(x+ y))
1
2 = (� (x))

1
2 + (� (y))

1
2 ()

8><>:
x = 0

ou

9� 2 R+ : y = �x

On traduit cette dernière condition par fx; yg est positivement liée.

Preuve.
1) L�étude du cas x = 0 est immédiate.

S�il existe � 2 R+ tel que y = �x; alors d�après la proposition (1:1:4)(
(� (x+ y))

1
2 = (�((1 + �)x))

1
2 = (1 + �) (� (x))

1
2

(� (x))
1
2 + (� (y))

1
2 = (' (x))

1
2 + � (� (x))

1
2

7



2) Réciproquement, supposons

(� (x+ y))
1
2 = (� (x))

1
2 + (� (y))

1
2

En reprenant le schéma de calcul dans la preuve de l�inégalité de Minkowski, on obtient

' (x; y) = (� (x))
1
2 : (� (y))

1
2

Il y a alors égalité dans l�inégalité de Cauchy-Schwarz donc fx; yg est lié d�après la pro-
position (1:2:4).

Le cas x = 0 étant d�étude immédiate.

Supposons x 6= 0, alors il existe � 2 R tel que y = �x. On a alors

j1 + �j
p
� (x) = (1 + j�j)

p
� (x)

=) (1 + �)2 = (1 + j�j)2 ; 2� = 2 j�j

=) � 2 R+

Dé�nition 1.2.5
1) On appelle norme sur E une application jj:jj : E �! R+ véri�ant :

(a) 8x 2 E; kxk = 0 () x = 0:

(b) 8x 2 E; 8� 2 R; k�xk = j�j kxk :
(c) 8(x; y) 2 E2; kx+ yk � kxk+ kyk :
2) Une distance sur E est une application de E � E dans R+ telle que :
(a0) 8x; y 2 E : d(x; y) = 0 () x = y:

(b0) 8x; y 2 E : d(x; y) = d(y; x):
(c0) 8x; y; z 2 E : d(x; z) � d(x; y) + d(y; z):

Dé�nition 1.2.6 (Norme euclidienne associée à un produit scalaire)
1) On dé�nit la norme euclidienne associée à un produit scalaire h:; :i sur E par

8x 2 E; kxk = ('(x; x)) 12 =
p
hx; xi

2) L�application d de E � E �! R dé�nie par (x; y) 7�! kx� yk est appelée distance
euclidienne associée à '.

Remarque 1.2.7 k:k est bien dé�nie car h:; :i est une forme bilinéaire positive et donc
pour tout vecteur x 2 E : hx; xi � 0.
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Proposition 1.2.8
1) La norme euclidienne k:k associée à un produit scalaire h:; :i sur E est une norme sur

E:

2) La distance euclidienne d associée à un produit scalaire h:; :i sur E est une distance sur
E:

Preuve.
Soient x; y 2 E et � 2 R. En utilisant le fait que h:; :i est une forme bilinéaire symétrique.
Alors

1) On a

kxk = 0 ()
p
hx; xi = 0() hx; xi () x = 0

2) On a

k�xk =
p
h�x; �xi =

q
�2 hx; xi = j�j : kxk

3) La propriété (c) a déjà été prouvée dans le théorème (1:2:3).

Ainsi, un produit scalaire fournit naturellement une norme, qui fournit naturellement

une distance.

Exemple 1.2.9 (Norme euclidienne associée)
1) Au produit scalaire sur Rn : Si x = (x1; :::; xn); y = (y1; :::; yn), alors

hx; yi =
nX
k=1

xkyk; kxk =

vuut nX
k=1

x2k

2) Au produit scalaire sur l�espace des fonctions continues sur [a; b] dans R (E = C0([a; b] ;R)
) :

8f; g 2 E : hf; gi =
bZ
a

f(t)g(t)dt; kfk =

vuuut bZ
a

f 2(t)dt

3) Au produit scalaire sur l�espace des matrices E =Mn;p (R) : Si A;B 2 E, alors

hA;Bi = tr
�
tAB

�
; kAk =

p
tr (tAA)

Remarque 1.2.10 D�après la proposition (1:1:4) (les résultats 4 et 5), on obtient

8 (x; y) 2 E2 :

8><>:
' (x; y) = 1

2

�
kx+ yk2 � kxk2 � kyk2

�
kx+ yk2 + kx� yk2 = 2

�
kxk2 + kyk2

�
(égalité (Identité) du parallélogramme

ou de la médiane)

9



Dé�nition 1.2.11 Un vecteur x de E est dit unitaire (ou normalisé) si et seulement si

jjxjj = 1.

Dé�nition 1.2.12 Un R-espace vectoriel E muni d�un produit scalaire est appelé un

espace préhilbertien réel. Si de plus E est de dimension �nie, on dit que E est un espace

euclidien.

Exemple 1.2.13
1) E = Rn muni du produit scalaire usuel est un espace vectoriel euclidien.
2) E = Mn;p(R); (n; p) 2 (N�)2 muni du produit scalaire usuel est un espace vectoriel
euclidien.

3) E = R [X] muni du produit scalaire usuel dé�ni par

8P;Q 2 E : hf; gi =
1Z
0

P (t)Q(t)dt

est un espace vectoriel préhilbertien.

1.3 Orthogonalité

Soient E un R�ev, h:; :i un produit scalaire sur E, k:k la norme euclidienne associée
à h:; :i :

Dé�nition 1.3.1
1) Soit (x; y) 2 E2, on dit que x est orthogonal à y, et on note x?y, si et seulement si
hx; yi = 0:
2) Soient x 2 E;A 2 P (E), on dit que x est orthogonal à A, et on note x ? A, si et

seulement si 8a 2 A; hx; ai = 0:
3) Pour toute partie A de E, on dé�nit l�orthogonal de A, noté A? par A? = fx 2 E; 8a 2 A : hx; ai = 0g :
4) Une famille (xi)i2I d�éléments de E est dite orthogonale si et seulement si 8 (i; j) 2
I2 : (i 6= j =) hxi; xji = 0) :
5) Une famille (xi)i2I d�éléments de E est dite orthogonale si et seulement si la famille

(xi)i2I est orthogonale et 8i 2 I; kxik = 1 ((xi)i2I sont unitaires).

Proposition 1.3.2
1) Pour toute partie A de E, A? est un sous-espace vectoriel de E.

2) 8A;B 2 P (E) : A � B =) A? � B?.
3) 8A 2 P (E) : A? = (vect(A))?.
4) 8A 2 P(E) : A � A??.

10



5) E? = f0g ; f0g? = E.
6) 8A 2 P (E) : A \ A? � f0Eg.
7) pour tous sous-espaces vectoriels F;G de E, on a

(F +G)? = F? +G?; F? +G? � (F \G)?

Preuve.
1) i) On a 8a 2 A:h0E; ai = 0, donc 0E 2 A?.
ii) Si � 2 R et (x; y) 2

�
A?
�2
alors

8a 2 A; h�x+ y; ai = �hx; ai+ hy; ai = 0
=) �x+ y 2 A?

2) Supposons que A � B;et soit y 2 B?. On a

8b 2 B; hy; bi = 0

Donc

8a 2 A; hy; ai = 0 =) y 2 A?:

3) i) Soit A � V ect (A) ; donc (V ect (A))? � A?.
ii) La propriété est évidente si A = ?. Supposons que A 6= ?. Soit x 2 A?, pour tout y
de V ect (A)

9n 2 N�; �1; : : : ; �n 2 R; a1; : : : ; an 2 A : y =
nX
i=1

�iai

=) hx; yi = hx
nX
i=1

�iaii =
nX
i=1

�ihx; aii = 0

Donc x 2 (V ect (A))?. On a ainsi montré A? � (V ect (A))?.
4) Soit a 2 A. Comme

8x 2 A? : ha; xi = hx; ai = 0

Alors a 2
�
A?
�?
.

5) Evident.

6) Si x 2 A \ A?, alors, en particulier hx; xi = 0, donc x = 0.
7) a) i) �

F � F +G
G � F +G =)

(
F? � (F +G)?

G? � (F +G)?
=) F? +G? � (F +G)?
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ii) Réciproquement, soit x 2 F? \G?, alors(
8f 2 F; hx; fi = 0
8g 2 G; hx; gi = 0

Pour tout h de F +G, il existe (f; g) 2 F �G tel que h = f + g et donc

hx; hi = hx; fi+ hx; gi = 0 =) x 2 (F +G)?

b) On a(
F \G � F
F \G � G

=)
(
(F \G)? � F?

(F \G)? � G?
=) F \G? � F? +G?

Proposition 1.3.3 Soit (xi)i2I une famille d�éléments de E: Si (xi)i2I est orthogonale et
8i 2 I : xi 6= 0, alors (xi)i2I est libre.

Preuve. Soient N 2 N�; �1; :::; �N 2 R; i1; :::; iN 2 I deux à deux distincts, tels que
NX
k=1

�kxik = 0.

Pour tout j de f1; : : : ; Ng,on a

0 = hxij ;
NX
k=1

�kxiki =
NX
k=1

�k


xij ; xik

�
= �jkxijk2

d�où �j = 0.

Proposition 1.3.4 (Théorème de Pythagore)
On a pour tout (x; y) de E2

x?y , kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 () kx� yk2 = kxk2 + kyk2

Preuve. Immédiat en développant kx+ yk2 = kxk2 + 2hx; yi+ kyk2.

Remarque 1.3.5
1) Avec le vocabulaire de la géométrie a¢ ne, le théorème de Pythagore devient :

Pour qu�un triangle ABC soit rectangle en A, il faut et il su¢ t que BC2 = AB2 +AC2.

2) Pour toute famille �nie orthogonale (xi)1�i�n de E, on a k
nX
i=1

xik2 =
nX
i=1

kxik2.
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Mais la réciproque est fausse (si n � 3) : par exemple, dans R2 usuel, la famille (x1; x2; x3)
dé�nie par x1 = (1; 2), x2 = (0; 2), x3 = (0;�1) véri�e kx1k2 + kx2k2 + kx3k2 et n�est pas
orthogonale.

Dé�nition 1.3.6 (Bases orthogonales, bases orthonormales)
Soit E un espace euclidien de dimension n muni d�un produit scalaire noté h:; :i et k:k la
norme euclidienne associée. Soit B = (e1; :::; en) une base de E. On dit que B est une

base :

1) orthogonale si et seulement si ses vecteurs sont deux à deux orthogonaux, c�est à dire

si et seulement si

8i; j = 1; n : i 6= j =) hei; eji = 0

2) orthonormale si et seulement si (e1)i=1;n est une famille orthogonale et 8i = 1; n :

keik = 1, c�est à dire si et seulement si

8i; j = 1; n : hei; eji = �ij

où �ij est le symbole de Kronecker ij = 1 si i = j; ij = 0 si i 6= j.

Exemple 1.3.7 La base canonique de Rn est orthonormale pour le produit scalaire usuel.

Remarque 1.3.8 On abrège base orthonormée en b.o.n.

Théorème 1.3.9 (Calculs dans une base orthonormale)
Soient E un espace euclidien de dimension n et B = (e1; :::; en) une base orthonormale

de E.

1) Les coordonnées d�un vecteur x 2 E dans une base orthonormale sont données par les

produits scalaires

x =
nX
i=1

xiei où xi = hx; eii

2) Si x = x1e1 + :::+ xnen et y = y1e1 + :::+ ynen, alors

hx; yi =
nX
i=1

xiyi = x1y1 + :::+ xnyn

3) Si x = x1e1 + :::+ xnen, alors

kxk2 =
nX
i=1

x2i = x
2
1 + :::+ x

2
n

13



Preuve. Ces formules se prouvent facilement en utilisant les règles de calcul avec le
produit scalaire (proposition (1:1:4)) et le fait que 8i; j = 1; n : hei; eji = �ij.
1) Si B = (e1; : : : ; en) est une b.o.n de E, alors pour x 2 E, il existe (x1; : : : ; xn) 2 Rn tel

que x =
nX
i=1

xiei.

Pour tout i de f1; : : : ; ng, on a

hei; xi = hei;
nX
j=1

xjeji =
nX
j=1

xjhei; eji = xi

=) 8x 2 E : x =
nX
i=1

hei; xiei

2) Soient x; y 2 E, alors

hx; yi = h
nX
i=1

xiei;
nX
j=1

yjeji =
nX

i;j=1

hxiei; yjeji =
nX

i;j=1

xiyjhei; eji =
nX
i=1

xiyi

3) En particulier

kxk2 = hx; xi =
nX
i=1

x2i

1.4 Procédé d�orthonormalisation de Schmidt

Le procédé de Gram-Schmidt est une méthode pour orthonormaliser une famille libre

de vecteurs d�un espace vectoriel muni d�un produit scalaire. À partir d�une famille libre

(e1; e2; :::; en), on construit une famille orthonormale (v1; v2; :::; vn), qui engendre les mêmes

espaces vectoriels successifs :

8i � n : Fi = vect(e1; :::; ei) = vect(v1; :::; vi)

Théorème 1.4.1 (Théorème de Schmidt)
Soit E un espace euclidien de dimension n et B = (e1; e2; :::; en) une base quelconque de

E. Alors il existe une base orthonormale B0 = (v1; v2; :::; vn) de E véri�ant :

1) 8i = 1; n : vi 2 vect(e1; :::; ei).
2) 8i = 1; n : hei; vii > 0

Preuve. On va mettre en place un algorithme permettant de construire la base B0.
(a) Au rang 1 : Comme B est une base, e1 est non nul et le vecteur v1 = e1

ke1k (i.e : e1 =

14



ke1k:v1 = �v1) est unitaire et véri�e vect(e1) = vect(v1). Ainsi que he1; v1i = ke1k > 0:
(b) Au rang k : Soit k = 1; n� 1. Supposons les vecteurs v1; :::; vk construits tels que :
i) La famille (v1; :::; vk) est orthonormale.

ii) 8i = 1; k : vi 2 vect(e1; :::; ei).
iii) 8i = 1; k : hei; vii > 0.
(c) Au rang k + 1 : Construisons un vecteur vk+1 répondant au problème. Les conditions

qu�il doit remplir nous invitent à le chercher sous la forme

vk+1 = �1v1 + �2v2 + :::+ �kvk + ek+1 : �i 2 R;8i = 1; k

Pour tout i = 1; k, on a la série d�équivalences

vi ? vk+1 () hvi; vk+1i = 0

()
kX
j=1

�jhvi; vji+ hvi; ek+1i = 0

() �ikvik2 + hvi; ek+1i = 0; kvik = 1
() �i = �hvi; ek+1i

On considère alors le vecteur ~vk+1 donné par

~vk+1 = ek+1 �
kX
i=1

hvi; ek+1ivi

et soit

vk+1 =
~vk+1
k~vk+1k

Par construction, les vecteurs du système (v1; :::; vk; vk+1) sont deux à deux orthogo-

naux et unitaires. Cette famille est donc orthonormale. De plus, pour tout i = 1; k,

vect(v1; :::; vi) = vect(e1; :::; ei) et il est clair que

vect(v1; :::; vk+1) = vect(e1; :::; ek+1)

En�n, quitte à considérer �vk+1 plutôt que vk+1, on peut supposer que hek+1; vk+1i > 0.
(d) Au rang n : En appliquant cet algorithme jusqu�au rang n, on construit la famille B0

proposée.

Algorithm 1.4.2 Pour orthonormaliser une famille de vecteurs :
On souhaite appliquer l�algorithme de Schmidt à la base (e1; :::; en) de E. Pour ce faire :

1) On pose v1 = e1
ke1k .

15



2) On suppose les vecteurs v1; :::; vk construits. On calcule le vecteur ~vk+1 = ek+1 �
kP
i=1

hvi; ek+1ivi et on pose

vk+1 =
~vk+1
k~vk+1k

3) Si hek+1; vk+1i < 0, alors on remplace vk+1 par (�vk+1).

1.4.1 Exemple d�orthonormalisation

Exemple 1.4.3 Soit l�espace E = R3 muni du produit scalaire usuel. Soient les vecteurs
e1 = (2; 0; 0); e2 = (1; 1; 1) et e3 = (0; 1; 2). Construisons une base orthonormale à partir

de B = (e1; e2; e3). D�après l�algorithme d�orthonormalisation de Schmidt :

1) On pose v1 = e1
ke1k = (1; 0; 0).

2) On a ~v2 = e2 � hv1; e2iv1 = (0; 1; 1), donc v2 =
p
2
2
(1; 0; 0).

3) De même ~v3 = e3 � hv1; e3iv1 � hv2; e3iv2 = (0; �12 ;
1
2
), donc v3 =

p
2
2
(0;�1; 1).

La famille B0 = (v1; v2; v3) est une base orthonormale de E.

Remarque 1.4.4 Comme, dans la construction, vk se compose sur ek; v1; : : : ; vk�1 la ma-
trice de passage de (e1; : : : ; ek) à (v1; : : : ; vk) est triangulaire superieur à termes diagonaux

égaux à 1.

1.4.2 Conséquences

Corollaire 1.4.5 (Théorème de la b.o.n incomplète)
Pour toute famille orthonormale (e1; : : : ; ep) d�un espace euclidien E 6= f0Eg de dimension
n (p � n) peut être complétée par des vecteurs ep+1; : : : ; en de E en sorte que la famille

(e1; : : : ; en) soit une base orthonormale de E.

Preuve. En appliquant le théorème de la base incomplète, on peut compléter la
famille orthonormale (et donc libre) (e1; : : : ; ep) par des vecteurs xp+1; : : : ; xn 2 E tel que
(e1; : : : ; ep; xp+1; : : : ; xn) soit une base de E. L�application du procédé d�orthogonalisation

de Schmidt conserve e1; : : : ; ep et donne une famille orthogonale (e1; : : : ; ep; vp+1; : : : ; vn)

à termes tous 6= 0 . En notant ek = 1
kvkkvk pour k 2 fp+ 1; : : : ; ng�on obtient une famille

orthonormale (e1; : : : ; en),et donc une b.o.n de E.

Corollaire 1.4.6 (Existence d�une base orthonormale)
Tout espace vectoriel euclidien E admet au moins une b.o.n .

Preuve. Soit B une base de E. En appliquant le procédé d�orthonormalisation de

Schmidt à cette famille, on construit une famille orthonormale B0 telle que vect(B) =

16



vect(B0) = E. Cette famille est donc libre et génératrice. Elle forme une base orthonormale

de E.

1.5 Produit scalaire et base orthonormale

Proposition 1.5.1 Soient E un espace vectoriel euclidien, B = (e1; :::; en) une b.o.n de

E.

Soit x 2 E de composantes (x1; x2; :::; xn) dans B. Notons X =

0BBBBBB@
x1

:

:

:

xn

1CCCCCCA =Mat
B
(x).

Soit y 2 E de composantes (y1; y2; :::; yn) dans B. Notons Y =

0BBBBBB@
y1

:

:

:

yn

1CCCCCCA =Mat
B
(y).

Alors

hx; yi =
t

XY =
nX
i=1

xiyi

Preuve. Soient x; y 2 E, alors

hx; yi = h
nX
i=1

xiei;
nX
j=1

yjeji =
nX

i;j=1

hxiei; yjeji =
nX

i;j=1

xiyjhei; eji =
nX
i=1

xiyi =

=
�
x1 : : : xn

�
0BBBBBB@
y1

:

:

:

yn

1CCCCCCA =
t

XY

Proposition 1.5.2 (Dé�nition)
Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n.

1) Pour tout sev F de dimension p � n de E, alors F? est un supplémentaire de F dans
E, appelé supplémentaire orthogonal de F dans E. Autrement dit

E = F � F?
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2) dimF? = dimE � dimF:

Preuve.
1) Montrons que F et F? sont supplémentaires dans E.

i) On a F \ F? = f0g. En e¤et, si un vecteur x est à la fois dans F et dans l�orthogonal
de F , alors il véri�e hx; xi = 0 et donc x = 0.
ii)Montrons maintenant que E = F +F?. Comme F est de dimension p � n et d�après le
corollaire (1:4:6), on peut trouver une base orthonormale (e1; : : : ; ep) de F . Par application

du théorème de la b.o.n incomplète, il existe ep+1; : : : ; en 2 E tels que (e1; :::; en) soit une
b.o.n de E.

Montrons F? = vect (ep+1; : : : ; en) :

Soient x 2 E; x =
nX
i=1

xiei sa décomposition sur la base (e1; : : : ; en) de E, alors

x 2 F? () 8j 2 f1; : : : ; pg : hej; xi = 0

() 8j 2 f1; : : : ; pg :
nX
i=1

xihej; eii = 0

() 8j 2 f1; : : : ; pg : xj = 0
() x 2 vect (ep+1; : : : ; en)

Ainsi

x = x1 + x2; x1 2 F et x2 2 F?

F = vect (e1; : : : ; ep) et F? = vect (eP+1; : : : ; en) sont supplémentaires dans E:

2) On a E = F � F?, alors dimE = dimF + dimF?

=) dimF? = dimE � dimF

Corollaire 1.5.3 Soit E un espace vectoriel euclidien. Alors

1) Pour tout sous-espace vectoriel F de E, on a F?? = F .

2) Pour tous sous-espaces vectoriels F;G de E, on a (F \G)? = F? +G?:

Preuve.
1) On a vu F � F??. De plus

dim
�
F??

�
= dim (E)� (dim (E)� dim (F )) = dim (F ) :

18



2) On a vu

(F \G)? � F? +G?

Donc

dim
�
(F \G)?

�
= dim (E)� dim (F \G)
= dim (E)� (dim (F ) + dim (G)� dim (F +G))
= (dim (E)� dim (F )) + (dim (E)� dim (G))� (dim (E)� dim (F +G))

= dim
�
F?
�
+ dim

�
G?
�
� dim

�
(F +G)?

�
= dim

�
F?
�
+ dim

�
G?
�
� dim

�
F? \G?

�
= dim

�
F? +G?

�

1.6 Projecteurs et symétries

1.6.1 Projecteurs (Projection suivant une direction)

Dé�nition 1.6.1 1) Soient E un K�espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires dans E : E = F � G. Pour tout x 2 E, il existe donc un couple unique
(x1; x2) 2 F �G tel que x = x1 + x2. Soient

p1 : E �! E

x = x1 + x2 7�! p1(x) = x1
et

p2 : E �! E

x = x1 + x2 7�! p2(x) = x2

L�applications p1 (resp : p2) est bien dé�nie et est appelée projecteur de E sur F (resp :

G) parallèlement à G (resp : F ) notée pF (resp : pG), ou plus simplement projecteur.

2) Les applications p1 et p2 de E dans E sont appelés projecteurs associés à la décompo-

sition E = F �G.
3) F est appelé base de la projection et G direction de la projection.

19



Si E1 = F et E2 = G, alors

Projection sur E1 paralllement E2

Remarque 1.6.2 (Quelques cas particuliers)
1) Si E = E � f0g, alors la projection sur E parallèlement à f0g est l�application IdE.
2) La projection sur f0g parallèlement à E est l�application nulle.

Proposition 1.6.3 (Propriétés des projecteurs)
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de K�espace vectoriel E et

soit p le projecteur de E sur F parallèlement à G, alors

1) p est linéaire (endomorphisme).

2) ker(p) = G; Im(p) = F .

3) p(x) = x() x 2 F (F est l�ensemble des vecteurs invariants par p).

Preuve.
1) Soient x = x1 + x2 2 F �G = E, x0 = x01 + x02 2 F �G = E et �; �0 2 K. On a

�x+�0x0 = (�x1+�
0x01)+(�x2+�

0x02) 2 E = F�G où (�x1+�0x01) 2 F et (�x2+�0x02) 2 G

Alors

p(�x+ �0x0) = �x1 + �
0x01 = �p(x) + �

0p(x0)
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Ce qui prouve que p est linéaire.

2) Soit x = x1 + x2 2 E = F �G, alors

p(x) = 0() x1 = 0() x = x2 () x 2 G

Par conséquent ker (p) = G.

D�autre part, on a

x 2 Im (p)() 9x0 = x01 + x02 2 E = F �G : x = p(x0)() x = x01 2 F () x 2 F

Donc Im (p) = F .

3) Soit x = x1 + x2 2 E = F �G, alors

p(x) = x() x = x1 () x 2 F

Proposition 1.6.4 (Caractérisation des projecteurs)
Soit p 2 L(E). p est un projecteur si et seulement si p � p = p. Dans ce cas, p est le

projecteur de E sur Im(p) parallèlement à ker(p).

Preuve.
i) Soit p 2 L(E). Si p est un projecteur et si x 2 E, alors p(x) 2 F (F est stable par p,
d�après la proposition (1:6:3) précédente), donc

p(p(x)) = p(x)

=) (p � p) (x) = p (x)
=) p � p = p

ii) Réciproquement, si p est un endomorphisme de E véri�ant p�p = p. Posons F = Im(p)
etG = Ker(p) et montrons que ces deux sous-espaces vectoriels de E sont supplémentaires

dans E.

j) Soit x 2 F \G. Alors, on a à la fois p(x) = 0 et p(x0) = x où x0 2 E. Par conséquent

p(x) = p(p(x0)) = 0

Mais comme p � p = p, on a p(p(x0)) = p(x0) = x et donc x = 0. Alors

F \G = f0g
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Ce qui prouve que F et G sont en somme directe.

jj) Soit x 2 E, alors on peut écrire

x = p(x) + (x� p(x)) = x1 + x2

Où x1 = p(x) 2 Im(p) et x2 = (x� p(x) 2 ker(p). En e¤et

p(x� p(x)) = p(x)� p(p(x)) = p(x)� p(x) = 0

Par conséquent E = F +G et donc E = F �G.
- Montrons que p est le projecteur de E sur Im(p) parallèlement à ker(p).

Soit x 2 E; et sa décomposition en x = y + z, avec y 2 Im(p); z 2 ker(p). Alors

9x0 2 E : y = p(x0) et p(x) = p(y) + p(z) = p(p(x0)) + 0 = p(x0) = y

Donc p est bien la projection de E sur Im(p) parallèlement à ker(p).

Proposition 1.6.5 Si E = F � G, si p est le projecteur de E sur F parallèlement à G

et si q 2 L(E), alors on a équivalence entre
1) q est le projecteur de E sur G parallèlement à F .

2) p+ q = IdE.

Preuve.
1) Supposons que q est le projecteur de E sur G parallèlement à F . Si x = x1+x2 2 E =
F �G, alors

p(x) = x1; q(x) = x2

=) p(x) + q(x) = (p+ q)(x) = x

=) p+ q = IdE

2) Réciproquement, si p+q = IdE et si x = x1+x2 2 E = F �G alors q(x) = x�x1 = x2
donc q est le projecteur de E sur G parallèlement à F .

1.6.2 Symétrie (suivant une direction)

Dé�nition 1.6.6
1) Soient E un K�espace vectoriel, F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
dans E : E = F �G. Pour tout x 2 E, il existe donc un couple unique (x1; x2) 2 F �G
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tel que x = x1 + x2. Soit

s : E �! E

x = x1 + x2 7�! s(x) = x1 � x2

L�applications s est bien dé�nie et est appelée symétrie par rapport à F parallèlement à

G, ou plus simplement symétrie.

2) F est appelé base de la symétrie et G direction de la symétrie.

Si E1 = F et E2 = G, alors

Symtrie par rapport F paralllement G

Remarque 1.6.7 (Quelques cas particuliers)
1) Si E = E�f0g, alors la symétrie par rapport à E parallèlement à f0g est l�application
IdE.

2) La symétrie par rapport à f0g parallèlement à E est l�application (�IdE)..

Proposition 1.6.8 (Propriétés des symétries)
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de K�espace vectoriel E et

soit s la symétrie par rapport à F parallèlement à G, alors

1) s est linéaire, s 2 L(E).
2) Si p est le projecteur de E sur F parallèlement à G alors s = 2p� IdE.
3) s est involutive, c�est-à-dire s � s = IdE.

Preuve. Soit p le projecteur de E sur F parallèlement à G. Soit x = x1 + x2 2
F +G = E. Alors

p(x) = x1 et (2p� IdE)(x) = 2p(x)� x = 2x1 � (x1 + x2) = x1 � x2 = s(x)
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Ce qui démontre le second point. Comme p est linéaire et qu�une combinaison linéaire des

applications linéaires est linéaire, s est linéaire et le premier point est aussi démontré.

En�n, on a

s � s = (2p� IdE) � (2p� IdE) = 2p � (2p� IdE)� (2p� IdE)
= 4p2 � 2p� 2p+ IdE = 4p� 4p+ IdE = IdE

et le troisième point est démontré.

Proposition 1.6.9 (Caractérisation des symétries)
Soit s 2 L(E). Alors s est une symétrie si et seulement si s � s = IdE.
Dans ce cas F = Ker(s � IdE) et G = Ker(s + IdE) sont des sous-espaces vectoriels

supplémentaires de E et s est la symétrie par rapport à F parallèlement à G.

Preuve.
i) Supposons que s est une symétrie, alors d�après la proposition précédente, on a s � s =
IdE.

ii) Supposons que s � s = IdE. Posons F = Ker(s� IdE) et G = Ker(s+ IdE).
Montrons tout d�abord que ces deux sous espaces vectoriels de E sont supplémentaires

dans E.

j) On a clairement

Ker(s� IdE) +Ker(s+ IdE) � E

car Ker(s� IdE) et Ker(s+ IdE) sont des sous-espaces vectoriels de E.
Soit x 2 E, alors on peut écrire

x = �1
2
(s(x)� x) + 1

2
(s(x) + x) = x1+ x2, x1 = �

1

2
(s(x)� x) 2 F; x2 =

1

2
(s(x) + x) 2 G

Donc

E � Ker(s� IdE) +Ker(s+ IdE)

Finalement E = F +G:

jj) Montrons maintenant que

F \G = f0Eg

On a clairement

f0Eg � F \G
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Inversement, soit x 2 F \ G. On a donc s(x) � x = 0 et s(x) + x = 0. Soustrayant ces
deux égalités, on obtient x = 0, donc

F \G � f0g

=) F \G = f0Eg

Par conséquent F et G sont en somme directe et donc E = F �G:
ii) s est une symétrie par rapport F parallèlement à G. En e¤et, si x = x1+x2 2 F �G =
E, alors comme x1 2 F , on a s(x1) = x1 et comme x2 2 G on a aussi s(x2) = �x2. Par
linéarité de s, on en déduit que

s(x) = s(x1) + s(x2) = x1 � x2

Remarque 1.6.10
1) La symétrie s est un automorphisme et véri�e s � s = IdE, donc s�1 = s.
2) Si s est une symétrie par rapport à F = Ker(s� IdE) et parallèlement à G = Ker(s+
IdE). Alors on peut écrire E = Inv(s) � Opp(s) où Inv(s) est l�ensemble des vecteurs
invariants et Opp(s) est l�ensemble des vecteurs changés en leur opposé et s est une

symétrie par rapport à Inv(s) et parallèlement à Opp(s).

1.6.3 Projecteurs orthogonaux, Symétries orthogonales

Rappelons que si E est un espace euclidien, alors pour tout sous-espace vectoriel F ,

on a E = F � F?. Dans ce cas, F? s�appelle le supplémentaire orthogonal de F .

Dé�nition 1.6.11
1) Soient E un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E. On appelle projection

orthogonale sur F , qu�on note pF , la projection sur F parallèlement à F?.

pF : E = F � F? �! E

x = x1 + x2 7�! pF (x) = x1

2) On peut écrire

x 2 E : x = pF (x)
projection

+ ortF (x)
orthogonal

,pF (x) 2 F; ortF (x) 2 F?
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Ainsi, pF (x) est l�unique élément de F tel que x s�écrive

x = pF (x) + u; u 2 F?; x 2 E

=) u = x� pF (x) 2 F?

Autrement dit, pF (x) est l�unique élément de F tel que x� pF (x) 2 F?. Ainsi

y 2 E; y = pF (x)() y 2 F et x� y 2 F?

3) Pour tout vecteur x de E, pF (x) est appelé projeté orthogonal de x sur F .

Projection orthogonale sur F

Dé�nition 1.6.12 Soit p 2 L(E) un projecteur d�un espace euclidien (c�est à dire un
endomorphisme p de E véri�ant p � p = p). On dit que p est un projecteur orthogonal si
et seulement si ker(p) et Im(p) sont deux sous-espaces supplémentaires orthogonaux de E.

La base de p est Im(p), sa direction est ker(p).

8x 2 ker(p);8y 2 Im(p) : hx; yi = 0

26



Remarque 1.6.13
1) D�après la proposition (1:6:5), pour tout sous-espace vectoriel de E, on a

pF? = IdE � pF

2) Si pF le projecteur orthogonal sur F , alors on a pF � pF = pF , Im (pF ) = F , ker (pF ) =
F? et

8x 2 E : pF (x) 2 F; x� pF (x) 2 F?

Proposition 1.6.14 (Calcul du projeté orthogonal)
Soient E un espace euclidien, F un sous-espace vectoriel de E et (e1; : : : ; ep) une base

orthonormale de F , alors

8x 2 E; pF (x) =
pX
i=1

hei; xiei

Preuve. On sait que pour tout x 2 E, on a pF (x) 2 F . Puisque (e1; : : : ; ep) est une
base orthonormale de F , alors on a

pF (x) =

pX
i=1

hei; pF (x)iei =
pX
i=1

hei; pF (x)� xiei +
pX
i=1

hei; xiei

D�autre part, on a

8i 2 f1; : : : ; pg : hei; pF (x)� xi = 0

Puisque pF (x)� x 2 F?. D�où le résultat.

Proposition 1.6.15 (Projection sur une droite)
Soit F une droite vectorielle de E, donc F = V ect(u) avec u 6= 0. On a e1 = u

kuk est une

base orthonormale de F , donc on aura

8x 2 E : pF (x) = he1; xie1 = h
u

kuk ; xi:
u

kuk

C�est à dire

8x 2 E : pF (x) =
hu; xi
kuk2

:u

Exemple 1.6.16 (Matrice d�une projection orthogonale)
R3 est muni de son produit scalaire usuel. Trouver la matrice M , par rapport à la base
canonique (e1; e2; e3) de R3, de la projection orthogonale sur la droite vectoriel F =

V ect(e1 � e3).
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On sait que les colonnes de M sont les coordonnées des vecteurs pF (e1); pF (e2); pF (e3)

dans la base B.

Posons u = e1 � e3 6= 0, alors kuk =
p
2, donc on aura d�après la proposition précédente8>><>>:

pF (e1) =
1

kuk2 :hu; e1i:u =
1
2
u = 1

2
(e1 � e3)

pF (e2) =
1

kuk2 :hu; e2i:u = 0
pF (e3) =

1
kuk2 :hu; e3i:u =

�1
2
u = �1

2
(e1 � e3)

On obtient

M =Mat
B
(pF ) =

1

2

0B@ 1 0 �1
0 0 0

�1 0 1

1CA
Proposition 1.6.17 Pour tous u et v de E, on a

< pF (u); v >=< u; pF (v) >

Preuve. Décomposons u et v dans la somme directe E = F � F? : u = u1 + u2,

v = v1+v2 avec u1; v1 2 F et u2; v2 2 F?. On a par construction pF (u) = u1 et pF (v) = v1.
Donc

< pF (u); v >=< u1; v1+v2 >=< u1; v1 > + < u1; v2 >=< u1; v1 >=< u; v1 >=< u; pF (v) >

Théorème 1.6.18 Soit p un projecteur de l�espace euclidien E.(c�est à dire p 2 L(E) et
p � p = p), alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1) La projection p est une projection orthogonale.

2) Pour tous vecteurs x et y de E, on a l�égalité

< p(x); y >=< x; p(y) >

Preuve.
i) 1 =) 2 : On suppose que p est un projecteur orthogonal, c�est-à-dire p � p = p et

ker p = (Im p)?. D�après la proposition (1:6:17), on a le résultat.

ii) 2 =) 1 : On suppose

8x; y 2 E :< p(x); y >=< x; p(y) >
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On a pour tout (x; y) 2 ker p� Im p :

< x; y >=< x; p(y) >=< p(x); y >=< 0; y >= 0

Donc Im p? = ker p. Par conséquent p est un projecteur orthogonal.

Corollaire 1.6.19 La matrice représentative d�une projection orthogonale dans une base
orthonormée est symétrique.

Preuve. Notons A = (aij) la matrice d�une projection orthogonale p dans une base
orthonormée B = (e1; :::; en). Le coe¢ cient d�indice (i; j) de A est la i� �eme composante
dans B de l�image du j � �eme vecteur de base par p. Ainsi aij =< p(ei); ej >. Or p est
une projection orthogonale et d�après le théorème précédent, donc

aij =< p(ei); ej >=< ej; p(ei) >= aji

Par suite la matrice A est symétrique.

Dé�nition 1.6.20 (Distance d�un point à un sous-espace vectoriel)
Soient (E; k:k) un espace normé, F un sous-espace vectoriel de E et x 2 E. On appelle
distance de x à F , et on note d(x; F ), le réel positif dé�ni par

d(x; F ) = inf
y2F

kx� yk

Remarque 1.6.21 Il est clair que pour tout x 2 E, on a d(x; F ) est bien dé�nie. En
e¤et, notons A = fkx� yk : y 2 Fg. Alors A est partie non vide de R minorée par 0: Elle
possède donc une borne inférieure.

Proposition 1.6.22 Soient (E; k:k) un espace normé, F un sous-espace vectoriel de E

et x 2 E. Soit pF le projecteur orthogonal sur F . Alors

8y 2 F : kx� yk � kx� pF (x)k

Preuve. Soit y 2 F . Or (x� pF (x)) 2 F?; (pF (x)� y) 2 F , donc ces deux vecteurs
sont orthogonaux et le théorème de Pythagore peut s�appliquer pour donner

kx� yk2 = kx� pF (x) + pF (x)� yk2 = kx� pF (x)k2+kpF (x)� yk2 ; (x�pF (x)) 2 F?; (pF (x)�y) 2 F

=) kx� yk2 � kx� pF (x)k2

=) kx� yk � kx� pF (x)k
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Théorème 1.6.23 (Meilleure approximation)
Soient (E; k:k) un espace normé, F un sous-espace vectoriel de E et x0 2 E. Soit p le
projecteur orthogonal sur F . Alors p(x0) est l�unique élément de F tel que

d(x0; F ) = kx0 � p(x0)k

Ceci est équivalent à

8y 2 F : kx0 � yk = kx0 � p(x0)k () y = p(x0)

Autrement dit, le projeté p(x0) réalise la meilleure approximation de x0 par des vecteurs

de F:

Parmi tous les vecteurs de F , le projeté orthogonal de x0 est celui qui est « le plus proche

» de x0.

Preuve. D�après la proposition précédente (1:6:22), il est clair que

8y 2 F : kx0 � yk � kx0 � pF (x0)k

et

8y 2 F : y 6= pF (x0) =) kx0 � yk > kx0 � pF (x0)k

Donc la valeur kx0 � pF (x0)k est plus petit élément de l�ensemble A = fkx0 � yk : y 2 Fg,
et est donc la borne inférieure de A. Il vient alors

d(x0; F ) = kx0 � p(x0)k

Exemple 1.6.24 Soit D = V ect(a) avec a 6= 0. Pour tout x 2 E, on a pD(x) = ha;xi
kak2 :a:

Donc

d(x;D) =





x� ha; xikak2
:a






1.6.4 Symétrie orthogonale

Dé�nition 1.6.25
1) Soient E un espace euclidien et F un sous-espace vectoriel de E. On appelle symétrie

orthogonale par rapport à F , qu�on note sF , la symétrie par rapport à F parallèlement à
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F?. On écrit
sF : E = F � F? �! E

x = x1 + x2 7�! sF (x) = x1 � x2 =

On peut écrire

8x 2 E : sF (x) = pF (x)� pF?(x)

Symtrie orthogonale

2) Soient s 2 L(E) une symétrie (s�s = IdE), soit F = ker(s�IdE) et G = ker(s+IdE),
alors on sait que s est la symétrie par rapport à F et parallèlement à G. On dit que s est

une symétrie orthogonale lorsque F? = G, on parle alors de la symétrie orthogonale par

rapport à F .

Remarque 1.6.26 Il est clair que
1) Si pF est la projection orthogonale sur F , alors on a sF = 2pF � IdE.
2) Or pF + pF? = IdE, alors on déduit que sF est aussi dé�nie par

8x 2 E : sF (x) = 2pF (x)� IdE(x) = 2pF (x)� x = x� 2pF?(x)
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3) Pour x 2 E, ona

x 2 F () sF (x) = x

x 2 F? () sF (x) = �x

En e¤et (
x 2 F () pF (x) = x() sF (x) = x

x 2 F? () pF?(x) = x() sF (x) = �x

4) On a sF + sF? = 0 et sF � sF? = sF? � sF = �IdE: En e¤et :
On a

sF + sF? = (pF � pF?) + (pF? � pF ) = 0

et

sF�sF? = (pF � pF?)�(pF? � pF ) = pF�pF?�pF�pF�pF?�pF?+pF?�pF = �pF�pF? = �IdE

Proposition 1.6.27 Soit s une symétrie sur E. Alors s est une symétrie orthogonale si
et seulement si

8x 2 E : ks(x)k = kxk

Preuve.
i) Soit s une symétrie par rapport à F selon G (où G est tel que E = F �G). Soit x 2 E,
alors

x = xF + xG ; s(x) = xF � xG

Donc

kxk2 =< x; x >=< xF + xG; xF + xG >= kxFk2 + kxGk2 + 2 < xF ; xG > (1.1)

et

ks(x)k2 =< s(x); s(x) >=< xF � xG; xF � xG >= kxFk2 + kxGk2 � 2 < xF ; xG > (1.2)

On a s est une symétrie orthogonale, alors < xF ; xG >= 0 et

ks(x)k = kxk

ii) Soit s une symétrie par rapport à F selon G. Supposons que 8x 2 E : ks(x)k = kxk.
Montrons que F et G sont orthogonaux (F? = G).
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D�après (1:1) et (1:2), on obtient

ks(x)k = kxk () 2 < xF ; xG >= �2 < xF ; xG >
=) < xF ; xG >= 0

Alors F et G sont orthogonaux. Par conséquent s est une symétrie orthogonale.

Théorème 1.6.28 Soit E un espace euclidien, et soit s une symétrie orthogonale de E.

Alors

1)

8x; y 2 E :< sF (x); y >=< y; sF (x) >

2)

8x; y 2 E :< sF (x); sF (y) >=< x; y >

Les symétries orthogonales conservent le produit scalaire. En particulier, les symétries

orthogonales conservent la norme.

Preuve.
1) Soient x; y 2 E, alors

< sF (x); y >=< 2pF (x)� x; y >= 2 < pF (x); y > � < x; y >= 2 < x; pF (y) > � < x; y >
= < x; 2pF (y) > � < x; y >=< x; sF (y) >

2) Soient x; y 2 E, alors

< sF (x); sF (y) >=< x; sF (sF (y)) >=< x; (sF � sF ) (y) >=< x; y >

Corollaire 1.6.29 La matrice d�une symétrie orthogonale dans une base orthonormée est
symétrique.

Preuve. Notons A = (aij) la matrice d�une symétrie orthogonale s dans une base

orthonormée B = (e1; :::; en). Le coe¢ cient d�indice (i; j) de A est la i� �eme composante
dans B de l�image du j � �eme vecteur de base par s. Ainsi aij =< ei; s(ej) >. Or s est
une symétrie orthogonale donc

aij =< s(ei); ej >=< ej; s(ei) >= aji

Par suite la matrice A est symétrique.
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Proposition 1.6.30 (Calcul de la symétrie orthogonale)
Soient E un espace euclidien, F un sous-espace vectoriel de E et (e1; : : : ; ep) une base

orthonormale de F . Soit sF la symétrie orthogonale sur E. Alors

8x 2 E : sF (x) = 2
pX
i=1

< ei; x > ei � x

Preuve. Soit pF la projection orthogonale sur F , alors

8x 2 E : pF (x) 2 F

Donc

pF (x) =

pX
i=1

hei; xiei

D�autre part, ona sF = 2pF � IdE, alors

sF (x) = 2

pX
i=1

hei; xiei � x

Proposition 1.6.31 (Symétrie orthogonale par rapport une droite vectorielle)
Soit F une droite vectorielle de E, donc F = V ect(u) avec u 6= 0. On a e1 = u

kuk est une

base orthonormale de F , donc on aura

8x 2 E : sF (x) = 2
hu; xi
kuk2

:u� x

Preuve. D�après la proposition (1:6:15), on a

8x 2 E : pF (x) =
hu; xi
kuk2

:u

D�autre part, ona sF = 2pF � IdE, alors

8x 2 E : sF (x) = 2
hu; xi
kuk2

:u� x
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Chapitre 2

Groupe orthogonal

2.1 Endomorphismes orthogonaux

On considère dans toute la suite un espace euclidien E muni d�un produit scalaire

noté h:; :i et k:k la norme euclidienne associée. On note n la dimension de E.

Dé�nition 2.1.1 Soit f un endomorphisme de E. On dit que f est un endomorphisme
orthogonal, si et seulement si f conserve la norme, c�est -à-dire :

8x 2 E; kf(x)k = kxk

On note O (E; h:; :i) (ou : O (E)) l�ensemble des endomorphismes orthogonaux de E.
Les éléments de O (E) sont aussi appelés isométries vectorielles.

Exemple 2.1.2
1) Les applications IdE et (�IdE) sont des endomorphismes orthogonaux.
2) Soit F un sous-espace vectoriel non trivial de E. Alors la symétrie orthogonale sF par

rapport à F est un endomorphisme orthogonal (d�après la proposition (1:6:27), mais la

projection orthogonale pF par rapport à F n�est pas un endomorphisme orthogonal.

3) Dans R2muni de sa structure euclidienne canonique, l�application

f : R2 �! R2

(x; y) 7�! f(x; y) = (y;�x)

est un endomorphisme orthogonal de R2::

Proposition 2.1.3 (Caractérisation à l�aide de la conservation de produit scalaire)
Un endomorphisme f de E est un endomorphisme orthogonal si et seulement si f conserve
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le produit scalaire, c�est à dire :

8 (x; y) 2 E2; hf (x) ; f (y)i = hx; yi

Preuve.
1) Supposons que f est un endomorphisme orthogonal de E. On sait que

8z1; z2 2 E : 2 hz1; z2i = kz1 + z2k2 � kz1k2 � kz2k2

Alors pour tous x; y 2 E, on a

2 hf(x); f(y)i = kf(x) + f(y)k2 � kf(x)k2 � kf(y)k2

=) 2 hf(x); f(y)i = kf(x+ y)k2 � kf(x)k2 � kf(y)k2

=) 2 hf(x); f(y)i = kx+ yk2 � kxk2 � kyk2 = 2 hx; yi (conservation de la norme)

=) hf(x); f(y)i = hx; yi

2) Supposons que f conserve le produit scalaire alors

8 (x; y) 2 E2; hf (x) ; f (y)i = hx; yi

En remplaçant y par x, on trouve

hf (x) ; f (x)i = hx; xi

=) kf(x)k2 = kxk2

=) kf(x)k = kxk

Donc f est un endomorphisme orthogonal.

Remarque 2.1.4 Si f est un endomorphisme orthogonal de E, alors les seules valeurs
propres réelles possibles sont �1 et 1.
En e¤et, supposons que � est valeur propre (donc réelle) de f , et soit x un vecteur propre

associé, alors

f(x) = �x =) kf(x)k = k�xk = j�j kxk

Or kf(x)k = kxk, alors
j�j = 1 =) � 2 f�1; 1g

Théorème 2.1.5 (bijectivité des endomorphismes orthogonaux en dimension �nie)
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Soit f un endomorphisme orthogonal de E, alors f est un automorphisme de E et f�1 2
O (E).

Preuve.
1) Puisque l�on travaille dans un espace euclidien, il est de dimension �nie et il su¢ t de

démontrer que l�endomorphisme f est injectif. Soit x 2 E, alors

x 2 ker f () f(x) = 0() kf(x)k = kxk = 0() x = 0

=) ker f = f0g

Donc f est injective.

2) Or f est bijective, donc f�1 existe. Montrons que f�1 conserve la norme. Soit x 2 E,
tel que

f(x) = y

On a f est un endomorphisme orthogonal, alors

kf(x)k = kxk = kyk

Donc, comme x = f�1(y), alors 

f�1(y)

 = kxk = kyk
Par conséquent f�1 est un endomorphisme orthogonal.

Proposition 2.1.6 (Caractérisation avec les bases orthonormales)
Soient f un endomorphisme de E et B = (e1; :::; en) une base orthonormale de E. Alors,

on a

f 2 O (E)() f(B) est une base orthonormale de E

Autrement dit, un endomorphisme est orthogonal si et seulement s�il transforme une base

orthonormale donnée en une base orthonormale. Et dans ce cas, il transforme toute base

orthonormale en une base orthonormale. On dit que f conserve les bases orthonormales.

Preuve.
i) Supposons que f 2 O(E) et soit B = (e1; :::; en) une b.o.n.de E. Alors

8i; j 2 f1; :::; ng : hf (ei) ; f (ej)i = hei; eji = �ij

Montrons que f(B) est une base orthonormale de E. C�est à dire

8i; j 2 f1; :::; ng : hf (ei) ; f (ej)i = �ij
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On a f est un endomorphisme orthogonal, donc il conserve le produit scalaire. On alors

8i; j 2 f1; :::; ng : hf (ei) ; f (ej)i = hei; eji = �ij

ce qui prouve que la famille f(B) est une base orthonormale de E.

ii) Soit B = (e1; :::; en) une base orthonormale de E, et on suppose que f(B) est une

base orthonormale. Montrons que f est un endomorphisme orthogonal. C�est-à-dire, qu�il

conserve la norme.

Soit x =
nX
i=1

xiei 2 E, alors f(x) =
nX
i=1

xif(ei). On obtient

kf(x)k2 = hf(x); f (x)i =
nX

i;j=1

xixj hf(ei); f (ej)i

=
nX
i=1

x2i hf(ei); f (ei)i =
nX
i=1

x2i kf(ei)k
2 =

nX
i=1

x2i = kxk
2

kf(x)k = kxk

L�endomorphisme f conserve la norme, donc il est orthogonal. Et dans ce cas, on a montré

qu�il transforme toute base orthonormale en une base orthonormale.

Théorème 2.1.7 Soit E un espace vectoriel euclidienne. Alors l�ensemble des endomor-
phismes orthogonaux de E, noté O(E), forme un groupe pour la loi �, appelé groupe
orthogonal de E.

Preuve. Nous allons montrer que O(E) est un sous groupe de (GL(E); �), où GL(E)
est le groupe des automorphismes de E, appelé groupe linéaire de E.

On a les endomorphismes orthogonaux de E sont des automorphismes de E, donc on a

bien :O(E) � GL(E).
i) De plus il est clair que IdE conserve la norme donc c�est un endomorphisme orthogonal,

et O(E) 6= �.
ii) Puis, si f; g 2 O(E) ( f; g conservent la norme dans E), alors

8x 2 E : k(g � f)(x)k = kg(f(x))k = kf(x)k = kxk

Donc g � f 2 O(E).
iii) En�n, pour tout f dans O(E), on a d�après le théorème (2:1:5) f�1 2 O(E).
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2.2 Matrices réelles orthogonales

Dans cette section, n désigne un élément de N� et les espaces vectoriels Mn;1(R) et
M1;n(R) sont munis de leur produit scalaire canonique.

Dé�nition 2.2.1 On dit qu�une matrice A de Mn (R) est orthogonale si et seulement si
tA:A = In ou A:tA = In.

On note On (R) l�ensemble des matrices orthogonales de Mn (R).

Remarque 2.2.2 Une matrice orthogonale A est inversible et A�1 =t A. Ce qui montre
qu�elle véri�e également A:tA = In:

Exemple 2.2.3 In; (�In) 2 On(R) et A =
 
cos � � sin �
sin � cos �

!
2 O2(R) où � 2 R.

Corollaire 2.2.4 (Déterminant d�une matrice orthogonale)
Si A est une matrice orthogonale alors det(A) = �1

Preuve. Soit A 2 On (R), alors

tA:A = In =) det(tA): det(A) = det(In)

=) det(A)2 = 1

=) det(A) = �1

La réciproque est fausse. A =

 
1 0

1 1

!
.

Théorème 2.2.5 (caractérisation matricielle des endomorphismes orthogonaux)
Soit f 2 L(E), alors f est un endomorphisme orthogonal si et seulement si sa matrice
dans une base orthonormale de E est une matrice orthogonale.

Preuve. On considère une base orthonormale B = (e1; :::; en) d�un espace euclidien

E. Notons A =Mat
B
(f).

1) Supposons que f 2 O(E). En notant tA:A = (pij)1�i;j�n , Ci la colonne i et Cj la

colonne j de A. Alors

81 � i; j � n : pij = hCi; Cji = hf (ei) ; f (ej)i = hei; eji = �ij
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Ce qui signi�e que tA:A = In. La matrice A est donc orthogonale.

2) Supposons que la matrice A est donc orthogonale. Alors tA:A = In. On a alors pour

1 � i; j � n
hf (ei) ; f (ej)i = hCi; Cji = �ij

Ce qui signi�e que f(B) est une base orthonormée de f et f 2 O(E):

Remarque 2.2.6 Le résultat précédent est faux pour une base non orthonormée. Par
exemple l�application f : R2 �! R2, (x; y) 7�! (�x; y) est orthogonale et sa matrice dans

la base B = (e1 = (1; 0) ; e2 = (0; 1)) est A =

 
�1 �2
0 1

!
est non orthogonale, car

tA:A =

 
1 2

2 5

!
6= I2:

Théorème 2.2.7 (Caractérisation par les vecteurs colonnes ou par les vecteurs lignes)
Une matrice A de Mn (R) est orthogonale si et seulement si ses colonnes (ou ses lignes),
considérées comme des vecteurs de Rn forment une base orthonormale de Rn, pour le
produit scalaire canonique de Rn.

Preuve.
1) On note C1; C2; :::; Cn les vecteurs colonnes de A. Soit A de Mn (R) une matrice ortho-
gonale, alors

tA:A = In

se traduit par

hCi; Cji = �ij

Où h:; :i est le produit scalaire usuel sur Rn. Donc les colonnes de A forment une base

orthonormale de Rn.
2) On suppose que les colonnes de A forment une base orthonormale de Rn. En notant
tA:A = (pij)1�i;j�n , Ci la colonne i et Cj la colonne j de A. Alors

pij = hCi; Cji = �ij

=)t A:A = In

Donc A est orthogonale. De même pour les lignes de A:

Théorème 2.2.8 L�ensembles On (R) des matrices orthogonales de Mn (R) forme un
groupe pour la multiplication, appelé groupe orthogonal d�ordre n.

40



Preuve. Nous allons montrer que On (R) est un sous-groupe de GLn (R), où GLn (R)
est appelé le groupe linéaire (l�ensembles des matrices inversibles de Mn(R)).
i) On sait que toute matrice orthogonale est inversible, alors On (R) � GLn (R). De plus,
il est claire que tIn:In = In, donc In 2 On (R) et On (R) 6= �.
ii) Soient A;B 2 On (R), alors

t(AB):(AB) =t B:tA:A:B =t B:In:B =
t B:B = In

Donc A:B 2 On (R).
iii) En�n, on a

8A 2 On (R) : A�1 =t A et t(A�1):A�1 =t (tA)):tA = A:tA = In

Donc A�1 2 On (R).

Remarque 2.2.9 Si on �xe une base B de E, orthonormale, l�application de L(E) dans

Mn(R), qui à un endomorphisme f associe sa matrice dans la base B, induit un iso-
morphisme de groupes de (O(E); o) dans (On(R); :). Autrement di, si B une b.o.n de E,

f 2 L(E); A =MatB(f): Alors

f 2 O(E) () A 2 On(R)

et l�application
' : O(E) �! On(R)

f 7�! '(f) = matB(f)

est un isomorphisme de groupes.

Proposition 2.2.10 (Caractérisation des matrices de passage entre bases orthonormales)
Soit E un espace vectoriel euclidien. Soit B une base orthonormale de E et B0 une autre

base de E. Si on note P la matrice de passage de B à B0, alors B0 est orthonormale si et

seulement si P est orthogonale.

On peut donc dire que les matrices orthogonales sont les matrices de passage entre bases

orthonormales.

Preuve. Soit donc B = (e1; :::; en) une bas orthonormale de E et B0 = (e01; :::; e
0
n)

une autre base de E en notant P la matrice de passage de l�une à l�autre. Les coe¢ cients

de P sont (en colonne) les coordonnées des vecteurs de B0 exprimés dans la base B. Soit

f 2 L(E) telle que
f(e1) = e

0
1; :::; f(en) = e

0
n
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Alors

P = Pass(B;B0) =Mat
B
(f)

Car

Mat
B
(f) = ( f(e1) : : : f(en) )B = ( e

0
1 : : : e0n )B = P

Alors f est orthogonale si et seulement si la matrice de f dans une base orthonormée est

orthogonale, c�est-à-dire si l�image de B est une base orthonormée, donc si et seulement

si B est une base orthonormée.

Théorème 2.2.11 Un endomorphisme orthogonal de E est une symétrie orthogonale si

et seulement si sa matrice dans une base orthonormale est symétrique.

Preuve.
1) Soit s est une symétrie orthogonale et A sa matrice dans une base orthonormale de E,

alors
tA = A�1 (car s 2 O(E))

Or s est une symétrie orthogonale, alors s�1 = s, par conséquent A = A�1, donc tA = A.

Ce qui signi�e que A est symétrique.

2) Si s est un endomorphisme orthogonal de E et si la matrice A de s dans une base

orthonormale de E est symétrique, alors tA = A�1 (car s 2 O(E)) et tA = A car A est

symétrique, donc A = A�1 d�ou s est une symétrie.
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Chapitre 3

Etude du groupe orthogonal en
dimension 2

3.1 Classi�cation des isométries vectorielles en di-

mension 2

Dé�nition 3.1.1 (isométries positives ou négatives)
Soit E un espace euclidien. Si f est un endomorphisme orthogonal de E, alors det(f) est

égal à 1 ou à �1.
1) Si det(f) = 1, on dit que f est un endomorphisme orthogonal positif ( ou direct).

2) Si det(f) = �1, on dit que f est un endomorphisme orthogonal négatif ( ou indirect).

Notation 3.1.2
1) On note O+(E) ou SO(E) l�ensemble des endomorphismes orthogonaux positifs

O+(E) = ff 2 O(E) : det(f) = 1g

1) On note O�(E) l�ensemble des endomorphismes orthogonaux négatifs

O�(E) = ff 2 O(E) : det(f) = �1g

Exemple 3.1.3 L�application IdE est dans SO(E). Mais (�IdE) est dans SO(E) si et
seulement si dim(E) est paire. Car

det(IdE) = 1

det(�IdE) = (�1)n

Proposition 3.1.4 (Le groupe spécial orthogonal d�un espace euclidien)
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L�ensemble des endomorphismes orthogonaux positifs SO(E) est un sous groupe de O(E),
appelé groupe spécial orthogonal de E.

Preuve.
i) Il est claire que SO(E) � O(E). D�autre part, on a det(IdE) = 1, donc IdE 2 SO(E).
Par conséquent SO(E) 6= �.
ii) Soient f; g 2 SO(E), alors

det(g � f) = det(g): det(f) = 1:1 = 1

=) g � f 2 SO(E)

iii) Soit f 2 SO(E), alors
det(f�1) =

1

det(f)
= 1

=) f�1 2 SO(E)

Remarque 3.1.5 O�(E) l�ensemble des endomorphismes orthogonaux négatifs n�est pas

un sous groupe, puisque si det(f) = �1 et det(g) = �1, alors det(g � f) = +1.

Exemple 3.1.6 Soit f une symétrie orthogonale par rapport à un sous espace vectoriel
quelconque F de E. On pose dimF = p. Alors f 2 O(E) (puisque f conserve la norme).
On a

f : E = F � F? �! E

x = x1 + x2 7�! sF (x) = x1 � x2

On considère la matrice A de f dans une base (le début dans F et le reste dans F?, alors

f(e1) = e1; :::; f(ep) = ep; f(ep+1) = �ep+1; ::; f(en) = �en

et

A =

0BBBBBBBBBBBBBBBB@

1 0 : : : : : : 0

0 1 : : : : :

: 0 1 : : : :

: : 0 1 : : :

: : : 0 1 0 : : :

: : : : 0 �1 :

: : : : : 0 :

: : : : : : :

0 : : : : : : 0 �1

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
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On a

det(f) = (�1)n�p

On conclut que les symétries orthogonales par rapports à une droite sont indirectes en

dimension 2, directes en dimension 3:

Dé�nition 3.1.7 (Matrices orthogonales positives ou négatives)
Soit M une matrice orthogonale d�ordre n.

Si det(M) = 1, on dit que M est une matrice orthogonale positive (ou droite).

Si det(M) = �1, on dit que M est une matrice orthogonale négative (ou gauche).

Notation 3.1.8 1) L�ensemble des matrices orthogonales droites d�ordre n est noté SOn(R)
ou O+n (R).

SOn(R) = fM 2 On(R) : det(A) = 1g

2) L�ensemble des matrices orthogonales gauches d�ordre n est noté O�n (R).

O�n (R) = fM 2 On(R) : det(A) = �1g

Exemple 3.1.9 In est une matrice orthogonale positive.

Proposition 3.1.10 (Le groupe spécial orthogonal SOn(R))
L�ensemble des matrices orthogonales droites d�ordre n est un sous-groupe de On(R); ap-
pelé groupe spécial orthogonal:

Preuve.
i) Il est claire que SOn(R) � On(R). D�autre part, on a det(In) = 1, donc In 2 SOn(R).
Par conséquent SOn(R) 6= �.
ii) Soient A;B 2 SOn(R), alors

det(A:B) = det(A): det(B) = 1:1 = 1

=) A:B 2 SOn(R)

iii) Soit A 2 SOn(R), alors
det(A�1) =

1

det(A)
= 1

=) A�1 2 SOn(R)

Remarque 3.1.11 L�ensemble des matrices orthogonales négatives O�n (R) n�est pas un
groupe. Car, il ne contient pas le neutre In, et aussi il n�est pas stable. En e¤et si M et

N sont orthogonales négatives, alors MN est orthogonale positive.
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Proposition 3.1.12 (Comatrice d�une matrice orthogonale)
Si A 2 O+n (R) (resp : A 2 O�n (R)), alors on a A = C (resp : A = �C), où C est la

matrice des cofacteurs (comatrice) de A. Autrement dit, si A 2 On(R) est une matrice
orthogonale, aij 6= 0 un coe¢ cient de la matrice A et 4ij le cofacteur associé. Alors

1) Si A 2 O+n (R), alors aij = 4ij.

2) Si A 2 O�n (R), alors aij = �4ij.

Preuve. On sait que pour toute matrice inversible, on a

A�1 =
1

det(A)
:tC = �tC =t A

Pour A 2 O�n (R):

Remarque 3.1.13 Soient B une b.o.n.de E; f 2 L(E); A =Mat
A
(f), Alors

f 2 SO(E) () A 2 SOn(R)

L�application
g : SO(E) �! SOn(R)

f 7�! g(f) =Mat
A
(f)

est un isomorphisme de groupes.

Dé�nition 3.1.14
1) On dit que deux bases B et B0 sont de même sens lorsque la matrice de passage de B

à B0 a un déterminant positif.

2) Soit E un espace vectoriel euclidien. Orienter E consiste à se donner une base B de

E. On dira ensuite qu�une base B0 est directe si elle est de même sens que B, et indirecte

sinon.

On abrège base orthonormale directe en b.o.n.d.

On considère dans tout ce paragraphe un espace euclidien orienté E de dimension 2

noté E2. Nous allons expliciter de O2 (R) et donc ceux de O (E2) .

Théorème 3.1.15 (éléments de O2(R), matrices orthogonales)
Soit A 2 O2(R) une matrice orthogonale de taille 2� 2. Alors
1) Si det(A) = +1, alors il existe un réel � tel que

A =

 
cos � � sin �
sin � cos �

!
= A�
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2) Si det(A) = �1, alors il existe un réel � tel que

A =

 
cos � sin �

sin � � cos �

!
= S�

Preuve. Notons A =

 
a c

b d

!
2 O2(R). Alors dans tous les cas

8><>:
a2 + b2 = 1

c2 + d2 = 1

a:c+ b:d = 0

Puisque les vecteurs colonnes de A constituent une base orthonormale de R2 muni de son
produit scalaire canonique. Donc il existe � et �0 réels tels que :

a = cos �; b = sin �; c = sin �0; d = cos �0

De plus, on a aussi si det(A) = +1, alors

ad� bc = 1

=) cos � cos �0 � sin � sin �0 = 1
=) cos(� + �0) = cos(2�k); k 2 Z

=) �0 = 2�k � �

=) a = cos �; b = sin �; c = sin �0 = � sin �; d = cos �0 = cos �

Donc

A =

 
cos � � sin �
sin � cos �

!
Si det(A) = �1, alors

ad� bc = 1 =) cos � cos �0 � sin � sin �0 = �1

=) cos(� + �0) = cos(2k + 1)�; k 2 Z

�0 = (2k + 1)� � �

=) a = cos �; b = sin �; c = sin �; d = � cos �
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A =

 
cos � sin �

sin � � cos �

!

Corollaire 3.1.16 1) Propriétés des matrices orthogonales positives d�ordre 2 :
i) Pour tous réels � et �0, on a A�:A�0 = A�0 :A� = A�+�0. Il en découle que le groupe

SO2(R) est commutatif.
ii) On a A0 = I2 et, pour tout réel �, A�� = (A�)�1.

iii) Pour tous réels � et �0, on a A� = A�0 () � � �0mod(2�).
2) Propriétés des matrices orthogonales négatives d�ordre 2 :

i) Pour tous réels � et �0, on a S�:S�0 = A���0.

ii) Pour tout réel , on a, (S�)�1 =t S� = S�. Donc toutes les matrices orthogonales

négatives d�ordre 2 sont des matrices symétriques.

Dé�nition 3.1.17 Soient B une b.o.n.d. de E2 et � 2 R. L�endomorphisme de E2 dont
la matrice dans B est

R� =

 
cos � � sin �
sin � cos �

!
et appelé la rotation d�angle �, noté Rot�:

Théorème 3.1.18 (Endomorphismes orthogonaux d�un espace vectoriel euclidien de di-
mension 2)

Soit E2 un espace vectoriel euclidien de dimension 2, orienté. Soit f un endomorphisme

orthogonal de E et A la matrice de f dans une base B = (e1; e2), orthonormale directe de

E. Alors

1) Si det(f) = 1, alors il existe un réel � tel que A =

 
cos � � sin �
sin � cos �

!
.

Si f n�est pas l�identité de E, alors f est la rotation de E d�angle �, � étant donné par

2: cos � = tr(f).

2) Si det(f) = �1, alors il existe un réel � tel que A =
 
cos � sin �

sin � � cos �

!
.

f est alors la symétrie orthogonale (la ré�exion) par rapport à la droite D d�équation

x sin
�

2
� y cos �

2
= 0

et l�angle de D avec la droite dirigée par e1 est égal à �
2
( C�est à dire angle polaire).

Preuve. Si f est un endomorphisme orthogonal de E alors sa matrice représentative
A dans une base orthonormale de E est alors orthogonale et on se trouve dans l�un des
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deux cas précédents. De plus,

Si det(f) = 1, alors det(A) = 1, et 9� 2 R : A =
 
cos � � sin �
sin � cos �

!
.

Distinguons alors deux cas :

Si � � 0mod(2�), alors u est l�identité de E sinon u est une rotation de E d�angle �, et

on obtient par

tr(A) = cos � + cos � = 2 cos � = tr(f)

Si par ailleurs :

Si det(f) = �1, alors det(A) = �1, et 9� 2 R : A =
 
cos � sin �

sin � � cos �

!
.

Puisqu�alors A est symétrique réelle, elle est diagonalisable et ses valeurs propres (réelles)

�1 et �2 véri�ent, en utilisant trace et déterminant

tr(A) = cos � � cos � = �1 + �2 = 0; det(A) = �1 = �1:�2

=) �1 + �2 = 0; �1:�2 = �1

=) �1 = 1; �2 = �1

La matrice de f dans une base de vecteurs propres est alorsM =

 
1 0

0 �1

!
etM2 = I2.

On obtient f � f = f 2 = IdE. Donc f est bien une symétrie vectorielle.
Détermination les invariants de f :
Comme les espaces propres de f sont orthogonaux, c�est une symétrie orthogonale. La

droite par rapport à laquelle s�opère cette symétrie est l�ensemble des vecteurs invariants

de f donnés par AX = X où X =

 
x

y

!
2M2;1(R). Alors

AX = X =)
 
cos � sin �

sin � � cos �

!
:

 
x

y

!
=

 
x

y

!

=)
(

(cos � � 1)x+ y sin � = 0
x sin �x� (cos � + 1)y = 0

=)
(
�2 sin �

2

�
x sin �

2
� y cos �

2

�
= 0

2 cos �
2

�
x sin �

2
� y cos �

2

�
= 0

Comme en�n, soit le sinus, soit le cosinus mis en facteur est non nul, alors x sin �
2
�y cos �

2
=

0. On en déduit bien que la droite invariante est la droite D dont l�équation dans la

base B est bien celle annoncée. Il est alors immédiat que le vecteur v =
�
cos �

2
; sin �

2

�
=
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(cos �
2
)e1 + (sin

�
2
)e2 est directeur de D et l�angle de ce vecteur avec e1 est �2 .

Remarque 3.1.19 Détermination les anti-invariants de f :
Un calcul analogue montre que l�ensemble des anti-invariants de f (c�est-à-dire l�ensemble

des u de E2 tels que f (u) = �u) est la droite vectorielle D �
2
+x
2
d�angle polaire �

2
+ �

2
.

Le résultat suivant découle des études précédentes.

Proposition 3.1.20
1) SO (E2) = fRot�; � 2 Rg.
2) O (E2)�SO (E2) = fR�efD; D 2 Dg où D est l�ensemble des droites vectorielles de E2
et R�efD les ré�exions (symétries orthogonales) par rapport à la droite D.
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