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Introduction Générale

La théorie des probabilités est l�étude mathématique des phénomènes caractérisés par

le hasard et l�incertitude. Elle forme avec la statistique les deux sciences du hasard qui

sont partie intégrante des mathématiques.

Dans notre travail, On a appliqué une théorème de probabilité s�appelle le Théorème
Central Limite (aussi appelé Théorème de la Limite Centrale ou centrée) établit
la convergence en loi de la somme d�une suite de variables aléatoires vers la loi normale.

Intuitivement, ce résultat a¢ rme que toute somme de variables aléatoires indépendantes

et identiquement distribuées tend vers une variable aléatoire gaussienne.

La première démonstration de ce théorème, publiée en 1809, est due à Pierre-Simon

de Laplace, mais le cas particulier où les variables suivent la loi de Bernoulli de paramètre

p = 0; 5 était connu depuis les travaux de De Moivre, en 1733.

Historiquement, et conformément à la traduction du titre, c�est donc bien le théorème

qui est central, ce qui rend l�appellation « théorème de la limite centrale » impropre en

toute rigueur. Elle est cependant souvent employée, les mathématiciens français considé-

rant que l�adjectif « central » s�applique au centre de la distribution, par opposition à sa

queue.

Le Théorème Central Limite admet plusieurs généralisations qui donnent la
convergence des sommes des variables aléatoires sous des hypothèses beaucoup plus faibles.

Ces généralisations ne nécessitent pas des lois identiques mais font appel à des conditions

qui assurent qu�aucune des variables n�exerce une in�uence signi�cativement plus impor-

tante que les autres.

Pour cela notre travail a été répartit sur deux chapitres comme suit :

Un premier Chapitre dans lequel nous allons expliquer quelques généralités de pro-

babilitée qui servir la théorie.

Fondamentalement, au deuxième chapitre et nous avons expliqué la théorie par dé�-

nition , démonstration et l�utilisation. . . .ect.

Ainsi, ce théorème (TCL) et ses généralisations o¤rent une explication de l�omnipré-

sence de la loi normale dans la nature : de nombreux phénomènes sont dus à l�addition

d�un grand nombre de petites perturbations aléatoires.
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Chapitre 1

Généralités

1.1 Quellque lois des probabilités

1.1.1 Loi continue

Loi normale ou loi de la Place-Gauss

Si l�on considere des variables Xi; i = 1; :::::; n, indépendantes, obeissant a des lois

de probabilités quelconques, on a démontre que pourvu que toutes les variables Xi soient

du même ordre de grandeur, la somme des variables tend à obeir à une loi de probabilité

unique s�appelle loi normale.

Dé�nition 1.1.1 : une variable aléatoire absolument continue X suit une loi normale de

paramètre (�; �) si sa densité de probabilité est donnée par : 8x 2 R; f(x) = 1
�
p
2�
exp

�
�1
2
(x��
�
)2
�

avec � 2 R et � 2 R+

Notation : X � N(�; �):

Propriétés :

propriétés de f(x) :

1. limx!�1 fX(x) = 0:

2. fX(�+ x) = fX(�� x) (symétrie par rappor à l�axe x = �).
3. fX atteint son maximum en x = � (� est le mode de X).

4. Les points d�in�exion du graphe de fX sont x = �� �:

Si X v N(�; �2) alors :
1. p(X < �� x) = p(X < �+ x):

2. FX(�� x) = 1� FX(�+ x)
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Moyenne et variance de la loi normale :

Si X v N(�; �2) alors :

1. E(X) = �:

2. V (X) = �2:

Lorsque � = 0 et �2 = 1: La loi normale N(0; 1) est appellée centrée réduite et on
la densité par z:

Sa fonction de densité est :

�(z) =
1p
2�
exp(�z

2

2
):

Sa fonction de répartition est :

�(z) =
1p
2�

Z z

�1
exp(�t

2

2
)dt:

Loi normale centrée reduite :

On sait que l�intégrale dé�nie par
R b
a
f(x)dx est représenté par la surface de l�aire

limitée par la courbe y = f(x): L�axe OX et deux droite X = a; X = b. Ici cet intégrale

est la probabilité p(a � X � b) c�est pourquoi on va étudier la fonction sous intégrale

Y = f(x):

On introduit la nouvelle variable T = X�m
�
qui s�appelle variable aléatoire réduite.

D�ou on a T = X�m
�

on en déduit dx = �dt:

p(a � x � b) =
R b
a

1
�
p
2�
exp

h
�1
2

�
(x�m)2

�

�i
dx =

R t2
t1

1p
2�
exp

�
� t2

2

�
dt

=
R t2
t1
p(t)dt = p(t1 � T � t2)

où t1 = a�m
�
; t2 =

b�m
�
; p(t) = 1p

2�
exp(� t2

2
):

En introdui sont la variable réduite T = x�m
�
; on passe à calculer la probabilité p(t1 �

T � t2) de cette nouvelle T avec la nouvelle densité de probabilité p(t) = 1
2
p
2�
exp

�
� t2

2

�
:

On dit que la variable aléatoire réduite suit la loi normale centrée réduite (puisque sa

moyenne est égale à 0, son écart-type est égale à 1).

1.1.2 Lois discrètes

Loi de Bernoulli :

Dé�nition 1.1.2 : soit un univer 
 constitué de deux éventualités, S pour succés et E
pour echec 
 = fE; Sg
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Sur le quel on construit une variable aléatoire discrète telle que où cours d�une épreuve

si S est réalise, X = 1:

si E est réalise, X = 0:

On appelle variable de Bernoulli une variable indicatrice la variable aléatoire X
telle que :

X : 
! R
X(
) = f0; 1g
La loi de probabilité associée à la variable de Bernoulli X telle que : p(X = 1) = p;

p(X = 0) = q; avec p+ q = 1 est appellée loi de Bernoulli notée B(p) on a :
E(X) =

P
i=1 xipi(X = xi) = p

V ar(X) = E(X2)� (E(X))2

E(X2) = 1� p2 = p
V ar(X) = p� p2 = p(1� p) = p� q

Loi Binomiale :

Dé�nition 1.1.3 : soit l�application S =
Pn

i=1Xi oû (Xi)i est une suite de variable

aléatoire indépendants de Bernoulli de parametre p:

On dit que S suite une loi Binomiale de parametre n et p la probabilité que S = k
c�est-à-dire l�obtention de k suecés au cours de n épreuves indépendantes est :

p(S = k) = Ckn � pk � qn�k:
E(S) = n� p:
V (S) = n� p� q:

Loi de Poisson :

Dé�nition 1.1.4 : une variable aléatoire X à valeurs dans p suite une loi Poisson de

parametre �(� > 0) si :

p(X = k) = exp(��)�k
k!

On noté : X v p(�):
E(X) = �

donc V (X) = E(X2)� (E(X))2 = �2 + �� �2 = �:
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1.2 Généralitée sur les échantillons

1.2.1 Population et échantillon

Dé�nition 1.2.1 : lorsqu�on vout étudier les données relatives aux caractéristiques d�un
ensemble d�inditividus ou d�objects (exp : nombre d�enfants de sexe �minin dans une fa-

mille de n enfants, taille des étudiants de l�université, poids de nouveau nés, etc...) il

est di¢ cile d�observer toute les données lorsque leur nombre est élévé. Au lieu d�exami-

ner l�ensemble qu�on appele population, on examine un nombre restreint qu�on appelle
échantillon.

Pour être représentatif, l�échantillon doit-être pris au hasard. Une population puet

être �nie ou in�nie.

1.2.2 Les di¤érents types d�échantillons

Dé�nition 1.2.2 : un échantillon probabiliste est un échantillon qui est construit à
partir d�une méthode d�échantillonnage ou chaque unité statistique de la population a une

chance d�être sélectionnée. Il est parfois normé échantillon aléatoire en raison de la ma-

nière aléatoire dont les unités statistiques sont choisies a�n de garantir une représentation

sans biais de l�ensemble de la population.

Dé�nition 1.2.3 : une échantillon non aléatoire est un échantillon sélectionné par
une méthode non probabiliste.

Dé�nition 1.2.4 : un échantillon éxhaustif est un échantillon pour lequel le tirage a
été réalisé sans remise.

Dé�nition 1.2.5 : un échantillon non-éxhaustif est un échantillon pour lequel le
tirage a été réalisé avec remise.

Dé�nition 1.2.6 : un échantillon représentatif est un échantillon qui reproduit les
caractéristiques d�une population de manière à ce que les conclusions obtenues avec cet

échantillon se généralisent à la population.

Pour �nir, les notions d�échantillon indépendants et appariés vont étre présentés. Par

exemple, vous aurez besoin de comparer deux population à l�aide de deux échantillons.

Dé�nition 1.2.7 : si les k � 2 échantillons que vous étudiez sont composés de séries

d�unités statistiques di¤érentes, il s�agit alors d�échantillons indépendants.

Dé�nition 1.2.8 : si les k � 2 échantillons que vous étudiez sont composés de la méme
séries d�unités statistiques, il s�agit alors d�échantillons appariés.
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1.2.3 Les grandes échantillons

Distribution de la moyenne d�un échantillon

On considére une population de moyenne m et d�écart-type �.

A partir de cette population on trie des échantillons de taill n.

1er échantillon X1
1 ::::::: X

1
n de moyenne m1 =

P
X1
i =n

2ème échantillon X2
1 ::::::: X

2
n de moyenne m2

............................................................................

k ième échantillon Xk
1 :::::::: X

k
n de moyenne mk.

La moyenne de ces di¤érents échantillons est une variable aléatoire qui varie d�un

échantillon à un autre. On la notera m et s�appele la moyenne d�échantillon. m suite

une loi normale N(�; �
�n
). m v N(�; �

�n
) lorsque n � 30

1.3 Estimations et estimateurs

1.3.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.3.1 : un estimateur est un paramètre (le plus souvent la moyenne ou l�écart-
type) d�une loi de probabilité théorique (loi de Poisson, loi Normale...etc) que l�on suppose

suivie par une population.

Les vrais paramètres de cette loi étant inconnus (et pour cause....) , ils sont estimés

à partire d�un échantillon aléatoire.

Exemple 1.3.2 : vous analysez un échantillon tiré aléatoirement et vous observez une
moyenne de 100. Vous savez que la distribution de la population s�écart peu de la normalité.

Personne ne vous interdit de penser que la moyenne sur la population totale s�établit à

101. Qui est peut-étre la médiane de l�échantillon ; sauf qu�il y a plus de chances qu�elle

soit aussi égale à 100. La première étape de calcul des statistique inférentielles consiste à

utiliser l�estimateur ponctuel adéquat a�n d�obtenir la meilleure estimation.

Dé�nition 1.3.3 : l�estimation par intervalle donne un ensemble de valeur susceptible
d�être prises par le paramètre inconnu, avec une borne infèrieure et une borne supèrieure

qui son les limites de l�itervalle. Cet intervalle prend le nom d�intervalle de con�ance et

on lui a¤ecte un coe¢ cient de crédibilité appellée niveau de con�ance.

1.3.2 Les deux propriétés d�un échantillon

On se doude que l�istimateur de moyenne d�une population est probablement meilleur

lorsqu�il s�agit de la moyenne de l�échantillon plutôt que si on l�estime par : (min+max)=2.
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On demande à un estimateur digne de ce non de possèder les deux propriétés suivantes :

être convergent et être sans biais.

Sans biais (unbiaised estimator) :

Le biais est une erreur systématique. Un estimateur est estampille "sans biais" si son

espérance est égale au vrai paramètre de la population.

Evidemment, ce dernier est inconnu et c�est par une dimonstration mathématique

que l�on sait si tel estimateur est par construction, biaisé ou non.

En pratique, cette erreur est parfois négligeable et il n�est alors pas fondamental de

chercher à l�éliminer. Plus l�échantillon est grand, plus le biais est petit (attention, je ne

parle pas d�un éventuel biais sur les données).

L�estimateur est alors asymptotiquement sans biais.

Exemple 1.3.4 : sur un échantillon de mille individus, les estimateurs "variance" et
"variance sans biais" ne montreront pas une di¢ rence sensible !.

La convergence (consistent est estimator) :

L�autre qualité souhaitée est la convergence : si l�échantillon augmente indé�niment,

où du moins jusqu�à la taille de la population, l�estimation �nit par étre égale à la vraie

valeur du parametre, avec un intervalle de con�ance qui diminue au fur et à mesure que

la taille de l�échantillon augmente.

On démontre à l�aide de l�inégalité de Bienayme-Tchebychert qu�un estimateur taille

de l�échantillon tend vers l�in�ni.

Toute ceci est assez intuitif. Ce qui l�est moins, c�est qu�il peut exister plusieur esti-

mateurs pour un même paramètre et qu�ils ne convergent pas forcément de la même façon

selon la taille de l�é¤ectif. L�estimateur le plus précis sur un échantillon de dix individus

n�est pas toujour le plus précis sur un échantillon de taille 1000.

1.4 Fonction caractéristique

1.4.1 Dé�nitions

Dé�nition 1.4.1 : la fonction caractéristique d�une variable aléatoire réelle X est la

fonction à valeurs complexes dé�nie sur R par :
�X(t) = E [exp (itX)]

= E [cos(tX)] + iE [sin(tX)] :
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Si cette variable aléatoire possède une densité, disons fX alors :

�X(t) =

Z
R
fX(x) exp (itx) dx

Ainsi, dans le cas d�une variable aléatoire à densité, la fonction caractéristique est

la transformée de Fourier (à un facteur 2� prés suivant la convention) de la densité.

Probablement pour cette raison, il arrive que l�on choisisse une convention di¤érente, à

savoir : �X(t) = E [exp (2i�tX)] :

Plus généralement, la fonction caractéristique d�une variable aléatoire X à valeurs

dans Rd est la fonction à valeurs complexes dé�nie sur Rd par : �X(u) = E [exp i hu;Xi]
où hu;Xi est le produit scalaire de u avec X .

Lorsque la variable aléatoire X est discrète, on dé�nit sa fonction génératrice par

G(Z) = E
�
ZX
�
avec Z complexe (quand cela a un sens). Avec les notation précédentes

on a donc �X(t) = G (exp (it)) cette fonction G est donc en fait un prolongement de 'X :

Dé�nition 1.4.2 : on peut écrire N = Y1 + :::::::::+ Yn, où (Yi)i�j�n sont n vecteurs

aléatoire indentiquement indépendants distribués (iid) dé�nis par :

8 1 � i � n; 8 1 � j � k; p

266666666664
Yi =

266666666664

0
:
:

1 j
0
:
:
:
0

377777777775

377777777775
= pj

donc pour tout u 2 Rk on a :
'N(u) =

�
'Y1(u)

�n
=
�Pk

j=1 pj exp (i hu; eji)
�n

=
�Pk

j=1 pj exp (iuj)
�n

1.4.2 Propriétés :

*Elle détermine de façon unique la loi d�une variable aléatoire au sens où 'X = 'Y
(égalité de fonction) équivaut à ��X et Y ont la méme loi��.

*Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendante, 'X+Y = 'X'Y plus générale-

ment, si X1; :::::; Xn sont des variables aléatoires indépendantes dans leur ensemble,

alors : 'X1 + ::::+ 'Xn = 'X1 :::: 'Xn:

En appliquant alors la transformée de Fourier à 'X+Y permet de retrouver la loi de

X + Y:
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*Il y a aussi une relation entre les moments et la fonction caracteristique d�une variable

aléatoire. Lorsque les moments existent et que la série converge :

'X(t) =
1X
k=0

ikmk(X)

k!
tk

où mk(X) est le moment d�ordre k de X:

*Cette relation sert parfois pour calculer la moyenne (premier moment) et la variance

d�une variable aléatoire plus explicitement :

�
(k)
X (0) = i

kmk(X):

donc :

E [X] = �i��X(0):
E [X2] = ����X(0):
V ar(X) = ����X(0) + ��2X(0):

*La relation suivante sert, par exemple, à calculer la fonction caractéristique d�une va-

riable cextrée reduite, à partir de la fonction caractéristique de la variable de depart :

�aX+b(t) = �X (at) exp (itb)

1.5 Le théorème de de Moivre-Laplace

Ces �gures laissent entrevoir la possibilité d�approximer une binomiale en un sens que

nous précisons maintenant. Il est commode pour cela d�e¤ectuer un changement d�origine

de façon à centrer les variables aléatoires et un changement d�échelle de façon à ce qu�elles

aient toutes pour variance 1. La nouvelle v.a. obtenue par ce procédé est :

S�n =
Sn � n�
�

=
Sn � npp
npq

(�)

Théorème 1.5.1 (de Moivre-Laplace). Soit Sn une variable aléatoire de loi binomiale de
paramétres n et p et S�n dé�nie par (*). Pour tous réels c < d �xés :

lim p (c < S�n � d) = � (d)� � (c) =
Z d

c

1p
2�
exp

�
�t

2

2

�
dt:

On a la même limite pour P (c � S�n � d), P (c � S�n < d) et P (c < S�n < d). Comme
dans le cas de l�approximation par une loi de Poisson, ce théorème permet l�approximation
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de P (a < Sn � b) pour les grandes valeurs de n. Pour cela il su¢ t de remarquer que la
fonction x! (x� np) =pnpq étant croissante, on a l�équivalence :

a < Sn � b()
a� np
p
npq

<
Sn (w)� npp

npq
= S�n (w) �

b� np
p
npq

:

On en déduit que pour tout n � 1 :

p (a < Sn � b) = p
�
a� np
p
npq

� S�n �
b� np
p
npq

�
:

Lorsque n est « grand » le théorème de de Moivre-Laplace nous dit que le second

membre peut être approximé par :

p

�
a� np
p
npq

< S�n �
b� np
p
npq

�
' �

�
b� np
p
npq

�
� �

�
a� np
p
npq

�
:

Il su¢ t alors d�utiliser la table des valeurs de pour calculer cette probabilité.

Pour que l�approximation soit légitime, il convient de savoir majorer l�erreur commise

en fonction de n, p (et aussi de a et b). Une telle majoration sera donnée sans démons-

tration section (�). L�idée générale est que la vitesse de convergence dans le théorème de
de Moivre-Laplace est, comme pour l�inégalité de Tchebyche¤, en O(n�1=2). La constante

sous-entendue dans le O est d�autant meilleure que p est proche de 1=2 (et se dégrade

fortement quand p est proche de 0 ou 1).

Exemple 1.5.2 : on lance 3600 fois un dé. Evaluer la probabilité que le nombre d�appa-
ritions du 1 soit compris strictement entre 540 et 660.

Soit S le nombre d�apparitions du 1. Cette variable aléatoire suit la loi binomiale

B(3600; 1=6). On a E (S) = 600 et V ar (S) = 500. En notant S� = (S � E (S))=�(S) la
variable centrée réduite associée à S :

p (540 < S < 660) = p

�
540� 600p

500
< S <

660� 600p
500

�
:

Comme n est grand on peut utiliser l�approximation liée au théorème de De Moivre-

Laplace :

p

�
� 60

10
p
5
< S� <

60

10
p
5

�
' �

�
6p
5

�
� �

�
�6p
5

�
En utilisant la parité de la densité f0;1, on a pour tout a > 0 : �(a) � �(�a) =

2�(a)� 1. En utilisant la table des valeurs de � on obtient donc :

p (540 < S < 660) ' 2� (2:68)� 1 ' 0:9926 ' 0:99
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Chapitre 2

Théorèmes Central Limites (TCL)

2.1 Illustration

Ce théorème est évident si les variables aléatoires suivent une loi normale d�espérance

(ou moyenne) � : on imagine bien que la somme de n variables puisse suivre une loi

normale de paramètre n�.

Dans le cas de variables ne suivant pas une loi normale, le théorème peut sembler

étonnant au premier abord. Nous allons donc en faire une illustration ne nécessitant pas

de connaissance particulière en statistiques, mais uniquement du dénombrement.

Considérons le jeu de pile ou face et mettons des valeurs sur les faces de la pièce, par

exemple 0 pour pile et 1 pour face, on s�intéresse à la somme de n tirages. La pièce est

équilibrée, chaque face a une chance sur deux d�être tirée. Si l�on fait un seul tirage, nous

avons donc le tirage n�1 (et aucun autre), et son résultat peut être 0 ou 1, nous faisons la

somme d�une seule valeur.

Résultats d�un tirage

Résultat tirage n�1 Somme

0 0

1 1

Nous avons donc n = 2 possibilités pour la valeur de la somme, apparaissant avec les

fréquences suivantes :

12



Fréquences pour tirage

valeurs
de la
somme

Nombre
d�apparitions Fréquence

0 1 1
2
= 0:5 (50 %)

1 1 1
2
= 0:5 (50 %)

Avec deux tirages, chaque tirage peut donner 0 ou 1, ce qui donne le tableau suivant :

Résultats de deux tirages

Résultat tirage n�1 Résultattirage n�2 Somme

0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 2

nous avons n = 4 possibilités, soit le tableau des fréquences.

Fréquences pour deux tirages

valeurs de la somme Nombre d�apparitions Fréquence

0 1 1
2
= 0:25 (25 %)

1 2 2
4
= 0:5 (50 %)

2 1 1
2
= 0:25 (25 %)

Et ainsi de suite :
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Résultats et fréquences de trois tirages

Résultat
tiragen�1

Résultat
tiragen�2

Résultat
tiragen�3 Somme

Valeurs
de la
somme

Nombre
d0apparitions Fréquence

0 0 0 0 0 1 0:125 (12:5 %)

0 0 1 1 1 3 0:375 (37:5 %)

0 1 0 1 2 3 0:375 (37:5 %)

0 1 1 2 3 1 0:125 (12:5 %)

1 0 0 1

1 0 1 2

1 1 0 2

1 1 1 3

On ne s�intéresse pas au tirage en lui-même, mais à la somme du tirage. De ce point

de vue, plusieurs tirages sont équivalents, donc une valeur de somme peut être obtenue

par plusieurs tirages, par exemple : pour deux dés à six faces, on peut obtenir 7 par 1+6;

2 + 5; 3 + 4; 4 + 3; 5 + 2 et 6 + 1, il y a six tirages équivalents. Or, il y a toujours plus

de combinaisons permettant d�obtenir une valeur moyenne qu�une valeur extrême, ce qui

donne la courbe en cloche.

2.2 Théorème central limite

2.2.1 Théorème du TCL :

Théorème 2.2.1 : soit X1; X2; : : : une suite des variables aléatoires réelles dé�nies sur le

même espace de probabilité, indépendantes et identiquement distribuées suivant la même

loi D. Supposons que l�espérance � et l�écart-type � de D existent et soient �nis avec � 6= 0.
Considérons la somme :

Sn = X1 +X2 + : : :+Xn:

Alors :

� l�espérance de Sn est n� .
� son écart-type vaut �

p
n:
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De plus, quand n est assez grand, la loi normale N
�
n�; n�2

�
est une bonne approxi-

mation de la loi de Sn:

A�n de formuler mathématiquement cette approximation, nous allons poser :

Xn = Sn=n = (X1 +X2 + : : :+Xn)=n

et

Zn =
Sn�n�
�
p
n
= Xn��

�=
p
n

De sorte que l�espérance et l�écart-type de Zn valent respectivement 0 et 1 : la variable

est ainsi dite centrée et réduite.
Le théorème central limite (TCL) stipule alors que la suite des variables aléatoires

Z1; Z2; :::; Zn; ::: converge en loi vers une variable aléatoire Z, dé�nie sur le même espace

probabilisé, et de loi normale centrée réduite lorsque n tend vers l�in�ni.

Cela signi�e que si � est la fonction de répartition de N (0; 1), alors pour tout réel

z :

lim
n!1

p (Zn � z) = �(z)

ou, de façon équivalente :

lim
n!1

p(
Xn � �
�=
p
n
� z) = 1p

2�

Z z

�1
exp

�
�u2=2

�
du = �(z)

2.2.2 Démonstration du TCL

Pour un théorème d�une telle importance en statistiques et en probabilité appliquée, il

existe une démonstration particulièrement simple utilisant les fonctions caractéristiques.

Cette démonstration ressemble à celle d�une des lois des grands nombres. Pour une variable

aléatoire Y d�espérance 0 et de variance 1, la fonction caractéristique de Y admet le

développement limité :

'Y (t) = 1� t2

2
+ �(t2) , t! 0

Si Yi vaut
Xi��
�
, il est facile de voir que la moyenne centrée réduite des observations :

X1; X2; : : : ; Xn est simplement :

Zn =
Xn � �
�=
p
n
=

nX
i=1

Yip
n

D�après les propriétés élémentaires des fonctions caractéristiques, la fonction carac-

téristique de Zn est :
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�
'Y

�
tp
n

��n
=

�
1� t2

2n
+ �(t2=n)

�n
! exp

�
�t2
2

�
lorsquen!1:

Mais cette limite est la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite

N (0; 1), d�où l�on déduit le théorème central limite grâce au théorème de continuité de

Lévy, qui a¢ rme que la convergence simple des fonctions caractéristiques implique la

convergence en loi.

2.2.3 Utilisation du TCL :

Nous allons utiliser ce théorème sous une hypothèse A un peu forte que celle indiquée

dans l�énoncé.

Remarque 2.2.2 : hypothèse A : E
�
jX1j3

�
< +1:

On cherche souvent à déterminer une valeur numérique approximative pour des ex-

pressions du type p fSn 2 Ag
Pour ce faire, on exprime d�abord cette probabilité comme somme où di¤érence de

probabilités de la forme p fSn 2 Ig, où I est un intervalle. Dans le cas oû, par exemple,
I = ]a; b] est un intervalle ouvert à gauche et fermé à droite, on a :

p fa < Sn � bg = p
�
a� n�
�
p
n
<
Sn � n�
�
p
n

� b� n�
�
p
n

�
:

D�après le théorème limite central, le membre de droite est approximativement
égal à :

P

�
a� n�
�
p
n
< z � b� n�

�
p
n

�
où z est une v.a. N (0; 1). Cette probabilitée s�écrit donc :

�(
a� n�
�
p
n
)� �(b� n�

�
p
n
)

L�opération qui consiste à soustraite n� et à diviser par �
p
n est appelée normali-

sation et on parle de somme normalisée pour se référer à l�expression Sn�n�
�
p
n
:

Exemple 2.2.3 : a la roulette, vous jouez 81 fois, pariant chaque fois 1 dollar sur noir.
Quelle set la probabilité qu�à la �n, votre béné�ce soit positif ?

Pour répondre à cette question, soit Xi le béné�ce à la mise i, de sorte que :

E (Xi) = � 1
19
= �; p fXi = +1g = 18

38
; p fXi = �1g = 20

38

et
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var(Xi) = E (X
2
i )� E (Xi)

2 = 1�
�
� 1
19

�2
= 0:9972 = �2:

Le béné�ce aprés 81 jeux est S81 = X1 + ::::::::+X81: On cherche p fS81 � 0g :
Cette probabilité est égale à :

p
�
S81 � 81�

�
� 1
19

�
� 0� 81�

�
� 1
19

�	
= p

�
S81�81�(� 1

19)p
0:9972

p
81

�
81
19p

0:9972
p
81

�
:

D�aprés le TLC, cette probabilité est approximativement égale à :
p
n
Z � 9

19
p
0:9972

o
= p fZ � 0:47g = 1� p fZ < 0:47g
= 1� 0:6808 = 0:3192:

Exemple 2.2.4 : on lance une pièce de monnaie 400 fois. Quelle est la probabilité d�avoir
au moins 220 piles ? (On s�attend à 200 piles).

Pour i = 1; ::::; 400, soit Xi = 1 si le iiéme jet tombe sur pile, Xi = 0 sinon.

Alors Xi suit une loi de Bernoulli de parametre 1
2
et nous avons :

E (Xi) =
1
2
et var (Xi) =

1
2

�
1� 1

2

�
= 1

4
:

Posons Sn = X1+ ::::+Xn, de sorte que S400 représente le nombre de piles aprés 400

jets. Nous cherchons

p fS400 � 220g = p
�
S400�400� 1

2p
1
4

p
400

� 220�400� 1
2p

1
4

p
400

�
= p

�
S400�400� 1

2p
1
4

p
400

� 2
�
:

D�aprés le TCL, cette probabilité est approximativement égale à :
p fZ � 2g = 1� p fZ � 2g = 1� 0:9772 = 0:0228:

Remarque 2.2.5 : si la question était ��quelle est la probabilité d�avoir au plus 219
piles ?��, on aurait calculé :

p fS400 � 219g = p
�
S400�200p

1
4

p
400
� 219�200p

1
4

p
400

�
= p

�
Z � 219�200
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' p fZ � 1:9g = 0:9713:

La somme de ces deux probabilités devrait être égala à 1. Cependant, d�aprés nos

approximations :

p fS400 � 219g+ p fS400 � 220g = 0:0228 + 0:9713 = 0:9941 < 1:
Pour pallier ce problème, lié au fait qu�on approxime une loi discrète par une loi

continue, on utilise la correction de continuité, que nous introduisons ci-dessous.

2.3 Réciproque du TLC i.i.d

2.3.1 Théorème

Théorème 2.3.1 :soit (Xi)i�1 une suite de variables aléatoires i.i.d. dé�nies sur le même

espace probabilisé et telle que Sn=
p
n converge en loi vers N(0; 1). Alors X1 est de carré

intégrable, E(X2
1 ) = 1 et E(X1) = 0.
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2.4 Vitesse de convergence

La vitesse de convergence dans le théorème duTCL est dans les bons cas en O(n�1=2),
comme pour le théorème de De Moivre-Laplace. Plus précisément on a le résultat suivant.

2.4.1 Théorème (Berry-Esséen, 1941�42)

Théorème 2.4.1 : soit (Xi)i�1 une suite des variables aléatoires i.i.d. telle que E(X1) =

0, EjX1j3 < +1. On note �2 = E(X2
1 ) (� > 0). Il existe alors une constante universelle

C > 0 telle que pour tout n � 1 :

Dé�nition 2.4.2

�n = sup
x2R

����p� Sn
�
p
n
� x

�
� �(x)

���� � cE jX1j3

�3
1p
n

La clé du problème est l�obtention d�une formule d�inversion permettant de controler

la di¤érence des fonctions de répartitions à l�aide de la di¤érence des fonctions caracté-

ristiques. Une fois celle-ci acquise, on e¤ectue un développement à l�ordre 3, c�est ce qui

explique la présence de EjX1j3 dans le majorant. L�obtention de la meilleure constante
C a été l�objet d�une longue quête. La valeur initiale de Esséen était C = 7; 59. Feller

propose C = 3. Une valeur plus moderne et proche de l�optimale est C = 0; 7975 (Van

Beek (1972).

Il est intéressant de regarder ce que donne le théorème de Berry-Esséen, donc avec

X1 = Y1 � p, où Y1 suit une loi de Bernoulli de paramétre p. On trouve alors :

�n � c
p2 + q2
p
pq

1p
n

Exemple 2.4.3 : voici un exemple tout à fait élémentaire permèttant de comprendre qu�il
n�y a pas lieu d�espérer une vitesse de convergence meilleure que O(n�1=2) pour n. Prenons

X1 de loi de Bernoulli de paramétre 1=2. On a alors :

S2n v Bin
�
2n;

1

2

�
; E(S2n) = 2n

1

2
= n

On cherche un équivalent de p (S�2n � 0)� �(0). Remarquons d�abord que :

fS�2n < 0g = f0 � S2n < ng et fS�2n > 0g = fn < S2n � 2ng

En raison de la symétrie des coe¢ cients binomiaux (Ck2n = C
2n�k
2n ),
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p (S�2n < 0) =
Pn�1

k=0 C
k
2n2
�2n =

P2n
j=n+1C

j
2n2
�2n = p (S�2n > 0)

On a ainsi 2p (S�2n < 0)+p (S
�
2n = 0) = 1 d�ou l�on tire p (S

�
2n < 0) =

1
2
� 1
2
p (S�2n = 0)

et p (S�2n � 0) = 1
2
+ 1

2
p (S�2n = 0). En rappelant que �(0) =

1
2
, on aboutit à

P (S�2n � 0)� �(0) = 1
2
P (S�2n = 0) =

1
2
P (S2n = n) = C

n
2n2
�2n�1:

2.5 Le TCL dans Rd

Nous étudions dans cette section le TLC en dimension �nie. Par souci de simplicité,

on se limitera essentiellement au TLC iid dans Rd. On verra qu�en fait il y a toujours
moyen de se ramener à la dimension 1 grace au lemme de Cramér-Wold ( « Cramér-

Wold device » dans la littérature anglo-saxonne). Néanmoins, cela ne dispense pas de

la possession d�un minimum de connaissances sur les vecteurs aléatoires (fonctionnelles

caractéristiques, structure de covariance, lois gaussiennes en dimension d). Il est commode

de présenter ces « rappels » dans le cadre plus abstrait d�un espace vectoriel E, d�une

part pour éviter de faire jouer prématurément un rôle à la structure euclidienne de Rd,
d�autre part pour ouvrir la voie en direction des lois gaussiennes et du TLC en dimension
in�nie.

2.5.1 Vecteurs aléatoires

Soit donc E un R-espace vectoriel de dimension �nie d et E�son dual. Rappelons qu�il
n�y a qu�une seule topologie d�espace vectoriel sur E (i.e. rendant continues l�addition des

vecteurs et la multiplication d�un vecteur par un scalaire) et que toutes les normes sur E

sont équivalentes et métrisent chacune cette topologie. Dans la suite, E sera muni de sa

tribu borélienne, c�est-à-dire la tribu engendrée par les ouverts de E. Un vecteur aléatoire

X dans E est une application mesurable d�un espace probabilisé (
;z; P ) dans E.
La fonctionnelle caractéristique de X (où de sa loi) est l�application :

'X : E�! C

u ! 'X (u) = E exp (iu (X))

Le lien avec les fonctions caractéristiques en dimension 1 est donné par :

8u 2 E�; 8 t 2 R; 'X (tu) = E exp (itu (X)) = 'u(X)(t)

Comme en dimension 1, la fonctionnelle caractéristique caractérise la loi et la conver-

gence ponctuelle des fonctionnelles caractéristiques équivaut à la convergence en loi. Le
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lemme de Cramér-Wold est une conséquence immédiate de ces remarques.

Lemme 2.5.1 :(Cramér-Wold). La suite (Xn)n�1 des vecteurs aléatoires dans l�espace

vectoriel de dimension �nie E converge en loi dans E vers le vecteur aléatoire X si et

seulement si pour toute forme linéaire u 2 E�, la suite des variables aléatoires réelles

u(Xn)n�1 converge en loi dans R vers u(X).

2.5.2 Le TCL iid dans Rd

Théorème 2.5.2 : soit (Xk) une suite des vecteurs aléatoires de Rd, indépendants, de
même loi et de carré intégrable (i.e. E kX1k2 < +1) et Sn =

Pn
k=1Xk. Alors :

Sn � �p
n

!loi
n!+1 N (:; k) :

où k est l�opérateur de covariance de X1.

Commentaire :

Malgré la ressemblance formelle de cet énoncé avec celui du théorème du TCL, il
n�est pas possible ici de modi�er la normalisation

p
n par �

p
n pour avoir toujours la

même loi limite N(0; I), où I est l�opérateur de matrice identité par rapport à la base

canonique de Rd et à sa duale.
Une application importante du théorème présidans est la convergence d�une loi mul-

tinomiale vers une loi gaussienne, ce qui en un certain sens, généralise le théorème de De

Moivre Laplace.

Rappelons que la loi multinomiale sert à modéliser le total des résultats observés pour

chaque type dans une suite d�épreuves répétées indépendantes ayant chacune d types de

résultats possibles.

Exemple 2.5.3 :si on lance 200 fois un dé, on obtient un vecteur de dimension 6 dont la
i-éme composante est le nombre total d�apparitions de la face numéro i au cours des 200

lancers. Ce vecteur suit la loi multinomiale de paramétres 200 et (p1, p2,p3,p4,p5,p6), où

les pi valent tous 1=6 si le dé est équilibré. Plus formellement, le vecteur aléatoire N suit

la loi multinomiale de paramètres n et (p1, . . . ,pd) où n 2 N� et les pi sont strictement
positifs et de somme 1, si pour tout d-uple (j1,j2, . . . ,jd) d�entiers tels que j1 + j2+� � �
+jd = n,

p fN = (j1; j2; :::; jd)g =
n!

j1!j2!:::jd!
pj11 p

j2
2 ::: p

jd
d :
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2.6 TCL pour les sommes d�un nombre aléatoire de

termes

2.6.1 Théorèmes

Théorème 2.6.1 : toutes les variables aléatoires considérées étant dé�nies sur le même
espace probabilisé, on suppose que :

1. (Xk)k�1 est une suite de variables aléatoires telle que :

1p
n

nX
k=1

Xk !loi
n!+1 N

�
0; �2

�
; (� > 0) :

2. (Nn)n�1 est une suite des variables aléatoires à valeurs dans N� tendant vers +1
en probabilité, ce qui signi�e :

8 A > 0; lim
n!+1

p (Nn > A) = 1:

3. Pour tout j � 1, Nj est indépendante de la suite (Xk)k�1. Dans ces conditions :

1p
Nn

NnX
n!+1

Xk !loi
n!+1 N

�
0; �2

�
Théorème 2.6.2 : toutes les variables aléatoires considérées étant dé�nies sur le même
espace probabilisé, on suppose que :

1. Yn !loi
n!+1 Y:

2. Nn !pr
n!+1 +1:

3. Pour tous j, n 2 N�, Yj et Nn sont indépendantes. Alors :

YNn !loi
n!+1 Y:
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