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Introduction générale

La plupart de ces problemes d’optimisation appartiennent a la classe des problemes NP-
difficile : classe ou il n’existe pas d’algorithme qui fournit la solution optimale en temps poly-
nomial en fonction de la taille du probleme. La plupart des travaux réalisés dans ce domaine
étaient dédiés a I’optimisation d’un seul objectif, or la plupart des applications réelles integrent
plusieurs objectifs souvent contradictoires a optimiser simultanément.

Depuis quelques années, 1’approche Pareto définie initialement dans des travaux en économie
au 19¢éme siecle a été utilisée dans les sciences pour I’ingénieur. Cette approche a I’avantage
de traiter les problemes multiobjectifs sans transformation, sans favoriser un objectif par rap-
port a un autre. Tout comme pour 1’optimisation mono-objectif, deux classes de méthodes de
résolution pour traiter les problemes multiobjectifs : les méthodes exactes dédiées a résoudre
optimalement les petites instances et les méthodes approchées : les heuristiques et en particulier
les métaheuristiques (génériques) permettant d’approximer les meilleures solutions sur les plus
grandes instances [1].

La notion de solution optimale unique dans 1’optimisation uni-objectif disparait pour les
problemes d’optimisation multi-objectif au prot de la notion d’ensemble de solutions Pareto op-
timales [5].

Le premier chapitre est un chapitre introductif dans le quel nous présentons une vue sur
les notions de I’optimisation. On présente des définitions sur la formulation d’un prombleme
d’optimisation, ainsi la maniere de choisir la meilleur méthode de résolution. L’ évidence sera de
parlé sur les deux grandes familles de méthodes d’optimisation : les méthodes déterministes et
les méthodes stochastiques. Nous terminons ce chapitre en abrodant les méthodes de gradiens
comme méthode de résolution déterministe.

Dans le deuxieme chapitre, on s’attache a étudier les problemes d’optimisation muti-objectifs.
D’abord, on parlera de divers définitions, ensuite on présentera la classification possible des
méthodes de résolution de ces problemes. A la fin, la méthode de Pareto sera 1’enjeux de notre
travail.

Le troixieme chapitre sera consacré aux méthodes classiques, dont nous décrivons quelques
méthodes traditionnellement utilisées pour la résolution des problemes d’optimisation multi-
objectif. Toutes ces approches passent par la transformation du probléme initial en un probleéme
d’optimisation mono-objectif. On cite quelques méthodes : Vetor Evaluted Genetic Algorithme
(VEGA); Multiple objectif génétic algorithm ( MOGA); Recuit simulé (MOSA).



Généralité sur I’Optimisation

1.1 Introduction

Les problemes d’optimisation occupent actuellement une place de choix dans la communauté
scientifique. L’évolution des techniques informatiques a permis de dynamiser les recherches dans
ce domaine. Le monde réel offre un ensemble trés divers de problemes d’optimisation [2] :

probleme combinatoire,

probléme a un ou plusieurs objectif(s),
probléme statique ou dynamique,
probleme dans I’incertain.

Dans les paragraphes suivants, nous présenterons une généralité sur les prblémes d’optimisa-
tion.
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1.2 Les problemes d’optimisations :

1.2.1 Définitions
Probleme d’optimisation :

Un probleme d’optimisation est défini par un espace de recherche des solutions ou une plu-
sieurs fonctions objectifs. Pour modéliser un probleme d’optimisation on a trois étapes tres im-
portantes sont :

Les variables :

les variables du probleme peuvent étre de nature diverse (réelle ; entiere ; booléenne ; etc). Et
exprimer des données qualitatives ou quantitatives.

Une fonction objectif :

représente le but a atteindre pour le décideur (minimisation de cofit ; de durée ; d’erreur ; etc.).
Elle définit espace de solution potentielle au probleme.

L’ensemble des contraintes :

définit des conditions sur I’espace de recherche des solutions que les variables doivent satis-
faire. Une personne dispose de 40m de fil barbelé pour cloture une parcelle rectangulaire. Quelles
sont les dimensions du rectangle maximisant 1’aire de la parcelle en utilisant les 40 m de fil.
Alors :

max f(x)
s/c 2x+2y =140

1.3 Choix d’une méthode :

La nature des variables, des domaines de définition et de critéres a optimiser va influencer le
choix de la méthode de résolution.

Il y a deux grandes familles de méthodes d’optimisation : les méthodes déterministes et les
méthodes stochastiques.

1.4 Les méthodes déterministes

Les méthodes déterministes se caractérisent par une exploration systématique de I’espace de
recherche. Il existe de nombreuses méthodes d’optimisation déterministes :
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Les méthodes locales :

Qui assurent la convergence vers I’optimum de la fonction le plus proche de la solution
courante en explorant son voisinage comme la méthode du simplexe de gradient.
D’une maniere générale ces méthodes obéissent a 1’algorithme suivant :

a) choisi d’une premiere solution courante i admissible.

b) génération d’une solution j dans le voisinage de i.

c) si f(j) est meilleur que f(i) alors j devient la solution courante puis retour en (b).

d) L’algorithme se termine lorsqu’il n’y a plus d’amélioration de la solution courante.

Les méthodes globales :

Qui s’attachent a faire converger la solution vers I’optimum globale de la fonction. Comme
la méthode de tunneling, la méthode homotypique, méthode de Branch & Bound.

Ces méthodes peuvent étre subdivisées en plusieurs sous classe, les méthodes : heuristiques,
statistiques, mathématiques, apprentissage et méthode de Branch et Bound.

Nous allons présenter un exemple des méthodes de gradient, qui sont des méthodes de re-
cherche locale.

1.4.1 Méthodes de gradient :

On peut définit le gradiant comme :

V) = (agii‘) agg) - agg) )

Elles permettent de résoudre des problemes non linéaires et sont basées sur une hypothese
forte la connaissance de la dérivée de la fonction objective en chacun des points de I’espace.
Cette famille des méthodes procede de la fagon suivante :

On choisit un point de départ x et on calcule le gradient V f(xp). Comme le gradient indique
la direction de plus grande augmentation de f. On se pose déplace d’une quantité Agdans sans
apposé au gradient et on a définit le point x;

(o))

X1 = X0 —

IVf (xo)
Cette procédure est répétée et engendre des points xq,x2,.....,x;.ainsi pas a pas, la distance
entre le point d’indice i et I’optimum diminue
Vf(xi)

)

Xip1 =X — A

IV (i)

A; : est le pas de déplacement a chaque itération, i € N.
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Si A; est fixe ; on parle méthode de gradient a pas prédéterminé. I’ inconvénient de cette
procédure est que la convergence est tres dépendent du choix du pas de déplacement. La conver-
gence peut étre tres lente si le pas est mal choisi. L’intérét principal de cette méthode est de
pouvoir se généraliser aux cas de fonction non partout différentiables.

Actuellement, la méthode la plus usitée de cette famille est la méthode de la plus forte
pente. Elle permet de se libérer du choix d’un A; mais elle introduit un critere d’arrét, le but
de cette méthode est de minimiser la fonction de A.

g\) = flax —AxVf(xx))

Algorithme de la plus forte pente.

a) Choisir un point de départ xg et faire K=0
b) A I’itération K :
dp = =V f(xx)

Recherche A tel que :

fo—Mexdi) =min{ f(xp — Mg xdi)}, A >0

X1 = X — M x

¢) Si le test d’arrét est vérifié alors fin. Sinon k£ = k+ 1 et retourner en b.

L’algorithme de la plus forte pente est a base de I’algorithme de Hill-Colombin appelé
également algorithme de descente de gradient.

Exemple Soit f(x) = 3x7 + 3x3.

FIGURE 1.1 — plus forte pente de f.
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1.5 Les méthode stochastiques

Les méthodes stochastiques sont utilisées dans le cas des problemes oul en connais pas un
algorithme de résolution en temps polynomial. Evidement la solution recherchée sera approchée
de I’optimum.

Dans la pratique, les méthodes stochastiques les plus utilisées sont : la méthode de Monte
Carlo, le recuit simulé, les algorithmes évolutionnaires...etc.

1.6 Conclusion

Nous avons parlés dans ce chapitre sur les notions de base des problemes d’optimisation.
Ensuite, Nous avons présenté la classification des méthodes d’optimisation, en particulier la
méthode de Pareto.



les problémes d’optimisations multi-objectifs

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’introduction des notions li€es a I’optimisation multiobjectif sur
lesquelles toute la suite de ce travail va se baser.

On va étudier les problémes d’optimisations multi-objectif, la classification des méthodes
de résolution, la méthode de Pareto dont 1’otimum de Pareto et la notion de la dominance. Les
difficultés des méthodes d’optimisations multi-objectifs seront cités.
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2.2 Notions

Définition 2.1 Un probléme multi-objectif ou multicritere peut étre définie comme un probleme
dont on cherche I’action qui satisfait un ensemble de contraintes et optimiser un vecteur de
fonctions objectif.

Un action (ou un vecteur de décision) :

On note ;

Avec x; les variables du probleme et n le nombre de variables.

Les contraintes : Une contrainte est une condition que doit satisfaire la solution d’un probleme
d’optimisation. On distingue deux types de contraintes : les contraintes d’égalité et les contraintes
en inégalité :

hi(x) =0, ieN. gj(x) <0, j€N.

Le vecteur de fonctions objectifs : Qui sert de critére pour déterminer la meilleure solution
a un probleme d’optimisation. On note f tel que :

F) = (f1(x), f2(x); ooooes S ()

Avec f; les objectifs ou critere de décision et n nombre d’objectifs.
Le modele mathématique est le suivent :

max f(x) = (f1(x ) (X), -----  Jn())

h; (x

Ou:

gi(x) : Les contraintes d’égalités ; /;(x) : Les contraintes d’inégalités.

Lorsqu’ un seul objectif (critere) est donné le probleme d’optimisation est mono-objectif.

Dans ce cas la solution optimal est clairement définie, c’est celle qui a le cout optimal (minimale,
maximale).

2.2.1 Le vecteur idéal

Est I’action composée de la solution optimal pour chaque objectif pris séparément .

Avec x la valeur qui optimise la i’ fonction objectif .
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La condition nécessaire et suffisante pour que ce vecteur idéal soit atteint est que les fonctions
objectifs soient indépendantes. Si cette condition est réalisée alors la résolution du probleme
multi objectif est transformée en un résolution de plusieurs problemes uni-objectif.

2.2.2 Convexité

L’ensemble fest dit convexe si tout segment joignant deux points quelconques de f est inclus
dans f.

Définition 2.2 Xest convexe :Vx,y € R;A € [0,1] ssi :
A+ (1-A)yeX.

Définition 2.3 Une fonction f : x € R" — Rdéfinie sur I’ensemble convexe si :

fx+ (1 =R)y) SAf(x) + (L=A)f ().

Exemple Montrons qu’un intervalle dans R est convexe tel que :
M = |a,b)].

<
Soit x,yEM:{ :ll_

Montrons que :
(1) %A : donne
(2) A : donne
De (3) et (4) :

alors :

donc :

en effet : M est convexe.

Exemple
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fix) Fonction convexe
f(‘ag) -
M)+ () -/
f2xH(1-1)x0) " ~
fi(x) "**i:::.?T’-';"""
% xp+(U- ) %

FIGURE 2.1 — Fonction convexe

2.3 Classification des méthodes de résolution

On a deux classifications défférentielles des méthodes de résolution des problémes multiob-
jectifs [5].

2.3.1 Utilisateur

Cette classification est essetiellement utilisée en recheche opérationnelle. Les décisions étant
consédérées comme un compromis entre les objectifs et les choix spécifiques du décideur (contraintes
des cout,de temps,etc). Un décideur choisit une méthode en fonction de I’aide qu’elle va lui ap-
porter.

Les methodes a priori(dcideur— recherche) Les solutions les plus intuitives pour résoudre
des problémes multi-objectifs consistes souvent a combiner les défférents fonctions objectifs en
une fonction d’utilité suivant les préférences du décideur dans ce cas le décideur est supposé
connaitre a priori le poids de chaque objectif afin de les mélanger dans une fonction unique. Cela
revient a résoudre un probléme simple objectif. Cependant dans la plupart des cas, le décideur
ne peut pas exprimer. Clairememt, sa fonction d’utilité. Soit par manque d’expérience ou d’in-
formations, soit parce que les différents objectifs sont non commensurable.

Les methodes a posteriori(recherche— décideur) Le décideur prend sa décision d’apres
un ensemble de solutions calculées par un solveur. Dans ce cas la qualité de la décision dépend
du choix de la méthode de résolution. Car elle —ci va devoir donner un ensemble de résultat le
plus représontatif de I’espace des objectifs efficaces.

Les methodes progressives ou intractives (dcideur<> recherche) Dans ces méthodes
les processus de décision et 1’optimisation sont alternés. Par moment, le décideur intervient de
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maniere a modifier certaines variables ou contraintes afin de diriger le processus d’optimisa-
tion. Le décideur modifie ainsi intéractivement le compromis entre ses préférences et les résultat.
Ces méthodes exigent un connaissance approfondie, de la part du décideur. Des décideurs, des
outiles utilisée. [vinck 1988] présente plusieurs méthodes progressives utilisées en recherche
opérationnelle. Il trouve que la relation de dominance est trop pauvre pour étre utile et les fonc-
tions d’utilité multiattribut trop riche pour étre faible. Il tente d’enrichir la relation de dominance
par des éléments peu discutables, les préférences solidement €t

2.3.2 Concepteur

Ce classement adopte un point de vue plus théorique articulé autour des notions d’agrégation
et d’optimum de Parito. Ces notions sont développées dans les sections suivantes car nous adop-
tons cette classification pour présenter les différents méthodes.

Les méthodes agrégées : Ces méthodes transforment un probléme multi-objectif en un
probléme simple objectif.

Les méthodes fondées sur Pareto; Ces méthodes sont fondées sur la notion de dominance
au sens de Pareto qui privilégie une recherche satisfaisant au mieux tous les objectifs.

Les méthodes non agrégées et non Pareto : Certaines méthodes n’utilisent aucun des
deux concepts précédant. Alors que 1’agrégation ou I’utilisation de la dominance de Pareto
traitent les objectifs simultanément, en général, les méthodes dites non agrégées et non Pareto
possedent un processus de recherche qui traite séparément les objectifs.

2.4 La méthode de Pareto

L’idée d’utilisée la dominance au sens de Pareto a été proposée par Goldberg (Goldberg
1989) pour résoudre les problemes proposés par schaffre (schaffre198S). Il suggere d’utilisée
le concept d’optimalité de Pareto pour respecter I’intégralité de chaque critere car il refus de
comparer a priori les valeurs de différents criteres. Les utilisations d’une sélection basée sur la
notion de dominance de Pareto vont faire converger la population vers un ensemble de solution
efficace. Ce concept ne permet pas de choisir une alternative plutdt qu’une autre mais il apporte
un aide précieuse au décideur.

2.4.1 Optimum de Pareto

La formule de Pareto est : dans un probleme multi-objectif il existe un équilibre tel que I’on
ne peut pas améliorer un critere sans détériorer au moins un des autres critéres. Cette équilibre
a été appelé de Pareto un point x dit Pareto-optimal s’il n’est dominé par aucun autre point
appartenant a E ces points également appelés solutions non inférieures ou non dominées.
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Pondération
des objectifs

Probléme
LT T . mono-objectif —h e
Chaolx du *y, " Selveur mono- "‘.I

Méthodes a
priori

+ ]
décideur g objectif ,*"

Solution du
T probléme T
Méthodes a

posteriori ,"' Salveur ““.. I,"- Choix du

Probléme initial
multiobjectif

Ensemble de

solutions

realisables

FIGURE 2.2 — Types de résolution d’un probleme multiobjectif en fonction de I’intervention du
décideur

2.4.2 la notion de dominances

La notion d’optimunm de pareto de diviser en deux, ’ensembles des états possibles de la

société ; on peut anssi distinguer :

— Ceux qui sont uniformément améliorables : il est possible d’augmenter le bien-étre de
certains individus sans réduire celui des autres.

— Ceux qui ne sont pas uniformément améliorables : I’augmentation du bien -étre de certains
individus implique la réduction du bien- étre d’ou moins un autre individus ce sont las
états entrant dans ce deuxémes cas de figure que 1’on désigne comme optimaux au sens de
pareto,on pareto-optimaux.

Définition 2.4 Un point x € E domine, X' € E si :
i, fi(x) < fi(Y).
Un point x € E est dite faiblement non dominé s’ il n’existe pas de point x7 € E tel que :
filX) < filx)Vi=1,.... k.
Un point x € E est dite fortement non dominé s’ il n’existe pas de point x/ € E tel que :
filx) < filx), Vi=1,.....k.
Avec au moins un i tel que f;(x) < fi(x)

Exemple
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INustration \
Soient 12 actifs ayant les caractéristiques suivantes :
I ay a3 ay ag g az g iy Ty 1y Q13

Rendement | 5% 3% 1% 7% 4% 3% 8% 3% 2% 6% 0% T%
Volatilite | 4% 8% 6% 2% 5% 1% 1% 4% 2% 6% 8% 0%

2
=]
*ait
5]
= *ar
*a4q *al2
w
E = 4 .
] =1 alo
§
z *al
g =
2 *a5
® a6 ®as *a2
g
=l *an
*a3 = Mon-dominés|
g 4 » Dominés
@ T T T T T T
0.00 0.0z 0.04 0.06 0.08 0.10
Volatilité

Alors :
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supérieur et une volatilité inférieure ou égale, ou un rendement supérieur ou égal et une
volatilité inférieure. Au sein de cet ensemble d’allocations, choisir une autre allocation serait

\\dunc nécessairement sous-optimal. /

2.4.3 Difficultés des méthodes d’optimisations multi-objectif

Un processus d’optimisation multi-objectif doit résoudre les deux taches suivantes :

-guider le processus de recherche vers la frontiére de Pareto.

-maintenir une diversité des solutions pour assurer une bonne repartition sur la frontiére de
Pareto.

I’accomplissement de ces taches est trés délicat car les difficultés rencontrées dans un probléme
multi-objectif

sont identique a celle d’un probléme simple objectif mais elles sont implifiées par la présence
d’objectif dépendants les uns des autres.

Guider le processus de recherche vers la frontiére de Pareto :

Le processus de recherche est souvent relenti ou totalement derouté par des fonctions possédant
une des caractéristiques suivantes : multimodalite, isolation d’un optimumou tromperié.
la multimodalité :



2.5 conclusion : 15

Un fonction est dite multimodale si elle posséde plusieurs optimaux globaux. Dés lors,
chaque optimum exerce sur les individus d’une population une attraction differentes qui peut
piéger le processus de convergence de 1’olgorithme. Ce probléme peut étre evité€ en utilisant une
téchnique de repartition des individus de type sharing ou crawding.

P’isolation d’un optimum :

Il existe des problémes dans lesquels un optimum peut étre entouré de grandes zones prati-
quement plate. Cet optimum se trouve alors isole car I’espace de recherche qui I’entoure ne peut
pas guider vers lui les individus de la population.

le tromperie :

Un probleme est trompeur lorsqu’il guide la convergence vers une zone non optimal de la
fonction.

Maintenir la diversité sur la frontiére de Pareto :

La difficulté a maintenir une bonne répartition des solutions sur la frontiére de Pareto resulte
principalement des caracteéristiques suivantes : convexité ou non convexité de la frontiére de
Pareto, discontinuite de cett frontiére et non uniformité de la distribution.

convexite ou non convexite :

Certains probléme ont une frontiére de Pareto non convexe. Les methodes dans le calcul de
la fintess est base sur le nombre d’individus domine vont étre moins efficaces.

discontinuite :

Si une frontiére de Pareto est discontinuite, nous trouvons le mémé principe que pour une
fonction multimodale, les differentes parties de cette frontiére vont exercer proportionnellement
a leur taille, une attraction plus ou moins importante sur les individus d’une population. Certaines
d’entre elles pourront donc ne pas étre decouvertes.

Les methodes basées sur une population genetique sont plus sensibles a ce phenoméne que
les methodes utilisant des strategies d’evolution.

la non uniformite de repartition sur la frontiére :

La solution sur la frontiére de Pareto peuvent ne pas étre reparties uniformement. La raison
principale vient du choix des fonctions objectifs. Par exemple, si une des fonctions objectifs
est mutimodale, elle va influencer de maniére tres differente la repartition des solutions sur la
frontiére de Pareto

2.5 conclusion :

Dans le deuxiéme chapitre nous avons définit les problemes d’optimisation multi-objectif et
la classification des méthodes de résolution. La méthode de pareto, I’optimum de pareto et la
notion de la dominance été expliqués. Enfin nous avons abordés quelques difficultés sur I’appli-
cation des méthodes d’optimisation multi-objectif.



Les méthodes classiques

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous avons connus les méthodes classique qui transformer les problemes
multi-objectifs au problemes mono-objectif , les méthodes exactes, les méthodes approchées
etcertaines méthodes d’optimisation sont spécifique a 1’optimisation multi-objectif.
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3.2 Les méhodes classique

Dans cette section, nous décrivons quelques méthodes traditionnellement utilisées pour la
résolution des problemes d’optimisation multi-objectif. Toutes ces approches passent par la trans-
formation du probleéme initial en un probleme d’optimisation mono-objectif. Nous détaillerons,
dans ce qui suit, les deux méthodes les plus connues et utilisées : I’optimisation par agregation
pondéree des objectifs, et I’approche par €-contraintes [3].

3.2.1 Agrégation Pondérée

Cette méthode consiste a ramener le probleme multi-critére au probleme de I’optimisation
d’une combinaison linéaire des objectifs initiaux. Les coéfficients sont généralement choisis en
fonction de I’'importance relative des objectifs. Soit

fw(x) = Z] Wmﬁn(x>

Ou les poids wy,, > 0 sont tels queZ%zl wp, = 1. La méthode ”de la somme pondérée”pour la
résolution du probleme consiste donc a résoudre le probleme d’optimisation suivant :

Minimiser f,,(x)
La figure ; illustre le processus de minimisation de la combinaison linéaire de deux criteres.
En effet, la minimisation de la somme pondérée de deux objectifs correspond au “déplacement”
d’une droite définie par la ratio—w; /w; (tracée dans ’espace des critéres). Ce processus s’arréte
au moment ou la droite atteint la position tangente a la frontiere du domaine de recherche (dans
I’espace des criteres).

3.2.2 Meéthode de scontrainte

Cette méthode consiste a retenir une des fonctions qu’il faut optimiser comme unique objectif
et transformer les criteres restants en contraintes. Le probléme d’optimisation peut etre donc
reformulé sous la forme suivante :

minxesf,u(x)
fm(x) <g&n,Vm=1,....M telque m # u

Oup € {1,...,M} et les paramétres €,, sont a définir par I’ utilisateur.

Supposons, par exemple, que lors de la résolution d’un probléme de minimisationde deux
objectifs, nous ayons décidé de retenir fycomme fonction a optimiser sous la contrainte fj(x) <
€1. Le domaine de la recherche est divisé dans 1’espace des criteres par la droite verticale f; = €.
En deux parties : la partie faisable (f](x) < €1), et la partie infaisable (f](x) > €;. Résoudre le
probleme (1) revient donc a trouver un point faisable tel que la valeur de f(x) soit la plus petite
possible .
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3.3 Les méthodes exactes

Les méthodes exactes cherchent a trouver de maniére certaine la solution optimale en exami-
nant de maniere explicite ou implicite la totalité del’espace de recherche. Elles ontl’avantage de
garantir la solution optimale néanmoins le temps de calcul nécessaire pour atteindre cette solu-
tion peut devenir tres excessif en fonction de la taille du probleme (explosion combinatoire) et le
nombre d’objectifs a optimiser. Ce qui limitel’utilisat ion de ce ty pe de méthode aux problemes
bi-objectifs de petites tailles. Ces méthodes génériques sont : Branch & Bound, Branch & Cut,
Branch & Price, Branch, Cut & Price.D’autres méthodes sont moins générales,comme : La pro-
grammation dynamique, simplexe, La programmation linéaire en nombre entiers, L’ algorithme
A’ .D’autres méthodes sont spécifiques & un probleéme donné comme 1’algorithme de Johnson
pour I’ord- onnancement.

Branch & Bound : Est une méthode générique de résolution exacte de problemes d’ opti-
misation, et plus particulierement d’optimisation combinatoire. C’est une méthode constructive
de recherche arborescente qui utilise I’énumération implicite basée sur la notion de bornes afin
d’éviter I’énumération de larges classes de mauvaises solutions. Elle utilise la stratégie divi-
ser pour régner, en se basant sur deux concepts : le branchement (séparation) qui consiste a
partitionner ou diviser 1’espace des solutions en sous problemes pour les optimiser chacun indi-
viduellement ; et 1’évaluation qui consiste a déterminer 1’optimum de 1’ensemble des solutions
réalisables associé au nceud en question ou, au contraire, de prouver mathématiquement que cet
ensemble ne contient pas de solution optimale, la méthode la plus générale consiste a borner
le colit des solutions contenues dans I’ensemble. Les techniques les plus classiques pour le cal-
cul de bornes sont basées sur I’'idée de relaxation de certaines contraintes : relaxation continue,
relaxation lagrangienne. ..

Branch& Cut : Padberg et Rinaldi [Padberg, 1991] ont améliorél’idée du B&B basé sur la
programmation linéaire en décrivant une méthode utilisant des inégalités renforgant la relaxation
par programmation linéaire. Le principe de base est le méme que pour le B&B, mais au lieu de
brancher sur une variable pour descendre dansl’arbre de recherche, on recherche des plans de
coupes qui permettent de restreindrel’espace des solutions réalisables.

Branch &Price Les algorithmes de B&B résolvant des programmes linéaires en générant les
variables dynamiquement quand cela est nécessaire sont appelés algorithmes de Branch & P r
ice. Les inégalitésd’un programme linéaire en nombre entier peuvent étre vues comme une ma-
trice, chaque colonne correspondant a une variable, et chaque ligne correspondant a une inégalité.
Comme pour les plans cde coupes, les colonnes de la matrice correspondant aux inégalités prises
en compte peuvent étre définies implicitement si le nombre de variables est grand. Si une colon-
nen’est pas présente dans la matrice courante, alors la variable correspondante prend implicite-
ment la valeur zéro. Le processus de générer dynamiquement les variables est appelé ‘pricing’.
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Branch, Cut & Price Lorsque les variables et les plans de coupes sont générés d y nami-
quement durantl’algorithme de B&B, on appelle cette technique Bra nch, Cut & Pr ice. Il existe
une certaine symeétrie entre la génération de coupes est de variables. Cependant, méme si les
méthodes de B&C et de B&P sont proches, combiner les deux approches requiert la mise en
place de méthodes sophistiquées. Un apercu des différents travaux répertoriés utilisant cette ap-
proche est consultable al ’adresse :

Méthode a deux phases La méthode deux-phases a initialement été proposée par Ulungu
et Teghem pour la résolution d’un problemed’affectation bi-objectif [Ulungu, 1995]. Comme
son noml’indique, cette méthode est décomposée en deux étapes : la premicre consiste a trou-
ver toutes les solutions supportées du front Pareto, puis la deuxieme phase cherche de facon
indépendante les solutions non supportées situées entre tous les couples de solutions supportées
adjacentes. Cette méthode travaille donc essentiellement dansl ’espace objectif. Durant la premiere
phase de la mét hode, les deux solutions extrémes (solutions optimisant chacune un des deux ob-
jectifs) sont recherchées. Puis, de facon récursive, des que deux solutions supportées r et s sont
trouvées, la méthode recherched’éventuelles autres solutions supportées entre r et s, al’aide de
combinaisons linéaires bien choisies des objectifs . A la fin de la premicre phasel’ensemble des
solutions supportées est donc trouvé . Cette premiere phase rappelle la méthode dichotomique.La
deuxieéme phase consiste alors en la recherche des solutions non supportées appartenant au front
Pareto. Ces solutions ne peuvent étre obtenues par combinaisonsd’objectifs. Ulungu et Teghem
proposent alorsd’utiliser les solutions supportées trouvées pour réduirel ’espace de recherche
en argumentant que les solutions Pareto non supportées restantes sont forcément dans les tri-
angles rectangles basés sur deux solutions supportées consécutives . Ainsi, une recherche de t
y pe deuxieme phase est exécutée entre chaque couple de solutions supportées adjacentes . La
méthode de recherche au sein de ces triangles dépend du probleme étudié. A la fin de la deuxieme
phase, toutes les solutions Pareto sont trouvées.

3.4 Les méthodes approchés

Méthodes souvent inspirées de mécanismesd’optimisation rencontrés dans la nature. Elles
sont utilisées pour les problemes ou on ne connait pasd’algorithmes de résolution en temps po-
lynomial et pour lesquels on espere trouver une solution approchée del’optimum global.Elles
cherchent a produire une solution de meilleure qualité possible dictée par des heuristiques avec
un temps de calcul raisonnable en examinant seulement une partie del ’espace de recherche.
Dans ce casl’optimalité de la solutionn’est pas garanti nil’écart avec la valeur optimal. Parmi ces
heuristiques, on trouve les métaheuristiques qui fournissent des schémas de résolution généraux
permettant de les appliquer potentiellement a tous les problemes.Plusieurs classificat ions des
métaheuristiques ont été proposées, la plupart distinguent globalement deux catégories : celles
se basant sur une solution unique et celles se basant sur une population de solution.
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3.4.1 Métaheuristiques a base de solution unique

Travaillent sur un seul point de I’espace de recherche a un instant donné en commengant
avec une solution initiale puis de 1I’améliorer itérativement en choisissant une nouvelle solution
dans son voisinage.Voisinage de taille. € : N(X') = {X € §/||X — X'|| < €} . Minimum local :
VX e N(X')onaF(X') < F(X)

On définit la notion d’optimalité locale au sens Pareto : un sous-ensemble de sol utions non
dominées dans un voisinage déterminé.

Algorithmes de recherche locale pour une optimisation locale

Tout algorithme basé sur la notion de voisinage, pi€gé par le premier optimum local. Le
principes. simple, a partird’une configuration init iale Xp on applique successivement des trans-
formations a la solution courante (mouvement). La recherche consiste a passer d’une solution a
une solution voisine. De maniere générale, les opérateurs de recherche locale s’arrétent quand
une solution localement optimale est trouvée, c’est a dire quand il n’existe pas de meilleure
solution dans le voisinage.

Les algorithmes de descente : - Descente simple < simple descent >

Le principe est simple, a partird’une solution existante, chercher aléatoirement une solution
dans le voisinage et accepter cette sol ution si elle améliore la solution courante.

- Plus grande descente < Deepest descent >

Est une version plus agressive del’algorithme de descente. Au lieu de choisir une solution
Xdans le voisinage de X, on choisit toujours la meilleure solution X/ du voisinage de X. et on se
trouve tres rapidement bloqué dans un optimum local.

- Multi-start descent

Dans les deux algorithmes précédents, I’équilibre souhaité entre intensification et diversifi-
cation n’existe donc plus. Un mo y en tres simple de diversifier la recherche peut consister a
réexécuter un des algorithmes en prenant un autre point de départ. Comme 1’exécution de ces
algorithmes est souvent tres rapide, on peut alors inclure cette répétition au sein d’une boucle
générale. On obtient alors un algorithme de ty pe «Multi-start descent > . Dans ces algorithmes,
il est clair que si la fonction comporte beaucoup de minima locaux, on est certain de rester bloqué
sur I’un d’eux. Il serait alors intéressant de pouvoir s’échapper de ces minima locaux : la stratégie
consiste a favoriser les descentes, mais sans interdire tout a fait les remontées.

3.4.2 Métaheuristiques a base de population de solutions

Travaillent sur un ensemble de points de I’espace de recherche en commencant avec une po-
pulation de solution initiale puis de I’améliorer au fur et a mesure des itérations. L’intérét de ces
mét hodes estd’explorer un tres vaste espace de recherche et d’utiliser la population comme fac-
teur <de diversité> de plus elle sont tres adaptées et tres largement utilisées pour 1’optimisation
multiobjectifs.
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Algorithmes Evolutionnaires :

Un algorithme évolutionnaire est typiquement composé de trois éléments fondamentaux :

- une population constituée de pl usieurs individus représentant des solutions potentielles
(configurations) du probleme donné, permettant de mémoriser les résultats a chaque étape du
processus de recherche.

- un mécanisme d’évaluation (fitness) des individus permettant de mesurer la qualité de
I’individu,

- un mécanisme d’évolution de la population permettant, grace a des opérateurs prédéfinis(tels
que la sélection, la mutation et le croisement), d’éliminer certains individus et d’en créer de
nouveaux. Ces méthodes sont applicable dans la plupart des problemesd’ optimisation (multimo-
daux, non continu, contraints, bruités, multiobjectif, dynamiques, etc.).On peut distinguer quatre
grandes classes d’algorithmes évolutionnaires qui se différencient par leur maniere de représenter
I’ information et par leur facon de faire évoluer la population d’une génération al’autre :

Programmation évolutive (Evolutionary Programming) Ce modele évolutionniste accen-
tue I'utilisation de la mutation et n’utilise pas dans sa version originale la recombinaison des in-
dividus par croisement. Développé al’origine pourl’évolution d’automates a état fini, ce modele
est souvent appliqué a la résolution de problemes d’optimisation a variables réelles. Dans ce
cas, il utilise une mutation qui consiste a ajouter une perturbation Gaussienne a chaque com-
posante du vecteur a variables réelles constituant I’'individu. Cette perturbation est basée sur la
performance del’individu :1’idée consiste a faire subir des mutations importantes aux mauvais
individus et inversement des mutation faibles aux bons individus. L’ opérateur de sélection est de
type probabiliste : ils’agit de la méthode du tournoi basée sur une compétition entre individus
choisis aléatoirement.

Stratégies d’évolution Elles ont été développées [Schwefel, 1995] pour résoudre des problemes
d’optimisation industriels a variables réelles dans lesquels iln’existe pas de fonctiond’objectif
analy tique. Ce modele utilise le principe de mutation sur les réels du modele de la Program-
mation Evolutive. Cependant, ce principe a été affiné de sorte que la fonction de perturbation
Gaussienne est controlée parl’ensemble de la population courante. Si la proportion de muta-
tion réussie est élevée, 1’espace de recherche exploré est restreint autourd’un optimum local, il
faut donc diversifier la population en augmentant le taux de mutation. Ces approches utilisent
un opérateur de sélection de ty pe déterministe : les solutions dont la fitness est mauvaise sont
éliminées de la population. En outre, dans le modele originel, les populations des parents et de
leurs descendants sont généralement de taille différente.

Algorithmes génétiques (Genetic Algorithms) En 1809 J.B Lamarck émit 1’hy pothese de
I’évolution(les or ga nesd’un a nima 1 év olue en f onction de ses besoins). En 1859 C. Darwin
émitl’idée de la sélection naturelle (da ns tout espece les meilleur s sont sélectionnés). Les bases
del’évolution étaient posées. En 1901 De- Vries exposa sa théorie du mutationnisme(les v a r
ia tions r esponsa bles del’év olution ne se faisaient pa s da ns le temps ma is de f a ¢con souda
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ine et se pr oduisa ient da nsl’ceuf ). Les bases de la génétique étaient posées. Ces concepts vont
étre utilisées en Informatique : En 1975 Jhon Holland proposal’ Algorithme Génétique. En 1989
Goldberg exposa les fondements mathématiques des AGs.

Programmation génétique (GeneticProgramming) Est une extension du modele d’appren-

tissage des algorithmes génétiques al’espace des programmes. Les individus formant une popu-
lation sont donc des programmes candidats a la résolutiond’un probleme. Ces programmes sont
exprimés sous la formed’arbres sur lesquels les opérateurs génétiques produisent des transfor-
mations en vued’obtenir un programme qui satisfait la résolution du probleme choisi.

3.5 Certains méthodes d’optiamisation sont spécifique a I’op-
timisation multi-objectif

3.5.1 Vetor Evaluted Genetic Algorithme(VEGA)

En 1985 schaffer propose une extension d’un algorithme génétique simple pour la résolution
d’un probléme multi-objectif. Cette méthode est appelée vector evaluted genetic algorithm. La
seule différence avec un algorithme génétique simple est la maniére dont s’effectue la sélection.
L’idée est simple. Si nous avons K objectifs et une population de N individus, une sélection de
N/K individus est effectuée pour chaque objectif. Ainsi K sous-population vont étre crées, cha-
cune d’entre elle contenant les N/K meilleurs individus pour un objectif particulier. Les K sous-
populations sont ensuite mélangées afin d’obtenir une nouvelle population de taille N. Le proces-
sus se términe par 1’application des opérateurs génétiques génétique de modification(croisement
et mutation).

Discussion :

La méthode VEGA a tendance a créer des sous-populations dont les meilleurs individus
sont spécialisés pour un objectif particulier. L’évolution de la population favorise 1’apparition
des espéces. En effet, comme la méthode de sélection ne tient compte que d’un seul objectif, elle
privilégie les individus qui obtiennent une bonne performance pour cet objectif. Dés lors ces indi-
vidus ne seront sélectionnées que lorsqu’on effectuera la sélection sur cet objectif. Les individus
que schaffre appelle les individus “milieu”, parce qu’ayant une performance générale accep-
table mais ne possédant aucun critére fort, vont étre éliminés car ils ne seront sélectionnés dans
aucune sous-population. Cette disparition entraine la spécialisation des individus pour chaque
objectif. Ce résultat est contraire au but initial de la méthode qui était de trouver un compromis
entre différents critére.

schaffre propose deux heuristiques améliorer sa méthode :

-la premiére est un croissement restient qui ajouté une préférence pour sélectionner les pa-
rents non dominé. Cette méthode a tendance a évitté la disparition des individus “milieu” mais
elle a tendance également a accentuer la convergence.
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-la seconde encourage le croissement entre individus spécialisés sur les objectifs. Mais les
effet sont identiques a la premiére heuristique.

Critique :

Malgré ces imperfections, cette métode est trés souvent utilisé car facilement implémentable
dans un algorithme génétique classique. L’ utilisateur peut associer a VEGA n’importe quel mode
de sélection(tournoi,roulette,rang). Mais comme le tournoi est une technique de sélection plus
élitiste que les deux autre méthodes, son utilisation accentue le phénoméne de spécialisation.

3.5.2 Multiple objectif génétic algorithm ( MOGA)

En 1993 Fonesca et Fleming on proposé une méthode dans laquelle chaque individu de la
population est rangé en fonction du nombre d’individus que le dominent. Ensuite, ils utilisent
une fonction de notation permettant de prendre en compte le rang de I’'individu et le nombre
d’individus ayant meme rang.

soit un individu x; a la génération ¢. Dominé par p; (¢)individus. le rang de cet individus est :

rang (x;,t) = 1+ p; (1)

Tous les individus non dominés sont de rang 1.

Fonesca et Fleming en 1993 calculent la fitness de chaque individu de la fagon suivantes :

a) calcul du rang de chaque individu.

b) affectation de la fitness de chaque individu par application d’une fonction de change-
ment d’échelle sur la valeur de son rang. Cette fonction est en général linéaire. Suivant le
probléme d’autres types de fonction pourront étre envisagé afin d’augmenter ou diminuer
I’importance des meilleurs rangs ou d’atténuer la largeur de I’espace entre les individus de
plus fort rang et de plus bas rang.

Discussion :

Lutilisation de selection par rang a tendance a répartir la population autour d’une méme
optimum. Or cela n’est pas satisfaisant pour un décideur car cette méthode ne lui proposera
qu’une seul solution. Pour éviter cet dérivé, les natures utilisent une fonction de sharing. Ils
esperent ainsi répartir la population sur I’ensemble de la frontiére de Pareto.

Critique :

Le sharing utilisé dans cette méthode agit sur I’espace des objectifs. Cela suppose que deux
actions qui ont le méme résultat dans 1’espace des objectifs ne pourrant pas etre représents dans
la population.
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3.5.3 Recuit simulé (MOSA)

La méthode de recuit simulé est basée sur une analogue avec le processus physique de recuit
des matériaux cristallins. Cette méthode du recuit simulé appliquée aux problémes d’optimisa-
tions. Considére une solution initial et recherche dans son voisinage une autres solution de fagon
aléatoires. L’ originalité de cette méthode et qu’il est possible de diriger vers une solution voi-
sine optima locaux. Au début de I’algorithme, un parémétre 7, apparenté a la température, est
déteminé et décroit tout long de I’algorithme pour tendre vers 0. La valeur de ce température
va dépendre la probabilité P d’acceptation des solutions inappropriées(plus la température 7 est
élevée, plus cette sera forte).

La performance du recuit simulé dépend, entre autre, de la régle de refroidissement (c’est-
a-dire la décroissance du paramétre 7') que 1’on utilise. Un refroidissement trop rapide ménerait
vers optimum local pouvant étre de trés mauvaise quatité. un refroissement trop lent serait trés
couteux en temps de calcul. Le regle des différents paramétres (température initiale, nombre
d’itération pour le température, décroissance de la température,...) peut étre long et difficile.

Algorithme :

a) A partir d’un point initial xy on effectue un déplacement aléatoire (changement d’etat).
b) Si le déplacement méne a xq tel que f{x;)<f(xp) alors x; est accepté, sinon, il est accepté
avec une probabilité

(=IV(ND
KT
V(f) : Représente la distance de déplacement : x-xq
T : Est assimilé a une température décroissante au cours du temps.
K : Est une constante.

p=exp

3.5.4 Non Dominatet Sorting Génétic algorithm(NSGA)

Dans la méthode proposée par|srivinas.and.deb.1993|le calcul de la fitness s’affective en
séparant la population en plusieurs groupes en fonction du degré de domination au sens de pareto
de chaque individu [4].

Algorithme de la fonction notation

a) Dans la population entiére on recherche les individus non dominés ces derniers constituent
la premiére frontiére de pareto.

b) On leur attribu une valeur de fitness factice. Cette valeur est supposée donner une chance
égale de reproduction a tous ces individus . Mais pour maintenir la diversité dans la popu-
lation, il est nécessaire d’appliquer une fonction de sharing sur cette valeur.

¢) Ensuite, ce premier groupe d’individus est supprimé de la population.
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d) On recomence cette procédure pour déterminer la second frontiére de pareto. La valeur
factice de fitness attribuée a ce second groupe est inférieure la plus petite fitness apré
application de la fonction de sharing sur le premier groupe. Ce mécanisme est répérté
jusqu’a ce que I’on ait taité tous les individus de la population.

critique :

Cette méthode parait moins efficace en temps de calcul que la métode MOGA car le temps
de calcul de la notation (tri de la population et* sharing ) est important. Mais 1’utilisation de
“sharing” sur I’espace d’état et le tri de solution en déffirentes frontiére semblent plus appropriés
a maintenir une grande diversité de la population et a répartir plus efficacement les solutions sur
la frontiére de Pareto. De plus, cette méthode est applicable dans les problémes avec un nombre
quelconque d’objectifs.

Trois critiques ont été soulovée pour cette méthode, a savoire :

— Sa complixité de calcule de O(K.N?) avec K le nombre d’objectifs et Nla taille de la popu-
lation, essentiellement due processus de tri de la population et d’application de heuristique
de partage.

— Son approche non élitiste. le tri de la population est une heuristique intéressante pour
distribuer de la population sur I’ensemble de la frontiére de Pareto mais cette procédure
ralentit de processus de convergence de 1’algorithme. De plus cet effet est accentué par
I’utilisation de la méthode de selection par reste stochastique.

— La nécessité de spécifier un paramétre de “sharing”.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous somme intéressés en général aux méthodes classique de résolution des
problemes d’optimisation multi-objectif.



Conclusion générale

L’objectif de ce travail était de présenté les travaux de recheche sur les méthodes d’opti-
misation multiobjectif. nous avons vu que cette problématique est abordée par la communauté
scientifique suivant deux approches. La premiere approche tente de ramener un probleme mul-
tiobjectif a un probleme mono-objectif. La deuxieme approche adopte un point de vue plus global
en utilisant la notion de dominance au sens de pareto.

Dans le premier chapitre. Nous avons abordés les différentes notions et concepts d’optimisa-
tion. On a présenté la maniere de choisir la méthode de résolution adéquate.

Dans le deuxieme chapitre, on a consacré toute notre intention sur les problemes mutiobjectif.
La méthode de pareto, I’optimum de Pareto et la notion de la dominance ont été abordés. Ensuite
nous avons fournis certaines informations sur les difficultés rencontrés dans 1’application des
méthodes d’optimisation multi-objectif.

Dans le troixieme chapitre nous avons présentés les méthodes classiques, dont nous avons
décrit quelques méthodes utilisées pour la résolution des problemes d’optimisation multi-objectif.
Toutes ces approches passent par la transformation du probleme initial en un probleme d’opti-
misation mono-objectif. A la fin nous somme penchés a décrire quellques méthodes : Vetor Eva-
luted Genetic Algorithme (VEGA) ; Multiple objectif génétic algorithm ( MOGA) ; Recuit simulé
(MOSA).

Le choix de la méthode de résolution a mettre en oeuvre dépendra souvent de la complexité
du probleme. Si le probleme est de petite taille, alors un algorithme exact permettant de trouver
la solution optimale peut €tre utilisé. Il est nécessaire de faire appel a des (méta)heuristiques
permettant de trouver de bonnes solutions approchées.



[1]

[2]
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[4]

[5]
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Résumé

L’objet de ce mémoire est présenté les travaux de recheche sur les méthodes d’optimisa-
tion multiobjectif. Cette problématique est abordée par la communauté scientifique suivant deux
approches. La premiere approche tente de ramener un probléme multiobjectif a un probléme
mono-objectif. La deuxieme approche utilise la notion de dominance au sens de Pareto. On
présente quellques méthodes comme : Vetor Evaluted Genetic Algorithme (VEGA); Multiple
objectif génétic algorithm ( MOGA); Recuit simulé (MOSA). Le choix de la méthode dépendra
souvent de la compexité du probleme.

Mots clés : Optimisation, Optimisation Multiobjectif, Méthode de Pareto, Compexité du
Probleme.
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