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Introduction Générale

L�importance des équations de récurrence a besoin à peine d�être expliquée. Leur

étude est d�intérêt fondamental et a été une partie centrale de théorie du nombre pour

beaucoup d�années. De plus, ces équations paraissent presque partout en mathématiques

appliquées et informatique appliquée. Par exemple, la théorie des séries de puissances

représentent les fonctions rationnelles. Systèmes de polynômes orthogonaux (polynômes

de Tchebychev). Les séquences de récurrence linéaires sont aussi d�importance dans la

théorie d�approximation et cryptographie.

Dans le premier chapitre, on va faire une simple étude des équations de récurrence

d�ordre 1, 2 et p et comment les résoudre. Nous allons rappeler quelques principes et

résultats fondamentaux de la théorie des équations de récurrence linéaires, de plus on va

voir des exemples pour comprendre les méthodes de résolution.

Nous étudierons dans le deuxième chapitre une méthode qui permet de résoudre

l�équation de récurrence de la forme �n+2 = a�n+1 + b�n + 
 dans un espace vectoriel

complexe où les lettres a et b désignent des nombres réels ou complexes, n est un entier

naturel, élément de l�anneau N des entiers naturels, (�n)n2N est une suite d�éléments d�un
espace vectoriel complexe E et 
 est un élément de E. Nous allons appliquer cette méthode

pour déterminer les puissances ne d�une matrice de M2 (C).
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Chapitre 1

Equations de récurrence

Nous rappelons quelques principes et résultats fondamentaux de la théorie des équa-

tions récurrentes linéaires, de plus on va voir des exemples pour comprendre les méthodes

de résolution. On se limitera à l�étude des équations de récurrence linéaire à coe¢ cients

réels.

1.1 Dé�nition et premières propriétés

Dé�nition 1.1.1 On dit qu�une suite (un)n2N véri�e une équation de récurrence linéaire
d�ordre p (que l�on note ERL) s�il existe des réels a1; :::; ap et une suite (vn)n2N tels que

8n 2 N : un+p � a1un+p�1 � :::� apun = vn (1.1)

et si les p premiers termes u0; :::; up�1 sont donnés.

L�équation de récurrence linéaire

un+p � a1un+p�1 � :::� apun = 0 (1.2)

obtenue en supprimant le second membre vn est appelée équation de récurrence linéaire

homogène (ERLH) associée à l�ERL

Par extension, on dit qu�une suite (un)n2N véri�e une équation de récurrence linéaire

homogène si elle véri�e une relation de type (1:1) avec 8n 2 N; vn = 0.

Exemple 1.1.2 Soit l�ERL

un+2 � 2un+1 + un = 3 avec u0 = 0; u1 = 1
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Elle n�est pas homogène, car ici le terme vn n�est pas égal à 0. L�ERLH associée est

un+2 � 2un+1 + un = 0

Proposition 1.1.3 L�ensemble S0 des solutions d�une ERLH d�ordre p est un sous-

espace vectoriel de dimension p de S (R) (ensemble des suites réelles) :

Preuve. On utilise la forme générale (1:2) de l�ERLH donnée précédemment. L�en-

semble S0 des solutions de (1:2) est un sous-ensemble de S (R) ; non vide car la suite nulle
lui appartient.

On montre facilement que toute combinaison linéaire d�éléments de S0 est encore un élé-

ment de S0. C�est donc bien un sev de S (R).
Considérons maintenant l�application

' : S0 �! Rp

(un)n 7�! (u0; :::; up�1)

On montre facilement que ' est une application linéaire de S (R) dans Rp.
Elle est injective (car si u0 = u1 = ::: = up�1 = 0 la relation de récurrence implique que

un = 0;8n 2 N).
Surjective (on peut toujours trouver une suite respectant la relation de récurrence et avec

p � 1 premiers termes �xés a priori) , donc bijective. C�est donc un isomorphisme de S0
dans Rp , et dim (S0) = p:

On retiendra de cette propriété que, S0 étant un espace vectoriel de dimension p, il

nous faut trouver p suites linéairement indépendantes et véri�ant l�équation homogène

pour entièrement caractériser S0:

Proposition 1.1.4 Soit S l�ensemble des solutions de l�ERLH (1:1) et (an)n2N un élé-

ment quelconque de S, Alors

S = (an)n2N + S0

Où S0 désigne l�ensemble des solutions de l�ERLH associée (1:2) :

Autrement dit, la solution générale de S s�obtient en ajoutant à la solution générale de S0
une solution particulière de S.

On va donc diviser la résolution d�une équation de récurrence linéaire en 3 étapes :

1) On trouve une base de l�ensemble S0 des solutions de l�ERLH associée, ce qui nous

donne la solution générale (u0n)n2N de l�ERLH.

2) On trouve une solution de l�ERL (an)n2N.

3) On en déduit la solution générale (i.e. sans tenir compte des conditions initiales) de
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l�équation de l�ERL, (u0n+an)n2N. La solution particulière s�obtient à l�aide des conditions

initiales.

Dans la suite du chapitre, on continuera à désigner par S l�ensemble des solutions

d�une ERL, et par S0 l�ensemble des solutions de l�ERLH associée.

1.2 Résolution d�une Equation de Récurrence Linéaire

Homogène

1.2.1 ERLH d�ordre 1

Dé�nition 1.2.1 La forme générale d�une ERLH d�ordre 1 est un+1� aun = 0 où a est
un réel.

Cette équation dé�nit une suite géométrique de raison a. On a donc le résultat suivant

Proposition 1.2.2 La solution générale de cette ERLH est un = anu0; où u0 2 R.

Exemple 1.2.3 Soit à résoudre l�équation

8n 2 Nun+1 � 4un = 0

La solution de cette ERLH est la suite de terme général

un = u04
n

1.2.2 ERLH d�ordre 2

Dé�nition 1.2.4 La forme générale d�une ERLH d�ordre 2 est

8n 2 N : un+2 � a2un+1 � a1un = 0

Où a1 et a2 sont des réels.

Dé�nition 1.2.5 Soit l�équation de degré 2 suivante

x2 � a2x� a1 = 0 (1.3)

(1:3) est appelée équation caractéristique associée à l�ERLH. On note � = a22 + 4a1 le

discriminant de l�équation associée.
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Proposition 1.2.6 Soit x2� a2x� a1 = 0 l�équation caractéristique associée à l�ERLH.
Alors

1) Si � > 0, soient � et � les deux racines réelles de (1:3). Alors (�n)n2N et (�
n)n2N

forment une base de S0. Autrement dit les solutions de l�ERLH sont les suites données

par

un = �1�
n + �2�

n; �1; �2 2 R

2) Si � = 0, soit � la racine double de (1:3). Alors (�n)n2N et (n�n)n2N forment une base

de S0. Autrement dit les solutions de l�ERLH sont les suites données par

un = �
n(�1 + �2n); �1; �2 2 R

3) Si � < 0, soient � = � exp (i�)et � = exp (�i�) les deux racines complexes conjuguées
de (1:3). Alors (�n cos(n�))n2N et (�n sin(n�))n2N forment une base de S0. Autrement dit

les solutions de l�ERLH sont les suites données par

un = �
n(�1 cosn� + �2 sinn�); �1; �2 2 R

Preuve.Onmontre que, dans chacun des trois cas, les deux suites forment une famille
libre. Comme S0 est de dimension 2. On montre que ce sont des éléments de S0.

1) Premier cas �> 0 :
Soit l�ERLH d�ordre 2 suivante

8n 2 N : un+2 � a2un+1 � a1un = 0

Montrons que les suites (�n)n2N et (�
n)n2N sont des éléments de S0.

On a (
�n+2 � a2�n+1 � a1�n = �n(�2 � a2�� a1) = 0
�n+2 � a2�n+1 � a1�n = �n(�2 � a2� � a1) = 0

Car est racine de (1:3). Donc (�n)n2N et (�
n)n2N sont des éléments de S0. Or S0 est un

sous espace vectoriel, alors

c1(�
n) + c2(�

n) 2 S0

On en déduit que (�n)n2N et (�
n)n2N forment une base de S0.

2) Deuxième cas �= 0 :
� étant une racine double de (1:3), alors on a

�2 � a2�� a1 = 0
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et

� =
a2
2
() 2�� a2 = 0

Le même raisonnement que précédemment montre que (�n)n2N est élément de S0. D�autre

part

(n+ 2)�n+2 � a2(n+ 1)�n+1 � a1n�n = n�n(�2 � �a2 � a1) + �n+1(2�� a2) = 0

Donc (n�n)n2N est également élément de S0.

3) Troisième cas �< 0 :
On a � = �ei� véri�e �2 � a2�� a1 = 0, donc

�n+2 exp (i(n+ 2)�)�a2�n+1 exp (i(n+ 1)�)�a1�n exp (in�) = �n exp (in�) (�2�a2��a1) = 0

En passant à la partie réelle, puis à la partie imaginaire, on en déduit que (�n cos(n�))n2N
et (�n sin(n�))n2N sont éléments de S0.

Exemple 1.2.7
1) Soit à résoudre l�ERLH suivante

8n 2 Nun+2 + 2un+1 � 3un = 0

L�équation caractéristique associée est

x2 + 2x� 3 = 0

Le discriminant de cette équation vaut 16, on en déduit que les racines de l�équation sont

1 et �3. Les suites (1)n2N et ((�3)n)n2N forment donc une base de S0, et la solution
générale de l�ERLH est la suite de terme général

un = �1 + �2(�3)n

Où �1 et �2 sont des réels.

2) Soit à résoudre l�ERLH suivante

8n 2 N un+2 � 2un+1 + 2un = 0

L�équation associée est

x2 � 2x+ 2 = 0

Le discriminant de cette équation vaut �4, on en déduit que l�équation admet deux ra-
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cines complexes conjuguées 1 + i =
p
2 exp

�
i�
4

�
et 1 � i =

p
2 exp

�
�i�

4

�
. Les suites�p

2
n
cos(n�

4
)
�
n2N

et
�p
2
n
sin(n�

4
)
�
n2N

forment donc une base de S0, et la solution géné-

rale de l�ERLH est la suite de terme général

un = �1
p
2
n
cos(

n�

4
) + �2

p
2
n
sin
�n�
4

�
Où �1 et �2 sont des réels.

1.2.3 ERLH d�ordre p

On va maintenant revenir à la forme générale d�une ERLH, et généraliser les résultats

précédents.

Dé�nition 1.2.8 Soit l�équation de degré p suivante

xp � a1xp�1 � :::� ap = 0 (1.4)

(1:4) est appelée équation caractéristique associée à l�ERL (1:2):

Proposition 1.2.9
Soient 1; :::; q les racines réelles de (1:4), d�ordre respectif i1; :::; iq. Soient

�1 = �1 exp (i�1) ; ��1 = �1 exp (�i�1) ; :::; �r = �r exp (i�r) ; ��r = �r exp (�i�r)

les racines complexes conjuguées de (1:4), d�ordre respectif j1; :::; jr. On a en particulier

(i1 + :::+ iq) + 2(j1 + :::+ jr) = p

Alors les suites8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(�n1 )n2N ; :::; (n
i1�1�n1 )n2N

:

:

:

(�nq )n2N; :::; (n
iq�1�nq )n2N

(�n1 cos(n�1))n2N; (�
n
1 sin(n�1))n2N; :::; (n

j1�1�n1 cos(n�1))n2N; (n
j1�1�n1 sin(n�1))n2N

:

:

:

(�nr cos(n�r))n2N; (�
n
r sin(n�r))n2N; :::; (n

jr�1�nr cos(n�r))n2N; (n
jr�1�nr sin(n�r))n2N

8



forment une base de S0.

Preuve. Bien qu�un peu plus calculatoire, le principe de la démonstration est le même
que pour une ERL d�ordre 2.

Exemple 1.2.10
1) Soit à résoudre l�ERLH

8n 2 N : un+5 � 3un+4 + 4un+3 � 4un+2 + 3un+1 � un = 0

On notera la factorisation suivante

x5 � 3x4 + 4x3 � 4x2 + 3x� 1 = (x2 + 1)(x� 1)3

Compte-tenu de l�indication, l�équation associée à l�ERLH admet une racine réelle triple

1, deux racines complexes conjuguées simples i = exp
�
i
2

�
et �i = exp

��i
2

�
. Alors

Les suites (1)n2N, (n)n2N, (n2)n2N, (cos(n2 ))n2N et (sin(
n
2
))n2N forment donc une base de

S0, et la solution générale de l�ERLH est la suite de terme général

un = �1 + �2n+ �3n
2 + �4 cos(

n

2
) + �5 sin(

n

2
)

Où �1; :::; �5 sont des réels.

2) Soit à résoudre l�ERLH

8n 2 N : un+5 � 6un+4 + 20un+3 � 40un+2 + 48un+1 � 32un = 0

On notera la factorisation suivante

x5 � 6x4 + 20x3 � 40x2 + 48x� 32 = (x2 � 2x+ 4)2(x� 2)

L�équation

x2 � 2x+ 4 = 0

a pour discriminant �12, et admet deux racines complexes conjuguées 1+i
p
3 = 2 exp

�
i�
3

�
et 1�i

p
3 = 2 exp

��i�
3

�
. On en déduit que l�équation associée à l�ERLH admet une racine

réelle simple 2, deux racines complexes conjuguées doubles 2 exp
�
i�
3

�
et 2 exp

��i�
3

�
.

Les suites (2n)n2N, (2ncos(n�3 ))n2N, (2
n sin(n�

3
))n2N, (2nn cos(n�3 ))n2N et (2

nn sin(n�
3
))n2N

forment donc une base de S0, et la solution générale de l�ERLH est la suite de terme

général

un = �12
n + �22

n cos(
n�

3
) + �32

n sin(
n�

3
) + �42

nn cos(
n�

3
) + �52

nn sin(
n�

3
)
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Où �1; :::; �5 sont des réels.

1.3 Recherche d�une solution particulière d�une ERL

Il n�est pas toujours simple de produire une solution particulière d�une ERL. Nous

allons voir deux cas où l�on peut toujours en obtenir une :

�Celui où le second membre de l�équation est un polynôme en n.

�Celui où le second membre de l�équation est une puissance en n.

Notons tout de suite un point important : Les conditions initiales ne vont pas inter-

venir dans la recherche de cette solution particulière.

1.3.1 Cas où le second membre est un polynôme en n

On suppose que vn est un polynôme en n, c�est à dire qu�il existe un polynôme Q à

coe¢ cients réels tel que

8n 2 N : vn = Q(n)

On note q le degré du polynôme Q. Alors

1) Si 1 n�est pas racine de l�équation associée :
On peut trouver une solution particulière de terme général

un = R(n)

Où R désigne un polynôme à coe¢ cients réels de degré q. On cherche donc des coe¢ cients

b0; :::; bq dé�nissant une suite de terme général

un = b0 + b1n+ :::+ bqn
q

Exemple 1.3.1 Soit à résoudre l�équation de récurrence linéaire

un+3 � 2un+2 � 2un+1 � 3un = n+ 2

L�équation associée est

x3 � 2x2 � 2x� 3 = 0

Dont 3, exp
�
i2�
3

�
et exp

��i2�
3

�
sont racines simples. Le second membre est un polynôme

en n de degré 1, et 1 n�est pas racine de l�équation associée. On cherche donc une solution

particulière de terme général

un = dn+ e
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Où d et e sont des constantes. Après un peu de calcul, on trouve d = �1
6
et e = �1

4
.

2) Si 1 est racine simple de l�équation associée :
On peut trouver une solution particulière de terme général

un = nR(n)

Où R désigne un polynôme à coe¢ cients réels de degré q. On cherche donc des coe¢ cients

b0; :::; bq dé�nissant une suite de terme général

un = n(b0 + b1n+ :::+ bqn
q)

Exemple 1.3.2 Soit à résoudre l�équation de récurrence linéaire

un+3 � un = 2n

L�équation associée est

x3 � 1 = 0

Dont 1, exp
�
i2�
3

�
et exp

��i2�
3

�
sont racines simples. Le second membre est un polynôme

en n de degré 3, et 1 est racine simple de l�équation associée. On cherche donc une

solution particulière de terme général

un = n(b0 + b1n) = b0n+ b1n
2

Où b0 et b1 sont des constantes à déterminer. On doit avoir

un+3 � un = 2n =) (b0(n+ 3) + b1(n
2 + 6n+ 9))� (b0n+ b1n2) = 2n

=) (3b0 + 9b1) + b1(6n) = 2n

=) b1 =
1

3

On en déduit que b0 = �1 et b1 = 1
3
:

3) Si 1 est racine multiple de l�équation associée :
De façon plus générale, supposons que 1 est racine de l�équation associée d�ordre de

multiplicité m. On peut trouver une solution particulière de terme général

un = n
mR(n)

11



Où R désigne un polynôme à coe¢ cients réels de degré q. On cherche donc des coe¢ cients

b0; :::; bq dé�nissant une suite de terme général

un = b0n
m + b1n

m+1 + :::+ bqn
m+q

Exemple 1.3.3 Soit à résoudre l�ERL

un+5 � 3un+4 + 4un+3 � 4un+2 + 3un+1 � un = n+ 2

L�équation associée est

x5 � 3x4 + 4x3 � 4x2 + 3x� 1 = 0

Cette équation peut s�écrire sous forme factorisée

(x2 + 1)(x� 1)3 = 0

On en déduit donc que 1 est racine triple de cette équation, et que i = exp
�
i�
2

�
et �i

=exp
��i�
2

�
en sont racines simples. Le second membre est un polynôme en n de degré 1,

et 1 est racine triple de l�équation associée. On cherche donc une solution particulière de

terme général

un = n
3(b0 + b1n)

Où b0 et b1 sont des constantes. On doit avoir

un+5 � 3un+4 + 4un+3 � 4un+2 + 3un+1 � un = n+ 2

Ce qui donne après calcul et identi�cation des coe¢ cients b0 = �1
54
et b1 = 1

54
.

Conclusion 1.3.4 Si le second membre de l�ERL est un polynôme en n de degré q,

on cherche une solution particulière de l�ERL de terme général nmR(n), où R est un

polynôme réel (à déterminer) de degré q et m désigne l�ordre de multiplicité de 1 comme

racine de l�équation associée à l�ERL (m peut être nul).

1.3.2 Cas où le second membre est une puissance en n

On suppose qu�il existe deux constantes � et b telles que

8n 2 N : vn = b�n

1) Si � n�est pas racine de l�équation associée :

12



On peut trouver une solution particulière de terme général

un = b0�
n

Où b0 est une constante.

Exemple 1.3.5 Soit à résoudre l�équation de récurrence linéaire

un+4 � 6un+3 + 13un+2 � 12un+1 + 4un = 3n

L�équation associée est

x4 � 6x3 + 13x2 � 12x+ 4 = 0

Que l�on peut encore écrire sous forme factorisée

(x� 1)2(x� 2)2 = 0

1 et 2 sont toutes les 2 racines doubles de cette équation. Le second membre est une

puissance en n, et � = 3 n�est pas racine de l�équation associée. On cherche donc une

solution particulière de terme général

un = b03
n

On a

un+4�6un+3+13un+2�12un+1+4un = 3n =) b03
n+4�6b03n+3+13b03n+2�12b03n+1+4b03n = 3n

=) b0(81� 162 + 117� 36 + 4) = 1

=) b0 =
1

4

2) Si � est racine simple de l�équation associée :
On peut trouver une solution particulière de terme général

un = b0n�
n

Où b0 est une constante.

Exemple 1.3.6 Soit à résoudre l�équation de récurrence linéaire

un+2 + un+1 � 2un = 4(�2)n

13



L�équation associée est

x2 + x� 2 = 0

Que l�on peut encore écrire sous forme factorisée

(x� 1)(x+ 2) = 0

1 et �2 sont toutes les deux racines simples de cette équation. Le second membre est une
puissance en n, et � = �2 est racine simple de l�équation associée. On cherche donc une
solution particulière de terme général

un = b0n(�2)n

Comme cette suite doit véri�er

un+2 + un+1 � 2un = 4(�2)n

On obtient après identi�cation b0 = 2
3
.

3) Si � est racine multiple de l�équation associée :
Soit m l�ordre de multiplicité de � comme racine de l�équation. On peut trouver une

solution particulière de terme général

un = b0n
m�n

Où b0 est une constante

Exemple 1.3.7 Soit à résoudre l�équation de récurrence linéaire

un+4 + 2un+3 � 2un+1 � un = 3(�1)n

L�équation associée est

x4 + 2x3 � 2x� 1 = 0

Que l�on peut encore écrire sous forme factorisée

(x� 1)(x+ 1)3 = 0

Donc 1 est racine simple de l�équation, et �1 en est racine triple. Le second membre est
une puissance en n, et � = �1 est racine triple de l�équation associée. On cherche donc
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une solution particulière de terme général

un = b0n
3(�1)n

Comme cette suite doit véri�er

un+4 + 2un+3 � 2un+1 � un = 3(�1)n

On obtient après identi�cation b0 = 1
4
.

Conclusion 1.3.8 Si le second membre de l�ERL est une puissance en n, i.e. une suite
de terme général b�n, on cherche une solution particulière de l�ERL de terme général

b0n
m�n, où b0 est une constante et m désigne l�ordre de multiplicité de � comme racine

de l�équation associée à l�ERL (m peut être nul).

1.4 Résolution de l�ERL

Les deux paragraphes précédents nous permettent de donner la solution générale de

l�ERL, il reste à tenir compte des conditions initiales pour déterminer l�unique suite

solution du problème.

Exemple 1.4.1 Soit à résoudre l�ERL

un+5 � 6un+4 + 20un+3 � 40un+2 + 48un+1 � 32un = �
221

2
3n

Avec les conditions initiales

u0 = 0; u1 = 0; u2 = 0; u3 = 0; u4 = 1

L�ERLH associée est

un+5 � 6un+4 + 20un+3 � 40un+2 + 48un+1 � 32un = 0

Et l�équation associée vaut

x5 � 6x4 + 20x3 � 40x2 + 48x1 � 32 = 0 (1.5)

On a vu précédemment que cette équation s�écrivait sous forme factorisée

(x2 � 2x+ 4)2(x� 2) = 0
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d�où l�on a déduit que

S0 =

�
(un)n2N =

�
�12

n + �22
n cos

n�

3
+ �32

n sin
n�

3
+ �4n2

n cos
n�

3
+ �5n2

n sin
n�

3

�
n2N

�
Où (�1; :::; �5) 2 R5.
On cherche maintenant une solution particulière de l�ERL. D�après ce qui précède, on

la cherche sous la forme d�une suite de terme général (a3n) où a est une constante à

déterminer. On doit avoir

a(3n+5 � 6� 3n+4 + 20� 3n+3 � 40� 3n+2 + 48� 3n+1 � 32� 3n) = �221
2
3n

() a(243� 486 + 270� 360 + 144� 32) = �221
2

() a = 2

Une solution particulière de l�ERL est donc la suite de termes général (2� 3n), où a est
donné par l�équation précédente. On en déduit l�ensemble des solutions

S =

�
(un)n2N =

�
2� 3n + �12n + �22n cos

n�

3
+ �32

n sin
n�

3
+ �4n2

n cos
n�

3
+ �5n2

n sin
n�

3

�
n2N

�
Où (�1; :::; �5) 2 R5.
Les coe¢ cients �i sont donnés par la résolution du système (obtenu à l�aide des conditions

initiales) 8>>>>>><>>>>>>:

2 + �1 + �2 = 0

6 + 2�1 + �2 +
p
3�3 + �4 +

p
3�5 = 0

18 + 4�1 � 2�2 + 2
p
3�3 � 4�4 + 4

p
3�5 = 0

54 + 8�1 � 8�2 � 24�4 +
p
3�5 = 0

162 + 16�1 � 8�2 � 8
p
3�3 � 32�4 � 32

p
3�5 = 0

La résolution de ce système nous donne

(�1; �2; �3; �4; �5) ' (�6:12; 4:12; 0:89;�1:17; 1:01)

La solution de l�ERL est donc la suite de terme général

un = 2�3n�6:12�2n+4:12�2n�cos
n�

3
+0:89�2n�sinn�

3
�1:17n�2n�cosn�

3
+1:01n�2n�sinn�

3
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Chapitre 2

Résolution de l�équation de
récurrence �n+2 = a�n+1 + b�n + 

dans un espace vectoriel complexe

Notation 2.0.2 On note
1) Pn[X; Y ] est le polynôme à coe¢ cients entiers, dé�ni par récurrence par(

P0[X;Y ] = 0; P1[X; Y ] = 1

8n 2 N : Pn+2[X; Y ] = XPn+1[X; Y ] + Y Pn[X; Y ]

Pn[X; Y ] est un polynôme de degré n� 1, pour n supérieur ou égal à 1.
2) Sn[X;Y ] est le polynôme à coe¢ cients entiers (de degré n� 1 pour n entier supérieur
ou égal à 1), à coe¢ cients entiers, dé�ni, pour tout entier naturel n , par la relation

Sn[X; Y ] =

nX
k=0

Pk[X; Y ]

Où Pk[X; Y ] est le polynôme dé�ni dans 1).

Notation 2.0.3
1) a et b désignent des nombres complexes éléments du corps C des nombres complexes.
2) n est un entier naturel, élément de l�anneau N des entiers naturels.
3) (�n)n2N est une suite d�éléments d�un espace vectoriel complexe E.

4) 
 est un élément de E.

La résolution dans E, de l�équation de récurrence

�n+2 = a�n+1 + b�n + 
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est la recherche de l�expression de �n en fonction de a; b; 
; �0; �1; pour tout entier naturel

n:

Principe

Dans la proposition (2:1:4); nous allons ramener la résolution dans E, de l�équation

�n+2 = a�n+1 + b�n + 


à la résolution dans E, de l�équation

�n+2 = a�n+1 + b�n

correspondant à 
 = 0:

Nous verrons ensuite qu�il su¢ t de résoudre cette équation dans C; au lieu de E; pour
les valeurs �0 = 0 et �1 = 1.

La proposition (2:2:1) exprime la solution dans E, de l�équation

�n+2 = a�n+1 + b�n

en fonction de la solution Pn (a; b) dans C, de l�équation

Pn+2 = aPn+1 (a; b) + bPn (a; b)

correspondant à P0 (a; b) = 0 et P1 (a; b) = 1:

La proposition (2:3:1), résoudra dans C l�équation de récurrence

Pn+2 = aPn+1 (a; b) + bPn (a; b)

correspondant à P0 (a; b) = 0 et P1 (a; b) = 1:

La solution par construction est un polynôme Pn (a; b) des variables a et b.

Dans la proposition (2:4:1) nous calculerons la somme Sn(a; b) des polynômes P0 (a; b),

P1 (a; b), :::, Pn (a; b) : Ceci nous permettra, dans les propositions (2:5:1) et (2:6:1), d�ex-

primer pour chaque valeur de n la solution de l�équation

�n+2 = a�n+1 + b�n + 


en fonction de �0; �1; 
; Pn (a; b) ; Sn(a; b):

Conclusion :
la solution de l�équation de récurrence

�n+2 = a�n+1 + b�n + 


18



s�exprime en fonction de �0; �1; 
 à l�aide des polynômes Pn (a; b) : L�expression de cette

solution se simpli�er lorsque a+ b est di¤érent de1 ou lorsque 
 = 0.

En guise d�exemple (2:8), nous exprimerons la puissance ne d�une matrice A 2M2(C);
en fonction de A et des polynômes Pn (a; b) ; où a est la trace de A et b l�opposé du

déterminant de A:

2.1 Réduction au cas 
 = 0

2.1.1 Suites stationnaires

Dé�nition 2.1.1 Considérons une suite (�n)n2N d�éléments d�un éspace vectoriel com-
plexe E. Nous dirons que la suite (�n)n2N est stationnaire si et seulement s�il existe un

entier naturel N 2 N tel que pour tout entier naturel m on ait

�m+N = �N

2.1.2 Point double d�une équation de récurrence

Dé�nition 2.1.2 Considérons dans un espace vectoriel complexe E l�équation de récur-

rence

�n+2 = a�n+1 + b�n + 
 (2.1)

Nous dirons que � 2 E est point double de cette équation de récurrence si et seulement

si l�élément � de E véri�e

� = a�+ b�+ 
 () �(1� a� b) = 


Corollaire 2.1.3
1) Si a+ b = 0; alors 
 est le seul point double de l�équation de récurrence (2:1).

2) Si a+ b est di¤érent de 1, alors l�équation de récurrence (2:1) possède un unique point

double � = �
1�a�b :

3) Si a + b = 1 et 
 = 0, alors tout élément de E est point double de l�équation de

récurrence (2:1).

4) Si a + b = 1 et 
 6= 0, alors l�équation de récurrence (2:1) ne possède aucun point

double.
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Caractérisation :
Le corollaire précédent montre pour que l�équation de récurrence (2:1) possède un

point double, il faut et il su¢ t que l�on l�ait

a+ b 6= 1 2 C ou 
 = 0 2 E

En particulier :

Lorsque a+ b est di¤érent de 1, le point de double, unique est � = 

1�a�b .

Lorsque a+ b est égal à 1 et 
 = 0; tout élément de E est un point double.

Point double et suite stationnaire.
Supposons que la suite (�n)n2N d�éléments d�un espace vectoriel complexe E soit

stationnaire et véri�e une équation de récurrence (2:1): Notons n le plus petit des entiers

naturels N 2 N tel que pour tout entier naturel m; on ait

�m+N = �N

On a alors

�n = a�n + b�n + 


Ce qui montre que �n est point double de l�équation de récurrence (2:1). Mais alors de

trois choses l�une :

Ou bien n = 0 et dans ce cas la suite est constante à partir de �0 et véri�e �m = �0 pout

tout entier naturel m, avec �0(1� a� b) = 
 et �1 = �0.
Ou bien n = 1 et dans ce cas la suite est constante à partir de �1 et véri�e �m = �1 pour

tout entier naturel m > 0 avec �1 = (1� a� b) = 
;et �0 quelconque.
On a alors

�2 = �1 = a�1 + b�0 + 


et

�3 = �1 = a�2 + b�1 + 
 = a�1 + a�0 + 


D�où par soustraction, on obtient

b(�1 � �0) = 0

et comme �1 � �0 6= 0, alors b = 0.
La relation

�1(1� a� b) = 
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se réduit à

�1(1� a) = 


Ou bien n est supérieur ou égale à 2 et dans ce cas on peut écrire

�n+1 = a�n + b�n + 


�n = a�n + b�n + 


Soit par soustraction

�n+1 � �n = b (�n�1 � �n)

Or la suite est stationnaire à partir d�un n > 0, donc �n+1��n = 0; et n est le plus petit
entier à partir duquel la suite est stationnaire, de sorte que �n+1 � �n est di¤érent de 0,
c�est donc que b = 0.

Alors

�n = a�n + 


Parce que la suite est stationnaire à partir de n; et que b = 0.

D�après l�équation de récurrence (2:1) avec b = 0; et n > 1, on a

�n = a�n�1 + 


Soit par soustraction

a(�n�1 � �n) = 0

et comme �n+1 � �n 6= 0, c�est que a = 0:
L�équation de récurrence (2:1) se réduit donc à

�m = 
; 8m � 2

c�est un cas trivial.

En conclusion la suite (�n)n2N dé�nie par l�équation de récurrence �n+2 = a�n+1 +

b�n + 
 et les valeurs de �0 et �1; ne peut être stationnaire que dans trois cas :

cas 1 : a = b = 0; la suite est stationnaire à partir de n = 2:
cas 2 : b = 0 et �1 (1� a) = 
; la suite est stationnaire à partir de n = 1:
cas 3 : �0(1� a� b) = 
 et �1 = �0; la suite est stationnaire à partir de n = 0
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2.1.3 Propriété

Supposons que l�équation de récurrence (2:1) possède un point double �; unique ou

pas. Dans ce cas, les relations

�n+2 = a�n+1 + b�n + 


� = a�+ b�+ 


Donnent par soustraction

(�n+2 � �) = a (�n+1 � �) + b(�n � �)

En posant �0 = �n � �; cette relation devient

�0n+2 = a�
0
n+1 + b�

0
n (2.2)

Comme �n est donné, en fonction de �0n, par la relation �n = �0n + �; la résolution

de l�équation de récurrence (2:1) est ramenée, lorsqu�il existe un point double �; à la

résolution de l�équation de récurrence (2:2).

Proposition 2.1.4 La résolution dans un espace vectoriel complexe E, de l�équation de

récurrence

�n+2 = a�n+1 + b�n + 


sa ramène toujours à la résolution, dans E, d�une équation de récurrence

�0n+2 = a�
0
n+1 + b�

0
n (2.3)

Preuve.
On sait déjà d�après (2:1:3) que la propriété est vraie déjà lorsque l�équation de récurrence

(2:1) possède un point double �; c�est à dire lorsque a + b est di¤érent de 1 2 C; ou que

 est égal à 0 2 E (2.1.2). Il su¢ t de poser

�0 = �n � �

De façon plus générale pour a+ b quelconque (y compris, en particulier pour a+ b = 1),

on peut poser

8n 2 N : �0n = �n+1 � �n

22



Il vient alors

�0n+2 = �n+3 � �n+2 =
= (a�n+2 + b�n+1 + 
)� (a�n+1 + b�n + 
) = a(�n+2 � �n+1) + b(�n+1 � �n) = a�0n+1 + b�0n

et �0n véri�e la formule (2:3) pour a+ b quelconque (y compris, pour a+ b = 1).

Réciproquement, si l�on sait résoudre l�équation de récurrence (2:3), c�est à dire si

l�on connaît �0n pour tout n 2 N; la formule

8n 2 N : �0n = �n+1 � �n

Donne par addition

8n 2 N� : �n =
n�1X
k=0

�0k

de sorte que l�on connaît �n; pour tout n 2 N:

2.2 Réduction à la résolution dans C

Proposition 2.2.1
Si Pn (a; b) est solution, dans C de l�équation de récurrence

Pn+2 = aPn+1 (a; b) + bPn (a; b) (2.4)

avec P0 (a; b) = 0 et P1 (a; b) = 1: Alors la solution dans E de l�équation de récurrence

�0n = a�
0
n+1 + b�

0
n

est donnée par

�0n = Pn (a; b)�
0
1 + bPn�1 (a; b)�

0
0 (2.5)

Pour tout entier naturel n � 1:

Preuve.
1) Pour n = 1�la formule (2:5) est triviale. Elle se réduit�en e¤et�à

�01 = P1 (a; b)�
0
1 + bP0 (a; b)�

0
0

Soit�avec P0 (a; b) = 0 et P1 (a; b), alors

�01 = �
0
1
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Ce qui est une tautologie.

2) La formule (2:5) est véri�ée pour n = 2. En e¤et :

Pour n = 2�la formule (2:5) s�écrit

�02 = P2 (a; b)�01 + bP1 (a; b)�00 (2.6)

Or P2 (a; b) est donné par la formule (2:4) avec n = 0, alors

P2 (a; b) = aP1 (a; b) + bP0 (a; b)

Qui se réduit ici�avec P0 (a; b) = 0 et P1 (a; b) = 1�à

P2 (a; b) = a

La formule (2:6) est donc équivalente à la formule

�02 = a�
0
1 + b�

0
0

Cette formule est vraie�par hypothèse�puisque c�est l�équation (2:3) pour n = 0.

3) Si la formule (2:5) est vraie pour tout entier m véri�ant 1 � m � n�pour un entier

n supérieur ou égal à 2�alors la formule (2:5) est vraie pour tout entier m véri�ant

1 � m � n+ 1. En e¤et :
Supposons que la formule

�0m = Pm (a; b)�
0
1 + bPm�1 (a; b)�

0
0

Soit vraie depuis m = 1�jusqu�à m = n � 2.
Par dé�nition��0n+1 est donné par la relation

�0n+1 = a�
0
n + b�

0
n�1

La formule

�0m = Pm (a; b)�
0
1 + bPm�1 (a; b)�

0
0

Valable pour m = n et pour m = n� 1�entraine alors

�0n+1 = a (Pn (a; b)�
0
1 + bPn�1 (a; b)�

0
0) + b (Pn�1 (a; b)�

0
1 + bPn�2 (a; b)�

0
0)

= (aPn (a; b) + bPn�1 (a; b))�
0
1 + b (aPn�1 (a; b) + bPn�2 (a; b))�

0
0

= Pn+1 (a; b)�
0
1 + bPn (a; b)�

0
0
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La formule

�0m = aPm (a; b)�
0
1 + bPm�1 (a; b)�

0
0

est donc établie pour m = n + 1. Elle est donc vraie pour tout entier de 1 à n + 1�dés

qu�elle vraie pour tout entier de 1 à n.

D�après le principe de récurrence�comme elle est vraie pour n = 1�la proposition est

donc vraie pour toute valeur entière n supérieure ou égale à 1:

Remarque 2.2.2 Les propositions (2:1:4) et (2:2:1) ramènent la résolution�dans E�de
l�équation

�n+2 = a�n+1 + b�n + 
 (1)

à la résolution�dans C�de l�équation

Pn+2 (a; b) = aPn+1 (a; b) + bPn (a; b) (3)

La résolution de cette équation (3) est un petit problème classique dont nous allons rappeler

la solution.

2.3 Expression irrationnelle de la solution Pn dans C

Proposition 2.3.1 Soient x1 et x2 les racines dans C�du polynôme X2�aX�b 2 C [X]
où a = x1 + x2 et b = �x1x2: Alors la solution dans C, de l�équation de récurrence

Pn+2 (a; b) = aPn+1 (a; b) + bPn (a; b) (3)

dé�nie par P0 (a; b) = 0 et P1 (a; b) = 1 est donnée�pour n � 2�par

Pn (a; b) =

8>>><>>>:
0, si x1 = x2 = 0, (a = b = 0)

nxn�11 = n
�
a
2

�n�1
, si x1 = x2 6= 0, (a2 + 4b = 0�a 6= 0)

xn1�xn2
x1�x2 =

�
a+
p
a2+4b
2

�n
�
�
a�
p
a2+4b
2

�n
p
a2+4b

; si x1 6= x2, (a2 + 4b 6= 0)

En désignant�lorsque a2+4b est négatif�par
p
a2 + 4b�le nombre complexe i

p
� (a2 + 4b)�

dont la partie réelle est nulle et dont la partie imaginaire est un nombre réel strictement

plus grand que 0.

Preuve.
1) Pour a = b = 0.
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On a l�équation de récurrence se réduit à Pn+2 (a; b) = 0 pour tout n 2 N: Sa solution est
Pn (a; ,b) = 0�pour n � 2:
2) Pour a2 + 4b 6= 0.
On a le polynôme X2 � aX � b possède deux racines distinctes que nous désignerons par

x1 =
1

2

�
a+

p
a2 + 4b

�
x2 =

1

2

�
a�

p
a2 + 4b

�
En désignant�lorsque a2+4b est négatif�par

p
a2 + 4b�le nombre complexe i

p
� (a2 + 4b)�

dont la partie réelle est nulle et dont la partie imaginaire est un nombre réel strictement

plus grand que 0.

La di¤érence des deux solutions est

x1 � x2 =
p
a2 + 4b 6= 0

Les deux solutions x1 et x2 véri�ant�par dé�nition�les relations

x21 = ax1 + b

x22 = ax2 + b

Multiplions les deux membres de la première relation par xn1�les deux membres de la

deuxième relation par xn2�il vient

xn+21 = axn+11 + bxn1

xn+22 = axn+12 + bxn2

Par soustraction membre à membre de ces relations�on obtient

xn+21 � xn+22 = a
�
xn+11 � xn+12

�
+ b (xn1 � xn2 )

Et par division par x1 � x2�qui est di¤érent de 0, on trouve

xn+21 � xn+22

x1 � x2
= a

xn+11 � xn+12

x1 � x2
+ b
xn1 � xn2
x1 � x2

Avec
xn1 � xn2
x1 � x2

=

(
0, si n = 0

1, si n = 1
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La relation
xn+21 � xn+22

x1 � x2
= a

xn+11 � xn+12

x1 � x2
+ b
xn1 � xn2
x1 � x2

Avec
xn1 � xn2
x1 � x2

=

(
0, si n = 0

1, si n = 1

Montre que les nombres complexes xn1�xn2
x1�x2 sont les solutions de l�équation

de récurrence

Pn+2 (a; b) = aPn+1 (a; b) + bPn (a; b) (3)

Correspondant à P0 (a; b) = 0 et P1 (a; b) = 1.

Donc dans le cas x1 � x2 =
p
a2 + 4b 6= 0, on a

Pn (a; b) =
xn1 � xn2
x1 � x2

=

�
a+
p
a2+4b
2

�n
�
�
a�
p
a2+4b
2

�n
p
a2 + 4b

Pour tout n 2 N.
3) Pour a2 + 4b = 0�a 6= 0.
Considérons la fonction numérique z 7! y = zn�n entier supérieur ou égal à 1: C�est une

fonction holomorphe de z. Sa dérivée en z2 = a
2
�est la limite du rapport z

n
1�zn2
z1�z2 �lorsque z1

tend vers z2.

On voit donc que�lorsque la di¤érence x1 � x2 =
p
a2 + 4b tend vers 0 dans C�x1 et

x2 tendent tous les deux vers a
2
et le rapport xn1�xn2

x1�x2 tend vers la dérivée n
�
a
2

�n�1
de la

fonction numérique y = zn en z = a
2
. Or la formule de récurrence

Pn+2 (a; b) = aPn+1 (a; b) + bPn (a; b)

Avec P0 (a; b) = 0 et P1 (a; b) = 1�montre clairement�par récurrence�que les fonction

Pn (a; b) sont des polynômes des variables a et b�ce sont donc des application de classe

C1 sur C2 (c�est -à-dire indé�niment dérivables).
Les application partielles a 7�! Pn (a; b) et b 7�! Pn (a; b) sont donc�elles aussi�de

classe C1 sur C. Par continuité�on a donc

Pn (a; b) = lim
x1�x2�!0

xn1 � xn2
x1 � x2

= n
�a
2

�n�1
Lorsque a2 + 4b est égal à 0.

Le seul cas à problème serait le cas où a = 0 et n = 1 car il y a indétermination de la

forme 0��mais ce cas�qui correspond à a = b = 0�a été étudié précédemment dans 1).
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Remarque 2.3.2 On peut montrer le résultat par récurrence sur n suivant

Pn (a; b) = n
�a
2

�n�1
Lorsque a2 + 4b est égal à 0 avec a 6= 0.

Preuve.
1) Pour n = 0, on a P0(a; b) = 0 et 0

�
a
2

�0�1
= 0. Donc l�égalité est vraie.

2) Pour n = 0, on a P1(a; b) = 1 et 1:
�
a
2

�1�1
= 1. Donc l�égalité est vraie.

3) Supposons que l�égalité est vraie pour n et montrons quelle est vraie pour n+ 1.

On a

Pn+1 (a; b) = aPn (a; b) + bPn�1 (a; b)

et 8><>:
a = x1 + x2

b = �x1x2
x1 = x2

=) b =
�a2
4

Alors

Pn+1 (a; b) = an
�a
2

�n�1
+ b(n� 1)

�a
2

�n�2
= an

�a
2

�n�1
+
�a2
4
(n� 1)

�a
2

�n�2
= an

�a
2

�n�1
� (n� 1)

�a
2

�n
=
�a
2

�n�
1� n+ an:2

a

�
= (n+ 1)

�a
2

�n
Donc l�égalité est vraie.

2.4 Somme Sn des solutions Pk�k variant de 0 à n

Proposition 2.4.1
Soit Pn (a; b) la solution dans C�de l�équation récurrence

Pn+2 (a; b) = aPn+1 (a; b) + bPn (a; b) (3)

dé�nie par P0 (a; b) = 0 et P1 (a; b) = 1: La somme

Sn (a; b) =

nX
k=0

Pk (a; b)
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est donnée�pour tout entier n � 0 par

Sn (a; b) =

8><>:
1

1�a�b (1� Pn+1 (a; b)� bPn (a; b)) , si a+ b 6= 1
1
1+b
(n+ 1� Pn+1 (a; b)) , si a+ b = 1 et b 6= �1

n(n+1)
2
; si a = 2 et b = �1

Preuve.
1) Pour a+ b 6= 1 :
Quels que soient les nombres complexes a et b�en faisant la somme�membre à membre�

des relation, on obtient

Pk (a; b) = aPk�1 (a; b) + bPk�2 (a; b)

Pour k variant de 2 à n+1�n étant un entier supérieur ou égal à 1�on obtient la relation

n+1X
k=2

Pk (a; b) = a
n+1X
k=2

Pk�1 (a; b) + b
n+1X
k=2

Pk�2 (a; b)

Le premier membre peut être écrit

n+1X
k=2

Pk (a; b) = Pn+1 (a; b)+
nX
k=0

Pk (a; b)�P0 (a; b)�P1 (a; b) = Pn+1 (a; b)+Sn (a; b)�P0 (a; b)�P1 (a; b)

et les sommes du deuxième membre s�écrivent

n+1X
k=2

Pk�1 (a; b) =
nX
k=0

Pk (a; b) =
nX
k=0

Pk (a; b)� P0 (a; b) = Sn (a; b)� P0 (a; b)

et
n+1X
k=2

Pk�2 (a; b) =

n�1X
k=0

Pk (a; b) =

nX
k=0

Pk (a; b)� Pn (a; b) = Sn (a; b)� Pn (a; b)

Si bien que la relation devient

Pn+1 (a; b)+Sn (a; b)�P0 (a; b)�P1 (a; b) = a (Sn (a; b)� P0 (a; b))+b (Sn (a; b)� Pn (a; 1� a� b)Sn (a; b))

= (1� a)P0 (a; b) + P1 (a; b)� Pn+1 (a; b)� bPn (a; b)

Soit, avec P0 (a; b) = 0 et P1 (a; b) = 1: On trouve

(1� a� b)Sn (a; b) = 1� Pn+1 (a; b)� bPn (a; b) ; n � 1
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Cette formule, établie pour n � 1, est encore vraie pour n = 0, car elle se réduit alors à

(1� a� b)S0 (a; b) = 1� P1 (a; b)� bP0 (a; b) = 1� 1� b� 0 = 0

Cette formule est vraie puisque, par dé�nition

S0 (a; b) =
0X
k=0

Pk (a; b) = P0 (a; b)

= 0: (1� a� b)Sn (a; b) = 1� Pn+1 (a; b)� bPn (a; b) ;8a 2 C;8b 2 C;8n � 0

Pour a+ b 6= 1; on peut diviser par (1� a� b) et écrire

Sn (a; b) =
1

1� a� b (1� Pn+1 (a; b)� bPn (a; b))

2) Pour a+ b = 1 et b 6= �1 :
La formule

(1� a� b)Sn (a; b) = 1� Pn+1 (a; b)� bPn (a; b)

Valable pour n � 0, se réduit pour a+ b = 1 à

Pn+1 (a; b) + bPn (a; b) = 1

On en déduit immédiatement, par addition

n+1X
k=1

Pk (a; b) + b
n+1X
k=1

Pk�1 (a; b) =
n+1X
k=1

1 = n+ 1

Qui s�écrit aussi

Pn+1 (a; b) +

nX
k=1

Pk (a; b) + b

nX
k=1

Pk (a; b) = n+ 1

Comme P0(a; b) = 0, cette formule est équivalente à

Pn+1 (a; b) +
nX
k=0

Pk (a; b) + b
nX
k=0

Pk (a; b) = n+ 1

On obtient

(1 + b)Sn (a; b) = n+ 1� Pn+1 (a; b)
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Alors

(1 + b)Sn (a = 1� b; b) = n+ 1� Pn+1 (1� b; b) ;8b 2 C;8n � 0

Dans le cas où b est di¤érent de �1, on peut diviser par 1 + b et écrire

Sn (a; b) =
1

1 + b
(n+ 1� Pn+1 (a; b)) :

Cette formule a été établie pour n � 0.
2) Pour a = 2 et b = �1 :
On a, dans ce cas a+ b = 1 et b = �1, et la formule

(1 + b)Sn (a; b) = n+ 1� Pn+1 (a; b)

Valable pour n � 0 se réduit à
Pn+1 (a; b) = n+ 1

Comme P0 (a; b) = 0, il vient

Pn (a; b) = n; 8n 2 N

et

Pn (2;�1) = n;8n � 0

On en déduit, par addition pour n � 0

nX
k=0

Pk (a; b) =
nX
k=0

k

Or, par dé�nition
nX
k=0

Pk (a; b) = Sn (a; b)

et
nX
k=0

k =
n (n+ 1)

2

On obtient donc la relation

Sn (a; b) = Sn (2;�1) =
n (n+ 1)

2

Valable pour n � 0: Et ceci achève la démonstration de la proposition (2:4:1).

Corollaire 2.4.2 Les Sn (a; b) véri�ent une relation de récurrence analogue à la relation
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de dé�nition des Pn (a; b).(
S0 (a; b) = 0; S1 (a; b) = 1

8n � 0 : Sn+2 (a; b) = aSn+1 (a; b) + bSn (a; b) + 1

Preuve. On a
Pn (a; b) = Sn (a; b) + Sn�1 (a; b)

La relation

Pn+2 (a; b) = aPn+1 (a; b) + bPn (a; b)

S�écrit alors

Sn+2 (a; b)� Sn+1 (a; b) = a (Sn+1 (a; b)� Sn (a; b)) + b (Sn (a; b)� Sn�1 (a; b))

=) Sn+2 (a; b)� aSn+1 (a; b)� bSn (a; b) = Sn+1 (a; b)� aSn (a; b)� bSn�1 (a; b)

Cette relation montre, par une récurrence immédiate, que l�on a, pour tout n � 1

Sn+2 (a; b)� aSn+1 (a; b)� bSn (a; b) = S2 (a; b)� aS1 (a; b)� bS0 (a; b)

Cette relation reste trivialement vraie pour n = 0.

Or 8><>:
S0 (a; b) = P0 (a; b) = 0

S1 (a; b) = S0 (a; b) + P1 (a; b) = 1

P1 (a; b) = S1 (a; b) + P2 (a; b) = 1 + aP1 (a; b) + bP0 (a; b) = 1 + a

Donc

S2 (a; b)� aS1 (a; b)� bS0 (a; b) = (1 + a)� a = 1

et les Sn (a; b) véri�ent la relation de récurrence

Sn+2 (a; b)� aSn+1 (a; b)� bSn (a; b) = 1

On obtient (
S0 (a; b) = 0; S1 (a; b) = 1

8n � 0 : Sn+2 (a; b) = aSn+1 (a; b) + bSn (a; b) + 1
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2.5 Solution en fonction de Pn et Sn

Proposition 2.5.1
La solution dans E, de l�équation de récurrence

�n+2 = a�n+1 + b�n + 
 (1)

est donnée par

8n � 1 : �n = Pn (a; b)�1 + bPn�1 (a; b)�0 + Sn (a; b) 


Avec (
P0 (a; b) = 0; P1 (a; b) = 1

8n � 0 : Pn+2 (a; b) = aPn+1 (a; b) + bPn (a; b)

et

8n � 0 : Sn (a; b) =
k=nX
k=0

Pk (a; b)

Preuve. La proposition (2:1:4) montre que la variable

�0n = �n+1 � �n

véri�e la relation

�n+2 = a�
0
n+1 + b�

0
n (2)

La proposition (2:2:1) donne pour n � 0 la solution

�0n = Pn (a; b)�
0
1 + bPn+1 (a; b)�

0
0 (4)

On en déduit, par addition

n�1X
k=1

�0k =

n�1X
k=1

Pk (a; b)�
0
1 + b

n�1X
k=1

Pk�1 (a; b)�
0
0

Alors

�0n � �01 = Sn�1 (a; b) (�2 � �1) + b (Sn�1 (a; b)� Pn�1 (a; b)) (�1 � �0)
= Sn�1 (a�1 � b�0 + 
 � �1) + b (Sn�1 (a; b)� Pn�1 (a; b)) (�1 � �0)
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=) �n = [1 + aSn�1 (a; b)� Sn�1 (a; b) + bSn�1 (a; b)� bPn�1 (a; b)]�1 +
+ [bSn�1 (a; b)� bSn�1 (a; b) + bPn�1 (a; b)]�0 + Sn�1 (a; b) 


=) �n = [1� bPn�1 (a; b)� (1� a� b)Sn�1 (a; b)]�1 + bPn�1 (a; b)�0 + Sn�1 (a; b) 


Or nous avons vu, dans la démonstration de la proposition (2:4:1), la relation

(1� a� b)Sn (a; b) = 1� Pn+1 (a; b)� bPn (a; b) ;8a 2 C;8b 2 C;8n � 0

Nous pouvons écrire cette formule pour n � 1 sous la forme

(1� a� b)Sn�1 (a; b) = 1� Pn (a; b)� bPn�1 (a; b) ;8a 2 C;8b 2 C;8n � 1

Nous obtenons donc

�n = [1� bPn�1 (a; b)� 1 + Pn (a; b) + bPn�1 (a; b)]�1 + bPn�1 (a; b)�0 + Sn�1 (a; b) 


Alors

�n = Pn (a; b)�1 + bPn�1 (a; b)�0 + Sn�1 (a; b) 


C�est la formule qu�il fallait établir.

Il ne reste plus qu�à exprimer les Pn (a; b) et Sn (a; b) en fonction de a et b pour avoir

les solutions �n en fonction de a et b. C�est ce qui va être fait dans la proposition (2:6:1).

2.6 Solution en fonction de Pn

Proposition 2.6.1 La solution dans E, de l�équation de récurrence

�n+2 = a�n+1 + b�n + 
 (1)

est donnée pour n � 1 par

�n =

8><>:
Pn (a; b)

�
�1 � 


1�a�b
�
+ bPn�1 (a; b)

�
�0 � 


1�a�b
�
+ 


1�a�b , si a+ b 6= 1
Pn (a; b)

�
�1 � 


1+b

�
+ bPn�1(a; b)�0 +

n

1+b
, si a+ b = 1 et b 6= �1

n�1 � (n� 1)�0 + (n�1)n
2

,si a = 2 et b = �1
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Avec P0 (a; b) = 0, P1 (a; b) = 1.

Où pour n � 2

Pn (a; b) =

8>>><>>>:
0, si a = b = 0

n
�
a
2

�n+1
, si a2 + 4b = 0 et a 6= 0�

a+
p
a2+4b
2

�n
�
�
a�
p
a2+4b
2

�n
p
a2+4b

, si a2 + 4b 6= 0

Preuve.
La proposition (2:5:1) donne, pour n � 1

�n = Pn (a; b)�1 + bPn�1 (a; b)�0 + Sn�1 (a; b) 


La proposition (2:4:1) donne, pour n � 0

Sn (a; b) =

8><>:
1

1�a�b (1� Pn+1 (a; b)� bPn (a; b)) , si a+ b 6= 1
1
1+b
(n+ 1� Pn+1 (a; b)) , si a+ b = 1 et b 6= �1

n(n+1)
2
, si a = 2 et b = �1

On obtient

Sn�1 (a; b) =

8><>:
1

1�a�b (1� Pn (a; b)� bPn�1 (a; b)) , si a+ b 6= 1
1
1+b
(n� Pn (a; b)) , si a+ b = 1 et b 6= �1

(n�1)n
2
, si a = 2 et b = �1

En combinant ces deux résultats, on peut donc écrire

�n =

8><>:
Pn (a; b)

�
�1 � 


1�a�b
�
+ bPn�1 (a; b)

�
�0 � 


1�a�b
�
+ 


1�a�b , si a+ b 6= 1
Pn (a; b)

�
�1 � 


1+b

�
+ bPn�1 (a; b)�0 +

n

1+b
, si a+ b = 1 et b 6= �1

n�1 � (n� 1)�0 + (n�1)n
2

, si a = 2 et b = �1

Rappelons que la proposition (2:3:1), pour n � 2, lorsque(
P0 (a; b) = 0; P1 (a; b) = 1

Pn+2 (a; b) = aPn+1 (a; b) + bPn (a; b)

Donne

Pn (a; b) =

8>>><>>>:
0, si a = b = 0

n
�
a
2

�n+1
, si a2 + 4b = 0 et a 6= 0�

a+
p
a2+4b
2

�n
�
�
a�
p
a2+4b
2

�n
p
a2+4b

, si a2 + 4b 6= 0
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En particulier Pn (2;�1) = n:
Dans les autres cas, on véri�era facilement qu�il en est de même.

Exemple 2.6.2
La solution de l�équation de récurrence

Sn+2 (a; b) = aSn+1 (a; b) + bSn (a; b) + 1

Donnée par la proposition (2:6:1), avec S0 (a; b) = 0 et S1 (a; b) = 1 est :

Pour a+ b 6= 1 :

Sn (a; b) = Pn (a; b)

�
1� 1

1� a� b

�
+ bPn�1 (a; b)

�
0� 1

1� a� b

�
+

1

1� a� b

= Pn (a; b) +
1

1� a� b (1� Pn (a; b)� bPn�1 (a; b))

=
1

1� a� b (1� Pn (a; b)� bPn�1 (a; b) + Pn (a; b)� aPn (a; b)� bPn (a; b))

=
1

1� a� b (1� bPn�1 (a; b)� aPn (a; b)� bPn (a; b))

Or

Pn+1 (a; b) = aPn (a; b) + bPn�1 (a; b)

Donc

Sn (a; b) =
1

1� a� b (1� Pn+1 (a; b)� bPn (a; b))

On retrouve le résultat de la proposition (2:4:1).

Dans les autres cas, on véri�era facilement qu�il en est de même.

Pour terminer ce chapitre, il nous reste à préciser le cas particulier où l�équation de

récurrence (1) admet un point double, ce qui simpli�e les calculs, et à donner un exemple

d�application.

2.7 Simpli�cation en cas de point double

Proposition 2.7.1
Si � est un point double de l�équation de récurrence

�n+2 = a�n+1 + b�n + 
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La solution de l�équation est donnée, pour n � 1, par

(�n � �) = Pn (a; b) (�1 � �) + bPn�1 (a; b) (�0 � �)

Preuve.
Un point double � de l�équation de récurrence

�n+2 = a�n+1 + b�n + 
 (2.7)

est par dé�nition une solution de l�équation

� = a�+ b�+ 


Par soustraction membre à membre avec la relation (2:7), il vient

(�n+2 � �) = a (�n+1 � �) + b (�n � �)

et la proposition (2:5:1) donne, pour 
 = 0 la solution de cette équation

(�n � �) = Pn (a; b) (�1 � �) + bPn�1 (a; b) (�0 � �)

Remarque 2.7.2 (Existence d�un point double)
Le problème est alors de savoir quand existe un point double, nous avons vu (2:1:2) que

pour que l�équation de récurrence (2:7) possède un point double il faut et il su¢ t que l�on

ait

a+ b 6= 1 2 C ou 
 = 0 2 E

Lorsque a+ b 6= 1, alors le point double unique est � = 

1�a�b et

�n = Pn (a; b)�1 + bPn�1 (a; b)�0 +
1

1� a� b (1� Pn (a; b)� bPn�1 (a; b)) 


Lorsque a+ b = 1et 
 = 0, alors tout élément de E est point double.

2.8 Puissance ne d�une matrice 2� 2 de M2 (C)

Proposition 2.8.1
Soit A une matrice carrée d�ordre 2 à éléments complexes. Soit I2 la matrice unité. On

pose a = Tr (A) la trace de la matrice A, b = � det (A) l�opposé du déterminant de la
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matrice A. Nous avons alors, pour tout entier naturel n � 1 la relation

An = Pn (a; b)A+ bPn�1 (a; b) I2

En particulier

1) Si b 6= 0; alors
An = an�1A

2) Si a2 + 4b = 0 et b 6= 0, alors

An = n
�a
2

�n�1
A� (n� 1)

�a
2

�n
I2

3) Si a = 2 et b = �1, alors
An = nA� (n� 1) I2

Preuve.
La démonstration repose sur le théorème de Hamilton-Cailey. La matrice A est solution

de son équation caractéristique. Si P (�) est le polynôme caractéristique de la matrice A

(déterminant de la matrice A� �I); alors

P (A) = 0

On sait que la somme des valeurs propres de A est la trace a de A et leur produit est le

déterminant �b de A. Comme A est une matrice d�ordre deux à élément complexes, son
polynôme caractéristique est

P (�) = �2 � Tr (A)�+ det (A)

Le théorème de Hamilton-Cailey s�exprime donc par

A2 = Tr (A)A�D�et (A) I () A2 = aA+ bI

En multipliant par An; il vient la relation de récurrence

An+2 = aAn+1 + bAn

La solution est alors donnée par la proposition (2:2:1)
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An = Pn (a; b)A
1 + bPn�1 (a; b)A

0 () An = Pn (a; b)A+ bPn�1 (a; b) I2

En particulier :

1) Pour b = 0 et a 6= 0, cas où A possède une valeur propre nulle et une valeur propre

non nulle, la proposition (2:3:1) donne

Pn (a; b) = a
n�1

Donc

An = an�1A

Où a est la valeur propre non nulle.

2) Pour a2 + 4b = 0 et a 6= 0, cas où A possède une valeur propre double et non nulle

� = a
2
, la proposition (2:3:1) donne

Pn (a; b) = n�
n�1

et

b = ��2

Alors le résultat

An = n�n�1A� �2 (n� 1)�n�2I2 = n�n�1A� (n� 1)�nI2

Où � est la valeur propre double non nulle.

3) Pour a = 2 et b = �1, la valeur propre double non nulle de A est � = 1, le résultat
précédent donne

An = nA� (n� 1) I2

Remarquons aussi que, dans ce cas nous avons (théorème de Hamilton-Cailey) :

(A� I2)2 = 0; 1 est valeur propre double de A et An � I2 = n (A� I2).

Remarque 2.8.2
Plus généralement, si la matrice A possède deux valeurs propres distinctes, x1 et x2 la

proposition (2:3:1) donne

Pn (a; b) =
xn1 � xn2
x1 � x2

Alors

An =
xn1 � xn2
x1 � x2

A� x1x2
xn�11 � xn�12

x1 � x2
I2
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