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Introduction Générale

L’importance des équations de récurrence a besoin a peine d’étre expliquée. Leur
étude est d’intérét fondamental et a été une partie centrale de théorie du nombre pour
beaucoup d’années. De plus, ces équations paraissent presque partout en mathématiques
appliquées et informatique appliquée. Par exemple, la théorie des séries de puissances
représentent les fonctions rationnelles. Systémes de polyndémes orthogonaux (polynémes
de Tchebychev). Les séquences de récurrence linéaires sont aussi d’importance dans la
théorie d’approximation et cryptographie.

Dans le premier chapitre, on va faire une simple étude des équations de récurrence
d’ordre 1, 2 et p et comment les résoudre. Nous allons rappeler quelques principes et
résultats fondamentaux de la théorie des équations de récurrence linéaires, de plus on va
voir des exemples pour comprendre les méthodes de résolution.

Nous étudierons dans le deuxiéme chapitre une méthode qui permet de résoudre
I’équation de récurrence de la forme oy, 12 = ac, 1 + ba, + v dans un espace vectoriel
complexe ot les lettres a et b désignent des nombres réels ou complexes, n est un entier
naturel, élément de 'anneau N des entiers naturels, (as,),, oy est une suite d’éléments d'un
espace vectoriel complexe E et v est un élément de E. Nous allons appliquer cette méthode

pour déterminer les puissances n¢ d’une matrice de M, (C).



Chapitre 1
Equations de récurrence

Nous rappelons quelques principes et résultats fondamentaux de la théorie des équa-
tions récurrentes linéaires, de plus on va voir des exemples pour comprendre les méthodes
de résolution. On se limitera & I’étude des équations de récurrence linéaire & coefficients
réels.

1.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 1.1.1 On dit qu’une suite (un), oy vérifie une équation de récurrence linéaire

d’ordre p (que l'on note ERL) s’il existe des réels ay, ..., a, et une suite (vy), . tels que
Vn € Nty — a1tpgp1 — ... — Ay, =0y (1.1)

et si les p premiers termes ug, ..., U,—1 sont donnés.

L’équation de récurrence linéaire
Uptp — 1 Uptp_1 — ... — Qplly =0 (1.2)

obtenue en supprimant le second membre v, est appelée équation de récurrence linéaire
homogéne (ERLH) associée & 'ERL

Par extension, on dit qu'une suite (u,),, oy vérifie une équation de récurrence linéaire

homogene si elle vérifie une relation de type (1.1) avec Vn € N, v, = 0.

Exemple 1.1.2 Soit ’ERL

Upt2 — 2Up+1 + Uy = 3 avec ug = 0,u; =1



Elle n’est pas homogéne, car ici le terme v, n'est pas égal a 0. L’ERLH associée est
Un42 — 2un+1 +u, =0

Proposition 1.1.3 L’ensemble Sy des solutions d’'une ERLH d’ordre p est un sous-

espace vectoriel de dimension p de S (R) (ensemble des suites réelles) .

Preuve. On utilise la forme générale (1.2) de 'ERLH donnée précédemment. L’en-
semble Sy des solutions de (1.2) est un sous-ensemble de S (R), non vide car la suite nulle
lui appartient.

On montre facilement que toute combinaison linéaire d’éléments de Sy est encore un élé-
ment de Sp. C’est donc bien un sev de S (R).

Considérons maintenant ’application

w: Sy — RP

(Un)n —— (Ugy ey Up—1)

On montre facilement que ¢ est une application linéaire de S (R) dans RP.
Elle est injective (car si ugp = u; = ... = u,—1 = 0 la relation de récurrence implique que
up, = 0,Vn € N).
Surjective (on peut toujours trouver une suite respectant la relation de récurrence et avec
p — 1 premiers termes fixés a priori) , donc bijective. C’est donc un isomorphisme de Sy
dans R? , et dim (Sp) =p. m

On retiendra de cette propriété que, Sy étant un espace vectoriel de dimension p, il
nous faut trouver p suites linéairement indépendantes et vérifiant 1’équation homogene

pour entiérement caractériser Sy.

Proposition 1.1.4 Soit S l’ensemble des solutions de 'ERLH (1.1) et (ay), oy un €lé-
ment quelconque de S, Alors

Ou Sy désigne l’ensemble des solutions de 'ERLH associée (1.2).
Autrement dit, la solution générale de S s’obtient en ajoutant a la solution générale de Sy

une solution particuliére de S.

On va donc diviser la résolution d’une équation de récurrence linéaire en 3 étapes :
1) On trouve une base de I'ensemble Sy des solutions de 'ERLH associée, ce qui nous
donne la solution générale (u?),cy de 'ERLH.
2) On trouve une solution de 'ERL (a,)nen-

3) On en déduit la solution générale (i.e. sans tenir compte des conditions initiales) de

4



'équation de 'ERL, (u® +a,)nen- La solution particuliére s’obtient & I'aide des conditions
initiales.

Dans la suite du chapitre, on continuera a désigner par S I’ensemble des solutions
d’'une ERL, et par Sy I’ensemble des solutions de I’ KRLH associée.

1.2 Reésolution d’une Equation de Récurrence Linéaire

Homogéne

1.2.1 ERLH d’ordre 1

Définition 1.2.1 La forme générale d’'une ERLH d’ordre 1 est u,+1 —au, =0 ou a est

un réel.

Cette équation définit une suite géométrique de raison a. On a donc le résultat suivant
Proposition 1.2.2 La solution générale de cette ERLH est u, = a™uqg, ot ug € R.
Exemple 1.2.3 Soit & résoudre l’équation

vVn € Nuyy —4u, =0
La solution de cette ERLH est la suite de terme général
Uy, = Upd"™
1.2.2 ERLH d’ordre 2
Définition 1.2.4 La forme générale d’'une ERLH d’ordre 2 est
Vn € N uy0 — a1 — aqu, =0
Ot ay et ay sont des réels.
Définition 1.2.5 Soit [’équation de degré 2 suivante
22 —agr —a; =0 (1.3)

(1.3) est appelée équation caractéristique associée a 'ERLH. On note A = a3 + 4a; le

discriminant de [’équation associée.



Proposition 1.2.6 Soit 2> — ayx — a; = 0 [’équation caractéristique associée o 'ERLH.
Alors
1) Si A > 0, soient a et [ les deux racines réelles de (1.3). Alors (a")nen €t (5")nen
forment une base de Sy. Autrement dit les solutions de 'ERLH sont les suites données
par

Up = A" + X" A1, A €R

2) Si A =0, soit « la racine double de (1.3). Alors (a")nen et (na™),en forment une base

de Sy. Autrement dit les solutions de ’ERLH sont les suites données par
Uy = Oén()\l + /\271), /\1, /\2 eR

3) St A <0, soient o = pexp (i) et a = exp (—i60) les deuz racines complexes conjuguées
de (1.3). Alors (p™ cos(nf))nen et (p"sin(nd)),en forment une base de Sy. Autrement dit
les solutions de ’ERLH sont les suites données par

Uy = p" (A cosnb + Agsinnb), A;, Ay € R

Preuve. On montre que, dans chacun des trois cas, les deux suites forment une famille
libre. Comme Sy est de dimension 2. On montre que ce sont des éléments de Sj.
1) Premier cas A> 0 :
Soit 'ERLH d’ordre 2 suivante

Vn € N: U0 — agttyy1 — agu, =0

Montrons que les suites (a"),en €t (5" )neny sont des éléments de Sp.

On a
a"? — g™ — a1 = a"(a? — asa —a;) =0
=0

5”” - a25n+1 —af" = 5”(52 — aff — a1)

Car est racine de (1.3). Donc (a™)nen €t (5")nen sont des éléments de Sy. Or Sy est un

sous espace vectoriel, alors
c1(a™) + e (B") € Sy

On en déduit que (a™)en et (8" )nen forment une base de S.
2) Deuxiéme cas A=0:

« étant une racine double de (1.3), alors on a

a? —aya—a; =0



et
a
Oz:§<:>2a—a2:0

Le méme raisonnement que précédemment montre que (a"),en est élément de Sy. D’autre

part
(n +2)a"™? — ay(n + 1) — ayna™ = na™(a® — aay — a1) + " (20 — ay) = 0

Donc (na™),en est également élément de Sy.
3) Troisiéme cas A< 0:

On a a = pe? vérifie a® — asar — a1 = 0, donc
"2 exp (i(n + 2)0)—axp™ exp (i(n + 1)8)—a1p™ exp (inf) = p" exp (ind) (a*—aza—ay) = 0

En passant a la partie réelle, puis a la partie imaginaire, on en déduit que (p" cos(nf)),en

et (p"sin(nh)),en sont éléments de Sp. m

Exemple 1.2.7
1) Soit a résoudre 'ERLH suivante

Vn € Nuyio + 2upiy — 3u, =0
L’équation caractéristique associée est
2’ + 22 —-3=0

Le discriminant de cette équation vaut 16, on en déduit que les racines de l’équation sont
1 et —3. Les suites (1)nen et ((—3)")nen forment donc une base de Sy, et la solution
générale de 'ERLH est la suite de terme général

Up = )\1 + )\2<_3>n

Ot A\ et Ay sont des réels.
2) Soit a résoudre 'ERLH suivante

Vn € N upio — 2upy1 + 2u, =0

L’équation associée est
2 —2r4+2=0

Le discriminant de cette équation vaut —4, on en déduit que [’équation admet deux ra-



cines complezes conjuguées 1+ i = /2exp (2%) et 1 —i =+ 2exp (—izl—r). Les suites

(\/En COS(%)) et (\/Qn sin(ﬁ—”)) forment donc une base de Sy, et la solution géné-
N neN

rale de l’ERLﬁeest la suite de terme général
Uy = MV2" COS(%T) + MV2" sin (%)
Ou A\ et Ay sont des réels.

1.2.3 ERLH d’ordre p

On va maintenant revenir a la forme générale d’'une ERLH, et généraliser les résultats

précédents.
Définition 1.2.8 Soit [’équation de degré p suivante

 —aP - —a,=0 (1.4)
(1.4) est appelée équation caractéristique associée & 'ERL (1.2).

Proposition 1.2.9

Soient 1, ...,q les racines réelles de (1.4), d’ordre respectif iy, ...,1,. Soient
a; = pyexp (i0r), a1 = pyexp (—iby), ..., = p.exp (i0,) , &, = p, exp (—ib,)
les racines complexes conjuguées de (1.4), d’ordre respectif ji, ..., j.. On a en particulier
(i1 4. +ig) + 201+ . +Jr) =D

Alors les suites

( (ﬁ?)neN PREEY (nililﬁ?)neN

(67(;>n€Na ) (niqilﬁg)nEN

(P cos(n1))nen, (P sin(nby) )nen, -, (07171 p7 cos(nby) )nen, (P71 7 sin(nb) )nen

L ()} cos(nb,.) Jnen, () sin(nb,) nen, ..., (0771 pit cos(nby) )nen, (" plf sin(nb,) Jnen



forment une base de Sy.

Preuve. Bien qu’un peu plus calculatoire, le principe de la démonstration est le méme

que pour une FRL d’ordre 2. m

Exemple 1.2.10
1) Soit a résoudre ’ERLH

Vn € N w5 — g + 4tpiz — 4pio + 3y — uy =0
On notera la factorisation suivante
2 — 32t +42® —42® +3r — 1= (2* + 1) (v —1)°

Compte-tenu de l'indication, l’équation associée o 'ERLH admet une racine réelle triple
1, deux racines complexes conjuguées simples i = exp (%) et —i = exp ( ) Alors
Les suites (1)pen, (N)nen: (0)nen; (€0S(%))nen et (Sin(%))nen forment donc une base de

So, et la solution générale de 'ERLH est la suite de terme général
N n . N
Up = A1+ Aan + Agn” + Ay cos(g) + X5 sm(§)

Ou A, ..., \s sont des réels.
2) Soit a résoudre 'ERLH

Vn € N uyy5 — 6uprg + 20u,03 — 40up1 0 + 48Uy 1 — 32u, =0
On notera la factorisation suivante
2® — 62* + 200° — 402° + 487 — 32 = (2 — 27 + 4)* (v — 2)
L’équation
v — 20 +4=0

a pour discriminant —12, et admet deux racines complezes conjuguées 1+iv/3 = 2 exp (Z—”)
et 1—i/3 =2 exp ( ) On en déduit que l’équation associée a ’ERLH admet une racine
réelle simple 2, deux racines complexes conjuguées doubles 2 exp (g) et 2 exp (T)

Les suites (2" )nen, (2"cos("5") Jnen, (27 sin("5))nen, (2"ncos(§))nen et (2"nsin(g))nen
forment donc une base de Sy, et la solution générale de 'ERLH est la suite de terme

général

= A\2" + \p2" cos( 3 ) + Ag2" sm( 5 ) + \2™n cos( 3 ) + A52"n sm(n;)



Ou Ay, ..., \5 sont des réels.

1.3 Recherche d’une solution particuliére d’une ERL

Il n’est pas toujours simple de produire une solution particuliére d'une ERL. Nous
allons voir deux cas ot I’on peut toujours en obtenir une :

— Celui ou le second membre de ’équation est un polynéme en n.

— Celui ou le second membre de ’équation est une puissance en n.

Notons tout de suite un point important : Les conditions initiales ne vont pas inter-

venir dans la recherche de cette solution particuliéere.

1.3.1 Cas ou le second membre est un polynéme en n

On suppose que v, est un polynéme en n, c’est a dire qu’il existe un polynéme @ a
coefficients réels tel que
Vn e N:v, =Q(n)

On note ¢ le degré du polynome (). Alors
1) Si 1 n’est pas racine de I’équation associée :

On peut trouver une solution particuliére de terme général
un, = R(n)

Ou R désigne un polynoéme a coefficients réels de degré q. On cherche donc des coefficients

bo, ..., by définissant une suite de terme général
Up = bp + bin + ... 4+ byn?
Exemple 1.3.1 Soit a résoudre l’équation de récurrence linéaire
Upts — 2Upto — 2Upt1 — Uy =N + 2

L’équation associée est
23 -2 — 22 —3=0

Dont 3, exp (12?”) et exp (%2”) sont racines simples. Le second membre est un polynome
enn de degré 1, et 1 n’est pas racine de l’équation associée. On cherche donc une solution
particuliére de terme général

U, = dn+e

10



Ou d et e sont des constantes. Aprés un peu de calcul, on trouve d = %1 et e = _Tl.

2) Si 1 est racine simple de I’équation associée :

On peut trouver une solution particuliére de terme général
un, = nR(n)

Ou R désigne un polynoéme a coefficients réels de degré q. On cherche donc des coefficients

by, ..., b, définissant une suite de terme général

Up = n(bo + byn + ... + byn?)
Exemple 1.3.2 Soit a résoudre l’équation de récurrence linéaire
Upys — Uy = 2N

L’équation associée est
2 —1=0

Dont 1, exp (’2{) et exp (%2“) sont racines simples. Le second membre est un polynoéme
en n de degré 3, et 1 est racine simple de l’équation associée. On cherche donc une

solution particuliére de terme général
U, = n(by + bin) = bon + byn?
Ou by et by sont des constantes a déterminer. On doit avoir
Upyz — Up = 2n == (bo(n + 3) + by (n® + 6n + 9)) — (bon + bin?) = 2n
= (3bp + 9b1) + b1 (6n) = 2n
1

:>b1:§

On en déduit que by = —1 et by = %

3) Si 1 est racine multiple de I’équation associée :
De fagon plus générale, supposons que 1 est racine de ’équation associée d’ordre de

multiplicité m. On peut trouver une solution particuliére de terme général

un, =n"R(n)

11



Ou R désigne un polynoéme a coefficients réels de degré q. On cherche donc des coefficients

bo, ..., by, définissant une suite de terme général

Uy, = bon™ + byn™ T+ 4 bn™
Exemple 1.3.3 Soit a résoudre 'ERL

Upts — SUpig + Upig — Apio + 3Upsr — Uy, =N+ 2
L’équation associée est

2° =32t +42® — 42 + 32 —-1=0

Cette équation peut s’écrire sous forme factorisée
(2> 4+ 1)z —1)*=0

On en déduit donc que 1 est racine triple de cette équation, et que i = exp (%) et —1i

=exp (%n) en sont racines simples. Le second membre est un polynome en n de degré 1,
et 1 est racine triple de l’équation associée. On cherche donc une solution particuliére de

terme général
Uy, = n®(by + bin)

Ou by et by sont des constantes. On doit avoir
Upts — SUptq + 4Upis — AUpyo + 3Ups1 — Uy, =1+ 2

Ce qui donne aprés calcul et identification des coefficients by = g—i et by = i.

Conclusion 1.3.4 Si le second membre de ’ERL est un polynéme en n de degré q,
on cherche une solution particuliére de 'ERL de terme général n™R(n), ot R est un
polynome réel (o déterminer) de degré q et m désigne 'ordre de multiplicité de 1 comme

racine de [’équation associée o ’ERL (m peut étre nul).
1.3.2 Cas ou le second membre est une puissance en n
On suppose qu’il existe deux constantes « et b telles que
Vn € N: v, =ba"

1) Si a n’est pas racine de I’équation associée :

12



On peut trouver une solution particuliere de terme général
U, = bpa™
Ot by est une constante.
Exemple 1.3.5 Soit a résoudre l’équation de récurrence linéaire
Uptrg — O6Upyg + 13Up1o — 12041 + 4u, = 30

L’équation associée est
ot — 62 + 1322 — 120 +4 =0

Que l’on peut encore écrire sous forme factorisée
(z—1)*(xz—-2)?=0

1 et 2 sont toutes les 2 racines doubles de cette équation. Le second membre est une
puissance en n, et a = 3 n’est pas racine de l’équation associée. On cherche donc une

solution particuliére de terme général
Uy = bg3"
On a
Upq—6Un 3+ 13Up g0 —12Up 1 +4u, = 3n == be3" ™ —6by3" > +13by3" 2 —12b93" ™ +4by3" = 3n

— bp(81 — 162+ 117 —-36+4) =1
1
:>b0:Z

2) Si « est racine simple de 1’équation associée :

On peut trouver une solution particuliére de terme général
u, = bona™
Ou by est une constante.
Exemple 1.3.6 Soit a résoudre l’équation de récurrence linéaire

Upt2 + Ups1 — 2u, = 4(—=2)"
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L’équation associée est
P+ —-2=0

Que l’on peut encore écrire sous forme factorisée
(x—1)(x+2)=0

1 et —2 sont toutes les deux racines simples de cette équation. Le second membre est une
puissance en n, et « = —2 est racine simple de l’équation associée. On cherche donc une

solution particuliére de terme général
Up, = bon(—2)"
Comme cette suite doit vérifier
Upto + Upi1 — 2u, = 4(—2)"
On obtient aprés identification by = %

3) Si a est racine multiple de I’équation associée :
Soit m l'ordre de multiplicité de o comme racine de I’équation. On peut trouver une

solution particuliére de terme général
Uy, = bgn™ o
Ot by est une constante
Exemple 1.3.7 Soit a résoudre l’équation de récurrence linéaire

Upsa + 2Ups3 — 2Upyq — Uy, = 3(—1)"

L’équation associée est
2t +22° -2 —1=0

Que l’on peut encore écrire sous forme factorisée
(z—1D(x+1)*=0

Donc 1 est racine simple de l’équation, et —1 en est racine triple. Le second membre est

une puissance en n, et « = —1 est racine triple de ’équation associée. On cherche donc

14



une solution particuliére de terme général
o 3 n
Uy = bon°(—1)

Comme cette suite doit vérifier

n

Up+4 + 2“71—1—3 - 2un+1 - Up = 3(_1)
On obtient aprés identification by = }1.

Conclusion 1.3.8 Si le second membre de 'ERL est une puissance en n, i.e. une suite
de terme général ba™, on cherche une solution particuliére de I’ERL de terme général
bon™a’™, ou by est une constante et m désigne l’ordre de multiplicité de o comme racine

de ’équation associée o 'ERL (m peut étre nul).

1.4 Reésolution de 'ERL

Les deux paragraphes précédents nous permettent de donner la solution générale de
I'ERL, il reste & tenir compte des conditions initiales pour déterminer l'unique suite

solution du probléme.

Exemple 1.4.1 Soit ¢ résoudre 'ERL

Upts — 6Upg + 20U, 13 — 40Uy 0 + 48Uy — 32u, = —%3"
Avec les conditions initiales
ug =0,u1 = 0,us =0,u3 =0,uqg = 1
L’ERLH associée est
Upas — O6Uptg + 20Uy, 3 — 40Uy + 48Uy 1 — 32u, =0
Et l’équation associée vaut
2% — 62* 4+ 200 — 402% + 4821 —32=0 (1.5)
On a vu précédemment que cette équation s’écrivait sous forme factorisée

(22 =22 +4)*(x —2) =0
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d’ou l'on a déduit que
So = {(un)neN = (512" + 352" cos % + (332" sin % + B,n2" cos % + [sn2" sin %) }
neN

Ou (By, ..., B5) € R5.

On cherche maintenant une solution particuliére de '’ERL. D’aprés ce qui précéde, on
la cherche sous la forme d’une suite de terme général (a3™) o a est une constante a

déterminer. On doit avoir

221

a(3"° — 6 x 3" 420 x 3" — 40 x 3"T% 448 x 3" — 32 x 3") = _73"
221
<= a(243 — 486 + 270 — 360 + 144 — 32) = -5

<—a=2

Une solution particuliére de ’ERL est donc la suite de termes général (2 x 3™), ou a est

donné par ’équation précédente. On en déduit ’ensemble des solutions
S = {(u")neN = (2 x 3" + [,2" + 52" cos % + 342" sin % + B,4n2" cos % + B5n2" sin %) }
neN

Ot (By, ..., B5) € R®.
Les coefficients 3; sont donnés par la résolution du systéme (obtenu & l’aide des conditions

initiales)

(246, +6,=0

6+ 26, + By + V383 + B4+ V385 =0

18 + 45, — 26, + 2\/363 — 45, + 4\/§65 =0

54 + 80, — 88, — 24P, + \/355 =0

162 + 165, — 883, — 8v/3B; — 326, — 32v/335 = 0

La résolution de ce systéme nous donne

\

(B, Bas B3y By, B5) =~ (—6.12,4.12,0.89, —1.17,1.01)

La solution de ’ERL est donc la suite de terme général

Uy, = 2><3"—6.12><2"+4.12><2”xcos%w.sg><2”><smn§—1.17n><2”xcos"%+1.01nx2”xsmn§
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Chapitre 2

Résolution de I’équation de
récurrence o, 9 = a1 + bay +

dans un espace vectoriel complexe

Notation 2.0.2 On note

1) P,[X,Y] est le polynome a coefficients entiers, défini par récurrence par

PO[XaY] = 07 Pl[X7Y] =1
Vn e N: P o[X,Y] = XPoy[X, Y]+ YP,[X,Y]

P,[X,Y] est un polynéme de degré n — 1, pour n supérieur ou égal a 1.
2) S, X,Y] est le polynéome a coefficients entiers (de degré n — 1 pour n entier supérieur

ou égal a 1), a coefficients entiers, défini, pour tout entier naturel n , par la relation
k=0

Ou Py[X,Y] est le polynome défini dans 1).

Notation 2.0.3

1) a et b désignent des nombres complexes éléments du corps C des nombres complezes.
2) n est un entier naturel, élément de l’anneau N des entiers naturels.

3) (on),en €8t une suite d’éléments d’un espace vectoriel compleve E.
)

4) v est un élément de E.

La résolution dans F, de I’équation de récurrence

Qpya = A0y + bay, + 7y
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est la recherche de I'expression de «,, en fonction de a, b, v, ag, a1, pour tout entier naturel

n.
Principe

Dans la proposition (2.1.4), nous allons ramener la résolution dans F, de ’équation

Qnt2 = Qg1 + bay, + 7

a la résolution dans FE, de I’équation

Qni2 = A1 + bay,

correspondant a v = 0.
Nous verrons ensuite qu’il suffit de résoudre cette équation dans C, au lieu de F, pour
les valeurs ag = 0 et oy = 1.

La proposition (2.2.1) exprime la solution dans F, de ’équation

Qpt2 = Ayt + bay,

en fonction de la solution P, (a,b) dans C, de I’équation

P2 =aP,41(a,b) +bP, (a,b)
correspondant & Py (a,b) =0 et P, (a,b) = 1.
La proposition (2.3.1), résoudra dans C 1’équation de récurrence
P2 =aP,,1(a,b) +bP, (a,b)

correspondant a Py (a,b) =0 et P, (a,b) = 1.

La solution par construction est un polynéme P, (a,b) des variables a et b.

Dans la proposition (2.4.1) nous calculerons la somme S, (a, b) des polynémes P, (a, b),
P (a,b), ..., P, (a,b). Ceci nous permettra, dans les propositions (2.5.1) et (2.6.1), d’ex-

primer pour chaque valeur de n la solution de I’équation
Qnt2 = Ayt + bay, + 7

en fonction de ag, ay,7y, Py, (a,b), Sy(a,b).
Conclusion :

la solution de I’équation de récurrence
Qpyo = Q011 + boy, + 7y
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s’exprime en fonction de ag, g,y & 1'aide des polynomes P, (a,b) . L’expression de cette
solution se simplifier lorsque a + b est différent del ou lorsque v = 0.

En guise d’exemple (2.8), nous exprimerons la puissance n® d’une matrice A € My(C),
en fonction de A et des polynomes P, (a,b), ou a est la trace de A et b 'opposé du
déterminant de A.

2.1 Reéduction au cas v =0

2.1.1 Suites stationnaires

Définition 2.1.1 Considérons une suite (o), oy d’éléments d’un éspace vectoriel com-
pleze E. Nous dirons que la suite (o), oy est stationnaire si et seulement s’il existe un

entier naturel N € N tel que pour tout entier naturel m on ait

AN = ON

2.1.2 Point double d’une équation de récurrence

Définition 2.1.2 Considérons dans un espace vectoriel complexe E [’équation de récur-
rence

Qpyo = a0y 1 + bay, + 7y (2.1)

Nous dirons que X € E est point double de cette équation de récurrence si et seulement
si l’élément \ de E vérifie

A=al+bA+v<= AN1—-a—-b) =7

Corollaire 2.1.3

1) Si a+b=0, alors 7y est le seul point double de I’équation de récurrence (2.1).

2) Sia+0b est différent de 1, alors l’équation de récurrence (2.1) posséde un unique point
double A = 1_2_
3) Sia+b=

récurrence (2.1).

.
1 et v = 0, alors tout élément de E est point double de l’équation de

4) Sia+b=1¢etvy # 0, alors l’équation de récurrence (2.1) ne posséde aucun point

double.
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Caractérisation :
Le corollaire précédent montre pour que I’équation de récurrence (2.1) posséde un

point double, il faut et il suffit que I'on Iait
a+b#1cCouy=0€kF

En particulier :
Lorsque a + b est différent de 1, le point de double, unique est A = —1—.
Lorsque a + b est égal & 1 et v = 0, tout élément de E est un point double.
Point double et suite stationnaire.
Supposons que la suite (), oy d’éléments d'un espace vectoriel complexe E soit
stationnaire et vérifie une équation de récurrence (2.1). Notons n le plus petit des entiers

naturels NV € N tel que pour tout entier naturel m, on ait
Om+N = AN

On a alors

a, = aqy, + bay, +

Ce qui montre que «,, est point double de I’équation de récurrence (2.1). Mais alors de
trois choses 1'une :
Ou bien n = 0 et dans ce cas la suite est constante & partir de aq et vérifie a,,, = g pout
tout entier naturel m, avec ag(1l —a — b) = v et a1 = ay.
Ou bien n = 1 et dans ce cas la suite est constante & partir de a; et vérifie a,,, = 1 pour
tout entier naturel m > 0 avec ay = (1 — a — b) = v,et ag quelconque.

On a alors

g = ap = aay + bag + 7y

et

a3 = a1 = acg + bay + v = aay + acg + 7y

D’otut par soustraction, on obtient
b(Oél - Oéo) =0

et comme oy — o # 0, alors b = 0.
La relation

a(l—a—5b)=x
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se réduit a
a(l1—a)=x

Ou bien n est supérieur ou égale a 2 et dans ce cas on peut écrire
Qi1 = ay, + bay, + 7y

oy = ac, + bay, + 7y

Soit par soustraction

Upy1 — Qp = b (Oénfl - an)

Or la suite est stationnaire & partir d’'un n > 0, donc «,, 11 — a,, = 0, et n est le plus petit
entier a partir duquel la suite est stationnaire, de sorte que «,,,1 — o, est différent de 0,
c’est donc que b = 0.

Alors

Qp = A0y + 7Y

Parce que la suite est stationnaire a partir de n, et que b = 0.

D’apres 1’équation de récurrence (2.1) avec b =0, et n > 1, on a
Oy = A0p—1 + 7

Soit par soustraction

alo,—1 —a,) =0

et comme o, 1 — o, # 0, c’est que a = 0.

L’équation de récurrence (2.1) se réduit donc a
Oy =7, VM > 2

c’est un cas trivial.

En conclusion la suite (a,, définie par ’équation de récurrence o,49 = a0,+1 +
+ +

neN
ba,, + v et les valeurs de o et ay, ne peut étre stationnaire que dans trois cas :
cas 1 : a = b =0, la suite est stationnaire a partir de n = 2.
cas 2 : b=0et a; (1 —a) =, la suite est stationnaire a partir de n = 1.

cas 3 : ap(l —a —b) =y et a3 = ayp, la suite est stationnaire & partir de n =0
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2.1.3 Propriété
Supposons que ’équation de récurrence (2.1) posséde un point double A, unique ou

pas. Dans ce cas, les relations

Qpi2 = AQpy1 + bay, +7

A= aX+bA+7y
Donnent par soustraction
(ania —A) = a(pe1 — A) + b, — A)
En posant o/ = a,, — A, cette relation devient
Uy = Aoy, + baj, (2:2)

Comme «,, est donné, en fonction de a/,, par la relation a,, = «), + A, la résolution
de l'équation de récurrence (2.1) est ramenée, lorsqu’il existe un point double A, a la

résolution de I’équation de récurrence (2.2).

Proposition 2.1.4 La résolution dans un espace vectoriel complexe E, de ’équation de
récurrence

nt2 = Ay + bay, + 7

sa rameéne toujours a la résolution, dans E, d’une équation de récurrence
al o =aal | +ba (2.3)
n+2 n+1 n :

Preuve.
On sait déja d’apres (2.1.3) que la propriété est vraie déja lorsque I’équation de récurrence
(2.1) posséde un point double A, c’est a dire lorsque a + b est différent de 1 € C, ou que
v est égal 2 0 € E (2.1.2). Il suffit de poser

o =a, — )\

De fagon plus générale pour a + b quelconque (y compris, en particulier pour a +b = 1),
on peut poser

VneN:a, =ap —

22



Il vient alors

Oén+2 = Opy3 — Opyo =

= (a0pio + boni1 + ) — (a0ui1 + by, +77) = alapss — ang1) + b1 — ay) = acd, | + ba,

et o/, vérifie la formule (2.3) pour a + b quelconque (y compris, pour a + b = 1).
Réciproquement, si I'on sait résoudre 1’équation de récurrence (2.3), c’est a dire si

'on connait o/, pour tout n € N, la formule
VneN:a, = a1 —

Donne par addition
n—1
VnEN*:Ocn:Z:Ozﬁc
k=0

de sorte que 'on connait «,,, pour tout n € N. m

2.2 Reéduction a la résolution dans C

Proposition 2.2.1

Si P, (a,b) est solution, dans C de [’équation de récurrence
P.is =aP,.1(a,b) +bP, (a,b) (2.4)
avec Py (a,b) =0 et P (a,b) = 1. Alors la solution dans E de l’équation de récurrence
o, = a4 + bal,

est donnée par

n

o) = P, (a,b) &, + bPy_y (a,b) o) (2.5)
Pour tout entier naturel n > 1.

Preuve.

1) Pour n = 1, la formule (2.5) est triviale. Elle se réduit,en effet, a
o) = Py (a,b) o)) + bPy (a,b) ag

Soit,avec Py (a,b) =0 et P; (a,b), alors



Ce qui est une tautologie.
2) La formule (2.5) est vérifiée pour n = 2. En effet :

Pour n = 2, la formule (2.5) s’écrit
aly = Py (a,b) ] + bP; (a,b) ag (2.6)
Or P; (a,b) est donné par la formule (2.4) avec n = 0, alors
Py (a,b) = aP; (a,b) + bPy (a,b)
Qui se réduit ici, avec Py (a,b) =0et P (a,b) =1, a
Py (a;b) =a
La formule (2.6) est donc équivalente & la formule
ay = ad + bayg,

Cette formule est vraie, par hypothése, puisque c’est ’équation (2.3) pour n = 0.

3) Si la formule (2.5) est vraie pour tout entier m vérifiant 1 < m < n, pour un entier
n supérieur ou égal a 2, alors la formule (2.5) est vraie pour tout entier m vérifiant
1<m<n+1. En effet :

Supposons que la formule
ol = P, (a,b)a} +bP,_1 (a,b) oy

Soit vraie depuis m = 1, jusqu’a m =n > 2.

Par définition, o, ; est donné par la relation

/

/ . /
an+1 - CLOén + banfl

La formule
a,, = Pp (a,b) oy + bP,,—1 (a,b) ag

Valable pour m = n et pour m = n — 1,entraine alors

a1 = a(Py(a, b)) +bP,_1(a,b)agy) + b (P,_1 (a,b) oy + bP,_2 (a,b) ap)
= (aP,(a,b) +bP,_1(a,b))a} +b(aP,_1 (a,b) +bP, 2 (a,b)) g
= P, (a,b)ay +bP, (a,b) ag

24



La formule

o), = aP,, (a,b) oy + bP,,_1 (a,b) oy

m

est donc établie pour m = n + 1. Elle est donc vraie pour tout entier de 1 a n + 1, dés
qu’elle vraie pour tout entier de 1 a n.
D’apres le principe de récurrence, comme elle est vraie pour n = 1, la proposition est

donc vraie pour toute valeur entiére n supérieure ou égale a 1. m
Remarque 2.2.2 Les propositions (2.1.4) et (2.2.1) raménent la résolution, dans E, de
I’équation

Qi = AQpiq + by, + 7y (1)

a la résolution, dans C, de l’équation
P,.2(a,b) = aP,1(a,b) + bP, (a,b) (3)

La résolution de cette équation (3) est un petit probléme classique dont nous allons rappeler

la solution.

2.3 Expression irrationnelle de la solution P, dans C

Proposition 2.3.1 Soient x; et x5 les racines dans C, du polynéme X? —aX —b € C[X]

ol a =1+ x9 et b= —x129. Alors la solution dans C, de l’équation de récurrence
P,i2(a,b) = aP,1 (a,b) +bP, (a,b) (3)
définie par Py (a,b) =0 et Py (a,b) =1 est donnée, pour n > 2, par

0,six1 =x9=0, (a=b=0)

Pab) =] mit=n(5)" sizi=m#0, (@ +4b=0,a#0)
| () ()
leiiz - \/a2+4b 9 8/[: T 7& xQ, (a2 + 4b 7é 0)

En désignant, lorsque a®+4b est négatif, par /a2 + 4b, le nombre complexe i/— (a2 + 4b),
dont la partie réelle est nulle et dont la partie imaginaire est un nombre réel strictement
plus grand que 0.

Preuve.
1) Pour a =b=0.
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On a I’équation de récurrence se réduit & P, .5 (a,b) = 0 pour tout n € N. Sa solution est
P, (a;,b) =0, pour n > 2.
2) Pour a® + 4b # 0.

On a le polyndéme X? — aX — b posséde deux racines distinctes que nous désignerons par

o= 5 (ot V)

1
2 = 5 (a— Va? —|—4b>
En désignant, lorsque a®+4b est négatif, par v/a? + 4b, le nombre complexe i/ — (a2 + 4b),
dont la partie réelle est nulle et dont la partie imaginaire est un nombre réel strictement
plus grand que 0.

La différence des deux solutions est
Ty — 22 =Va?+4b#0

Les deux solutions z; et x5 vérifiant, par définition, les relations

22 = ar;+b

3 = avy+b

Multiplions les deux membres de la premiere relation par z7, les deux membres de la

deuxiéme relation par z%, il vient

2 = axtt 4 bat
n+2 _ n+1 n
xh = awy' + bx

Par soustraction membre & membre de ces relations,on obtient
n+2 n+2 __ n+1 n+1 n n
i —af P =a (a7t — b + b (af — a)

Et par division par x; — x3, qui est différent de 0, on trouve

33711-&-2 _ wg-‘rQ {E?—H _ x;—&-l mqlq . 373
=a +b
xT1 — T2 Ty — T2 Ty — T2

Avec

xT1 — T2

Ty —xy 0,sin=0
l,sin=1
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La relation

2 2 1 1

ait? — gt aitt —ayt Ty — Yy
=a +b

X1 — T2 X1 — T2 X1 — T2

Avec

X1 — T2

n n 3 —
r — ah {0,8171-0

") Lsin=1

n__xh . , .
Montre que les nombres complexes ﬁ sont les solutions de I’équation

de récurrence

P,i5(a,b) =aP,i1(a,b) +bP, (a,b) (3)

Correspondant a Py (a,b) =0 et Py (a,b) = 1.
Donc dans le cas 1 — 29 = va? +4b# 0, on a

<a+\/a2+4b>n . (a—\/a2+4b>n
2 2
T1 — T2 Vva?+4b

Pour tout n € N.

3) Pour a® +4b =0, a # 0.

Considérons la fonction numérique z — y = 2", n entier supérieur ou égal a 1. C’est une
Z

it |
~—=, lorsque 2z

fonction holomorphe de 2. Sa dérivée en 2z = 7, est la limite du rapport
tend vers z,.
On voit donc que, lorsque la différence x1 — 9 = va? + 4b tend vers 0 dans C, z; et

n
Ty —T

7o tendent tous les deux vers 7 et le rapport P

fonction numérique y = 2" en z = 5. Or la formule de récurrence

o L, e, n—1
2 tend vers la dérivée n (%) de la

P,.o(a,b) = aP,i1(a,b) + bP, (a,b)

Avec Py (a,b) = 0 et P;(a,b) = 1, montre clairement, par récurrence, que les fonction
P, (a,b) sont des polynomes des variables a et b, ce sont donc des application de classe
C> sur C? (c’est -a-dire indéfiniment dérivables).

Les application partielles a — P, (a,b) et b — P, (a,b) sont donc, elles aussi, de

classe C* sur C. Par continuité, on a donc

n__xn n—1
P, (a,b)= lim u:n<9>

z1—r2—0 1 — To 2

Lorsque a? + 4b est égal a 0.
Le seul cas a probléme serait le cas ot a = 0 et n = 1 car il y a indétermination de la

forme 0°, mais ce cas, qui correspond & a = b = 0, a été étudié précédemment dans 1). m
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Remarque 2.3.2 On peut montrer le résultat par récurrence sur n suivant

P,(a,b) =n (%)nl

Lorsque a® + 4b est égal a 0 avec a # 0.

Preuve.
1) Pour n =0, on a Py(a,b) =0et 0 (%)071 = 0. Donc 'égalité est vraie.
2) Pour n =0, on a Pi(a,b) =1 et 1. (%)1_1 = 1. Donc ’égalité est vraie.
3) Supposons que 1’égalité est vraie pour n et montrons quelle est vraie pour n + 1.
On a
P.i1(a,b) =aP, (a,b) +bP,_1(a,b)

et
a =21+ T 9
—a
b= —X1X2 — b= T
I1 — T2
Alors
a n—1 a n—2 a n—1 _a2 a n—2
oo = () s (3o (3 S0 9
11 (a,b) an {5 +b(n—1) 5 an {3 + (n—1) 5
2

Donc ’égalité est vraie. m

2.4 Somme S, des solutions P, k£ variant de 0 & n

Proposition 2.4.1

Soit P, (a,b) la solution dans C, de l’équation récurrence
P,i2(a,b) = aP,1 (a,b) + bP, (a,b) (3)

définie par Py (a,b) =0 et Py (a,b) = 1. La somme

Sn(a,b) => P (a,b)
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est donnée, pour tout entier n > 0 par

L (1— P, (a,b) —bP, (a,b)), sia+b#1

1—a—b
Sn(@;0)=¢q 5 (n+1—Pua(a,b), sia+b=1etb# -1
M,sia:2 etb=—1

2

Preuve.
1) Pour a+b#1:
Quels que soient les nombres complexes a et b, en faisant la somme, membre & membre,

des relation, on obtient
Py (a,b) = aPy_1 (a,b) + bPy;_2 (a,b)

Pour £ variant de 2 a n+1, n étant un entier supérieur ou égal a 1, on obtient la relation

n+1 n+1 n+1

> Pi(ab)=a) Pii(a,b)+b> P (a,b)

Le premier membre peut étre écrit

RZP;C (a,b) = P,y (a, b)—i—ipk (a,b)—Fy (a,b)—P; (a,b) = P,y1 (a,b)+S, (a,b)—Fy (a,b)— P (a,b)

et les sommes du deuxiéme membre s’écrivent

n+1

> Piifa,b) =) Pi(a,b) =Y Pi(a,b) = Py(a,b) = S, (a,b) — Py (a,b)

et
n+1

n—1 n
> Pia(a,b)=> Pila,b) =Y Pil(a,b) = Py(a,b) = Sy (a,b) — Py (a,b)
k=2 k=0 k=0
Si bien que la relation devient
P,i1(a,b)+S, (a,b)—Py (a,b)—P; (a,b) = a (S, (a,b) — Py (a,b))+b (S, (a,b) — P, (a,1 —a—b)S, (a,b

=(1—a)Py(a,b)+ P (a,b) — P,y (a,b) — bP, (a,b)

Soit, avec Py (a,b) = 0 et P; (a,b) = 1. On trouve

(1—a—"5)S,(a,b)=1— P,y (a,b) —bP,(a,b),n>1
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Cette formule, établie pour n > 1, est encore vraie pour n = 0, car elle se réduit alors a
(1—a—">)Sy(a,b)=1— P (a,b) —bPy(a,b)=1—-1-bx0=0

Cette formule est vraie puisque, par définition

So(a,b) = > Pi(a,b) = Py(a,b)

k=0
= 0.(1-a—"0)S,(a,b) =1— P,y1(a,b) —bP, (a,b) ,Ya € C,¥b e C,¥n >0

Pour a + b # 1, on peut diviser par (1 —a — b) et écrire

1

Snla,b) = ——

(1= Pay (a,b) — bP, (a,b)

2) Pour a+b=1et b# —1:
La formule

(1—a—-10)S,(a,b)=1— P,y1(a,b) —bP,(a,b)

Valable pour n > 0, se réduit poura +b =1 a
P,i1(a,b) + 0P, (a,b) =

On en déduit immédiatement, par addition

n+l n+1 n+1
ZPkab +bZPk1ab Zl—n+1
k=1

Qui s’écrit aussi
Poa(a,0) + ) Pi(a,b)+b>  Pi(a,b) =n+1
k=1 k=1
Comme Fy(a,b) = 0, cette formule est équivalente a
Poii(a,b)+ Y Pi(a,b)+b> Pi(ab) =n+1
k=0 k=0

On obtient
(14+0b)S,(a,b) =n+1— P, (a,b)
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Alors
(1+b)S,(a=1-0bb)=n+1—-PF,1 (1 —=0b,b),Ybe C,Vn >0

Dans le cas ou b est différent de —1, on peut diviser par 1 + b et écrire

1
Sn(a,b) :1—+b(n+1—Pn+1 (a,b))

Cette formule a été établie pour n > 0.
2) Poura=2et b=-1:

On a,dans cecasa+b=1et b = —1, et la formule
(14+0b)S,(a,b)=n+1— P,y (a,b)

Valable pour n > 0 se réduit a
Poii(a,b)=n+1

Comme P, (a,b) = 0, il vient
P, (a,b) =n,¥n e N

et
P, (2, —1) =n,Vn >0

On en déduit, par addition pour n > 0

Or, par définition

et

3

On obtient donc la relation

n(n+1)

Sn(a,b) =5, (2,—-1) = 5

Valable pour n > 0. Et ceci achéve la démonstration de la proposition (2.4.1). m

Corollaire 2.4.2 Les S, (a,b) vérifient une relation de récurrence analogue a la relation
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de définition des P, (a,b).

SO (Cl, b) = 0751 (aab) =1
Vn >0: Syia(a,b) = aS,41 (a,b) +bS, (a,b) + 1

Preuve. On a
P, (a,b) =S, (a,b) + S,_1 (a,b)

La relation
Pn+2 (aa b) = aPn-i—l (CL, b) + bpn (CL, b)

S’écrit alors
Sn+2 (a’ b) - STL+1 ((l, b) =a (Sn—i-l (CL, b) - STL (0’7 b)) +b (STL ((l, b) - Sn—l (a’ b))

= Sp12(a,b) — aS, 11 (a,b) — bS, (a,b) = Sy41 (a,b) — aS, (a,b) — bS,—1 (a,b)

Cette relation montre, par une récurrence immédiate, que I'on a, pour tout n > 1
Spt2 (a,b) — aSy4q (a,b) — bS,, (a,b) = S5 (a,b) — aS; (a,b) — bSy (a,b)

Cette relation reste trivialement vraie pour n = 0.

Or

SO(a>b):PO(&>b>:O

Sl(a,b):SO(a,b)—i—Pl(a,b):1

P (a,b) = S (a,b) + Py (a,b) =1+ aP; (a,b) + bPy (a,b) =1+a
Donc

Sy (a,b) —aSi (a,b) —bSy (a,b) = (14+a) —a=1
et les S, (a,b) vérifient la relation de récurrence
Spao (a,b) — aSpy1 (a,b) — bS, (a,b) =1
On obtient

So (a, b) = O,Sl (a,b) =1
Vn >0:S,42(a,b) = aSy41 (a,b) +bS, (a,b) + 1
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2.5 Solution en fonction de P, et S5,

Proposition 2.5.1

La solution dans E, de ’équation de récurrence
Qpyo = aQp 11 + bay, + 7y (1)
est donnée par
Vn>1:a, =P, (a,b)ag +bP,_1(a,b) g + Sy (a,b)
Avec

P0<a7b) = OaPI (CL,b) =1
Vn >0: P2 (a;b) = aPyyq (a;b) + 0P, (a;b)

et e
Vn > 0: 8, (a,b) =Y P (a,b)
k=0

Preuve. La proposition (2.1.4) montre que la variable
O, = Qg1 — Qp

vérifie la relation

Q2 = Aty + baj, (2)

La proposition (2.2.1) donne pour n > 0 la solution

o), = P, (a,b) oy + bP,11 (a,b) aj (4)

n

On en déduit, par addition

[y

n—1

ay =Y Py(a,b)a)+b Z Py_1(a,b) a
k=1

1

—
3

3

i

1

i

af —ay = Sp_1(a,b) (g — 1) +b(Sn_1(a,b) — Pu_1(a,b)) (a1 — avg)

= Sn 1 (CZOél — bOéo + Y — al) + b(Sn,1 (G, b) — Pn,1 (a, b)) (Oél — Oéo)
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— a, =[1+aS,—1(a,b) —S,_1(a,b) + bS,_1 (a,b) — bP,_1 (a,b)] ay +
+ [6S-1 (a,b) — bS,—1 (a,b) + bP,—1 (a,b)] g + Sp—1 (@, b)

= a, =[1—-0FP,_1(a,b) — (1 —a—10)S,—1(a,b)] a1 + 0P, (a,b) ag + Sp—1 (a,b) v
Or nous avons vu, dans la démonstration de la proposition (2.4.1), la relation
(1—a-10)S,(a,b)=1— P, (a,b) —bP, (a,b),Va € C,¥be C,Vn >0
Nous pouvons écrire cette formule pour n > 1 sous la forme
(1—a—-05)S,_1(a,b)=1— P, (a,b) —bP,_1(a,b),Ya € C,Vbe C,¥n >1
Nous obtenons donc
an, =[1—-0P,_1(a,b) — 1+ P, (a,b) + bP,_1 (a,b)] a1 + bP,_1 (a,b) ag + Sp—1 (a,b) vy

Alors
a, = P, (a,b) ay +bP,_1 (a,b) ag + Sp—1 (a,b)

C’est la formule qu’il fallait établir. m
11 ne reste plus qu’a exprimer les P, (a,b) et S, (a,b) en fonction de a et b pour avoir

les solutions «, en fonction de a et b. C’est ce qui va étre fait dans la proposition (2.6.1).

2.6 Solution en fonction de P,

Proposition 2.6.1 La solution dans E, de [’équation de récurrence
Qpyo = AQp11 + bay, + 7y (1)

est donnée pour n > 1 par

P, (a,b) (a1 — 171719) +bP,_1 (a,b) (ao — 17714)) + 2, stat+b#1
an =4 P,(a,b) (g — 1L+b) + 0Py 1(a,b)ag + 155, sia+b=1etb# —1

nal—(n—l)ao—%W’y,sia:Q etb=—1
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Avec Py (a,b) =0, Py (a,b) = 1.
Ou pour n > 2

0,sta=b=0
Py =] n(8)" . si @+ db=0cta#0
n Y (a+\/(2z2m)n_(a7\/gzm)n
VaZ+4b 78i CL2—|—4b7£0

Preuve.

La proposition (2.5.1) donne, pour n > 1

a, = P, (a;b) a; + bP,_1 (a;b) ag + Sp—1 (a;b) v

La proposition (2.4.1) donne, pour n > 0

1_2_17 (1 = Puy1(a,b) —bP, (a,b)),si a+b#1
Sn(a,b) =9 mz(n+1—=Pui(a,b),si atb=1etb# -1

"(";1),81 a=2 et b=—1

On obtient

1_(11_6 (1—-P,(a,b) —bP,_1(a,b)),si a+b#1
Sn-1(a,b) =9 5 (n— Py (a,0)), 81 a+b=1etb# -1
@,si a=2etb=—1

En combinant ces deux résultats, on peut donc écrire

P, (a,b) (g — 125) + bPy1 (a,b) (g — 72) + L, sia+ b # 1
an =1 P,(a,b) (o — ﬁ) +0P, 1 (a,b)ag + 15, sta+b=Tet b# —1

na1—(n—l)a0+(”_Tl)”7,sia:2etb:—1

Rappelons que la proposition (2.3.1), pour n > 2, lorsque

PO (a,b) :O,Pl (a,b) =1
P,.2(a,b) = aP,1 (a,b) + 0P, (a,b)

Donne
0,sia=b=0

P, (a,b) = "(%)nﬂysi a* +4b=0eta#0
e (ﬁ@)”_(a_\/m "

2

LT ) ,si a?+4b#0
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En particulier P, (2,—-1) = n.

Dans les autres cas, on vérifiera facilement qu’il en est de méme.

Exemple 2.6.2

La solution de [’équation de récurrence
Snt2 (a,b) = aS,11 (a,b) +bS, (a,b) +1

Donnée par la proposition (2.6.1), avec Sy (a,b) =0 et Sy (a,b) =1 est :
Pour a+b#1:

1 1 1
w(a,b) = P,(a,b)(1—-—— bP,_1(a,b -
S (a,5) (a >( 1—a—b)+ 1(a )<0 1—a—b>+1—a—b
1

= Pala,b) + s (1= Pu(a,8) — bPos (a,D))
_ %@—b (1= P, (a,b) — bPy 1 (a,0) + Py (a,b) — aP (a,b) — bP, (a, b))
= (1= DRy (a,D) — Py (a,8) — P (a,1))
Or
Poiy (a,b) = aP, (a,b) + bPy_1 (a,b)
Donc .
50 (@0) = = (1= Pays (a,5) ~ by (a,)

On retrouve le résultat de la proposition (2.4.1).

Dans les autres cas, on vérifiera facilement qu’il en est de méme.

|

Pour terminer ce chapitre, il nous reste a préciser le cas particulier ou 1’équation de
récurrence (1) admet un point double, ce qui simplifie les calculs, et & donner un exemple
d’application.

2.7 Simplification en cas de point double

Proposition 2.7.1

Si A\ est un point double de ’équation de récurrence

Qpya = A0y + bay, + 7y
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La solution de l’équation est donnée, pour n > 1, par
(o, — A) = P, (a,b) (g — N) +bP,_1 (a,b) (ag — \)

Preuve.

Un point double A de I’équation de récurrence
Qpio = A0y 1 + bay, + 7y (2.7)
est par définition une solution de I’équation
A=a\+b\+ 7~
Par soustraction membre & membre avec la relation (2.7), il vient
(o —A) = a(apsr — A) +b(a, — )
et la proposition (2.5.1) donne, pour v = 0 la solution de cette équation
(an, — A) = P, (a,b) (ay — N) +bP,_1(a,b) (ag — )
|

Remarque 2.7.2 (Ezistence d’un point double)
Le probléme est alors de savoir quand existe un point double, nous avons vu (2.1.2) que
pour que l’équation de récurrence (2.7) posséde un point double il faut et il suffit que l'on
ait

a+b#1cCouy=0€FE

Lorsque a +b # 1, alors le point double unique est A = —1— et

a, = P, (a,b) a; +bP,_1 (a,b) apg + (1— P, (a,b) —bP,_1(a,b))y

l1—a—-0»

Lorsque a + b = let v = 0, alors tout élément de E est point double.

2.8 Puissance n° d’'une matrice 2 x 2 de M, (C)

Proposition 2.8.1
Soit A une matrice carrée d’ordre 2 a éléments complexes. Soit Iy la matrice unité. On

pose a = Tr (A) la trace de la matrice A, b = —det (A) lopposé du déterminant de la
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matrice A. Nous avons alors, pour tout entier naturel n > 1 la relation
A" = Pn(a,b)A—I—an_l (a,b)]z

En particulier
1) Si b #0, alors
A" =a"1A

2) Sia®+4b=0 et b+# 0, alors

A" =n (g)nlfl— (n—1) (g>n12

3) Sia=2etb=—1, alors

Preuve.

La démonstration repose sur le théoréeme de Hamilton-Cailey. La matrice A est solution

de son équation caractéristique. Si P (\) est le polynéme caractéristique de la matrice A

(déterminant de la matrice A — \I), alors

P(A) =0

On sait que la somme des valeurs propres de A est la trace a de A et leur produit est le

déterminant —b de A. Comme A est une matrice d’ordre deux & élément complexes, son

polyndme caractéristique est
P(\) =X\ —Tr(A)X+det (A)
Le théoréme de Hamilton-Cailey s’exprime donc par
A2 =Tr(A)A— Dét(A) I <= A* = aA +bl
En multipliant par A", il vient la relation de récurrence
A" = g AT 4 pAn

La solution est alors donnée par la proposition (2.2.1)
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A" = P, (a,b) A* +bP,_ (a,b) A® <= A™ = P, (a,b) A+ bP,_1 (a,b) I

En particulier :
1) Pour b = 0 et a # 0, cas ou A posséde une valeur propre nulle et une valeur propre
non nulle, la proposition (2.3.1) donne

P, (a,b) = a" !
Donc
A" =a" A

Ou a est la valeur propre non nulle.
2) Pour a® + 4b = 0 et a # 0, cas ou A posséde une valeur propre double et non nulle
A = g, la proposition (2.3.1) donne

P, (a,b) =nA"!
et
b= -\

Alors le résultat
A" =nA"TA = N2 (n— )N 2L =\ A — (n— 1) A",

Ou A est la valeur propre double non nulle.
3) Pour a = 2 et b = —1, la valeur propre double non nulle de A est A = 1, le résultat

précédent donne

A"=nA—(n—1)1

Remarquons aussi que, dans ce cas nous avons (théoréme de Hamilton-Cailey) :
(A—1,)* =0, 1 est valeur propre double de Aet A" — I, =n(A—1,). m

Remarque 2.8.2
Plus généralement, si la matrice A posséde deux valeurs propres distinctes, x1 et x5 la
proposition (2.3.1) donne

zt — xl
1 2
P,(a,b) = ——=
Ty — T2
Alors ) )
" — A
A" = ! A— T1X2 ! 2 [2
T1 — T2 T1 — T2
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