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Introdiction
L�optimisation est une branche intéressante des mathématiques, cherchant à analyser

et à résoudre analytiquement ou numériquement les problème qui consistent à déterminer

le meilleur élément d�un ensemble, au sens d�un critère quantitatif donné. Le mot "optimi-

sation" vient du mot latin "optimum" qui signi�e le meilleur. L�optimisation linéaire est

discipline qui ètudie ces probleme ; Elle est ègalement dèsingnèe par le nom de programme

linéaire terme introduit par George Dantzig vers 1947, mais cette dènomination tend à

étre donnée à causce de la confusion possible avec la notion programme informatique.

L�objectif de ce mémoire est de présenter certaines méthodes de recherche linéaire. La

recherche linéaire est un composant fondamental de toutes les méthodes traditionnelles

d�optimisation multi-dimensionnelle. La recherche linéaire est nomé par Artuhur Evans,

Fouilleur de knossos en 1909, à une écriture cursive, utilisant 158 idéogrammes, 87signes

syllabiques(chacun représant une syllabe), 11signes de poids et de mesure, 5signe nému-

rique(unité, dizaine, centaie, mille dix mille). Ce mémoire est composé d�une introduction

générale, trois chapitres et une conclusion générale : le premier chapitre, nous présentons

des notions sur l�optimisation sans contrainte et avec contrainte ; Le deuxiéme chapitre,

nous abordons l�étude de la programme linéaire, dont nous exposons les techniques et les

formes d�un programme linéaire ; Le dernier chapitre, nous présentons quelques méthodes

recherche linéaire (comme méthode fabonacci , newton... ).
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Chapitre 1

Optimisation sans contrainte et

avec contrainte

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier les problèmes d�optimisation.

1.2 Notion de base

1.3 Eléments d�analyse convexe

Un sous ensemble C de Rn est dit convexe si : (1 � �)x + �y 2 C, 8x; y 2 C,

8� 2 [0; 1] Autrement dit, si le segment de droite joignant deux points quelconques

x; y 2 C : [x; y] = f(1� �)x+ �y : 0 � � � 1g est entièrement inclu dans C:

Dé�nition 1 : Une fonction f : C ! R est dit convexe si :

8t 2 [0; 1] ;8x; y 2 C; f ((1� t)x+ ty) � (1� t)f(x) + tf(y).

Dé�nition 2 : Une fonction f : C ! R est dit strictement convexe si :

8t 2 [0; 1] ;8x; y 2 C; f ((1� t)x+ ty) < (1� t)f(x) + tf(y):
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Dé�nition 3 : Un ensemble convexe de la forme X = fx�Ax = b; x � 0g est appelé un

polytope convexe .

Un polytope borné sera appelé un polydére convexe .

Dé�nition 4 : Soit X un ensemble convexe non vide de Rn, un point x 2 X dit extrémal

si l�on a :

8t 2 [0; 1] ;8(y; z) 2 X : x = (1� t)y + tz ) x = y = z:

Théorème 1 : (point �extrême)

L�ensemble des points extrêmes d�un polytope X = fx 2 R�Ax = b; x � 0g corres-

pond à l�ensemble des solutions de base réalisables.

1.4 Optimisation sans contraintes

Le problème d�optimisation sans contraintes s�écrit sous la forme suivante :8<: min f(x)

x 2 Rn
(Q)

où f est une fonction de Rn vers R [ f+1g.

Résultats d�existence et d�unicité

Avant d�étudier les propriétés de la solution (où des solutions) éventuelle(s) de (Q) il

faut s�assurer de son/leurs existence.

Nous donnerons ensuite des résultats d�unicité.
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Dé�nition 5 :

On dit que f : C �! R est coercive si : lim
kxk�!+1

f(x) = +1:

Dans le cas où C = Rn les normes sont toutes équivalentes et k:k désigne une norme

quelconque de Rn.

Théorème 2 : (existence)

Soit f : Rn �! R [ f+1g propre, continue et coercive alors (Q) admet au moins

une solution.

Toutes les fois, on n�a pas forcément unicité. Nous donnons ci-dessous un critère pour

l�unicité.

Théorème 3 : (unicité)

Soit f : Rn �! R [ f+1g strictement convexe alors le problème (Q) admet au plus

une solution.

Donnons pour terminer un critère qu�une fonction soit strictement convexe

et coercive.

Théorème 4 :

Soit f une fonction C1 de Rn dans R. On suppose qu�il existe � > 0 tel que

8(x; y) 2 Rn�Rn hOf(x)�Of(y); x�yi > �kx�yk2 alors f est strictement convexe
et coercive ; en particulier (Q) admet une solution unique.

On donne dans ce qui suit les conditions pour pouvoir calculer la (où les) solution(s)

optimale(s) de (Q).

Conditions d�optimalité

A) Conditions nécessaires et su¢ santes du premier ordre :

Les conditions que nous allons donner sont des conditions di¤érentielles qui dépendent

de la dérivée de la fonction à minimiser.
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Théorème 5 : (condition nécessaire d�optimalité du premier ordre )

Soit C une partie de Rn et f : C �! R une fonction di¤érentiable sur C, si x� réalise

un minimum (global ou local ) de f sur C alors Of(x�) = 0.

Dé�nition 6 :

Un point x� de C véri�ant Of(x�) = 0 est appelé "point critique" ou "point stationnaire".

Théorème 6 : (CNS du premier ordre dans le cas convexe)

Soit f : C �! R fonction di¤érentiable et convexe sur C, un point x�réalise un minimum

global de f sur C si et seulement si Of(x�) = 0.

Remarque 1 : On peut ra¢ ner le résultat précédent en ne supposant que la locale

convexité de f au voisinage de x�, c�est-à-dire en supposant que f est convexe sur une

boule centré en x�.

A ce moment là, nous pouvons a¢ rmer que x� est un minimum "local" de f .

Le cas où f est convexe est fréquent dans la pratique mais pas systématique. Nous

allons donc donner maintenant des conditions su¢ santes pour qu�un point critique réalise

un minimum (ou un maximum ). Ces conditions vont faire intervenir la dérivée seconde

de f , ce sont des conditions du "second ordre".

B) Conditions du second ordre :

Nous commençons par une condition nécessaire permettant de préciser encore les

éventuels minimax.

Théorème 7 : (Condition nécessaire du second ordre )

On suppose que x�est un minimum (local) de f et que f est deux fois di¤érentiables sur

C, alors :

a) Of(x�) = 0:
b) hr2f(x�)x; xi > 0;8x 2 C:
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Remarque 2 :

Dans le cas où C = Rn, b) est équivalent à dire que la matrice Hessienne de f en x� :

r2f(x�) est semi-d é�nie positive.

Théorème 8 : (Condition su¢ sante du seconde ordre)

Soit f deux fois dérivable sur C véri�ant Of(x�) = 0 et 9� > 0, tel que
8x 2 C hr2f(x�)x; xi > �kxk2 (F)
alors la fonction f admet un minimum "local strict" en x�:

Remarque 3 :

Si C = Rn la condition (F) revient à dire que la matrice Hessienne r2f(x�) est

dé�nie positive, un choix possible pour � étant alors la plus petite valeur propre, c�est

une condition deité (locale) stricte au voisinage de x�:

1.5 Optimisation avec contraintes

La forme de problème avec contraintes est :8<: min f(x)

x 2 C
(P)

où C est l�ensemble des contraintes.

Résultats d�existence et d�unicité

Commençons par donner un résultat d�existence.

Théorème 9 :

Supposons que f est continue, que C est un sous-ensemble fermé non vide de Rn et que

l�une des conditions suivantes est réalisée :
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a) Soit C est borné.

b) Soit f est coercive.

Alors le problème (P) admet au moins une solution.

Théorème 10 :

Sous les hypothèses du théorème 5, si f est strictement convexe et si C est convexe, alors

le problème (P) admet une solution unique.

Condition d�optimalité

Tout comme dans le cas sans contraintes, nous allons établir des conditions d�opti-

malité du premier et du second ordre permettant de calculer les éventuels minima de

f .

Conditions d�optimalité du premier ordre :

La condition nécessaire suivante est l�analogue de celle que nous avons dans le cas

sans contraintes. Elle fait bien sûr intervenir l�ensemble des contraintes.

Théorème 11 : (Condition nécessaire du premier ordre)

Si f est une fonction di¤érentiable et si C est un convexe fermé, alors toute solution x�

de (P) véri�e la condition nécessaire d�optimalité du premier ordre

8x 2 C hOf(x�); x� x�i > 0 (1):

Théorème 12 : (CNS du premier ordre dans le cas convexe)

Supposons f convexe di¤érentiable et C convexe fermé de Rn, soit x� un élément de C. La

condition (1) est nécessaire et su¢ sant pour que x� soit solution de (P). Elle caractérise

donc les minima de f sur C.

On suppose maintenant que C est dé�ni comme suit :

C = f x 2 Rn : gi(x) � 0; i = 1; :::; p ; hj(x) = 0; j = 1; :::q g:

Les contraintes gi(x) � 0 sont appelées "contraintes d�inégalités" et les contraintes

hj(x) = 0 "contraintes d�égalités".
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L�obtention de conditions nécessaires d�optimalité nécessite que certaines conditions

appelées conditions de quali�cation des contraintes soient véri�ées.

contrainte en égalitéle

problème P se réduit à

min f (x) ; x 2 Rn; h (x) = 0;avec h (x) =
�
h1(x); :::; hp (x)

�
et h est continue de Rndans

Rp.

Théorème 13 : (CN du premier ordre-contraintes en égalité)

� f et h sont de classe C1sur Rn:

� Le problème P à une solution x�:

� Les p vecteurs de Rn : rh1 (x�) ; :::;rhp (x�) sont linéairement (et donc p � n) ;

Alors il existe p réels
�
��1; :::; �

�
p

�
tels que :

rf (x�) +
Pp

j=1 �
�
jrhj (x�) = 0:

contrainte d�inégalité

L�ensemble de contraintes est donné par :

C = fx 2 Rn=gi (x) � 0;8i = 1; :::;mg :

contraintes d�égalité et d�inégalité

Le problème P est de la forme min f (x) ; x 2 C:

C = fx 2 Rn=h (x) = 0; g (x) � 0g :

Ici nous nous limiterons aux trois conditions de quali�cation suivantes :

F (CQ1) C est un polyèdre convexe :

c�est le cas lorsque les fonctions gi et hj sont a¢ ne.

F (CQ2) condition de Slater :

la condition de quali�cation des contraintes de Slater est comme suit :

1- Les fonctions gi sont convexes et les fonctions hj sont a¢ ne.
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2- Il existe �x tel que gi(�x) < 0 et hj(�x) = 0 pour tout i; j.

F (CQ3) condition de Mangasarian-Fromowitz :

la condition de quali�cation des contraintes de Mangasarian-Fromowitz en un point

x� 2 C est comme suit :

1) Les q vecteurs Ohj(x�) sont linéairement indépendants.
2) Il existe �d tel que hOhj(x�); �di = 0 pour tout j et hOgi(x�); �d i < 0 pour tout i.

On associe au problème d�optimisation suivant :8>>><>>>:
min f(x)

gi(x) � 0; i = 1; :::; p

hj(x) = 0; j = 1; :::; q

la fonction L : Rn � [0;1[p�Rq �! R dé�nie par

L(x; �; �) = f(x) +

pX
i=1

�igi(x) +

qX
j=1

�jhj(x)

est appelée le " Lagrangien ".

Le théorème suivant de Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange donne une condition néces-

saire d�optimalité.

Théorème 14 :

Supposons que les fonctions f; gi; hj sont C1 dans un voisinage de x� 2 C et que les

contraintes véri�ent une condition de quali�cation. Si f a un minimum local en x� sur

C alors il existe � 2 Rp et � 2 Rq tels que :

OxL(x�; �; �) = 0;O�L(x�; �; �) � 0;O�L(x�; �; �) = 0; � > 0; h�;O�L(x�; �; �)i = 0:

Les quantités �i et �j sont appelées "multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tuker". Lorsque le

problème est convexe (f et gi convexes et hj a¢ ne) on a la condition su¢ sante d�opti-

malité.
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Théorème 15 :

Supposons que les fonctions f; gi sont C1 dans un voisinage de x� 2 C, convexes et que

les fonctions hj sont a¢ ne. S�il existe � 2 Rp et � 2 Rq tels que

Of(x�)+
pX
i=1

�iOgi(x�)+
qX
j=1

�jOhj(x�) = 0, �i > 0 ; gi(x�) � 0 ; �igi(x�) = 0 ; hj(x�) = 0 ;

8i; j alors f a un minimum global en x� sur C.

Conditions d�optimalité nécessaires du deuxième ordre :

Théorème 16 :

on suppose que f; h et g sont de classe C2, que x� et un minimum(local)de f sur C

Programmation linéaire

1.6 Classi�cation des problème d�optimisation

Les problèmes d�optimisation sont classi�és selon les caractéristiques des fonctions

f; gi; hj.

Parmi les cas particuliérs les plus étudiés,on note :

- La programmation linéaire(f linéaire, gi, hj a¢ ne, C orthant positif).

- La programmation convexe (f , gi convexe, hj a¢ ne, C convexe).

- La programmation en nombres entiers (C discrèt).

1.7 Les méthodes des optimisations sans contraintes

et avec contraintes

� Méthode du gradient projeté.

� Méthode de newton.

� Méthode de pénalisation.

� Méthode de dualité :méthode d�Uzawa.
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Chapitre 2

Programmation linéaire

2.1 Introduction

La programmation linéaire est certainement, l�un des plus importants développements

dans le domaine de la recherche opérationnelle

Dans ce chapitre, nous allons parler les plus importants du programmation linéaire

comme leur forme, la dualité.

2.2 Programmation linéaire

On dé�nie un programme linéaire sous la forme :

(PL)

8>>><>>>:
min z = c:x

A:x = b

x � 0
où

n =nombre de variable.

m =nombre de contraintes.

A =matrice réelle m� n (matrice des contraintes).

c =(c1; c2; :::; cn) =vecteur-lingne des coùts.
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b =(b1; b2; :::; bn)T =m-vecteur des seconds membres.

z =c:x =
Pn

j=1 cj:xj fonction à minimiser (fonction objectif).

un programme linéaire est réalisable si l�ensemble S est non vide.

Dé�nition 7 : L�ensemble S = fx 2 C : gi(x) � 0; hj(x) = 0g ; i = 1; :::; k; j = 1; :::;m

est appelé ensemble des solutions réalisables.

Dé�nition 8 : Une solution réalisable qui minimise z = c:x sur S est appelé solution

optimale.

Dé�nition 9 : Un programme linéaire(PL) réalisable est borné si l�objéctif est

borné sur S.

2.3 Les Formes d�un programme linéaire

2.3.1 Forme standard

On dit qu�un programme linéaire est mis sous forme standard si toutes les contraintes

(en dehors des containtes de non-négativité) sont des égalités.

Le programme linéaire primale caractérise sa forme standard.

2.3.2 Forme canonique

La forme canonique d�un programme linéaire est representée par :8>>><>>>:
min z = c:x

Ax � b; (� b)

x � 0

Remarque 4 : On peut remencer de la forme standard à la forme canonique par l�équi-

valence suivante :

Ax = b() Ax � b et Ax � b
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Remarque 5 : On utilisatant la variable d�écart, on peut se ramencer la forme standard

comme suite :

Ax � b) Ax+ y = b avec y � 0

Aw � b) Ax� y = b avec y � 0

2.4 Dualité d�un programme linéaire

Tout programme linéaire (P) standard associé un autre programme linéaire appelé

dual (D)comme suite :

(P)

8>>><>>>:
min z = c:x

Ax = b

x � 0

(D)

8>>><>>>:
maxw = u:b

sous les cantraites :

x � 0

Remarque 6 :

-La matrice des contraintes de (D) est la transposé de la matrice des contraintes de

(P).

-Le vecteur des coùts de (P) est le vecteur des seconds membres de (D) et vice-versa .

-Le dual de dual est primal .
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Exemple 1 : Soit le programme primal8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

min 2x1 � 3x2
x1 � x2 � 1

2x1 + 3x2 � 4

x1 + x2 = 3

x1 � 0; x2 ? 0

Le dual de programme s�écrira :8>>>>>><>>>>>>:

maxu1 + 4u2 + 3u3

u1 + 2u2 + u3 � 2

�u1 + 3u2 + u3 = �3

u1 � 0; u2 � 0; u3 ? 0

Théorème 17 : (Dualit�e faible) Si

x est solution réalisable primal (PP) et u est une solution réalisable dual de(PD), alors :

b:u � c:x

Théorème 18 : (Dualit�e forte)

Si x�est une solution optimale pour le programme primal (PP), alors le programme

dual(PD) a une solution optimale u�, telle que :

b:u� = c:x�

15



Chapitre 3

Les méthodes recherche linéaire

3.1 Introduction

Dans ce chapitre on va consacrer à l�optimisation unidimensionnelle sans contraintes,

c.-à-d, aux methodes numèrique pour rèsoudre le problème de type :

f(x)! min�x 2 R (R)

f étant une fonction au moins continue sur l�axe ; D�habitude, on appelle ses méthodes

recherche linéaire. Notre intérêt pour la recherche linéaire ne vient pas seulement du fait

que dans les application on rencontre, naturellement, des problèmes unidimensionnels. La

recherche linéaire est un compasont fondamentale de tout les méthodes traditionnalles

d�optimisation multi-dimentionnelle, sa technique de recherche linéaire est un brik de

base fondamentale de toute méthode multi -dimensionnelle. Il ya, principalement deux

méthodes de recherche linéaire savoir :

- Méthode de recherche linéaire d�odre zéro :

Recherche �bonacci

Recherche d�or

- Méthode d�approximation de courbes :

Méthode de newton
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3.2 Recherche linéaire d�ordre zéro

Nous commençons par la recherche linéaire d�ordre zéro, c.-à-d, par des méthodes qui

utilisant des valeurs de f seulement, pas ces dérivées. Les méthodes que nous sommes sur

le point de dévlopper résolvent pas le problème f (x) �!min j x 2 R; tel qu�il est, mais

le problème

f (x) �! minj a � x � b

de minimisation de l�objectif sur un segment �ni donné [a; b] (�1 < a < b <1) pour

assurer que le problème soit bien conditionné, nous faisons l�hypothèse suivante :

f est unimodale sur [a; b] ; c.-à-d, possède un minimum local unique x�sur le segment.

cette hypothèse, comme on le voit facilement, implique qui f strictement décroissante

sur [a; b] à gauche de x� :

a � x0 � x00 � x� ) f
�
x
0�
> f (x00) (2)

et est strictement croissante sur [a; b] à droite de x� :

x� � x0 < x00 � b) f (x0) < f (x00) (3)

En e¤et, si(2)étaient faux, il existerait x0 et x
00
tels que

a � x0 < x00 � x�; f (x0) � f (x00)

Il suit que l�ensemble de minimiseurs de f sur [a; x00] contient un minimiseur, x� qui

est di¤érent de x(3). Comme x� est un minimiseur de f sur [a; x00] et x� di¤ère de x00; x�

et un minimiseur local de f sur [a;b], alors qu�on a supposé que le minimizer local unique

de f sur [a; b] est x* ; Ceci donne la contradiction désirée. On a (3) de façon analogue.

Notez que les relations (2) et (3), à leur tour, impliquent qui f est unimodal sur [a; b]

et même sur chaque segment [a0; b0] � [a; b] plus petit.

Etant donné que f est unimodal sur [a; b], nous pouvons préciser une stratégie pour

approcher x� : choisissons deux points x� et x+ dans (a; b),

a < x� < x+ < b, et calculons les valeurs f (x�) et f (x+). On observe que si :

- Cas A : f (x�) � f (x+), alors x� se trouve a gauche de x+ [en e¤et, si x� était à

droite de x+, on aurait f (x�) > f (x+) d�aprés (2)].

- Cas B : f (x�) > f (x+), x�est alors à droite de x� [raisonnement �symétrique�].

17



En conséquence, dans le cas A nous pouvons remplacer le �segment d�incertitude�

initial 40 =[a; b] par le nouveau segment d�incertitude

41 = [a; x+], et dans le cas B par le segment 41 = [x�; b] ; Dans les deux cas les

nouveau �segment d�incertitude�41 couvre x�et est strictement plus petit que40.

Puisque, l�objectif, étant unimodal sur le segment initial 40 = [a; b], est unimodal

également sur le segment plus petit 41 � 40, nous pouvons réitérer ce procédé choisir

deux points dans41, calculer les valeurs de l�objectif en ces points, comparez les résultats

et remplacez 40 par un plus petit segment 42, contenant la solution désirée x�, et ainsi

de suite.

3.2.1 Recherche de Fibonacci

La recherche de Fibonacci peut être empoyée quand nous savons à l�avance le nombre

N > 2 d�évaluations de fonction que nous allons exécuter.

Etant donné N , on considère la suite des N+1 premiers nombres entiers de Fibonacci

F0; F1; F2; :::; Fn dé�nis par la récurrence

F0 = F1 = 1;Fk = Fk�1 + Fk�2

La méthode que nous allons utiliser est suivante : étant donné

�0 = [a; b] , on pose

d0 = ja� bj, on choisit les deux premiers points x�1 et x+1 de recherche à la distance

d1 =
FN�1
FN

d0

de l�extrémité droite et de l�extrémité gauche de �0 respectivement

(comme FN=FN�1 = (FN�1 + FN�2)�FN�1 = 1 + FN�2�FN�1 < 2, nous avons

d1 > d0 �2, de sorte que x�1 < x+1 ).

La longueur du nouveau segment �1 d�incertitude est alors d1.

En suite on réitère l�étape ci-dessus, avec N remplacé N � 1. Ainsi, maintenant nous

devrions évaluer f en deux points x�1 ; x
+
1 du segment �1 placés à la distance

d2 =
FN�2
FN�1

d1

h
= FN�2FN�1

FN�1 FN
d0 =

FN�2
FN

d0

i
(4)
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des bouts droit et gauche de �1. Le fait crucial (qui résulte des propriétés arithmé-

tiques des nombres de Fibonacci) est que un de ces deux points où f devrait être calculé

est déjà traité �celui parmi les deux points précédents qui appartient à l�intérieur de �1.

En e¤et, supposons, sans perte de généralité, que �1 =
�
a; x+1

��
le cas �1 =

�
x�1 ; b

�
est complétement analogue

�
, de sorte que x�1 2 int �1.

Nous avons x�1 �a = (b�d1)�a = (b�a)�d1 = d0�d1 = d0
�
1� FN�1

FN

�
= d0

FN�2
FN

= d2

[comme FN = FN�1 + FN�2 et d2 =
FN�2
FN

d0]

Ainsi, seulement un des deux points exigés de �1 est réellement �nouveau�, et l�autre

vient de l�étape précdente ; Par conséquent, a�n de mettre à jour �1 vers �2 nous avons

besoin d�une seule évaluation de fonction. Aprés cette nouvelle évaluation de fonction,

nous pouvons remplacer �1 vers �2. Pour traiter �2, nous agissons exactement comme

ci-dessus, mais avec N remplace 2 par N�2 ; Ici nous devons évaluer f aux deux points

de �2 à la distance

d3 =
FN�3
FN�2

d2

h
= FN�3

FN
d0; see (4)

i
des extrémités du segment, et à nouveau, un de ces

point est deja traité.

Au bout des itérations nous venons au segment �N�1 qui couvre x� ; La longueur du

segment est

dN�1 =
F1
FN
d0 =

b�a
FN
;

et le nombre total d�évaluations de f requis pour obtenir ce segment est N (nous

avons besoin de 2 évaluations de f pour passer de �0 vers �1, et chacune des N � 1

mises à jour suivantes �t 7! �t+1 nécessite une évaluation de f).

Si on prend comme approximation de x� n�importe quel point xNdu segment �N�1,

nous avons��xN � x��� � j�N j = b�a
FN

(5)

Pour comparer (5) avec l�évaluation de précision (8) de notre méthode initiale �peu

sophistiquée �notez que

Ft = 1=�+ 2 [(�+ 1)�t+ (�1)t�� t] ; � = 1 +
p
5=2 > 1 (6)

En consequence, de (6) nous obtenons
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��xN � x��� � (�+ 2=�+ 1)��N jb� aj (1 + o(1)) (7)

où on note o(1) une fonction de N qui converge vers 0 quand N !1 ).

Nous voyons que le taux de convergence pour la recherche de Fibonacci est

��1 = 2=1
p
5 = 0:61803:::

qui est bien meilleur que le taux
p
2=3 = 0:81649::: donné par��x� � xk�� � �2

3

�bkn2c jb� aj (8)

On peut montrer que la recherche de Fibonacci est une méthode optimale (dans un

certain sens précis) d�ordre zéro, en termes de precision garantie aprés N évaluations de

fonction. Malgré ces bonnes propriétés théoriques, la méthode n�est pas trés commode

du point de vue pratique : nous devrions choisir à l�avance le nombre d�évaluations de

fonction à exécuter (c.-�a-d., pour ajuster la méthode à une certaine précision, choisie à

l�avance), ce qui est parfois assez désagréable. La méthode de recherche d�or que nous

sommes sur le point de présenter est exempte de cette imperfection et, en méme temps,

pour des N pas trop petits, aussi e¢ cace que la recherche de Fibonacci originale.

L�idée de la méthode de recherche d�or est trés simple : à l�étape K de recherche de

la recherche de Fibonacci à N pas, nous choisissons deux points de recherche dans le

segment K � 1, et chacun de ces points divise le segment (entre l�extrémité plus proche

et la plus éloignée) en rapport

[1� FN�K=FN�K+1] : [FN�K=FN�K+1] :

3.2.2 Recherche d�or

Soit � =
�
1 +

p
5
�
/2 (aussi appelé le �nombre d�or�), dans l�implementation de re-

cherche d�or nous choisissons à chaque étape les points de recherche x�t et x
+
t pour diviser

le segment précédent de l�incertitude 4t�1 =
�
at�1;bt�1

�
dans le rapport 1=�;

x�1t = �
1+�
at�1 +

1
1+�
bt�1;x

+
t =

1
1+t
at�1 +

�
1+�
bt�1 (9)

On voit facilement que pourt � 2, un des points de recherche exigés pour mettre à jour

4t�1vers 4t est déjà traité en cours de la mise à jour de 4t�2vers 4t�1. Pour le véri�er,

il su¢ t de considérer le cas quand 4t�1 = [�; �] et 4t�1=
�
�; x+t�1

�
(le cas �symétrique�
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4t�1 =
�
x�t�1; �

�
est complétement analogue). Notons d = � � �, nous avons

x�t�1 = �+
1
1+�
d; x+t�1 = �+

�
1+�
d (10)

Maintenant, nous sommes dans la situation 4t�1 =
�
�; x+t�1

�
de sorte que le second

des deux points de recherche requis pour mettre à jour 4t�1 vers 4t soit

x+t�1 = �+
�
1+�

�
x+t�1 � �

�
= �+ �2

(1+�)2
d

(voyez la deuxiéme égalité dans (10)). La derniére quantité, dues à la premiére égalité

dans (10) et à l�équation caractéristique �2 = 1 + �qui donne �, n�est rien d�autre que

x�t�1 :

�2 = 1 + �, 1
1+�

= �2

(1+�)2

Ainsi, dans la recherche d�or chaque mise à jour 4t�1 7! 4t, excepté la toute

premiére, exige une évaluation de fonction. La longueur du segment d�incertitude est

réduite par chaque mise à jour par le facteur
�
1+�

= 1
�
.

c.-à-d.,

j4tj = ��t (b� a)

Aprés N � 2 évaluations de fonction (aprés t = N - 1 étapes de recherche d�or) nous

pouvonsapprocher X� par le point xN du segment 4N�1, est l�imprécision sera bornée

par :��xN � x��� � j4N�1j � �1�N (b� a) (11)

Ainsi, nous observons une convergence linéaire avec le même taux �� 1 = 0:61803...

que pour la recherche de Fibonacci, mais maintenant la méthode est �stationnaire��

nous pouvons exécuter autant de pas que nous le souhaitons.
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3.3 Méthode d�approximation de courbes

Les méthodes de recherche linéaire considérées jusqu�ici possédent, sous l�hypothése

d�unimodalité, l�excellente propriété de convergence linéaire globale Pouvons-nous espérer

quelque chose de mieux ?

Naturellement, oui : on aimerait bien avoir une méthode de convergence superlinéaire.

Si l�objectif se comporte �bien�, autrement dit, est assez régulier, nous avons de bonnes

chances d�accélérer la convergence, au moins sur la phase �nale, en utilisant l�approxima-

tion de courbe, c.-a-d., en approchant l�objectif par une fonction simple dont le minimum

peut ètre trouvé de façon explicite. Par exemple, on peut approcher f par un polynome,

en choisissant les co¢ cients du polynome a�n de l�adapter aux valeurs observées (et à

celles des dérivées, si elles sont disponibles) de f en des iterations �les plus prometteuses�.

Une itération d�un algorithme�pur�d�approximation de courbe est suivante :

�Au début de l�itération, nous avons un certain ensemble de �points de travail�où

nous avons déja calculé les valeurs et, probablement, certains dérivées de l�objectif avec

ces données, nous calculons le polynome d�approximation courant p qui devrait avoir les

mémes valeurs et les méme dérivées aux points de travail que ceux de l�objectif .

�Aprés avoir calculé le polynome p, nous trouvons analytiquement son minimiseur

et le prenons comme le nouveau point de recherche .

�Nous calculons la valeur (probablement, les dérivées) de l�objectif en ce point de

recherche et mettons à jour l�ensemble de points de travail, en ajoutant le dernier point

de recherche (ainsi que l�information sur l�objectif en ce point) et en excluant de cet

ensemble le �plus mauvais�des points de travail précédents et on boucle. L�idée sous-

jacente est très simple : si nous somme capable obtenir la convergence de cette méthode,

les points de travail seront éventuellement à une petite distance du minimiseur de f:

Si f est assez lisse, l�erreur qu�on commet en approchant f par p dans le d-voisinage des

points de travail sera de l�ordre de dn+1, q ètant le degré de p, et l�erreur de l�approximation

de f 0 par p0 sera de l�ordre de dq. En conséquence, nous pouvons espérer que la distance

entre le minimiseur de p (c.-à-d., le zéro de p0) et le minimiseur de f (le zéro de f 0) sera
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de l�ordre de dp,

Naturellement, ce qui est dit n�est rien de plus qu�une idée trés approximative. Voyons

une réalisation standard de cette idée.

3.3.1 Méthode de newton

Supposons que nous résolvons le probléme (R) avec l�objectif f deux fois continùment

di¤érentiable, et que étant donné x, nous pouvons calculer f(x), f 0(x) et f 00(x). Sous ces

hypothéses nous pouvons appliquer au probléme la Méthode suivante de Newton :

Algorithme[Méthode de newton unidimensionnelle]

Initialisation : choisir le point initial x0

Etape t : étant donné l�itération précédente xt�1

�Calculer f(xt�1), f 0(xt�1) et f 00(xt�1) et approcher f autour de xt�1 par son déve-

loppement de Taylor du second ordre :

p(x) = f(xt�1) + f
0(xt�1)(x� xt�1) + 1=2f 00(xt�1)(x� xt�1)2

�Choisir comme xt le minimiseur de la fonction quadratique :

xt = xt�1 � f 0(xt�1)=f 00(xt�1), remplacer t avec t+ 1 et boucler.

La méthode de Newton, si initialisée prés d�un minimiseur local non-dégénéré x� de

f (c.-à-d., prés d�un point x� satisfaisant la condition su¢ sante d�optimalité du second

ordre : f 0(x�) = 0; f 00(x�) > 0) converge vers x� quadratiquement.

Proposition 1 : [Convergence quadratique locale de la Méthode de Newton]

Soit x� 2 R un minimiseur local non-dégénéré de la fonction réguliére f , c.-à-d,

un point tels que f est trois fois continùment di¤érentiable dans un voisinage de x� avec

f 0(x�) = 0, f 00(x�) > 0. Alors lesiteration de Newton convergent vers x� quadratiquement,

à condition que le point de départ x0 soit assez proche de x�.
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Conclusion
L�intérêt de recherche linéaire est fait dans les applications recontre, naturellement,

les problémes undimensionnelles, elle est composant fandemental de tout les méthode

traditionnelle d�optimisation sans contrainte. Donc on conclure que la recherche linéaire

donne la solution de tous les problèmes d�optimisation est presque éxacte puisque l�erreur

d�approximation est trés petit.
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