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Notations :

Q : Corps des nombres rationnels.

R : Corps des nombres réels ou |—o0, +00].

R4 : [0, 4o0].

C : Corps des nombres complexes.

R* :R,{0}.

R* : 10, 4o0[.

c4 : Complémentaire de A sur E.

R"” :L’ensemble des n tuples ordonnés (xq, s, ...,z,) tel que x; € R,Vi =1, n.
k : Corps des nombres réels ou corps des nombres complexes.
gof : Composition de la fonction f par la fonction g.

I : Dérivée de la fonction f.

ot : La fonction f dérivable avec f’ continue.

(u,v) : Produit scalaire des vacteurs u et v.

d (A, B) : Distance des points A et B.

S(A,r) : Sphére de centre A et de rayon r.

B(A,r) : Boule ouverte de centre A et de rayon r.

B(A,r) = By (A,r) : Boule fermée de centre A et de rayon r.

Lettres gereques utilisés :

A : Lamda.
€ : Epsilon.
v : Psi.
p,® : Phi.



Introduction

En analyse, un théoréme de point fixe est un résultat qui permet d’affirmer qu’une
fonction f admet sous certaines conditions un unique point fixe. Ces théorémes se révelent
étre des outils tres utiles en mathématiques des base en montrant ’existence des solutions.
La théorie du point fixe est au coeur de 'analyse non linéaire puis qu’elle fournit les outils
nécessaires pour avoir des théorémes d’existence dans beaucoup de problémes non-linéaires
différent.

Soit X un ensemble et T' : X — X une application. Une solution d’'une équation
T'(x) = z est appelé un point fixe de T'. L’original de la théorie du point fixe, une branche
importante de ’analyse fonctionnelle non linéaire, qui remonte & la derniére partie du XIX
éme siécle, le reste dans 1'utilisation d’approximations successives de ’existence et 'unicité
de la solution, en particulier aux équations différentielles. Cette méthode est associée aux
noms de mathématiciens célebres tels que Cauchy, Lipschitz et surtout Picard.

Dans ce travail, nous présenterons quelques définitions bien connues, et les théorémes
importants et trés utiles qui sont des théorémes du point fixe dans I’espace métrique, topo-
logiques et quelques variantes et ses applications, finalement on étude les autres théorémes
du point fixe dans différent I’espaces.

L’objet de premier chapitre est de donner quelques résultats fondament aux qui concernent
les espaces métriques, topologiques et les espaces normés, qui nous permettent de miex
comprendre le continue de ce travail.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la présentation du théoréme du point fixe et
quelques variantes. On commence par donner une définition générale du point fixe . On
s’intéresse ensuite au théoréme du point fixe.

Nous allons presenter quelques applications du point fixe dans léspace métrique, to-
pologique et affine dans le troixiéme chapitre.

Enfin, on va parler du théoréme de Kakutani, Brower, Banach...



Chapitre 1
Préliminaires

Résumé :
Ce chapitre est consacré aux notions fondamentales de ’espace métrique et topolo-

gique, ainsi qu’a quelques définitions.



1.1 Distance et espace métrique

Distance

Définition 1.1.1 :

Soit E un ensemble non vide quelconque.

Une distance sur E est une fonction d : E x E — R, définie sur le produit cartésien
E X E, a valeur dans [’ensemble R, de nombres réels positives, qui vérifiant les propriétés

suivantes :

LVz,y € E:d(z,y) >0 (positivité) ,

2Vx € E:d(x,z) =0 (nullité sur la diagonale)

3Vr,ye E:d(z,y) =0 = x =y (séparation),

AVr,y € E:d(x,y) =d(y,x) (symétrique),

bVx,y,z € E:d(z,2) <d(z,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire).

Espace métrique

Définition 1.1.2 :
On appelle espace métrique un couple (E,d) constitue par un ensemble non vide et par
une distance d sur E. On dit souvent que E est muni de la distance d.

Un espace métrique sera en générale noté (E,d) ou bien E,.

Remarque :

Sur un méme ensemble ' on peut définit une infinité de distance.

1.2 Notions topologiques dans les espaces métriques

Définition 1.2.1 :
On appelle topologie sur un ensemble E une famille ¢ de partie de E (( C P (F)) vérifiant

les trois propriétés suivantes :
l.pe(, Fec(,
2.Y () € g,ﬁl € ¢,
3V (u);er € C,iglui e (.
Remarque :

Le couple (E, () est appelé «espace topologique».

Les éléments de ¢ sont appelles ouverts de la topologie (.
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Partie ouverte

Soit A C E tel que (F,d) espace métrique, on dit que A est une partie ouverte

(ou un ouvert) dans E si :
Ve e A, Ir>0,B(z,r) C A

Partie fermée
On dit que A est une partie fermée (ou un fermé) dans E si son complémentaire C4
est un ouvert c’est-a-dire :

Ve e A, Ir>0B(z,r)cCh

Notion de voisinage
Soit (F, () un espace topologique, et soit A C F, une partie v de E est appelé un
voisinage de A dans F si v contient une partie ouverte contenant A c’est-a-dire :

Jue(,ACuCw.

Notion d’intérieur
Soit (E, d) un espace métrique et A C E, un point x € A est dit intérieure de A dans
(E,d) s’il existe r > 0 tel que :
B (z,r) C A.

L’ensemble de tous les points d’intérieurs est appelé 'intérieur de A, on le note A.
€A < Ir>0,B(zx,r)C A

Notion d’adhérence

Soit (F,d) espace métrique, A C E, un point x € E est dit adhérent & A si toute
boule centrée en x a une intersection non vide avec A. L’ensemble de tous les points de E
qui sont adhérents a A est appelé 'adhérence de A, on le note adh (A) ou bien A surmonté

d’une barre : A.

A={re E d(z,A) =0}.
€A <= VYr>0B(x,r)NA#d



Notion de densité

Soit (E,d) un espace métrique, soient A, B deux parties de E.

e On dit que A est dense dans E si A=E.

e On dit que A est dense dans B si BCA.

Exemple :
Q =R alors Q est dense dans R.

Remarque :
Tout espace métrique (FE,d) est un espace topologique, ou la topologie ( est constitue des
parties ouvertes pour la distance d, par contre un espace topologique n’est pas nécessai-

rement associe une distance.

1.3 Suite de Cauchy-espace métrique

Dans tout ce qui suit N désignera ’ensemble des entiers naturels :

N=1{0,1,2,3,...}.

Et on notera
N*={1,2,3,...}.

Définition 1.3.1 (d’une suite)

Soit E un ensemble non vide quelconque, on appelle suite de points de E toute application
f S — E définie sur une partie infinie S de N & valeurs dans l’ensemble E, quand S = N
ou bien S = N*.

On définie

f : S—=F,
n — f(n)

Tel que f (n) une suite de points de E.

(f (m), f(n), f(P), ) = (Uk)pes -

ol

Si S =N on trouve :

(f0),f(1),f(2),...) = (up,us,u,...) .



f(n) = uy, s’appelle le terme de rang n de la suite (ur), g -

Définition 1.3.2 (d’une suite extraite)
On appelle suite extraite d’une suite f : .S — E, soit (uy),.q toute restriction de l’appli-

cation f a une partie infinie T de S, on notera (uy), . une suite extraite.

Définition 1.3.3 (d’une suite convergente)
Soit (E,d) un espace métrique et soit (uy), oy une suite de points de E et v € E, on dit

que (Up), ey converge vers u sil'on a :
Ve >0,3Ing e NNVn e N:n>ng = d(u,,u) <e.

Si Ju € E tel que lim u,, = u on dit que la suite (u,) est convergente.

n—oo
Remarque :

Toute suite extraite d’une suite convergente est convergente avec la méme limite.

Suite de Cauchy

Définition 1.3.4
Dans un espace métrique (E,d), on dit que (), est une suite de Cauchy lorsqu’elle
vérifier :

Ve > 0,3ng € N,Vp,g e Nyp,g >n = d(up,u,) <e.
Proposition 1.3.5 :
1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy mais la réciproque n’est pas toujours
vraze.
2. Une suite de Cauchy est bornée.
8. Soit (up), oy une suite de Cauchy dans 'espace métrique (E,d) si on peut extraire une
suite convergente (uny) de (u,) alors (u,) converge vers la méme limite c’est-a-dire :

(lim w,p = lim wy,).

n—oo n—oo
Espace métrique complet

Définition 1.3.6 :
L’espace métrique E est dit complet lorsque toute suite de Cauchy d’éléments de E est

convergente dans (E,d) par exemple (R, |.|) est un espace métrique complet.

Proposition 1.3.7 :

Soit (E,d) un espace métrique complet et A C E alors on a :

A Complete <= A fermé.



1.4 Applications continues dans 1’espace métrique

Continuité en point-continuité sur un espace métrique

Soient (E,d), (F,d') deux espace métrique, f : E — F une application et a un point
de E.

Définition 1.4.1 :

[ est dite continue au point a € E (ou en a) si :
Ve >0,3p>0,Ve € Ed(z,a)<p = d(f(x),[(a)) <e.

Définition 1.4.2 :

f est dite continue sur E si elle est continue en toute point de E (ou a est quelconque).

Théoréme 1.4.3 :
[ est continue en a € E si et seulement si pour toutes suite (uy), .y d’élément de E est
convergente dans (E,d) telle que

lim u,, = a.
n—oo

La suite des images (f(uy)nen) est convergente dans (F,d') et

lim f(u,) = f(a).

n—oo
Continuité uniforme

Définition 1.4.4 :

f est dit uniformément continue sur E, si :
Ve > 0,3p > 0,Vu,v € E,d(u,v) <p = d' (f(u), f(v)) <e.

Proposition 1.4.5 :
f est continue uniformément sur E = f est continue sur E.

Mais limplication inverse n’est pas vraie.

Proposition 1.4.6 :

f est continue uniformément sur E si et seulement si :

Y (un), ey € BV (vy) lim d (up,v,) =0 = lm d (f (un), f (v,)) = 0.

)

neN
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Proposition 1.4.7 :

Si [ est uniformément continue sur E alors on a :

(tn),en une suite de Cauchy dans E = f (uy), oy est de Cauchy dans F.

1.5 Espaces métriques compactes

Définition 1.5.1 :
Soit E un ensemble quelconque, et soit A une partie de E. Un recouvrement de A est une
famille (B;),., de parties de E vérifiant :

AC UB,.

il

Si I est fini on dira (B;),.; recouvrement fini.

Définition 1.5.2 :
Soit (E,d) un espace métrique, on dit que (E,d) est précompact ou totalement borné si :
Pour tout € > 0 1l existe un recouvrement fini de E par des parties de E dont le diamétre

est inférieure a € c’est-a-dire :

Ve > 0,3 <Ai)1§z‘§n7Ai C E tel que: diam (A;) <e et E = 'QJI A;.

(dz’am (A4)= sup d( y)) .

rC€A;ycA;

Définition 1.5.3 :

Un espace métrique (E,d) sera dit compact s’il est précompact et complet.

1.6 Normes et espaces vectoriels normés

Soit E un espace vectoriel sur un corps k (k=R ouk =C).

11



Normes

Définition 1.6.1 :

Une norme sur E est une application N : E — Rt vérifiant les propriétés suivantes :

IL.N(z) =0 < z =0,
2Vx,y € ENVA€R, N (Ax) =|A| N (z),
3Vr,ye E,N(z+y) < N(z)+ N (y).

Remarque :
|A| désigne la valeur absolue de A si le corps des scalaires de E est k = R, et si le corps des
scalaires de E est k = C, |\| désigne le module de A (si A=a+if avec o,f E€Rona |A=+va®+ ﬁ2>
e Pour x € E, N (z) est appelé norme sur E souvent N (z) est noté ||z|.

Espaces vectoriels normés

Définition 1.6.2 :
On appelle espace vectoriel normé le couple (E, ||.||) ot E est un espace vectoriel et ||.||

est une norme sur E.
Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé sur k alors on a :

Lve € E, [|=z| = [l .
2ve € E |zl = llylll < llz =yl

Distance associe a4 une norme

Définition 1.6.3 :
Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé sur k, on associe a la norme ||.|| une distance d
sur E définie par :

V(z,y) € E.d(z,y) = [z -yl

Remarque :
e Toute espace normé E est un espace métrique sa distance est la distance associe
a la norme ||.|| sur E.

e En conséquence, toute espace vectoriel normé est un espace topologique.

Définition 1.6.4 :

On appel espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.

12



1.7 Application contractante

Définition 1.7.1 :
Soit (E,d) un espace métrique, une application f : E — E est dite lipschitzienne de

rapport k si et seulement si :

Vo,y € B d(f (), f(y) <k d(z,y).

Définition 1.7.2 :
Une application d’un espace métrique dans un autre est dite contraction (ou contractante)

st elle est lipschitzienne de rapport k strictement plus petit que 1 c’est-a-dire :

0<k<l1

13



Chapitre 2

Théoréme du point fixe et quelques

variantes

Résumé :
Ce second chapitre, trés important, nous allons presenter la définition du point fixe et
quelque exemple, il ne contient qu’un seul théoréme, mais il est fondamental, c’est le
théoréeme d’existence et I'unicite d’un point fixe " f () = x" pour les applications stric-
tement contractante d’un espace métrique complet dans lui méme, et on étude la nature

du point fixe et quelque variante.

14



2.1 Point fixe

Définition 2.1.1 :
Soit f une fonction d’un ensemble E dans lui-méme (f : E — E) elle n’est pas nécessai-

rement définie sur E tout entier (domaine de définitions) :
Df C E.
On dit qu’un point x € E est un point fixe si :

1.33€Df
2.f(x) =2

Exemples :
1. Dans le plan, la symétrie par rapport & un point A admet un unique point fixe A.
2. L’application inverse (définie sur I'ensemble des réels non nuls) admet deux points
fixes :—1, 1.

Remarque :
Peut étre application ne possédant aucun point fixe, alors toutes les fonctions n’ont né-

cessairement de point fixe.

Exemples :
1.
fx)=z+1.
On applique la définition :
fl@) = =
= z+1=uz,
— r—x=1,
= 0=1
(Impossible).
Alors f n’admet pas des points fixes.
2.
FRLD — R[]

( :
flz) = %( FVITaR).



Le point fixe :

1
§<x—|—\/1+x2> =
— (:U+\/1+:C2>:2x,
— Vi+a2=uz,
= 1+2° =2
— 1=

(Impossible).

Donc f n’admet pas des points fixes.

2.2 Théoréme du point fixe

Nous allons établir un théoréme trés important donnant des conditions suffisantes

pour 'existence d’un point fixe.

Théoréme 2.2.1 :
Soit (E,d) un espace métrique complet, et soit f : E — E une application contractante

alors f admet un unique point fixe c’est-a-dire qu’il existe un unique point x € E tel que

J(@) =

Preuve. :
1. existence :
Soit (E,d) un espace métrique complet et f : £ — FE une application contractante c’est-
a-dire lipschitzienne de rapport
0<k<l

Soit xg € E, et on pose :

vy = f(w0), 22 = f(21) .00, Tpg1 = f (T0) .

16



Vn €N, on a:

d (f (:En> 7f (l‘n—l)> )

k d(zn,z,-1) (car f lipschitzienne),

kd(f(zn-1),f(2n2)),
k.k d(zn-1,Tn2),

d (mn-l-la l’n)

IAN N A

IN

k"d (JIO, Il) .

e Si
d(l’o,l’l) =0 = x¢=u1x1.

Car (d distance).
On a
z1 = f(w0) = mo= [ (20).

Donc xg est un point fixe de f.
o Si

d(l’g,xl) 7é 0 = d(ilf(),l’l) > 0,
=  d(zpy1,2n) < E"d(z0, 1),

limd(xpi1,2,) < d(zo,z1). lim k" = 0.

n—oo

(car 0 < k < 1).
Donc la suite (z,,),,.y est de Cauchy et puisque £ est complet donc (), convergente.

Soit z sa limite ou

lim z,, = z.
n—oo
On a
Ty = f (xn—l) .
et

r=limz, = == lim f(z,1).

n—oo n—oo

et on a f est continue uniformément alors :
r=f (limxn_1> = f(limxn) = f(z).
n—oo n

17



(Car limz,_; = limx, = m)
n—oo TL—>OO.

Donc f admet un point fixe.

2. PPunicité :

Soient x,y deux points fixes de f tel que x # y alors :

y=r()
et
= d(z,y)=d(f(z),f(y)),
< kd(z,y)
Donc
d(z,y) <d(z,y).
(Contradiction).

Donc x = y alors f admet un point fixe unique. ®

2.3 Le point fixe et suites récurrentes

Théoréme 2.3.1 :

Soit E un ensemble et f une application continue de E dans E et (xy,),cy la suite récur-

rente définie par sa valeur initiale xq et par la relation de récurrence

Tpy1 = f (xn) :

Dans ce cas, si (), oy convergente, elle le fait nécessairement converge vers un point fize

de f.

Si f posséde un point fixe pas nécessairement la suite (xn)neN convergente.

Preuve.

Notons x la limite de (v,,),,oy » ¢ 'est-a-dire

(Jim e, = ).

18



Et aussi la limite de la suile extraire (Tny1),cny MaiS Tniy = f(2,) et on obtient par

continuité de f et unicité de la limite.

x = limx,..
n—oo

Et on a
Tntr = [(@a),
= ==l ),
= f <nh_)nolo a:n), car [ est continue,
= r=f(fima) = 1),
= o= f(2).

Donc x est un point fixe de f. m
Exemple :

Etudier la convergence de la suite définie par :

up € [—1, 400
Un4+1 = V 1+ u,

On introduit Papplication f définie sur [—1, 00| par :
Vee Ry, f(x)=v1+z.
Le point fixe de f :

z,

<~ Vi+z=n=x
= *—z—-1=0,
1++/5
<~

r=¢= 5

On montre facilement que f est dérivable sur |—1,+o0[, croissante sur [—1,+00| puis
que :
/ ([_17 +OOD = [O’ +OO[ - [_17 +OO['

19



La suite (u,) est bien définie.

De plus :
1

Ve e Ry, |f = —

1
< —.
2
D’apres I'inégalité de I'accroissement finis :

V(a,b) € Ry xRy, |f ()~ £ ()] < 7 b—al.

Donc f est 3—lipschitzienne sur [—1,+o0[, donc contractante sur [—1, 00| .

Alors la suite (u,,) définie par :

up € [—1,+o0[,
Un+1 = V/ 1+ Up, -

Est converge donc vers ¢.

i

Figure (01)

2.4 La nature des points fixes

Dans tout ce qui suit, on considére que la fonction g est définie de classe C'* sur I'in-
tervalle I = [a,b] C R (c’est-a-dir la dérivée de g d’ordre 1 existe et continue sur [a,b]).
Comme précédemment, on note a € Ja, b[ un point fixe de la fonction g sur 'intervalle

I, on peut alors distinguer trois cas :

20



Point fixe attractif

Si |¢’ (a)| < 1 alors il existe un intervalle j C I pour lequel la suite (u,,) définie par
up € j tel que :
Vn € Ny =g (uy) .

Converge vers a.
On dit que le point fixe attractif si la convergence de toutes les suites récurrentes
construites a partir de 5 pourvu que la valeur initiale soit suffisamment proche de ce point

fixe.

Point fixe répulsif

Si |¢' (a)| > 1 alors existe un intervalle j C I et tel que :
Yug # a,ug € j.

La suite u,11 = ¢ (u,) ne converge pas vers a.

Dans ce cas, le point fixe a est dit point fixe répulsif.

Un cas douteux

Etudions deux exemples tel que a = 0 et ¢’ (a) = 1.

1. g(x) =sinz, pour x € [0, g]

La convergence ne fait aucun doute si ’on remarque V € }0, %[ :

sinx < x.
s

12
alors décroissante minorée par 0 donc elle converge vers le point fixe 0, qui est bien

Quel que soit son premier terme dans [0 ] la suite récurrente associer a g est
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attractif.

0.1

Figure (02)

2. g(x) =sinhz, pour z € [0,+0c0[, on a :
sinhx > z

La suite (u,) est strictement croissante et ne peut donc pas converge vers le point

fixe 0, qui est donc répulsif.

Alors si |¢' (a)] =1 = a est un point fixe attractif ou répulsif.

2.5 Graphe du point fixe

Graphiquement, les points fixes d’'une fonction f s’obtient en tracant la droite d’équa-
tion y = x, tous les points d’intersection de la courbe représentative de f avec cette droite
sont alors les points fixes de f.

Sur I'exemple de la figure ci-dessous il y a deux points fixes z et x;.
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, y = f(=)

Iy I

Figure (03)

2.6 Variantes du théoréme fondamental et applica-

tions

Applications dont un itéré est strictement contractant

Proposition 2.6.1 :

Soient (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une application, on définit fPpar :

fo=1Idg et fl =Ff, ..., fP* ' = fPo f, pourp > 1.

On suppose qu’il existe p > 1 tel que fP soit contractante alors f admet un unique point

fize.

Preuve. :

D’apres le théoréme du point fize, fP admet un point fixe unique que l’on notera x.
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@) = f (),
= f (" (x),
= [(2).
Ainsi f (x) est un point fize de fP et l'on a donc f(x) = x (unicité)

D’autre part, tout point fixe de f est aussi point fixe de fP et donc égal a x.

Donc f admet bien un unique point fixe qui est le méme que celui de fP. m

Applications dont une restriction est strictement contractante

Proposition 2.6.2 :
Soient (E,d) un espace métrique complet, et F = B (a, p) une boule ouverte de E, soit
f: F — E une contraction stricte de constante k € 10,1, (F étant muni de d induite) .

Sous l’hypothése :
d(f(a).a) < p(1— k).

1l existe u € F unique tel que

f(u) =u.

Preuve. :

Considérons la suite :
up = a,uy = f(ug) = f(a),ug = f(u1),..c,tini1 = f(uy).
Si u, € F, pour tout n vérifions qu’ il en est bien ainsi, par récurrence

uw = a€F=B(ap)),

U1 = f(a),
— d(u) =d(f(a),0) < p(1—k) < p.

Supposons que u, € F et prouvons qu’ alors u,.1 € F on a :
d(Unt1a) < d(Upsr tn) +d (Up,y Up—1) + ... + d (ug,u) +d(ur, a).

Masis
d(uz,u1) = d(f (w1), f(u)) < d(u,a) k.
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d(“n-‘rh“n) = d(f (un) 3 f (un—l)) S kd (unaun—1>7
< k2d (unfl,un72)7

< k"d(uy,a).
D’ot
d(tnr,0) < (K" +E" 4+ +k+1)-d(u,a),
— p(1—Fk)=p.
< 7k =p
Et
un+1€F.

Donc la suite (uy,) et bien définie (u,,) est suite de Cauchy, donc convergente dans E vers
uec k.
On a

d(uva) < —d(f(a),a),

< Tf (1 —k) = p (Uestimation a priori) ,

= d(u,a) <p,
= u€ B(a,p),
= wu€kF

Comme dans la démonstration du théoréme du point fize, on démontre que u est l'unique
point fixe de f. m

25



Chapitre 3

Quelques applications du théoréme

du point fixe

Résumé :

Dans ce chapitre, nous présentons quelques applications des théorémes de point fixe
sur un espace métrique, de plus dans espace topologie et dans un espace affine de dimension
finie.

Enfin, les principes de continuations seront abordés puisqu’ils sont trés utiles pours

pouvoir garantir ’existence d’un point fixe d’une fonction.
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3.1 Dans les espaces métriques

Résolution de systémes linéaires

On se propose de résoudre le systéme linéaire M. X = B, a n équations et n inconnues
tel que :
M est une matrice carrée n x n donnée, B une matrice colonne donnée, et X est la matrice
colonne cherchée.

Posons A =1 — M, ou I est la matrice unité et
g(X)=AX+ B.

La résolution de systéeme M.X = B est équivalente & la recherche d’un point fixe de g, en
effet :

g(X) = X,
— AX+B=X,
~— X-AX=8,
— (I-A)X=B8B,
~— MX=B.

Bien entendu, le fait que g soit ou bien ne soit pas une contraction stricte va dépendre du
choix de la distance qu’on mettra sur R” (ou C").

Pour X = (x1, 29, ...,2,) et Y = (y1, Y2, ..., yn) prenons d’abord sur R" la distance :
Notons

A= (aiy)

1<ij<n *
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doo [9(2),9(y)] = do (AX+ B,AY + B),
= max |[A(X =Y

1<i<n il

n
= 112%); Zai,j (z; — )|
=1
[ n
< max > aigl |z —yj\] :
L=t
o -
< max Z |la; ;|| max |z; — y;],

1<i<n 1<i<n

Li=1 i

n

< max [ ay|| de (X,Y).

1<i<n
Li=1

Et donc g sera contraction strict lorsque A = I — M vérifiée :

n
1Ally,00 = max [Z ‘ai,j’] <1

i=1

Alors g n’est pas “obligée” d’étre strictement contractante.

Résolution d’une équation intégrale

Soit [a,b],a < b un intervalle compact dans R, on considére I'espace de Banach F =

C* ([a,b] ,R), on se donne ¢ € E et une fonction K : [a,b] X [a,b] — R continue sur son

domaine de définition, on suppose donné, enfin A € R.

On se propose de résoudre 1’équation, intégrale linéaire il faut trouver une fonction U (t)

dans E telle que :

U(t):)\/K(t,s)U(s)dergo(t),Vt,se ab].

A manifestement affine définie par :

[A(U)] (t) :)\/K(t,s)U(s)ds+g0(t), pour U € E.

D’apres les propriétés élémentaires des intégrales dépendant d’un parametre, puisque K

est continue sur [a,b] X [a, b], et puisque ¢ € E, on a A(U) € E, A applique E dans E.
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On calcule dy, [A (U), A (V)], telle que :

do [A(U),A(V)] = g%HA(U)] ) —T[AMW) @),
~ max )\/K(t,s)U(s)dergo(t)—A/K(t,s)V(s)ds+go(t) ,

a

a<t<b

— max |\ /K(t,s)[U(s)—V(s)]ds.

Puisque K est continue sur le compact [a,b] X [a,b], il existe réel M > 0 telle que
|K (t,s)| < M pour (t,s) € |a,b] X [a,b], et donc :

max | /|K<t, U ()~ V () ds | |

LAU) AV < mas
< M. ma /| (ds | |
b
<

A M.mas U (5) - v<s>\/ds,

< AMA(b=a) U=V

L’application affine A est donc une contraction stricte sil’on a la condition |A| .M. (b — a) <

1 c’est-a-dire si |\| “assez petite” :|\| < W—a)

Le théoréme du point fixe permet d’énoncer : I’équation intégrale admet une solution

U € E telle que A(U) = U si |\ < 7 b STACEDR

Méthodes des approximations successives

Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction strictement contractante de constante k € |0, 1],

tel que f est dérivable sur [a, b] avec :
Théoréme 3.1.1 0 < |f' (t)| < k < 1,Vt € [a,b], (théoréme des accroissements finis.)

D’aprés le théoréme des suites récurrentes, la suite (t,,) définie par :
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to - [(I,b],
tl = f(tg),,tn+1:f(tn)

Est convergente vers le point fixe t de f sur [a, b] .
Si
0<f'(t) <1
La suite des itérés est monotone : croissante (Respectivement, décroissante) si to a été

pris a gauche (Respectivement, & droite) du point fixe ¢.
Si
-1 < f'(t) <O0.
Les Deux termes consécutifs de la suite encadrent la solution cherchée.
Soit & présent 'équation g (t) = 0, ou t € [a, b], g vérifiant :
g(a) <0et g(b) >0, g dérivable sur [a,b] et :

e, 3IC e R,0<c< ¢ (t) <C pour a <t <b.

Posons
f)=t=2Xg(t).
Ou

A # 0 et choisir au mieux ultérieurement ’équation proposée g (t) = 0 équivaut a la

recherche d’un point fixe pour f.

3.2 Dans les espaces topologiques :

Ce théoréme donne l'existence d'un point fixe (mais pas nécessairement 1'unicité)

pour une fonction continue sur une boule fermé dans un espace de dimension finie.

Un théoréme du point fixe topologique

Théoréme 3.2.1 :
Soit k une partie non vide, compacte et convere de R" et : f : k — k une fonction

continue, il existe x € k tel que f (v) = x.
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Rétraction

Définition 3.2.2 :
On appelle rétraction de l’espace topologique E sur un fermé F' de E toute fonction

continue de E dans F' qui est 'identité sur F.

Théoréme 3.2.3 :
Soit K un compact convexe dans un espace de Hilbert E. Alors il existe une rétraction
1-Lipschitzienne T, : E — E.

Lemme 3.2.4 :

Toute application continue de la boule unité fermée de R™ dans elle méme admet un point

fize.

Preuve. :

Soit € E. Par compacité de K, il existe a € K tel que

Iz —al = jn |}z — £
Sibe K est tel que
2~ bl = jnf Jl— k|| = |}z —al.
Alors
b a+b
a—bx— =
’ 2
Et donc ) )
a+b + || ||2 a+b
2 2
Or “T’b € K par convexité de K et donc
—b|? bl
| <l —al?- Hx— 0 <,

Donc a = b. Comme pour tout x € F, il existe un unique a, € K tel que
l# = ag|| = nf [la— K[|
€K

Alors Tk (x) = a, définit une application T : E — K qui est I'identité sur K.

Pour montrer que Tk est continue, remarquons d’abord que pour tout £ € K et tout
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te[0,1],ona (1—1t)Tk (x)+tk € K et donc

lv = T ()| + 2t (& — T () . k = Te () + ¢ |k — T ()]
= |lz = T (2) =t (k = T (@))]°,
> || T (z) — ||

Donc
(x — Tk (x),—b+ Tk (x)) > 0.

Pour tout k € K.

Donc V (uy,us) € E%, on a :

lur — wal|” = [[(uy — T (w1)) + (T (u1) — T (u2)) + (T (u2) — ua)|1?,
= || Tk (u1) = T (u2)||* + 2 (T (1) — T (ua) ,ur — T (ur) + T (ua) — uz) + |lus — T
> || Tk (u1) — T (u2)].

Soit K un compact convexe de R". Quitte & remplacer K par A\K et f par z € \K —
Af (f) € AK on peut supposer que K C By (0,1). Donc, T est une rétraction de By (0,1)
sur K. Soit F': K — K une fonction continue. Alors F = F o Tk : By (0,1) — B (0,1)
est continue.

Si le théoréme de Brouwer est démontré pour By (0, 1), alors il existe z € By (0,1) tel que
v =F(z) = F(Tx (7). Comme F est & valeurs dans K, on a € K et donc Tk (z) = z,

ce qui implique que x est un point fixe de F' sur K. m

Le cas K=B5;(0,1)

On dit qu’un espace topologique a la propriété du point fixe si toute fonction continue
f: E — E posséde un point fixe, et la boule By (0, 1) a la propriété du point fixe en toute

dimension n € N*.

Lemme 3.2.5 :
S’il existe une rétraction de Bs, sur Ss,, il existe un champ de vecteurs par tout non nul

sur Say,.

Preuve. :
Voir (7). m
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3.3 Applications du point fixe dans un espace affine

Définition 3.3.1 :
H
Soit E un espace vectoriel et A un ensemble quelconque non vide.

—>
On dit que A est un espace affine de direction E s’il existe une application bijective :

d : EF— A,
(U,p) — @(7,])).

Tel que vérifiée trois conditions :

—

1L (p+ W)+ 7V =p+ (W +70)VU,V € E,¥p € A,
p

!
& e
|

3.¥p, g€ A, AU € E tel queq=p+ .

Application affine

Définition 3.3.2 :
— —
Soit Ay et Ay deux espaces affines de direction Fy et Fs.
Une application f : Ay — As est dite affine s’il existe une application linéaire ® : Ey — Fy

tel que :

f®)fa) =2 ([P, Yp,q € Ar

Notation 3.3.3
H
b= f.

Sous-espace affine

Définition 3.3.4 :
—
Soit A un espace affine de direction E, et soit B une partie de A non vide.

H
B est un sous-espace affine de A s’il existe p € B et il existe un sous-espace vectoriel F
_)
de E tel que :

B = p+F,
= {p+7W,u €F}.

Point fixe

Définition 3.3.5 :
Soit f: A — A une application affine.
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Un point fixe de f est un point p € A tel que :

f(p) =p.

On pose :
Fiz (f)={pe A/f(p) =p}.

L’ensemble des points fizes de f.
Fixz f peut étre vide.

Point fixe d’une application affine

—
Soient E un espace vectoriel et E/ un espace affine de dimension finie et de direction
H

E.

ﬁ
Soient f une application linéaire et f : £ — E une application affine.

Proposition 3.3.6 :
Soit f une application affine de E dans E, ’ensemble des points fizes de f est le sous-

_)
espace affine passant par un point fixe et de direction ker < f—=1 dﬁ) )
H
Remarquons d’abord que ker < f=1 dﬁ) est le sous-espace vectoriel des vecteurs fixes par

ﬁ
f, c’est donc le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 1 si 1 est valeur

_)
propre de f et il est réduit au vecteur nul sinon.

Preuve. :
S’il existe un point C' de E fixe par f; montrons que I’ensemble X des points fixes de f
%
est égal A = C + ker ( f - Idﬁ) .Soit ¢ un point de A, Alors on a I’égalité

fla)=c+ [ ().

or, puisque les points ¢ et a sont dans A, le vecteur ca appartient a la direction de A,
— —
soit ker (f — Idﬁ), donc le vecteur ca est fixe par f et f(a) vaut a, c’est -a -dire que

le point a appartient a = .Soit b un point de x, on a ’égalité
— /— _— =
7 () =F ) f ) = cb.
— — . — .
donc le vecteur cb est dans ker ( f—=1 dﬁ) et le point b = ¢ + cb appartient a A.

Théoréme 3.3.7 :
H
Soit f une application affine de E dans E (de dimension finie toujours) et soit f [ap-
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plication linéaire associée & f, Alors Uapplication f admet un unique point fixe si et

H
seulement si 1 n’est pas valeur propre de f .

[ |

Preuve. :
Si f admet un unique point fixe. Alors, I’ensemble des ses points fixes est un sous-espace
affine de direction ker <7> -1 dﬁ) = {ﬁ)} donc 1 n’est pas valeur propre de 7 Récipro-
quement, si 1 n’est pas valeur propre de f, nous avons & démontrer un résultat d’existence
et d’unicité
Existence :
Fisons un point a de E et cherchons a déterminer un point fixe ¢, on a les équivalences

suivantes :

—

FlO)=ce fla)+ f (@) =a+at < f(a)a= (7-1@) (@d).

— —

Comme F est de dimension finie et que f — Id3 est injective f — Id est surjective, le

s L, — — —_ . N
vecteur f (a)a a donc un antécédent v" par f — Id, posons ¢ = a + o', il vous reste &
vérifier que ce point ¢ défini a partir du point a est un point fixe.

ﬁ

L’existence résulte donc de la surjectivité de 'application f — Id.
Unicité :

Puisque f admet un point fixe, ’ensemble de ses points fixes est un sous-espace affine de

ker (f — 1dz) = {0}

(Injective), donc le point fixe est unique. m

direction
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Chapitre 4

Quelques théorémes du point fixe

Résumé :

Dans ce chapitre, on étudie quelques théoréemes du point fixe, étant donnés un en-
semble E et une application f : F — FE, ces théorémes donnent certaines conditions sous
lesquelles f admet un point fixe dans F ces théorémes sont importants dans les mathéma-

tiques car il y a plusieurs applications.
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4.1 Théoréme de Kakutani

Théoréme 4.1.1 :
Soit E un espace vectoriel normé, K un compact convexe de E et'T; : K — K une famille
quelconque d’applications affines continues qui commutent deux o deux. Alors il existe

un point fixe commun a tous les T;.

4.2 Théoréme de Brower

Théoréme 4.2.1 :
S # ¢ désignant une partie convexe et compacte d’un espace vectoriel normé de dimension

finie, toute application continue f : S — S admet au moins un point fixe.

4.3 Théoréme de Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréeme de Brouwer pour montrer ’existence
d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de
p p p P

Banach.

Théoréme 4.3.1 :
Soient E un espace de Banach et K C E convexe et compact. Alors toute application

continue f : K — K posséde un point fixe.

4.4 Théoréme de Banach

Théoréme 4.4.1 :
Soit (E,d) un espace métrique complet et f une application de E dans E, si f est contrac-

tante alors f admet un unique point fixe, de plus quelque soit I’élément a de E, la suite

(Un) ey définde par
Uy = @,
Un41 = f (un) :

Converge vers ce point fize.

4.5 Théoréme de Picard

Théoréme 4.5.1 :

Soit (E,d) un espace métrique complet et f : E — FE une application contractante
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(Lipschitzienne de rapport k < 1) Alors f posséde un unique point fire a € E et pour
tout point initial xo € X, la suite itérée () avec zo € E quelconque et xp11 = f (1)

convergente VETS Q.

4.6 Théoréme de Caristi

Théoréme 4.6.1 :
Soit ® : X — |—o00, +oo[ une fonction propre semi-continue inférieurement bornée infé-
rieurement. Soit F': X — X wune fonction multivoque telle que pour tout x € X il existe
y € F (x) tel que :

d(z,y) <@ (x) -0 (y).

4.7 Théoréme de Krasnoselskii

Théoréme 4.7.1 :
Soit X un espace de Banach et D un ensemble non vide de X fermé borné et conveze.
U,C deux applications de D dans X telles que U est une contraction et C' est compact et

continue tel que :
Ur+Cye D,Vz,ye D.

Alors : dx € D tel que :
Ur+Cz = x.
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