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Abstract

In this dissertation we addressed an overview
of transportation problem with two indices,
where we study the outs on the linear
programming of which a general formulation of
the problem considered.

And we talked to the most important methods
of solution, similar method (Coin Nord-Ouest,
Vogel, Russell) together with illustrative
examples of each method.
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Introduction

Le probléeme de transport, souvent observé dans différents domaines de l'industrie,
est introduit pour la premiére fois par Hitchcock en 1941, traité et étudié en détail par
Koopmans en 1947, Kantorovitch et Savourine en 1949 et puis Dantzig en 1951. Le pro-
bléme de transport & deux indices largement étudié dans la littérature, est un modéle
générique pour les problémes d’affectation et peut étre formulé comme un programme
linéaire avec une structure spéciale des contraintes. Dans sa forme classique, le probléme
de transport consiste & minimiser le cotit de transport des marchandises disponibles en
m sources (nceuds des disponibilités) et demandés pour n destinations (noeuds des de-
mandes). Ensuite, I’étude est prolongée au probléme a un nombre d’indices supérieur a
deux. Depuis les années soixante, plusieurs études ont été publiées sur le probleme de
transport a trois indices et plus général, sur celui a indices multiples sans capacités.

Déterminer une solution initiale est un pas important dans la résolution du probléme
de transport, c’est pour cette raison que les chercheurs se sont intéressés a trouver une
méthode d’initialisation permettant de trouver une solution la plus prés possible de la
solution optimale. Dans ce travail, on va présenter trois méthodes les plus connues a
ce jour pour trouver une solution initiale d’'un probléme de transport & deux indices
(classique).

Ce mémoire est composé de deux chapitres.

Dans le premier, nous rappelons des résultats fondamentaux d’analyse convexe et de
la programmation mathématique et particulierement celle linéaire.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la présentation du probléme de transport a
deux indices et contient aussi la description de quelques méthodes d’initialisation les plus

connues (Coin Nord-Ouest, Vogel, Russel) avec des exemples correspond.



Chapitre 1

Programmation mathématique :

généralités et outils de base

Ce chapitre comprend des résultats fondamentaux d’analyse convexe et de la pro-

grammation mathématique qui seront utilisé ultérieurement.

1.1 Généralités

1.1.1 Notions fondamentales d’analyse convexe

La notion de convexité est un outil mathématique important pour 1’étude théorique
des problémes d’optimisation. On présente dans ce paragraphe quelques notions
d’analyse convexe d’usage courant.

e Un sous ensemble C' de R" est dit convexe si :
1-Nz+XyeC, Vo, ye C,VAe[0,1].

Dans le présent paragraphe, on considére une fonction f : R" — R, avec

R=RU{-00, + o0}.

e L’ intersection de tous les ensembles convexes contenant un sous ensemble S de R™
est appelée : enveloppe convexe de S, on la note conv (S) ou co(S) : c’est le plus petit
convexe de R™ contenant S.

e L’enveloppe convexe d'un sous ensemble fini de R", conv ({xz, 1= m}) est
appelé : polytope. Si de plus, les vecteurs {31:Z —x1, 1= m} sont linéairement indé-
pendants, alors conv({mi,i = m}) est appelé :

un k simplexe de sommets x1, ..., Tgy1.

e Un polytope convexe est dit polyedre.



e [’ensemble :

dom(f) ={z € R": f(x) < 4o0}.

Est dit domaine effectif de f.

e La fonction f est dite propre si :

dom(f) # @ et f(x)>+oo, VoeR"

Dans le cas contraire on dit que f est impropre.

e Pour a € R, I’'ensemble :

Sa(f) ={z eR": f(x) <a}.

Est appelé ensemble de niveau « ou section (inferieur large) de f.

e [’ensemble :

Sa(f)={z€R": f(x)<a}.

Est dit de niveau « inférieur strict de f.

e La fonction f est dite convexe si :

F=XNz+Ay) <A=N) f(x)+Af(y),Vz, ye R", VA e0,1]

Par convention, on prend oo — 0o = 400.

On montre que f est convexe si et seulement si pour tout entier m > 0 et pour tout A\; > 0

tels que Z)\izlona:

i=1

/ <i Az’%’) < i/\i f(z),Va; eR”

=1

e La fonction f est dite strictement convexe si :
FL=Nat+dg) < (1=X) f @) +Af (), Ve, ye R, a4y, ¥Aelo1],

e Etant donnée une fonction g : C' — R™ avec C' C R", prenons



W) = { g(x), sixel

+00, ailleurs

On a alors h : R" — RU {400} la fonction h, s’appelle prolongement ou étendue de
g sur R”.
Si C' est convexe alors, la fonction g est convexe sur C' si et seulement si son prolon-

gement h est convexe sur R”.

1.1.2 Programmation mathématique

Définition 1.1.1 :

Etant donné un domaine C' C R™ et une fonction f : C — RU{+o0};

e Un probléme de programmation mathématique consiste & minimiser (ou maximiser)
fosur C.

Autrement dit, il s’agit de trouver un point z* € C' (si un tel point existe) pour lequel :
f(z) > f(z*) pour tout x € C (le cas de mazimisation, f(x) < f(z*) pour tout x € C).

e Un probléme de programmation mathématique (de minimisation) est formulé comme

{min f(x)

suit :

reC (P)

e Tout point de C' est appelé solution réalisable de (P).
e On appelle solution optimale globale de (P) toute solution réalisable x* réalisant le

minimum de f sur C. L’ensemble des solutions optimales globales est noté :
arg min f(z)

e On dit que z* est une solution optimale local de (P) s’il existe un voisinage V' de x*
tel que f (x) < f (z*),VzeV.
L’ensemble des solutions optimales locales est noté par loc mcin f(z).

Nous avons toujours :
arg mcin f(z) C loc mcin flz)

eSoit x € C, on dit que d € R™ est une direction admissible s’il existe o > 0 tel que :
r+tdeC,Vtel0q].



Principaux résultats d’existence et d’unicité :

Théoréme 1.1.2 : (Existence) [10]

Si f est propre, continue, coercive (i. e f(x) — 400 lorsque || z || — oo avec x € C)

alors (P) admet ot moins une solution optimale.

Théoréme 1.1.3 : (Unicité) [10]

Si de plus f est strictement convexe alors (P) admet une solution optimale unique.



1.1.3 Programmation linéaire

Un programme linéaire est un programme mathématique dans lequel :
1- La fonction objective f est linéaire.
2- Le domaine C' est défini par un ensemble des équations affines.

Un programme linéaire (PL) s’exprime de fagon générique sous la forme
min[¢'z : x>0, Az =10 (Po)
avec ¢, t € R", b € R™ et A € R™*"™.

Remarque 1.1.4 :

Tout probléeme de minimisation peut étre transformé en un probléme équivalent de

maximaisation.

Définition 1.1.5 :

Etant donné un programme linéaire de la forme (F).

- On appelle solution tout vecteur x tel que Ax = b et solution réalisable (admissible)
tout vecteur x tel que Ax = b, v > 0.

- Supposons que rang(A) = m, on appelle une base B, toute sous matrice carrée

réquliére d’ordre m extraite de A.

Corollaire 1.1.6 :
- On associe a toute base B, les décompositions A = [B/N] et © = (iﬁ) et c = (;‘3)

Si lon fixe le vecteur x a zéro, alors le vecteur x:(B ;)lb) vérifiant Ax = b est dit solution
de base.

Définition 1.1.7 :

- Une solution de base est dite réalisable si xg > 0.

Définition 1.1.8 :

- Les composantes du vecteur xg sont appelées variables de base et les composantes
du vecteur x sont appelées variables hors-base.

- Une solution de base est dite dégénérée si certaines de ses variables de base sont
nulles.

- Une solution de base est dite optimale si elle rend la fonction objectif ¢’z optimale.



1.1.4 Applications

La programmation linéaire intervient dans de nombreux problémes concrets liés aux
activités humaines (optimisation d’un bénéfice de vente de production soumise a des
contraintes linéaires de toutes sorte :

Contraintes de stocks, de temps de fabrication, de budget, de personnel ..., minimi-
sation des cotits de transport dans la distribution de produit).

1) Probléme de transport & deux indices

C’est en 1941 que Frank L. Hitchcock a formulé pour la premiére fois le probleme de
transport, qui consiste & minimiser le cott total de transport d’un plan d’expédition.

On peut d’écrire un probléme de transport de la fagon suivante :

Une quantité donnée d’un produit uniforme est disponible & chacune des origines.

Il s’agit d’envoyer des quantités spécifiées & chacune des destinations. On connait le
colit unitaire de transport des origines vers les destinations. En supposant qu’il est possible
d’expédier des produits depuis n’importe qu’elle origine vers n’importe quelle destination,
il s’agit de minimiser le cott total de transport des origines vers les destinations; nous
supposons qu’il y a m origines et n destinations, la variable x;; représentera le nombre
d’unités expédiées de l'origine 7 vers la destination j, x;; > 0 pour tout ¢ et j.

Pour chaque origine ¢ donnée, il y a n valeurs de j possibles; cela implique qu’il y a
(m x n) x;; différents.

On note par a; la quantité disponible du produit a l'origine ¢, et par b; la quantité
requise a la destination j.

Alors mathématiquement le probléme de transport est formulé comme suit :

m n
Minimiser Z = E g CijTij
i=1 j=1
sous les contraintes

n
E Tij = aj, 1=1,....m.
J=1

m
inj:bj; ]:1,,n
i=1
Tij > 0, v ’i, ]
2) Le probléme d’affectation :
Le probléme connu dans la littérature sous le nom de probléme d’affectation est
souvent présenté dans le cadre du scénario suivant ; n personnes doivent étre affectées a

n travaux, chaque personne doivent affecter un travail (ou une tache) et un seul, le cott

de formation de la i éme personne lorsqu’elle est affectée au j eme travail est c;;.



Il s’agit d’affecter les personnes aux travaux de sorte que le cott total de formation

soit minimum, ce probléme peut se formuler comme un programme linéaire en variables

bivalentes en posant :

1
0

xij =

On a alors :

si la 7 eme personne est affectée a la j eme tache.

sinon

m n
Minimiser Z, = E E CijTyj

i=1 j=1

n
E T = 1, 1= 1,2,...,m.
=1

ixzj = 1, ] = 1,2,...,n.
i=1

ri; € {0,1}

Les n premiéres contraintes du probléme expriment que chaque tache est prise en

charge par un personne exactement ; les n contraintes suivantes expriment que chaque

personne s’est vue affecter & un travail.



Chapitre 2

Probléme de transport a deux

indices

Dans ce chapitre, on donne une présentation générale du probléme de transport a
deux indices a savoir : définitions, propriétés du probléme, conditions de la réalisabilité,

conditions d’optimalité et quelques méthodes d’initialisation pour le probléme.

2.1 Position du probléme

Le probléme de transport a deux indices (P7T2) est formulé comme suit :

m n
Minimiser Z, = Z Z CijTij
i=1 j=1
sous contraintes

n
E Tij = Qg 1= 1, o, m.
Jj=1

ZIZ‘]‘ = bj, ] = 1, .
i=1
x;; > 0, pour tout i, j.

Dans ce probléme a;, b; et ¢;; sont donnés et tels que pour tout (4, j) on a a; > 0,
bj>0etcl-j2().
Cette formulation est équivalente au programme linéaire suivant :

min Z =c'z
s. ¢
Ax =10
x>0

10



avec
1= (T11,T12, o, Tpup) | € RY.
ec=(c11,C12, 0, Cnn) | € RV,
b= (a1,...,am, b1, ..., b,) € RM.
e Aest M x N matrice.

o M =m+n, N=mn.

e Rang A= M + N — 1.

Définition 2.1.1 :

e Une solution réalisable x de (PT?2) est dite de base si les colonnes de la matrices
A, obtenue de A en gardant seulement les colonnes correspondant auz variables x;; > 0
sont linéairement indépendantes.

e Une solution réalisable de base est dite non dégénérée si :
rang(A,) = rang(A)

e Soit x une solution réalisable de base, le couple (i, j) tel que x;; > 0 est appelé case

intéressante, dans le contraire, (i,j) est dite non intéressante.

11



2.2 Tableau de transport

Le tableau “T” de transport est par définition un tableau rectangulaire ayant m lignes
(1 =1,...,m) correspondant aux origines A; et n colonnes (j = 1, ...,n) correspondant aux
destinations B;.
Chaque case (7, 7) ( I'intersection d’une ligne i et d’une colonne j ) de 7" contient des
quantités comme :
- Le cotit unitaire ¢;; de transport de A; vers B;.
- La valeur de la variable x;;.
Le tableau T' est en outre bordé par une colonne marginale contenant les disponibilités

a; (i =1,...,m) et une ligne marginale contenant les demandes b; (j = 1,...,n).

Exemple 2.2.1 :

Ci1 [ €C12 |€C13 |- | Cip | 1
C21 | C22 | Ca3 | Cop | QA2
C31 | C11 | C11 o | Cnn a3
Cmi | Cm2 | Cm1 | " Cmn | Om
by b b3 e | by

2.3 Reésultats fondamentaux

Théoréme 2.3.1 : (Condition de réalisabilité)

Le probléme (PT2) admet une solution réalisable si et seulement si :

m n
E a; = E bj
=1 j=1

Théoréme 2.3.2 : (Conditions d’optimalité)
Soit x une solution réalisable pour le probléme (PT2), alors x est optimale si et seulement
sl existe un vecteur.

(Uy eeey Uy, V1, ...,vn)T e RM

Tel que :

u +v; <c pour x5 =0
et

u; +v; = ¢ pour Xy >0

12



Exemple 2.3.3 :

Une fabrique de conserves expédie des caisses vers des dépots. Nous voulons que le
programme d’expédition des caisses minimise le cott de transport total des usines vers
les dépot. pour simplifier, nous supposerons qu’ il y a deux usines 1 et 2 et trois dépots
A, B et C. les disponibilités en caisses dans les usines a; et les besoins des dépot b; sont

représentées dans le tableau 1.

a; b;

J

, o 300 caisses au dépot A
350 caisses a I’ usine 1 ‘ o
) o 300 caisses au dépot B
550 caisses a I’ usine 2

300 caisses au dépot C

Tableau 1 : disponibilités des uines
On voit tout de suite que la condition de réalisabilité est vérifiée, puisque :
3
> a; = b; =900
=1

i=1 j

Le cott d’expédition, par caisse, entre chaque usine est chaque dépot est consigné dans le

tableau 2 ci- dessous.

Origines Destinations Offre
A | B C

1 25 | 17 16 | 350

2 24 | 18 14 | 550

Demandes | 300 | 300 300 | 900

Tableau 2 : coits d éxpedition

Le probleme consiste a déterminer le nombre de caisse que chacune des usines doit expédier
vers chacun des dépots de fagon o ce que le coit de transport total soit le plus faible
possible.

» La fonction objectif a minimiser est :

Min Z = 25211 + 173712 + 16{2313 + 24ZL‘21 + 18x99 + ].41'23

13



» Sous les contraintes :

r11+ 212 +x13 = 350 (Dues aux l'origines)

To1 + Too 4+ xa3 = 550
et

Ti11 + To1 = 300
T1o + T9o = 300 (Dues aux distinations)

{L'13+ZL‘23 = 300

x;; est le nombre d’ unités expédiées de l'origine 1 vers la destination j. x;; > 0, V 1, j.

2.4 Reésolution de probléme

Pour trouver une solution optimale au probléme de transport on commence par déter-
miner une solution réalisable et en suite on améliore cette solution jusqu’a I’obtention de la
solution optimale, il est intéressant d’utiliser des méthodes d’initialisation qui donnent une
solution trés proche de la solution optimale, nous exposons briévement quelques méthodes

classique d’initialisation du probléme de transport avant d’on proposer une nouvelle.

2.5 Méthodes d’initialisation

Les méthodes d’initialisation les plus connues sont toute basées sur le méme principe

décrit ci-dessous.

Etape 1 : Déterminer une case (1,7) de la grille désignée par la méthode
utilisée.

Etape 2 : Comparer a; et b; et aller & (2.1), (2.2) ou (2.3) selon le cas.
2.1:85ia, <b;:

x;; = a;, remplacer b; par b; — z;; et a; par 0 et supprimer la ligne ¢.
2.2:Siai>bj:

x;; = bj, remplacer a; par a; — x;; et b; par 0 et supprimer la colonne j.

2.3:Siai:bj:

Affecter z;; = a; = b; et poser a; = b; = 0, nous nous trouvons dans un cas dégénéré.

14



On supprime alors la ligne 7, & moins qu’elle ne soit la seule ligne restante du

tableau, auquel cas il faut supprimer la colonne j.

Etape 3 : Répéter I'algorithme sur le tableau réduit jusqu’a ce que tous

les a; soient 0.

Saturant une rangée a chaque étape, nous obtiendrons une solution d’au plus m+n—1
variables non nulles. Il y a m lignes et n colonnes qu’on sature I'une aprés 'autre, sauf

lors de la derniére affectation ot une ligne et une colonne sont saturées simultanément.

15



2.5.1 Meéthode du Coin du Nord-Ouest

Certainement c’est la méthode la plus facile & mettre en ceuvre et de complexité
minimale, elle consiste a déterminer la variable de plus petit indice ou il est possible
d’affecter une quantité. Sa simplicité I’a rendue trés populaire. Par contre, la solution

trouvée n’a aucune raison d’étre prés de la solution optimale.

Notation 2.5.1 :
» & o gouche d’une ligne ou en haut d’une colonne pour montrer que cette ligne ou
cette colonne a été éliminée.

» [ pour montrer qu’une cellule (p;q) fait partie de la base.

Exemple 2.5.2 :

Nous repartons du tableau initial :

Origines Destinations Offre
1 2 3

1 25 | 17 16 | 350

2 24 | 18 14 | 550

Demande | 300 | 300 300 | 900

Etape 1 : le tableau restant se compose de deux lignes et de trois colonnes ; son coin
nord-ouest est la cellule (1;1), x11 entre donc dans la base.
E’tape 2:

13 = min{ay.by} = min {350;300} = 300
ai = a;—x =350 —300=50
by = b —x1 =300—300=0

Etape 3 : d), = 50 et V, = 0, on élimine donc la colonne 1.

Etape 4 : Il nous reste 2 lignes et 2 colonnes, nous n’avons donc pas terminé.
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Origines Destinations Offre
1 & |2 3
1 25 [ 300 | 17 16 | 350 50
2 24 18 14 | 550
Demande | 300 0 | 300 300 | 900

Etape 1 : Le tableau restant se compose des lignes 1 et 2 ainsi que des colonnes 2 et

Tableau apres la premiere itération

3; son coin nord-ouest est donc le (1;2).

E’tape 2:
r12 = min{ag; by} = min {50;300} = 50
Clll = &1-%12:50—5020
by = by — x19 =300 — 50 =250

Etape 3 : a}, =0 et V, =250, on élimine donc la ligne 1.

Etape 4 : Il reste une ligne et deux colonnes, il faut donc reprendre la démarche

Uétape(1) afin d’opérer une troisiéme itération.

Origines Destinations Offre
1 & | 2 3

1 & | 25 [ 300 17 [ 50 | 16 | 350

2 24 18 14 | 550

Demande | 300 0 | 300 250 | 300 | 900

Tableau apres la deuxieme itération

Etape 1 : Le tableau est maintenant constitué des colonnes 2 et 3 et de la ligne 2,
son coin nord-ouest est la cellule (2;2).
E‘tape 2:
Tog = min{ay; by} = min {550;250} = 250
a; = as — Tay = 550 — 250 = 300
bl2 = b2—$22:250—250:0

Etape 3 : d, = 300 et b, =0, on élimine donc la colonne 2.
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FEtape 4 : Comme il reste une ligne et une colonne, une quatriéme itération est

nécessaire.
Origines Destinations Offre
1 & 2 & | 3
1 & | 25 [300 |17 1 50 16 | 350 0
2 2/ 18 -1 250 14 | 550 300
Demande | 300 0 | 300 0| 300 | 900

Tableau apres la troisieme itération

Etape 1 : Il ne reste que la ligne 2 et la colonne 8, donc le coin nord-ouest est la
cellule (2;3).

E‘tape 2:
Te3 = min{ag; b3} = min {300;300} = 300
ay = as — Te3 =300—300=0
bg = b3—$23:300—30020
Etape 3 : ay = 0 et by = 0, la ligne 2 est la derniére ligne, on élimine donc la
colonne 3.

Etape 4 : Il ne reste que la ligne 2, la solution réalisable de base initiale est trouvée.

Origines Destinations Offre
1 & | 2 & |3 )

1 & | 25 [D300 | 17 L1 50 | 16 350

2 24 18 L1250 | 14 [1300 | 550

Demande | 300 0| 300 0 | 300 0 | 900

Tableau apres la quatrieme itération

Nous pouvons calculer le codt de transport total de ce plan d’expédition :

Min Z = 25(300) +17(50) + 18(250) + 14 (300) = 17050
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2.5.2 Meéthode de Vogel

Cette méthode mise sur la minimisation d’un systéme de pénalités. On appelle la
pénalité d’une rangée, la différence de cotlit entre la case de plus petit cotit et celle du

deuxiéme plus petit cott de la rangée.
Etape 1 : Détermination d'une case (i, j) de la grille.
1.1 : Evaluer la différence entre les deux plus petits cotits de chaque
ligne et de chaque colonne (pénalité).
1.2 : Identifier la rangée correspondant & la plus grande pénalité.
1.2.1 : Si cette rangée est unique alors choisir la case (7, j) la
moins colteuse de cette rangée.

1.2.2 : Si la pénalité maximale est associée & plusieurs lignes ou
colonnes alors, I'un ou 'autre des cas suivants se présente :
(a) Si le cotit minimal d’une des lignes [ou colonne| concernées

est aussi le cotit minimal de sa colonne [ligne| alors choisir

la case (i, j) ainsi désignée.

(b) Si aucun des cofits ne répond aux exigences décrites en (a),

4

alors calculer les “ pénalités secondes” des rangées touchées

par la méme pénalité maximale. La pénalité seconde d’une ligne

(colonne) est donnée par la différence entre le deuxiéme plus petit

cotit de cette ligne (colonne) et le plus petit cotit de la colonne

(ligne) ou apparait ce coit, si, dans une des rangées, il existe

plusieurs cases de cotit égal au deuxiéme plus petit cotit, alors

calculer toute les pénalités secondes associées a ces cases.

Choisir alors la case (7, ) de moindre cotit dans la rangée

pour laquelle la pénalité seconde prend la plus grand valeur.
Etape 2 et 3 : Ces étapes de la procédure d’initialisation sont effectuées

en recalculant les pénalités a chaque itération.
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Exemple 2.5.3 :

Origines Destinations Offre
1 2 3

1 25 | 17 16 | 350

2 24 | 18 14 | 550

Demande | 300 | 300 300 | 900

Tableau nitail

Etape 1 : Pour la ligne 1, les deux cotits les plus pas sont 16 et 17, leur différence
est 1.
Pour la ligne 2, on prend 14 et 18, la différence est 4.
Pour la colonne 1, la différence est 1.
Pour la colonne 2, la différence est 1.
Pour la colonne 3, la différence est 2.
La différence mazximale est celle de la ligne 2 (elle est égale a 4), on cherche donc
sur la ligne 2 quel est cout minimal. Il s’agit de 14, co3.
Alors T,y = 3.
E‘tape 2:

To3 = min{ag; b3} = min {550;300} = 300
ay = ag — Tez = 550 — 300 = 250
b,3 = b3—$23:300—300:0

Etape 3 : a), = 250 et by =0, il faut donc éliminer la colonne 3.
Etape 4 : Il reste deux lignes (1 et 2) et deux colonnes (1 et 2), il faut donc choi-

SIT UM nouveau Tp, qui entrera a son tour dans la solution réalisable de base initiale.

Origines Destinations Offre
1 2 3 L)
1 25 17 16 350
2 24 18 14 [1300 | 550 250
Demande | 300 300 300 0 | 900

Tableau apres la premiere itération
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Raprenons donc nos calculs a l’étape (1) avec un tableau réduit auz lignes 1 et 2 et

aux colonnes 1 et 2.

Etape 1 : La différence mazimale est obtenue pour la ligne 1 ; elle est égale & 8. Le

colt mintmum de cette ligne

est 17, celui de la cellule (1;2) ; on va donc initialiser xis.

E’tape 2:
T19 min {ay; b} = min {350; 300} = 300

ay ay; — x12 = 350 — 300 = 50

by by — x12 = 300 — 300 =0
Origines Destinations Offre

1 2 & |3 &

1 25 17 (1300 | 16 350 50
2 24 18 14 1300 | 550 250
Demande | 300 300 0 | 300 0 | 900

Tableau apres la deuxieme itération

Etape 3 : a), =50 et by, =0, il faut donc éliminer la colonne 2.

FEtape 4 : comme il reste deux lignes et une colonne, nous n’avons pas terminé, on

cherche alors le troisiéme xp, a entrer dans la base.

On revient a l’étape 1 pour la troisiéme itération.

Etape 1 : Tpg = T11 entre dans la base, car la différence de la premiére ligne est 25,

Etape 2:

Etape 3 : a), =0 et b, = 250, on élimine donc la ligne 1.

Etape 4 : 1 reste la ligne 2 et la colonne 1.

Z11

celle de la deuxieme ligne 24 et celle de la premiére colonne 1.

min {ay;b;} = min {50; 300} = 50

a1—$11:50—5020

by — x11 = 300 — 50 = 250
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Origines Destinations Offre

1 2 L NI s
1 & | 25 (150 | 17 (1300 | 16 350 0
2 24 18 14 1300 | 550 250
Demande | 300 250 300 0 300 0 900

Tableau apres la troisieme itération

On revient a ’étape 1 pour la quatriéme itération .

Etape 1 : Il ne reste que la cellule (2;1) qui se trouve a la fois sur une ligne et une
colonne non-éliminées.

E’tape 2:

Toy = min{ag; b} = min{250;250} = 250
a'2 = (12—51321:250—250:0
bll = b1—$21:250—25020

Etape 3 : ay, =0 et by =0, on élimine donc la colonne 1, puisque la ligne 2 est la
derniére des lignes.

Etape 4 : Il reste une ligne (2), nous avons donc terminé.

Origines Destinations Offre
1 & | 2 & |3 [

1 & |25 [ 50 |17 300 | 16 350

2 24 [1250 | 18 14 1300 | 550

Demande | 300 0| 300 0 | 300 0| 900

Tableau apres la derniére itération

Nous pouvons maintenant calculer le codt de transport total de ce plan d’expédi-

tion :

m n
E E Cl’jxi]’

i=1 j=1

— 25(50) + 17(300)

Min Z =
+ 24 (250) + 14(300) = 16550
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2.5.3 Meéthode de Russell

Cette méthode repose sur une comparaison des programmes primal et dual. Elle
commence par estimer les u; et v; en prenant respectivement le maximum des cotits pour
chaque origine 7 et le maximum des cotlits pour chaque destination j et ce pour tout 7 et
tout j. Ensuite, la méthode calcule un cotit réduit pour chacune des cases en soustrayant

de son cofit initial, la valeur des u; et v; correspondant.
Etape 1 : Détermination d’une case (i, j) de la grille.

1.1 : Pour chaque ligne 7 non saturée, calculer u; = maxc;;, ¢ = 1, m.
J

1.2 : Pour chaque colonne j non saturée, calculer v; = Maxcij, j=1,n.

1.3 : Calculer Cij = Cij — Ui — Vj.

1.4 : Choisir la case de moindre coiit réduit ¢j;. S’il y a "égalité, choisir
la case de moindre cofit ¢;; et, s’il y a nouveau égalité, choisir celle
dont le min {a;; b;} est le plus grand.

Etape 2 et 3 : Ces étapes de la procédure d’initialisation sont effectuées

en recalculant les u;, v; et ¢j; a chaque itération.

Exemple 2.5.4 :

Origines Destinations Offre
1 2 3

1 25 | 17 16 | 350

2 24 | 18 14 | 550

Demande | 300 | 300 300 | 900

Tableau initiale

Etape 1 : Détermination d’une case (i,7) de la grille.

1.1 : Pour chaque ligne v non saturée, calculer :
u; = maxcy; = 25

j
Uy = MaXCy; = 24

j
1.2 : Pour chaque ligne i non saturée, calculer :
V1 = maxc;; = 25
Vg = MaXc = 18

v3 = maxc;s = 16
7
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Origines Distinations Offre
1 2 3 U;
1 25 | 17 16 | 25| 350
2 24 | 18 14 | 24| 550
V; 25 | 18 16
Demande | 300 | 300 300 900
Tableau aprés la premiére itération
1.3 : Calculer Gl = iy — Ui — vj
€1 =c1—u —v; =25—-25—-25=-25
Clyg =Cl2 — U3 —vy =17—-25—-18 = —26
i3 =c3—u; —v3=16—25—-16 = —25
Coy = Cy — Uy — V] =24 —24 —25 = —-25
Cho = Co2 — Uz —Vy =18 —24 — 18 = —24
Cyg = Co3 — Uz — U3 =14 —24 — 16 = —26
Origines Destinations Offre
1 2 3
1 -25 | -26 -25 | 350
2 -25 | -24 -26 | 550
Demande | 300 | 300 300 | 900
Tableau aprés la deuzriéme itération
1.4 : Chousir la case de moindre cott c;.
Cy3 = —26
Toz = min{as; b3} = min {350;300} = 300
y = Gy — Ta3 = 550 — 300 = 250
by = b3 — 93 = 300 — 300 = 0
Origines Destinations Offre
1 ]2 3 &
1 -25 | -26 -25 350
2 -25 | -24 -26 (-] 300 550 250
Demande | 300 | 300 300 0 | 900

Tableaw aprés la troisiéme itération
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Etape 2 : Il ne reste deuz lignes et deux colonnes.

¢y = —26

T2 = min {as; b2} = min {350;300} = 300
a, = a; — T3 = 350 — 300 = 50
by = by — 95 = 300 — 300 = 0

Origines Destinations Offre
1 2 & |3 L)
1 -25 -26 (1300 | -25 350 50
2 -25 -24 -26 1300 | 550 250
Demande | 300 300 0| 300 0| 900
Tableaw aprés la quatrieme itération
Etape 3 : Il ne reste deuz lignes et une colonne.
cy = —25
Tp1 = min {ag; by} = min {250; 300} = 250
Uy = ay — T91 = 250 — 250 = 0
by = by — 21 = 300 — 250 = 50
Origines Destinations Offre
1 2 L L)
1 -25 -26 [ 300 -25 350 50
2 & | -25 L1 250 | -24 -26 [ 300 550 0
Demande | 300 50 | 300 0| 300 900

Etape 4 : Il ne reste une ligne et une colonne.

¢y =—25

Tableau aprés la cingiéme itération

ry; = min {ay;b1} = min {50;50} = 50
ay=a; —x1; =50—-50=0
b, = by — 213 =50 — 50 =0
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Origines Destinations Offre
1 &2 L NI s
1 -25 1 50 | -26 [J300 -25 350
2 & | -25 (1250 | -24 -26 [ 300 550
Demande | 300 0 | 300 0 | 300 0 | 900
Tableau aprés la sixiéme itération
Origines Destinations Offre
1 & | 2 & | 7 L)
1 25 [ 50 | 17 (1300 | 16 350
2 & |2/ [1250 | 18 14 [1 300 | 550
Demande | 300 0| 300 0 | 300 0| 900

Nous pouvons maintenant calculer le codt de transport total de ce plan d’expédi-

tion :

Min Z

Tableau aprés la derniére itération

n m
E E Cijxij

i=1 j=1

25 (50) + 17(300)

26

+ 24 (250) + 14(300) = 16550




Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté une étude générale d’un probléme de transport

classique.
En présentant des résultats d’analyse convexe et du programmation mathématique,

on a vu aussi la formule d’un probléme de transport, et essentilement quelques méthodes

de résolution de ce dernier probléme avec des exemples correspond.
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