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Introduction générale

L’optimisation est une branche des mathematique cherchant & analyser et résoudre
des problémes de décision qui consiste généralement a déterminer le meilleur élément
(décision) d’un ensemble a fin de maximiser ou minimiser un critére qualitatif qui mésure
la qualité de la décision. la méthode de simplexe a été développée en 1947 par George
Bernard Dantzig depuis la deuxieme guerre mondiale. Jusqu’en 1984, I’algorithme du
simplexe était le seul algorithme connu et utilisé pour la résolution des problémes li-
néaires qu’est étudie la résolution optimale de certaines problémes de minimisation ou
maximisation d’une fonction linéaire, qui a le sens économique d’un cott ou d’un profit,
sous des contraintes linéaires d’égalité et/ou d’inégalité.

L’objectif de ce mémoire est de présenter la méthode du simplexe qui résoluer les pro-
grammes linéaire. Dans les deux cas, le but consiste a trouver les valeurs qui maximisent
ou minimisent une fonction. Toute fois dans 'optimisation avec contraintes, les solutions
sont soumises & des contraintes d’égalités ou d’inégalités.

Ce mémoire est composé d’une introduction générale, trois chapitres et une conclu-
sion générale, Dans le premier chapitre, nous présentons ’optimisation classique qui
contient deux types de problémes : 'optimisation sans contrainte, et ’optimisation avec
contraintes. le deuxiéme chapitre est consacré a la résolution des problemes de program-
mation linéaire avec contraintes d’égalité a variables bornées; Et dans le troizieme cha-
pitre, on va exposer la caractérisation du points extermes, critére d’optimalité et I’algo-
rithme du simplexe.

Finalement, ce mémoire s’achéve par une conclusion générale et une bibliographie.



Chapitre 1

L’optimisation sans et avec

contrainte

Introduction

Dane ce chapitre on va étudie 'optimisation sans contrainte et avec contrainte par

les forme d’un probléme d’optimisation.
1.1 Préliminaires

1.1.1 Ensembles convexes

Définition 1 : Un ensemble D de R" est dit convexe si :
Vo, 2o € D,A€[0,1],0na (1 — X))z + g € D.
Exemple 1 :

1- La boule unité U = {x € R", ||z|| < 1} est un ensemble convexe.
2- Les ensembles suivantes (ot fest un réelle et b € R™ ) : {:1: eR" b2z > p3 }
et {x cR", bz < B } sont appelés demi-espaces fermés, et les ensembles :

{x cR" bz > f }, et {9: eER" bz < p } sont appelés demi-espaces ouverts.
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Les deux demi-espaces (fermés et ouverts) sont convexes.
3- Les ensembles de la forme : P = {z € R", Az < b} ou A est une (m X n)

matrice réelle et b € R™ sont appelés polyedres. Les polyedres sont convexes

et fermés.

W

Ensemble convaxe Ensemble non convexe

Figure (1.1)- Ensemble convexes et non convexes.

1.1.2 Fonctions convexe et coercive

Définition 2 : Une fonction f : E C R" — R définie sur un ensemble convezxe

D est dite convexe si et seulement si :

V(z,y) € E2VA€[0,1], fOax+ (1 =Ny) < Af(x)+ (1 =X f(y).

f est dite strictement convexe si V (z,y) € E2 t.qz #y et A €]0,1],
fAz+ 1=y <Af(z)+ (1 =XA) f(y).
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Fonction convexe Fonction non convexe

Figure (1.2)- Fonction convexe et non convexe.

Définition 3 : On dit que f : D — R est coercive si | Hlim f(z) = +oo.
x||—+00

1.2 Optimisation sans contrainte

1.2.1 La forme d’un probléme d’optimisation sans contrainte

Soit le probléme d’optimisation sans contrainte :

(P){minf(a:), ou f:R" — R.

r€ER™

Cette probléme peut s’écrire :

Trouver z* € R™ tel que f (z*) < f (y),Vy € R".
Remarque 1 :

1- on dit que z* € D est un minimum local de f sur D si et seulement si :
de >0/f (2*) < f(x),Vz € B(a*,e) N D.
2- on dit que z* € D est un minimum global f sur D si et seulement si :

f(z*) < f(z),VYx e D.



1.2.2 Reésultats d’existence et d’unicité

Théoréme 1 : (Existence)

Soit f : R®™ — R un application telle que :
(1) f est continue.
(1) f(x) — +oo quand ||z|| — 400 (on dit que f est coercive)

alors il existe un z* € R™ tel que f (2*) < f (y) Yy € R™.
Théoréme 2 : (Existence et unicité)

Soit f : R” — R.On suppose que :

(1) f est continue.

(17) f(x) — 400 quand ||z| — +oo.
(73i) f est strictement convexe.

alors il existe un unique z* € R" tel que f (z*) = inf f.

1.2.3 Les conditions d’optimalités

A) Condition nécessaires et suffisantes du premier ordre :

Les conditions que nous allons donner sont des conditions différentielles qui dépen-

dente de la dérivée de la fonction & minimiser.

Théoréme 3 : (condition nécessaire d’optimalité du premier ordre )
Soit D une partie de R™ et f : D — R une fonction différentiable sur D, si x* réalise

un minimum (global ou local ) de f sur D alors V f(z*) = 0.

Définition 4 : Un point * de D vérifiant V f(z*) = 0 est appelé "point critique” ou

"point stationnaire”.



Théoréme 4 : (CNS du premier ordre dans le cas convexe)

Soit f : D — R fonction différentiable et convexe sur D, un point x*réalise un minimum

global de f sur D si et seulement si V f(z*) = 0.
Remarque 2 :

On peut raffiner le résultat précédent en ne supposant que la locale convexité de f au
voisinage de z*, c’est-a-dire en supposant que f est convexe sur une boule centrée en x*.

A ce moment 1a, nous pouvons affirmer que z* est un minimum "local" de f.

Le cas ou f est convexe est fréquent dans la pratique mais pas systématique. Nous
allons donc donner maintenant des conditions suffisantes pour qu’un point critique réalise
un minimum (ou un maximum ). Ces conditions vont faire intervenir la dérivée seconde

de f, ce sont des conditions du "second ordre".

B) Conditions du second ordre :
Nous commencgons par une condition nécessaire permettant de préciser encore les

éventuels minimax.

Théoréme 5 : (Condition nécessaire du second ordre )

On suppose que x*est un minimum (local) de f et que f est deuz fois différentiables sur

C, alors :

a) Vf(z*)=0.
bNz € D, (V2f(x*)z,z) > 0.

Dans le cas ou D = R™, b est équivalent a dire que la matrice Hessienne de f en z* :
V2 f(x*) est semi-d éfinie positive.
Théoréme 6 : (Condition suffisante du second ordre)

Soit f deux fois dérivable sur D vérifiant V f(x*) =0 et Ja > 0, tel que
Vo € D, (V2f(x*)z,x) > alz|?.... (1.1)

alors la fonction f admet un minimum "local strict” en x*.
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Remarque 3 :

Si D = R" la condition (1.1) revient & dire que la matrice Hessienne V?f(z*) est
définie positive, un choix possible pour « étant alors la plus petite valeur propre, c’est

une condition de convexité (locale) stricte au voisinage de z*.

1.3 L’optimisation avec contrainte

1.3.1 La forme de probléme d’optimisation avec contrainte

Soit le probléme d’optimisation avec contrainte :

min f (x)

reD

ot f:R" — Ret D un sous ensemble de R” (D C R") appelée ensemble contrainte.
Ces contraint sont donnees a l'aide de fonction au moins continues (i.e les fonction g; , h; C C* (R™)
plusiours formes :
Contraintes d’égalités
L’ensemble des contraintes est donnée par :
D={xeR"/h;(x)=0,Vj=1,..... )
Contraintes d’inégalités
L’ensemble des contraintes est donnée par :
D={xeR"/g <0,Vi=1,...... ,m}.
Contraintes d’égalités et d’inégalités

L’ensemble des contraintes est donnée par :

D={zeR"/h;(z)=0,Vj=1,. ... Jdetgi(x) <0,Vi=1,......... ,m}.

8



1.3.2 Reésultats d’existence et d’unicité de solution d’un pro-
bléme d’optimalité

La plus part des théoreme d’éxistence d’un minimum sont des variantes du théoréeme

de zeirstrass
Théoréme 7 : (Existence)

Soit f : D C R™ — R un fonction continue et soit D un sous ensemble de R", alors f
posséde un minimum z* € D € (i,e.3z* € D/f (2*) = min f (z))dans 'un de deux cas
suivante :

1- si D est un compact (fermé et borné) de R™.

2- si D est un fermé et coercive ( lim f(x)= oo) :

llz]|—o00

Théoréme 8 : (Unicité)

Soit f une fonction strictement convexe sur ’ensemble convexe D, alors il existe du

plus un minimum global z* € D de f.
Théoréme 9 : (Existence et Unicité)

Soit f une fonction strictement convexe sur D, et D un sous ensemble de R"™ convexe
et fermé, alors si D est borné ou f et convexe, il existe un unique minimum global z* € D
de f, c’est-a-dire :

da*e D/f (x) = mgnf (x).



1.3.3 Conditions d’optimalité

Proposition 1 : (Condition nécéssaire)

Soit f : D C R™ — R une fonction de classe C* (R") et D un ensemble de R™ et
x* € D tel que f (z*) = ml%nf (x), alors :
1- Si z* Cint (D), alors V f (z*) = 0.
2- Si D est convexe, alors( Vf (z*), z —2*) > 0, Vo € D.
3- Si f est deux fois différentiable, alors V# (z*) la matrice hessienne

de f au point z* est définie positive.

Cas des contrainte d’inégalité

On suppose dans cette partie que 'ensemble D sur le quel on vent minimuser f , est

donné par des contraintes d’inégalité, (i,e). on a le probléme :

(P) {gﬂei]glf (@) /f R" - R

tel que :
D={zeR"/g () <0,Vi=1,.......... ,m}.

Ou les g; sont des fonction de classe C*'(R").
Définition 5 : (Contrainte saturée)

Soit g; () < 0, une contrainte d’inégalité et soit z* € D.

Soit g; (x) > 0, une contrainte d’inégalité est inactive en x*.

Soit ¢; (z) = 0, une contrainte d’inégalité est inactive ou saturées en x*.
Notons I (z*) 'ensemble des indices des contraintes saturées en z* c’est-a-dire :

I(z)={iel={1,....;m} Jgi(z) =0} C I.

10



Définition 6 : (Qualification des contrainte)

Ici nous nous limiterons aux trois conditions de qualification suivantes :

- (CQ1) C est un polyédre convexe :

c’est le cas lorsque les fonctions g; et h; sont affines.

- (CQ2) condition de slater :

la condition de qualification des contraintes de Slater est comme suit :

1- les fonctions g; sont convexes et les fonctions h; sont affines.

2- il existe x tel que g;(%) < 0 et h;(%) = 0 pour tout i, j.

- (CQ2) condition de Mangasarian-Fromowitz :

la condition de qualification des contraintes de Mangasarian-Fromowitz en un
point x* € C' est comme suit :

1) les q vecteurs Vh;(x*) sont linéairement indépendants.

2) il existe d tel que (Vh;(x*),d) = 0 pour tout j et (Vg;(z*),d) < 0 pour

tout ¢ € I(z*).

On associe au probléme d’optimisation suivante :

min f(x)
gi(r) <0,i=1,...,p
h](l’) = 0,] = 1, . q

la fonction L : R" x [0,00[Px RY — R définie par :
P g
Lz, A p) = f(x) + Z Aigi() + Zﬂjhj@?)
i=1 =1

est appeleé le “Lagrangien”.

11



Théoréme 10 : (Kuhn -Tucker)

Soient f, g;(v)Vie I —{1,...... ,m} des fonction de classe C' (R™) et soit ’ensemble
des contraintes D = {x € R"/g; (x) <0,Vi e I}.

On suppose que 'ensemble D est qualifié qu point x*(z* est régulier), alors :

(z*est minimum de f sur D)=—il existe des nombres réel positifs A\j, Ag, ...... s An

appelés multiplicateurs de Kuhn -Tucker, tel que :

Vi(@*)+ > A\Vg(z*)=0
i=1
)\zgl (I‘*> :O,VZ: yeeeeans ,m

Si de plus f et les g; ,¥Vi = {1,....... ,m} sont convexe, alors on a une condition
nécessaire et suffisante

(ie. z* est un minimum de f sur D )<= 3\; >0, Vi = 1,...,m tels que :

Vf(z*)+ i)\ngi (%) =0

=1

Aigi (x*) =0,Vi =2, ... N0

Cas des contrainte d’égalité

On suppose que ’ensemble des contraintes et de type égalité.
D={zeR"/hj(z)=0,Vj=1,...... )
puisque une contraint d’égalité est equivalente & deux contraintes d’inégalité & savoir

h;(x) <0eth; (r)>0,ona:

hj(z) <0

h; (x) =0 <=
—hj (.Z') S 0

12



Nous allont pouvoir se ramener au cas précédent, ce qu’il faut retenir dans ce cas est
que :
- Les contraintes sont forcément saturées.
- On a la méme notion de contraintes qualifiées.
-Lorsque 'on écrit la condition de Kuhn -Tucker pour les contraintes d’égalité

au point x* nous allons avoir :

Vf(z*)+ lel (a;Vh; (z*) = B,Vh; (%)) = 0,0, > 0,5, > 0,Vi =1, ... J1
— V) + 3 (0 ) ) =0

On pose :
=0 — B e RIVi=1,....... .

Donc on obtien :

Si z* est un minimum de f sur D, alors du, e R,Vi=1,....... .1 tel que :

!
Vi) + > 1, Vhi () = Ogn .
i=1
Cette condition est dite condition de lagrange.
Les multiplicateurs p,; ne vérifient pas la condition de signe, ils s’appellent multipli-

cateurs de lagrange.

1.3.4 Cas des contrainte d’égalité et d’inégalité

dans ce cas générale, on suppose qu’on a le probléme suivante :

oo

ou:D={xeR"/h;(z)=0,Vj=1,..,let gi(x) <0,Vi=1,...,m}.

13



Théoréme 11 : (Kuhn -Tucker-lagrange)

Soit f et les ¢;,Vi =1,....,met h;,Vj =1,...,] des fonction de classe C* (R"), on veut
minimiser j sur D , on suppose que ces contraintes sont qualifiées un point z* € D, alors
on a :

(z*minimum def sur D ) = (3\; > 0,i = 1,....m et Ju;, € R)Vj = 1,....1) tel
que :
Vf(z*)+ f:lkngi (x*) + Zl'ibiv}“ (z*) =0

)\191 (SU*) = O,Z = 1, .,Mm

1.3.5 Condition suffisantes d’optimalité

Nous allons voir maintenant des condition suffisantes d’optimalité pour les probléme

du type :
min f ()

gi(x) <0,i=1,...m

(P)

Ou f et les g; sont des fonction de classe C' (R™) .
Définition 7 : (Fonction de lagrange ,point selle)

1- La fonction L (z,\) = f(x) + i)\lgi (z),
on: A= (A, Ay )b € RTZ,:(I)\i >0), et x € R" est dite
fonction lagrange associées au probléme(P) .
2- On appelle point selle de la fonction de lagrange L (x, A)sur I’ensemble R™x
R tout point L (x*, A\*) € R" x R aui vérifie :
L(z*,\) < L(a*,X") < L(x,\"), VA € R}, Vo € R™.
On a z* minimise L (z, \*) sur R" et \*, aximise L (z*, A) sur R" c’est-a-dire :

L(x ,)\):r%}lnL(x,)\)et L(x ,)\):/{rel%%[/(x JA).

14



Si le probleme(P) et donné sous la forme :

min f (x)
(P)R gi(z)<0,i=1,...,m
hj (33) < 0,] = 1,...,l

ou f, g et h; sont des fonction de classe C* (R"), alors la fonction de lagrange associée
alP)est: L(ehp) = f(2) + hgi (@) + Xgwhs (1),

ot : A = (A, Ay e ) € R™ = g, Nigi (7)) = 0,0 = 1, .,mpiy, ... M) €
R!, z € R". :

Théoréme 12 : (Propriété caractéristique des point selle)

Le point L (z*, \*) € R"x R'? est un point selle de L (x, \) ssi les conditiont suivantes
sont vérifié :

1- L(2*, \*) = minL (z, \").

rER?
2-gi(x) <0,i=1,....... ,m.
3 Ngi(x)=0,i=1,...,m.
Théoréme 13 : (suffisance de la condition du point selle)

Soit le probléme :

(P)—{minf(x)oﬂD—{a:ER”/gi(x)gO,i—l, ....... ,m}.

zeD

Si L (z*, \*) et un point selle de L (x, \), alors 2* est un minimum global de f sur D

15



Soient f et ¢;,Vi = 1,...,m des fonctions convexes de classe C! et soit

D={zeR"/g(z)<0,i=1,.... ,m}

qualifié en x*, alors :

3\, € RT/ (2%, A") et un point selle

( z*est un minimum global de f sur D) <=
de L (z,\) sur R* x R?’

VoL (%, \*) = 0
)\zgz (IE*) = O,Z = 1, .., m

—

ou :

VL (z*,\*) = g—’; (x*,\") = (x) + YA Vg, (z*).
i=1

1.3.6 Condition d’optimalité nécessaires du second ordre

Les résultats énoncés jusqu’a présent des conditions nécessaires pour résoudre le pro-
bléme de minimisotion avec contrainte, ils fournissent des condidats valables pour ré-

soudre (P) (i.e) les points critiques de la fonction de lagrange, ou le probléme est du

type :

min f (z)
gi () <0,i=1,...m

(P)

Toute fois il est nécessaire pour pouvoir conclure de savoir si la solution obtenue est
éffectivement un minimum.

Pour cela on peut grace a une condition du second ordre restreindre le nombre de
condidats, c’est ’objet du théoreme suivent :

On suppose que f est g;,i = 1,...,m sont de classe C? et que z* est un minimum

(local) de f sur D et que x* est régulier, alors I\,0 >,i = 1,...,m tel que les conditions

16



de Kuhn -Tucker soient satisfaite et pour toute direction d € R™ vécrifaint :

ou

on a :

ou

(Vg; (z*);d) = 0,i € I] (z)
(gi (2*);d) = 0,0 € Io (%) /I (%)

If (z)={1<i<m/g;(z*) =0et \; >0}

(V2. L(z*,\*),d) >0

Vo, L(x* A\) d = 2L (a2, \").

17



Chapitre 2
Programmation linéaire

Introduction

La programmation linéaire peut se définir comme une technique mathématique per-

mettant de résoudre les problémes de décisions, particulierement, ceux ou le décideur

cherche la meilleur utilisation de ressources pour atteindre un objectif spécifique comme

la maximisation des bénéfices ou la minimisation des cotts. Elle est utilisée en particulier,

dans l'industrie et dans la planification économique ...etc.

2.1 forme générale d’un programme linéaire

La forme générale d’un programme linéaire se lit de facon suivant :

( n
(1) max ou min Zlcjxj
j:

(1) fonction objective
(2) m contrainte linéaire

(3) contrainte de positivité
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2.2 Formes matricielles classique et convensions

min cLx

Axr =0

x>0

T . T
Notons par z = (x1, 2, ...,2,)" le vecteur des variables b = (b, bs, ..., b,,)" le second
membre des contraintes ¢ = (cy, ¢, ..., ¢,)T le vecteur cout ou profit associé aux variable

et A la matrice m x n des a;;.

2.3 Technique de la programmation linéaire

La mise en oeuvre de la technique de la programmation linéaire peut étre subdivisé
en cinqg étapes suivantes :

e Premiére étape : Identification du probléme comme étant solvable par program-
mation linéaire. Cette identification est le fruit d’une expérience dans la modélisation
mathématique des problémes.

e Deuxiéme étape : Formulation du probléme réel avec utilisation d’un modéle
mathématique linéaire. Elle se fait en collaboration avec le décideur posant le probléme.

e Troisiéme étape : Résolution du probléeme théorique en utilisant les techniques
algorithmiques.

e Quatriéme étape : Détermination d’une solution réelle & partir de la solution
théorique.

e Cingiéme étape : Vérification de la validité de la solution et modification né-
cessaire de la formulation mathématique. Cette étape permet d’affiner le modeéle afin

d’apporter une solution acceptable par le décideur.
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Mathématigue
Etape 2
/ AN

,
|

Frobleme rézl en Solution
programme linéaire théorigue

W

Solution
[ Situationréelle ] reelle

Etape5s
validation

Figure 2.1 Principe de la programmation linéaire

2.4 Formulation mathématique d’un programme li-
néaire

Généralement, il y a trois étapes a suivre pour pouvoir construire le modeéle d’un
programme linéaire :

1) Identifier des variables de décision, on suppose dans un premier temps que ces
variables peuvent prendre n’importe quelle valeur positive.

2) Identifier les contraintes du probléme et les exprimer par un systéme d’équation
et/ou d’inéquation linéaire par rapport aux variables de décision.

3) Identifier la fonction & optimiser (la fonction objectif) et la représenter sous une
forme linéaire par rapport aux variables de décision. De plus, il faut spécifier si la fonction

objectif est & maximiser ou & minimiser.
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Exemple 2 :

Un menuisier désire fabriquer des tables et des chaises, il dispose de 50 unités de
bois et de 90 heures de travail. La fabrication d’une table nécessite 10 unités de bois
et 15 heures de travail, celle d'une chaise, 5 unités de bois et 10 heures de travail. Une
table vendue procure au menuisier un profit de 800D A, une chaise un profit de 500D A.
Combien de tables et de chaises devrait il produire afin de maximiser son profit ?

Formulation mathématique du probléme :

1) Variables de décision :

Pour modéliser le probléme de ce menuisier, il est commode de commencer par identi-
fier les variables de décision, dans cet exemple elles sont au nombre de deux et concernent
le nombre de tables et le nombre de chaises & fabriquer, on les notera :

x1 : nombre de tables.

Zo : nombre de chaises.

2) Contraintes du modéle :

La premiére contrainte est relative 4 la quantité de bois dont dispose le menuisier qui
ne peut exédre 50 unités, ainsi si le menuisier fabrique x; tables et x5 chaises, il doit
consommer respectivement (10.z1) et (5.z5) unités de bois, c’est-a-dire cette quantité
de bois consommé (10z; + 5x2) ne peut exedre les 50 unités de bois disponibles. Cette
contrainte s’exprime par 1’inégalité :

1021 4 529 < 50.

La deuxiéme contrainte est relative au temps dont dispose le menuisier qui ne peut
exédre 90 heures. La fabrication de z; tables et de x5 chaises demande respectivement
(15.21) et (10.x2) heures de travail. Cette contrainte s’exprime par I'inégalité : 15z, +
10z < 90.

De plus les variables x; et x5 ne peuvent étre négatives puisqu’elle représentent des
entités physique concrets. D’ou les inégalités :

1> 0et x9 > 0.
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3)La fonction objectif :

La fonction objectif a optimiser dépend du nombre de tables et de chaises vendus
et de leurs prix unitaires, et comme cette fonction concerne un profit, elle est donc a
maximiser, si on la note par Z, elle peut s’écrire comme suit :

MaximiserZ = 800x; + 500x5.

En effet, le modéle complet est le suivant :

.
max Z = 800z + 500x,
10x1 + 525 < 50
15.131 + 101’2 S 90

120, 10 2>0

2.5 Structure d’un programme linéaire

Un programme linéaire s’écrire sous I'une des deux formes suivante :

a)La forme canonique :

ou:z e R"beR" ceR" {0},A(m x n) matrice réelle.

b)La forme standard :

ou:z e R"beR" ceR" {0},A(m x n) matrice réelle.
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Remarque 4 :

1- On peut vérifiée facilement 1’équivalence entre les deux formes précédentes. En
effet, toute inégalité peut étre transformé en une égalité par une addition d’une variable
positive, dit variable d’écart comme suit :

alz < b, = alz +e; = b, e; > 0.

Et tout égalité équivaux deux inégalités comme suit :

- afa:gbi
a;r=0b <+—

' —aZTx < —b;
2- Pour trouver une solution optimale z* d’un probléme de minimisation, il suffit
de multiplier la fonction objectif Z par (—1), prendre max Z = min (—Z2) et la valeur

optimale s’obtient par : max Z (z*) = min Z (—z*).

2.6 Reésolution graphique d’un probléme linéaire

L’objet principal de cette section est de proposer une méthode de résolution d’un
probléme linéaire ne comportant que deux variables de décision. La méthode consiste
a délimiter 'intersection des demi-plans représentant les inéquations des contraintes et
a rechercher sur le bord de se domaine les points donnant 'optimum de La fonction
objectif.

Avant de présenter la technique de la résolution, on va donner les définitions suivantes :

Définition 8 : Une solution x est dite réalisable (admissible), si elle vérifie toutes les

contraintes.

Définition 9 : On appelle domaine réalisable (admissible), l’ensemble S des solutions

réalisables (admissibles) du probléme.

Définition 10 : On appelle solution optimale, toute solution réalisable donnant la meilleure

évaluation de La fonction objectif.
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2.7 Principes de la résolution algébrique

la résolution algébrique utilise la forme standard, ot A est une matrice m xn de rayon

max z = cx
(P) Arx =0

x>0

2.8 Bases, solutions de bases et solutions réalisables
Définition 11 : les bases de A sont des matrice m X m inversibles extraintes de A.

Théoréme 14 : Soit x € R} une solution de base réalisable de (P) par rapport & une
base j (|j| = m = rangA)

Soit z; = > ¢ia;; si zj —c¢; > 0 pour tous j = 1,...,n , x solution de base réalisable

i€j
optimale.
Théoréme 15 : Soit x € R, une solution de base réalisable(P) par rapport & une base
J(|J| = m = rangA).Soit z; = Y c;a;; supposons que a;; < 0 pour tous i € J et pour
i=j

tous J € {1,...,n}tel que zj — c; < alors l’ensemble {z (x),x est solution réalisable} est

un ensemble non borné.
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2.8.1 Structure géométrique des solution rélisables

x x
Théoréme 16 : ° | est solution de base réalisable de (P) si et seulement si ’

€o €o
est un point extrémal de €.

Remarque 5 : ¢ ensemble convexe et fermés définie par :

T X
= e R™" (A, ) — 0,2 €R", e € R™
(& €

Théoréme 17 : Chaque solution optimal de (P) fait partie du bord de T' (resp de €) .

Remarque 6 : I' ensemble convexe et fermé définie par :

I'={zeR" Az < b,z > 0}.

Théoréme 18 : Si (P) posséde une solution optimal, alors (P) posséde une solution de

base réalisable optimale.

2.9 Caractérisation algébrique des points extrémes

Définition 12 : Une combinison linéaire d’éléments <Z)\1xi) et dite convexe 8i :
i=1

i=1
notons © = {x/Ax = b,z > 0}, ensemble des solutions rélisables dans (P), cette

ensemble est convexe.

Définition 13 : L’ensemble x et appelé un polytope convexe.
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- Un polytope borné est polyédre convexe.
- Un point extréme d’un polytope ou d’un polyedre convexe x est un point qui ne
peut étrre exprimé comme combinaison convexe d’autre point de x.

- On appelle support de x, ’ensemble des indices des composantes nulle, on le note

supp(z).

Théoréme 19 : L’ensemble des point extrémes du polytope x correspond a [’ensemble

des solutions de base réalisable.

2.10 Propriétés fondamentales de la programmation
linéaire

Proposition 2 : Six # ¢, il existe au mois un sommet (point extérme).

2.11 La dualité en programmation linéaire

La notion de dualité est un concept fondamontal en programmation linéaire qui
conduit & un résultat de partie théorique et pratique le théoréme de dualité A chauque

programme linéaire est assocé un autre programme linéaire appelé duale.
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2.11.1 Définition formelle d’un programme linéaire duale
Soit le programme linéaire écrite sous forme standard :

min Ctx
Ar =b primal

z>0

c,t € R" Ae My, (R),beR™

On appelle dual du (primal) le programme linéaire :

max b'y
Aty <c¢
y e R™

Exemple 3 :

Soit le probléme linéaire suivant considére comme étant le primal

(
min (21'1 + .1'2)

[L’1—|—l’2:0
Ti+xo+ a3 =1
\ ;> 0,1=1,2,3

Le dual de ce programme s’ecrire

(
maxYys

y1+y2 <2

ity <1
Y2 =0
y € R?
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1) le dual du dual est le primal.

2) A primal de la relation primal-dual définie pour la forme standard, il est possible
de retrouver le programme dual de tous les programmes linéaire non formulés sous cette
forme.

Par exemple, le dual du programme suivant :

min c'z max bly
Ax > b et Aly < ¢
x>0 y>0

La solution d’un programme primal-dual est liée par les théoréme de la dualité faible

et fort.

Proposition 3 : (dualité faible)

Si x est primal réalisable alors b'y < c'x.

Proposition 4 : (dual forte)

St x est optimal pour le programme primal, alors le programme dual a
une solution optimal y telle que b'y = c'z.

Proposition 5 : Soit x primale réalisable et y dual réalisable s = ¢ — Aly, alors on a :

cly — bly = sta.
Théoréme 20 : (théoréme de dualité)

Soient (P) et (D) deux problémes duaux

a) si (P) et (D) ont des solution réalisables, alors ils ont des solutions optimals et
Z* =max (P) = min (D).

b) Sil’'un d’autre en z a un optimum non borné, I’autre n’a pas de solution réalisable.
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Théoréme 21 : (Théoréme de complément arité)

Deux solutions (7, 7) du primal et du duial respectivement sont optimal si et seulement
si:
(TA;, —C))7; =0,Vj=1,....... M.
(A; = j°m colonne de A) .

Théoréme 22 : (lemme de Farkas)

Si pour tout m vecteur y tel que :

ya < 0 on a yb <0, alors dx > 0 tel que ax = b.
Théoréme 23 : (théoréme des alternatives)

L’un et seulement 'un des systémes de contraintes suivants a une solution :

ar =0 ya <0

(1) (11)

x>0 yb >0

Théoréme 24 : Si l'objectif d’un programme (dual ou primal) n'est pas borné, l'autre

probléme n’est pas de solution réalisable.
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Chapitre 3

Méthode du simplexe

Introduction

La méthode du simplexe a était crée par 'américain Géorge Danzig (1914-2005)

en 1947 et elle a été connue en 1951.

Le mot “simplexe” dans ’appellation de la méthode est dit :

— soit au fait que I’ensemble des contraintes S a toute les propriétés mathématiques
des simplexes.

— soit au fait que l'algorithme utilise les points sommets simples (non dégénérés)

du polytope S.

3.1 Définitions et résultats fondamentaux

Considérons le probléeme linéaire suivant :

max Z () = clz

(P) Arz =0

ou:z € R" ce R\ {0},beR" A(m,n) matrices réelle.
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Soit : I = {1,2,...,m} ensemble des indices lignes de A (les indices des contraintes)

J =1{1,2,...,n} ensemble des indices colonnes de A (les indices des variables)
A=A=(wm,as,...,a,) = (a;,j € J) ie: a; sont les colonnes de A.

avec rangA = m < n.

On pose : S = {z € R"/Az =b,x; > 0,Vj =1,n}.

S est appelée 1’ensemble des solutions réalisables (ensemble des contraintes), et

Z (x) est la fonction objectif.

Le probléme (P) consiste a trouver un point z* € S tel que :

Z(x*)>Z(x) Vo €S < Z(2*) = maxZ (x)

zeS
(ie : * est la solution optimale de (P)).

Définition 14 : Oppelle base du probléme (P) toute sous matrice carré

Ap=A(I,Jp) ou Jg = {j1,72, -, Jm} C J tel que: det (Ag) # 0.
Soit Ap une base du probléme (P), posons : Jy = J\Jp .
Donc : A = [Ap | An], tel que : Ay = (I, Jy) est une sous-matrice de A de
type (m, (n —m)), formée des vecteurs de A qui ne sont pas dans la base Ag, ces
vecteurs s’appellent les vecteurs non basique (ou bien hors base).

De méme on peut partitionner x et ¢ comme suit :

Ip
T _ _
xt = (21, %2, oy Tp) , T =
TN
xp : est le vecteur de variables de base.
xpy : est le vecteur de variables hors base.
CB
T _ _
¢ =(c1,C9y i), 0=
CN

tel que cp et cy sont les vecteurs correspond aux vecteurs de variables de base et

hors base respectivement.
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En effet on aura :
Aprp+ Ayxyn = b. (3.1)
On appelle solution de base (associée a la base Ag), la solution particuliere de
I'équation (3.1) obtenue en posant zy = 0.
xp est alors déterminé d’une fagons unique en résolvant le systéme : Apxp = 0.

Ce qui donne : x5 = A3Z'b , donc :

B Aél b .
T = = est la solution de base.
N 0
Une solution de base est dite réalisable si g > 0, c’est-a-dire : Aglb > 0.

La base correspondante a la solution de base réalisable est appelée base
réalisable.

Une solution de base réalisable est dite dégénéré si le vecteur x5 = AZ'b
a des composantes nulles, et elle est dite non dégénéré ou bien simple si :

rp = Aglb > 0.

3.2 Caractérisation des points extrémes

Théoréme 25 : Soit le programme linéaire

x>0

Soit le polyedre convexe S = {x € R"/Ax = b,x > 0}, alors :

(x € S est solution de base réalisable) <= (z € S est point sommet de 5).
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Corollaire 1 :

Le polyedre convexe S = {x € R"/Ax =0b, © > 0} a un nombre fini de points

extrémes qui ne dépasse pas C;".

n!

Autrement dit, le nombre de points extrémes de S < C7", ou C)" = plCEIE

3.3 Critére d’optimalité

Formule de P’accroissement de la fonction objectif :

Considérons le probléme de programmation linéaire suivant :

x>0
avec: A=A(,J); I ={1,2,...m}; J={1,2,....,.n} et rangA =m.

Soit © = {x1,xa, ..., T, } une solution de base réalisable, et Ag = A (I, Jp)

la matrice de base associée, avec Jgest les indice de base.

x

Soient Jy = J\ Jg, Ay = A(I,Jy), et x = b tel que :
TN

JZ'B:{$j,j€ JB}:JZ'<JB),£CN:{ZL'j,j€ JN}:I'(JN)

CB
c= , tel que :

CN

CB:{Cj,j < JB} :C(JB),CN: {Cj,j € JN} :C<JN).

Introduisons une autre solution de base éalisable T quelconque tel que :

T=z+Ax alors: AZ =c'T—clo=c' (z+ Ax) — Tz
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alors on aura :
AZ =c'Az (3.2)

Comme z et T sont tout les deux des solutions réalisables alors :

Az =b
—= AT —2)=0= AAz =0
AT =b
AAx = ABAZL’B + ANAJIN =0 (33)
- AIB = —AélANAIN (34)
De (3.2) et (3.3) on aura : AZ = c"Az = ¢}, (—Ap'AyAzy) + L Azy
- AT = — (CEAEIAN - CN) AZI}N (35)

Construisons le vecteur des potentiels U = U(I) € R™, donné par :
Ul =cLAg! (3.6)
et le vecteur des estimations £ = F(J) € R" donné par E7 = UTA — ¢T, en effet on

aura :

EL=E(Jp)=UTAp—c5 =0

(3.7)
EL = E(Jy) = UTAy — &
De (3.6) et (3.7) on aura :
AZ = — (UTAN — c%) Azy = ELAzy
donc :
AZ =— Y E;Az (3.8)

JEIN
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Critére d’optimalité :

Soit x solution de base réalisable du probléme (P) avec Agp = A (1, Jp)

la base associée.
Théoréme 26 : (Critére d’optimalité)

1) L’inégalité :
Eny=F(Jy)>0
est suffisante pour 'optimalité de la solution de base réalisable x.

te : Eny > 0 = z est une solution optimale.

2) Cette méme condition est aussi nécessaire si x est non dégénérée.

Preuve :

1) On montre que si “Ey > 0 = x est une solution optimale”, on a x est

une solution de base réalisable =— 1 = (iB ) zg > 0et xy =0.

Soit T une solution de base réalisable quelconque et Ty > 0 alors :

Azy =Ty —an =Ty >0

De(3.8)ona: AZ =7 (7T)—Z(x)=—-ELAzy
Ey>0= AZ=—-FELAzy <0

= Z(x)>7Z(z),VT €S

= x est une solution optimale du probléme (P)
2) On montre que si x est une solution optimale non dégénéré du
(P)= En>0:
On a : x est une solution optimale non dégénéré, c’est-a-dire :

z;>0,V) € Jp

-Démontrons par absurde l'implication ( “<="):
Alors supposons que Ey # 0, c’est-a-dire : Jjo € Jy tel que E;, <0
Construisons alors un vecteur = de la forme :

T=x+060l avec: 0 >0 RetlcR"tel que:

Al =0. (3.11)
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=4t T e
0 si j#Jo
[= (%), tel que: g =1(Jp), In =1 (Jn)
Ona: AT =Ar+0Al = Ax =b, (car Al =0)
T = xp + 0lpT vérifie les contraintes.
De (3.11) on aura: Al = Aglp + Anly =0

E lB = —AélANlN, on a : ANlN = Qay,

= lp = —AZ'ay, (3.12)
Donc : Tp=uap+0lp
=xp — 0AG aj, (3.13)
Ty = oy + 0Ly = 0ly >0 (3.14)

De (3.13) et (3.10) on déduit que pour un 6 suffisamment petit, Zg > 0.

Donc on a :

Az =D

z2>0

= T est une solution réalisable de (P).

De (3.8) on aura :

AZ ="z — 'z =—- 3 E;Ax,

Jje€JIN
= -0 Z Ejlj = —HE]'O >0
JeJIN
Alors 3z € S, tel que : Z(T) > Z(x); Vx € S, donc :

x n’est pas une solution optimale de(P).
Ex # = x n’est pas optimale.

En effet, si = est une solution optimale non dégénéré = En > 0.
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Condition suffisante pour I’existence d’une solution optimale non borné :

Soit le probléme :

x>0

Admettons que pour une solution réalisable de base x, le critére
d’optimalité (3.9) n’est pas vérifié, c’est-a-dire : Jjy € Jy tel que :
Ejo < 0.

On utilise les relations(3.13) et (3.14), si : Az'a;, < 0 on aura :
EB = IrB — HAglajO Z O,VQ Z 0

EN:Z'N—GZNZO

Alors T est une solution réalisable.
De (3.15) on a :
AZ =—0E;, >0,¥0 > 0= sif  alors AZ/.

Théoréme 27 : Si parmi les composantes non basiques du vecteur d’estimation Ey, il
existe une composante E;0 < 0 qui correspond au vecteur Agl% < 0, alors la fonction

objectif n’atteint pas son maximum, c’est-a-dire le probléme est non borné.
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3.4 Algorithme du simplexe

Principe de la méthode :

Géomeétriquement, 'algorithme du simplexe s’interpréte comme un
cheminement d’un point extréme & un autre point extréme adjacent de long
de la frontieére de S (S est 'ensemble des solutions réalisables).

Algébriquement, la procédure s’interpréte comme la détermination
d’une suite de bases adjacent Ag,, Ap,, ..., A et de solution de base
réalisable xq, x1, ..., 1 jusqu’a 'obtention d’'une base optimale et ainsi
une solution optimale.

Amélioration de la fonction objectif

Soit x une solution de base réalisable du probleme (P) et Ag = A(I, Jg)
la base associé.
1) Si le critere d’optimalité (3.9) est vérifié alors x est solution optimale
de probléeme (P).
2) Sinon, deux cas peuvent se représenter :
i) Jo € Jy telque : Ej, < Oet Az'a;, <0, alors le probléme ( p)est non

borné.
i1) Pour jy € Jy tel que : E;, < 0 et le vecteur Aglajo < 0 posséde des
composantes positives alors avec I'algorithme du simplexe on construit une
nouvelle solution, qui assure un accroissement maximal de la fonction
objectif d’apres la relation (3.15).

Alors, il faudra choisir le nombre aussi grand que possible et I'indice Jy tel que :
E;, =min[E;, j € Jy. (3.16)

On prend le plus grand possible tel que le vecteur x donné par les relations

(3.13) et (3.14) soit une solution réalisable :

EB =B — QAEI(IJ'O

Ty =any +0ly >0
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Pour cela il faut avoir :

Tp=xp+0ln>0=7;=2;+0l;,>0,Vj € Jp. (3.17)
En posant : AgGlaj, = X(Jp) = {zjj,,7 € Jp}-
De (3.13) on aura :
T;j=xj+0z,,Vje g (3.18)
Pour les z;;, > 0 on doit avoir :
0 < wjjo pour j € Jp. (3.19)

Les composantes de T, sont tous positives 7; > 0 (si z,;, < 0).

Si 6 < min {9]- = %,xjjo >0, 7€ JB}, alors le vecteur =
construit avec (3.13) et (3.14) sera une solution réalisable du probléme
(P).

Remarquons que pour # > min {Qj = zf—jo, Tjjo > 0,5 € JB} le vecteur
T aura des composantes négatives, donc il ne sera pas une solution
réalisable.
Par conséquent la plus grand valeur 6° telle que : T = z+ 0°[ soit solution
réalisable est égale :

0 = 05, = 7 = min {0; = =y, > 0, € Jp . (3,20)
230

Tjijo

Dans le cas ol x est une solution de base réalisable non dégénéré, la
valeur de 0° sera strictement positive et en vertu de la relaiton (3,15) on
aura :

7 (7)) =Z(x)—0°Ex > Z (z).
Montrons que le vecteur T = x + 6°1 est solution de base réalisable :
Remarquons que :
Tj=x;=0,j# jo,j € In.
T, = x5 — O AG = x5 — 0015,
=T — = 0.

T
J1
_I‘. .
Tj1 4o Jijo

Le vecteur T & (n — m) composantes nulles.

T;=0,j€Jytel que: Jy = {(JIn/jo) Uji}-
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ZB =A (I,jB) avec 73 = {(JB/jl) Ujo} = J/jN
Pour que Ap (matrice associé & Tg) soit une base réalisable on doit

démontrer que les vecteurs a;, j € Jp sont linéairement indépendants.

Posons :
Ap = Ap(1,JB)
Ag' = A5 (Jp, I) = (wij,i € Jp, j € 1)
ApAp' =1, = Y au; =¢j, j€ (3.21)

i€Jp
On va faire sortir le vecteura;, et rentrer a;.

Aplaj, = X(Jp) & aj, = ApX(Jp)
ajo = Y GiTij, (3.22)

i€Jp
xj,j, par construction (3.20), alors de (3.22) on déduit :

Qjo = D Qilije = j Tjijo + D Qi
i€Jp ieJp/j1
>0 aiTg,
__ G5y i€Jp/i1
= a5y = o T
J1J0 J1J0
De (3.21) on aura :
Yo o, . o my N
Tjqj u]1]+ Z al uZ] T s ) _6]7J G -[ (3,23)
1J0 . . J1J0
ZEJB/jl

Formons la matrice @ = u(Jp, ) = (Ui € Jp,j € 1)

ou :

o Ty . . - .
i = Usj xj1j07l7é]0716t]37]€[ (324)
S sii=jo,j €1
170
De (3,24) on aura : ) a;u;; = €j,j € I, c’est-a-dire : A(I, Jp)u = .
1€jB
Ce qui montre que Ag = A(I,.Jp) est inversible et que :

A, =T (2.25)

Remarque 7 : Les éléments u;; de la matrice inverse de Ap = A(l ,73) sont calculés

en fonction de ceux de Az' et des composants du vecteur Az'as,.

On peut encore calculer A" de la maniére suivante :

Ap = A5 (T, 1) = D(Ts, Jp) A5 (Js. ). (2.26)
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En posant :

JB = {il,ig, ...,ik_l,lk = J1,%+1, ---

Jp ={i1,92, s lp—1, 0k = Jo, Uil ---

D= D(Jp,Jp) =

0

—%ijo
Zj1do

\  Tjiio

si

si

im )
i }-
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= (dij,i € Jp,j € Jp)

si 1=],

L JyJ F s

i # Jo,J =,

0= Jo,J = Jr-

1 0 0 - 0 —=2
J1J0

o1 0 ... 0 =&
J1J0

0 0 =
J1J0

0 -+ oo ... (0 Zimio
Zj1d0




En utilisant tous les résultats précédant, ’algorithme du simplexe s’écrit :
Schéma de ’algorithme :
Soit Jp les indices de base, avec Ap est inversible et x est une solution de
base réalisable.
Etapel : Calculons U = cZ A
Etape2 : Calculons E; = UTa; — ¢j,j € Jx.
Etaped : Il y a deux cas :
1.5i: E; > 0,Vj € Jy, alors 2 est une solution optimale du
probléme (P), et le processus de résolution est terminé.
2. Sinon : 3jp € Jy tel que : E;; <0, E;, =min{E};,j € Jy} et
calculons le vecteur Agz'a;, = X(Jg) = (245,,J € JB) :
a) Si le vecteur Az'a;, < 0 alors : le probléme (P) est non
borné ie :
supZ(z) = +o0, et le processus est arréteé.

reS

b) Sinon :

Q?jl

— Calculons : ° =0, = min{%,xjjo >0,j€Jg} = I

— Calculons : T = (Tp,Ty), tel que :
7 (jp) = = (j) — 0" Ap'aj,
T;=x;=0,j € (Jn/jo)

— _ n0
xjo—é’

— Posons :
Jp = (Jp/j1) U jo
In = (In/jo) Ui
A Taide de la relation suivante calculons :
Ap' = AR (Jp, 1) = D(Jp, J) A (Jp, 1)
ot D= D(Jg,Jp) =dij,i € Jp,j € Jp.
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( . . .
1 St 1=
e St v =Jo,] =1
Avec : dij: 770
0 st 1FJJF N
| T s iAo AR
J1J0

En posant :
JB = {217227 s VK15 K = J1, LK +1, "'72m}-
JB - {7:1,7:2, ...,Z'Kfl,llK = jo,iK+1, ,Zm} .

Etaped : Aller a I’étape 1 avec Jg = Jp

Théoréme 28 : Sous I’hypothése de non dégénéréssance, l’algorithme du simplexe converge

en un nombre finie d’itérations (qui ne peut pas dépasser le nombre de sommet de S).

Preuve : Il suffit d’observer qu'il existe un nombre finie de point sommet de S(< C™),
et que la croissance stricte de la fonction objectif Z interdit de passer deux fois méme

point sommet (Z(z°) < Z(z') < ....).
Exemple 4 :

Soit le probléme :

.

max Z = 800x; + 500x,
10.7)1 + 51’2 S 50
151‘1 + 1OZE2 S 90

T 207332 2 0.

Le programme standard de (PL) est :
(
max Z = 800x; 4+ 50025 + Oe; + Oes
10x1 + 522 + €1 = 50
(PL) 1 2 T €1
15.731 + 101)32 + 69 = 90

r1 20,20 > 0,61 > 0,e2 > 0.
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10 5 10 50
A= b= . ¢ = (800, 500,0,0).
15 10 0 1 90

Ona: rang A =2; 27 = (11, 29,€1,e9); J = {1,2,3,4}; [ = {1,2}.

10
Ap, = est la base de départ = Agé =
01 0 1

Jp = {3,4}, Jy = {1,2}

10 5
An = ,cg = (0,0),en = (800,500) .
15 10
. 10 50 50
Ona:zp=A5b= =
01 90 90

Donc : 2o = (0,0,50,90)7 est la solution de base réalisable de départ
associée a Ap, .
Itération 1 :

Etapel : Calculons U7 :

Ul =T
10
UT = cLAZ = (0,0) = (0,0)
01
Etape2 : Calculons Ey :
10 5 800 —800
EN:UTAN—CN:<O,O> — = < 0.
15 10 500 —500

Etape3 : On a:

Ej, = min{E},j € Jy} = min{—800, —500} = —800 = j, = 1.

1 _ 4=l
Calculons le vecteur Ay a;, = Az ay :
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10 10 10

Aglal = —
01 15 15
On a: Az'ay = {x;,,j € Jg} >0 donc:
Calculons :
Hjlz%ll:mm{ a:j1>0]€JB}—m1n{%,?—g
93 =5 = ]1 =3
Calculons : T=( Tp,Tn)
L 50 10 0
Ona: Tp= zp—0A5 a0 = -5 =
90 15 15
Tj: —0]6 JN/{1}2> =
T = 03 == 1IN =
5
0
Donc: 7=
0
15
Posons :
Jp = (J/j1) Ujo = {1,4}
Jn = (In/jo) Uj1 = {3,2}
_ _ 10 0 _ _ 1 5
Donc : Ap = A (Jp) = An=A(Jy) =
15 1 0 10

ch =c"(Jp) = (800,0),2% = ¢ (Jn) = (0,500)
Ona: det (Ag) =10—-0=10#0

4 _ 7 1 5 L0

N L | _ 1 _ | 10
Aors: Ap = —= (convAp)” = 1 =

det(4n) ~15 10 ~i




Itération 2 :
On pose : Jp = Jp = {1,4}, Jy = Jy = {3,2}
Al =4 Ay =4y, & =75, L =L, 2 =7

Etapel : Calculons U7 :

1
= 0
UT = ¢LAZ = (800,0) 103 = (80,0)
~3
2
Etape2 : Calculons Ey :
1 5
Ex =UTAyx —cn = (80,0) —(0,500) = (8,—100)
0 10
Etape3:Ona: Ej, =min{E;,j € Jy} = min{80, —100} = —100 = j, = 2
Calculons le vecteur Az'a;, = Az'ay :
1 1
AilCLQ _ 10 0 5 o 2
Slay = =
-3 1 10 2
On a: Aglay ={x;, ,j€Jp} >0 donc:
— calculons :

9]'1 — J1 :mlﬂ{ﬁ,l’jg > O,j - JB} :mln{

Tjy12

ol ot

E} — min {10,6} = 6
2

04:6:>j1:4

— Calculons : 7 = (Tp,Ty) :
_ . 5 : 2
Ona: Zp=axp— 04 Agas= —6 =
15 2 0
fj:l’j :O,] S (JN/2) :>53:0
6

53:94:6:>sz
0

Donc: 7 = (2,6,0,0)"
— Posons : Jg = (Jg/j1) Ujo = {1,2}
Jn = (JIn/jo) Uji = {3,4}
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_ _ 10 5\ — _ 10
Donc : Ap=A(Jp) = , Ay =A(Jy) =

15 10 0 1
ch =" (Jp) = (800,500),ck = T (Jn) = (0,0)

On a: det (Ap) =100 — 75 =25 # 0

——1 — \T 10 -5 % —%

Itération 3 :

On pose :

Jp=Jp={1,2},Jy = Iy = {3,4}

Al =4 Ay =4y, & =75, L =, 2 =7

Etapel : Calculons U7 :

(S

U =LA = (800,500) = (20, 40)

|
utlw
[S3] )

Etape2 : Calculons Ey :
10
Enx =UTAy — cn = (20, 40) —(0,0) = (20,40) >0
E;>0,Vj € {3,4}

Donc : z* = (2,6) est une solution optimale de Z, et la valeur optimale

Z(z*) = max Z(z) = 800(2) + 500(6) = 4600
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3.4.1 Algorithme du simplexe en tableau

Le tableau simplexe est un tableau qui rassemble tous les éléments nécessaires pour
faire marcher I’algorithme manuellement, en essayant d’éviter le calcule de I'inverse de la
matrice de base Ap dans chaque itération, en utilisant a chaque itération la base unité.

La méthode du simplexe consiste a transiter d’'un sommet du polyedre convexe a un
autre, en améliorant la valeur de la fonction objectif, jusqu’a 'obtention du sommet qui
assure une valeur optimale. Or, comme chaque nouveau sommet correspond a une nou-
velle base réalisable, il est nécessaire de pouvoir effectuer algébriquement le changement
de base grasse au pivotage, afin, d’avoir une base unité.

-Dans chaque itération simplexe il faut :

1. Choisir une variable entrante.

2. Choisir une variable sortante.

3. Faire le pivotage pour que la variable entrante prend la colonne de la variable
sortante dans le systéme d’équations.

Le premier tableau du simplexe reprend les éléments du programme linéaire standard
(PLS), supposons que les variables de base (V B) sont z;, j € Jp et les variables hors

base (VHB) sont x;,j € Jy.le premier tableau du simplexe est représenté comme suite :

Base T r b| o

rp flg =1 A_-"‘w’

7 |E5=0|Ef=UTAy—ck | Z=

Table (3.1) - Le premier tableau du simplexe.

L’intérét du tableau simplexe est de rassembler de fagons condensée tous les éléments
nécessaires au déroulement de l'algorithme du simplexe. En effet, la solution de base

réalisable s’obtient par lecture directe du tableau, comme les (VHB) z,,j € Jy sont
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nulles, c’est-a-dire : xy = 0.
En outre, le vecteur de variable de base :xp = Aglb =1b=0,
alors :
Z =cLap + oy = chag = chb.
En fin, le vecteur des estimations Ey est obtenue par lecture directe de la dernier

ligne du tableau, il permet en particulier de voir immédiatement si la solution de base

courante est optimale (Ey > 0) ou non.

3.4.2 Changements de bases

a) Critére d’entrée dans la base :

Une variable hors base x; candidate a entre en base est celle qui possédé le

coefficient le plus petit dans la fonction objectif. Il est définie par I'indice jq tel que :
Jo = arg ]Ig}gEj

b) Critére de sortie de la base :

Une variable de base z; quitte la base c’est-a-dire, sera hors base, celle définie par

I'indice j; qui s’obtient par :

J1 = arg jrg}g@j

Tel que : 6; = min{;;—jo,xjjo > 0,j € Jg};xj,;, est le pivot.

Critére d’arrét :

La solution de base courante est optimale si tous les coefficients E;, > 0,7 € Jy.

Renouvellement des tableaux (opération de pivotage)

Soient jy et j; les indices des variables entrantes et sortantes, soit al(-f) I’élément de la
i®™¢ ligne et la j¥™¢ colonne du k™ tableau et ag-lf;b le pivot du k™ tableau.

(k)

. . e . (k+1) a4
— Ligne pivot (Diviser sur le pivot) aj;; = RGN
Jjlj
N (k1) (k) (k) (k) (G A S
—Regle Z :a;; " = ay” — (a5 < ag)/(a55,); i # Jjoyj=1,...,n+1
117 __ ancien élément — élément correspond dans la ligne du pivot X élément de la colonne du pivot
nouveauélément = P
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Exemple 5 :

Soit le probléme (I’exemple précédent) :

(

max Z = 800x; + 500z,
10x; + 5xy < 50

(PL) 1 2 <

1521 + 1025 < 90

120,20 >0

Le programme standard du (PL) est :
(
max Z = 800z + 500z + Oeq + Oez
10x1 + 51’2 +e = 50
15%1 + 101’2 + e9 = 90

120,70 20,60 20,60 >0

ay az a3 Q4

10 5 1 0 50
A= b= , ¢ = (800,500, 0,0)
15 10 0 1 90
I
T2
xr = ,J={1,2,3,4}, I ={1,2},ona:rang A =2
€1
€2
1
Jp = {3,4}, Jy = {1,2} = la base initiale est : Ag =
0
[0
= Ay = ,
01
10 5
ot Ay = Lep = (0,0), en = (800,500).
15 10
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. 10 50 50
Ona:zp=Azb= =
01 90 90

Ey =UTAy —cn = cBAZ Ay — ey = —en = (—800, —500) = (E1, E2).
La solution de base réalisable associé a la base Ag = Iy est xz° = (0,0, 50, 90)T ,

avec : Z(z%) = 0.

base | 4 To er | ea | D | O
€ 10| | 5 1 |0 [50|5
€ 15 10 0O |1 [90]|6
A -800 | -50010 |0 | Z=0

min{—800, —500} = —800 = z; la rentre dans la base.

min{5,6} = 5 = e, sorte de base.
base | 1 | 9 €1 €9 6

b

. |1 |1/2 |1/10]0 |5 |10
es |0 [[5/2]]3/2 (1 |15]6

Z |0 |-100 |30 |0 | Z = 4000

min{10,6} = 6 = e, sorte de la base.
min{—100} = —100 = x5 rentre dans la base.

min{10,6} = 6 = e, sorte de la base.
base | 1 | 9 €9

2 | €1 b
z, |1 ]0 |2/5 [-1/5]2
o |0 |1 |-3/5]2/5 |6

Z 0 [0 |20 |40 Z = 4600

Le critére d’optimalité est vérifieé, la solution optimale est d’optimaité

x* = (2,6) avec Z(x) = 4600.
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Problémes linéaires particuliers
Le probléme non réalisable :

Un programme linéaire est dit non réalisable si certaines des ses contraintes sont
contradictoires, lorsque un tel cas se présente, la formulation doit étre revue on reconnait
tel modele, a la fin de la phase 1 de la méthode des deux phases ou la méthode du big
M par la présence d’une variable artificielle non nulle.

Le probléme non borné :

Un programme linéaire est dit non borné si son optimum est infini. On reconnait
un tel cas, lorsqu’a une itération donnée du simplexe, tous les éléments de la colonne de
la variable rentrante sont négatifs ou nuls.

Le probléme linéaire a infinité de solutions optimales :

Ce type de modéle apparait lorsqu’a la fin de la résolution par la méthode du

simplexe, une variable hors base posséde un coefficient nul dans la fonction objectif.

Dans ce cas une itération supplémentaire donnera le second point extréme.

3.5 Obtention d’une base réalisable de départ

En principe dans l'algorithme du simplexe on peut prendre n’importe quelle base
réalisable comme base de départ.
Généralement, on s’arrange pour avoir une matrice unité comme base de départ, en
transformant le probléme initiale par 1’ajoute des variables artificielles (supplémentaires)
Yi, €t appliquer, en suite, ’algorithme du simplexe en deux phases appelé méthode de

deux phases ou encore utiliser la méthode du Big M (pénalité).
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3.5.1 La méthode des deux phases

Lorsque les problémes de PL ne permettent pas de mettre une solution de base
réalisable en évidence, nous pouvons utiliser la méthode des deux phases pour essayer.
D’en générer une, Comme son nom 'indique, la méthode des deux phases est composée
de deux étapes.
Mais avant de lancer la premiére phase, il faut d’abord transformer le probléme
de programmation linéaire sous forme standard, en ajoutant des variables d’écart et des
variables artificielles nécessaires, et construire la fonction objectif artificielle en changeant

les coefficients de la fonction objectif originale de la maniére suivante :

nbr
max Z = clx max e = _ZyK
k=1
r 20, x>0,y >0

Tel que : le (PLS) est le programme linéaire standard et son PL auxiliaire associé
(PLA), et nbr est le nombre de variables artificielles ajoutées, le vecteur = est constitué
des variables de décision et de variables d’écart et le vecteur y des variables artificielles.

Le principe de la méthode des deux phases consiste & appliquer le simplexe en deux
phases :

— Phase 1 : Résoudre le Probléme auxiliaire (PLA) par la méthode du

simplexe.

Si le probléme posséde une solution optimale finie, alors cette solution

est de base réalisable pour le (PLS).

— Phase 2 : Résoudre le (PLS) en utilisant la solution obtenue a la fin de

la premiere phase comme solution de base réalisable de départ.
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Algorithme du simplexe en deux phases :

1. Mettre les contraintes sous forme d’égalités.

2. Rendre positif le second membre des contraintes.

3. Introduire les variables artificielles dans les contraintes.

4. Phase 1 : résoudre le (PLA)

- Si tous y; = 0 (p = 0) passer a b.

- Sinon FIN. Le probléme est non réalisable.

5. Phase 2 : Résoudre le (PLS) en utilisant la solution obtenue en 4.
1. Il n’est pas toujours nécessaire d’introduire m variables artificielles
pour les contraintes, il suffit de les introduire en nombre sufficant pour
avoir une premiére solution de base réalisable.

2. Lorsqu’une variable artificielle sorte de la base, elle ne doit plus étre
prise en considération dans la suite de la procédure.

3. Dans la méthode des deux phases, le premier tableau du simplexe de la
phase 2 est identique au dernier tableau du simplexe de la phase 1,

a lexception de la ligne des Ej, qui est modifiée.

3.5.2 La méthode du Big M (Pénalité)

La méthode de Pénalité consiste a choisir un parametre M > 0 suffisamment grand
pour que toutes les variables artificielles sortent de la base (c’est-a-dire yi = 0). On
obtient, ainsi, la solution optimale du probléme linéaire si une telle solution existe.

Supposons que dans un probléme de programmation linéaire sous forme standard
(PLS), la matrice A ne contient pas de sous-matrice identité, on considére, alors, le

probléme linéaire auxiliaire (PLA) :

nbr
max Z = clx max ¢ = 'z — MYy
k=1
(PLS) Arx =b —associé(PLA) Av+y=b
x>, x>0,y >0.
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ou nbr est le nombre de variables artificielles ajoutées, le vecteur = est constitué des
variables de décisions et de variables d’écarts, et le vecteur y est constitué des variables
artificielles, et on résoudre le (PLA) par la méthode du simplexe :

— Si tous y; = 0 Fin. La solution optimale du PL de départ est atteinte.

— Sinon, le probleme original est non réalisable.
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Conclusion générale

On conclut que la méthode de simplexe est une méthode algébrique itérative qui
permet de trouver la solution exacte en un nombre fini d’étapes et I'une des méthode
les plus efficaces pour la résolution des programme linéaire méme de grandes dimension
ce qui rend intéressant I’opération d’approximer un probléme d’optimisation non linéaire

par une suite de programme linéaire.
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