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Introduction Générale

L’optimisation est une branche importante des mathématiques appliquées, plusieurs
domaine d’activité scientifique peut se réduire a un probléme maximisation ou de mini-
misation.

L’importance de 'optimisation dans la résolution des problémes pratiques en mathé-
matiques appliquées ou dans d’autre activités de recherche est soulignées par de nombreux
auteurs.

Dans ce mémoire, on commence par les définitions et les resultats préliminaires pour
utilisé dans les trois chapitres suivants :

Le premier est consacré aux ensembles convexes, notion intermédiaire entre le cas

linéaire (espaces vectoriels et applications linéaires ) et le cas convexe, qui permettra
de traiter le sujet de maniére trés naturelle.

le second chapitre constitue une introduction aux lesquelles sont abordées progressive-
ment en commengant par les proprietés générales (continuité, différentiabilité, et fonctions
convexes d’une variable réel et de plusieurs variabeles ).

le dernier chapitre est le plus importante, et il est le but de ce théme, il présente le
probléme d’optimisation convexe et les conditions d’optimalité dans les deux cas :

- Probleme d’optimisation sans contraintes.

- Probléme d’optimisation avec containtes.



Définition et resultats préliminaires :

1-Espace vectoriel

Définition 4.4.1 (Sous espace vectoriel)

Soit E un espace vectoriel.

On dit que F' est un sous-espace vectoriel de F, si c’est un espace vectoriel et que
F CE.

Théoréme 4.4.2 (Caractérisation des sous-espaces)

Soit F/ un espace vectoriel.

Soit F' un ensemble tel que :

i) FCE,

ii) O € F,

i) V(a, B) € k2, V(z,y) € F? ,ax + By e F

Alors F' est un espace vectoriel, ¢’est un sous-espace vectoriel de F.

2-Sous-espace affine
Définition 4.5.1
Soit X un espace vectoriel réel, un sous-ensemble A de X est un sous-espace affine
si:
Vee A, ye AVaeR axr+ (1 —a)y € A.

Autrement dit, un sous-espace affine contient toujours la "droite" passant par deux

de ses points x et y.

3-Espace de Hilbert

Définition 4.6.1

On dit que I'espace vectoriel H muni de la forme sesquilinéaire (-|-) est un espace de
Hilbert si H est complet pour la norme = — \/W .

4-Matrice positive

Définition 4.7.1

Une matrice A dans M, ,,, (R) est dite positive [resp. strictement positive] et on note
A > 0 [resp. A > 0], si tous ses coefficients sont positifs ou nuls [resp. strictement positifs].

Si A, B sont deux matrices dans M, ,,(R) la notation A > B [resp. A > B, ou A < B,
ou A < B] signifie que la matrice A — B est positive [resp. A — B est strictement positive,

ou B — A est positive ou B — A est strictement positive].



5-Matrice semi-définie positive
Définition 4.8.1
Une matrice A, n X n est semi-définie positive si chacun des mineurs

principaux de A est positive.

6-Théoréme de Taylor-lagrange

Théoréme 4.9.1

Soit f une fonction de classe C? et (p+ 1) fois dérivable sur un intervalle I = [a, b] et
a valeurs réelles.

Alors 3c €la, b| tel que :

7-Théoréme de carathéodory
Tout point de I'enveloppe convexe d'un ensemble quelconque est représentable par
une combinaison convexe d’au plus (n+ 1) éléments de cet ensemble notamment ses point

extrémaux.



Chapitre 1

Ensemble convexe

1.1 Définition et premieres propriétés

Définition 1.1.1

Soit X un espase vectoriel réel. un sous-ensemble A de X est convexe si :
Ve,y € AVae[0,1];ax+(1—a)y € A;

Autrment dit, un sous-ensemble convexe contient toujours le segment [x.y]. (joignant
deux de ses points = et ).

Une interprétation “optique” consiste & dire que dans une piéce convexe, deux per-
sonnes peuvent toujours s’apercevoir.

Un sous-espace affine est évidmment convexe.
1.2 Envloppe affine et convexe

1.2.1 Enveloppe affine

Définition 1.2.1

Soit S une partie de R"™, alors il existe une partie affine unique F' C R™ contenant S
appelée enveloppe affine de S et notée af f (.5).

C’est la plus petite partie affine de R™ contenant S.

aff(S)=F =nN{Fs/Fs D S} et Fs affine.

Si: S#£0=aff(S)#0 (puisque S C aff(S)).



1.2.2 Enveloppe convexe

Définition 1.2.2
L’intersection de tout les ensembles convexes contenant un sous-ensemble S de R"
est appelée : enveloppe convexe de S.

On la note conv (S) ou co(S) c’est le plus petit convexe de R™ contenant S.

Conséquance de la définition

VS CR", S est convexe ssi S = conv (9).

1.3 Intérieur géométrique

Définition 1.3.1

On dit que a appartient & l'intérieur géométrique de S C E si pour tout d € FE il
existe £ > 0 tel que a + td € S pour tout ¢ € [—,1].

L’intérieur géométrique de S est noté intg (.S) .

Cette notion, indépendante de toute topologie, est liée & la structure vectorielle de F.

11 est clair que intg (S) C S.

Proposition 1.3.1

Si S est convexe, alors intg (S) est convexe.

Preuve :

Soient a,b € intg(S), A € [0,1] et ¢ = a+ A(b—a). Soit d € E, alors 7,5 > 0
existent tels que t € |—7,7[, alors a +td € S, et t € |—5,5] alors b+ td € S.

On a :

at+td+ A(b+td—a—td) €S;

alors
a+td+ A+ Xd—da—Md=a+ A A(b—a)+td=c+tde S;

donc : intg (S) est convexe.

1.4 Propriétés topologiques des ensembles convexes

Désignons par B, la boule unité euclidienne de R"

B={zeR"/|z|| <1} = {z/d(x,0) <1}.



B et C sont des convexes fermés et bornés. Et nous avons :

oVa € R" Ve > 0, la boule de centre a et rayon ¢ s’écrit :
{z/d(z,a) <et =a+{y/llyl < e} =a+eB.

oV(C C R", 'ensemble des x dont la distance & C' ne dépasse pas € est :

{reR"/IyeC |lz—y||<e}=U{y+eB/yeC}=C+eB.

La cloture (fermeture) de C' notée C ou ¢l (C). Et son intérieur. Noté C ou int (C),

peuvent donc s’écrire sous les formes suivantes :

cd(C)=n{C+eB:e>0}.

int(C)={xeC:3¢>0, x+eB CC}.

Théoréme 1.4.1
Soit C' un convexe de R", d’intérieur non vide,

alors :
Va € int (C),¥b e cl (C): VA € [0,1[,(1 = X)a+ Ab € int (C).

Preuve :
Prenons A € [0, 1[ et montrons qu’il existe £ > 0 tel que :
(1-=XNa+M+eBCC.
En effet, b€ cl (C) = Ve >0,be C +¢cB
= be(C+EB
= (1-XNa+MN+eBC(1-XNa+A(C+EB)+EB
= (1—X) [a+ 8EB] + AC.
D’autre part a € int (C) = 3 >0/ a+¢oB C C
donc : a—l—%éB C(Csi %ES@O.
Soit £ = }jr—iao < g alors :
(I1-XNa+M+eBC(1-AN)[a+eB]+AXCC(1-XN)C+IC=C.
Corollaire 1.4.1
Soit C' C E convexe d’intérieur non vide. Alors int (C') et cl (C') sont convexe,

et on a :

cl (int (C)) =l (C), et int (cl (C)) =int (C) = intg (C).



Proposition 1.4.1 La fermeture d’un convexe est convexe.
Preuve :
Soient C' convexe, et a,b € ¢l (C') on prenons z € int (C) # ().
Alors :

(1=Nz+ A=y, cint(C),YAe[0,1].

Soit maintenant u € [0, 1] (fix¢), alors :
(1 —p)a+ puyy € int (C) C C, VX € [0,1];

Et donc : limy 1 [(1—p)a+pyn] = (1 —p)a+ pub e cl(C).

1.4.1 Intérieur relatif

Définition 1.4.1
L’intérieur relatif d’un sous ensemble non vide C' de R", noté ri (C') est défini comme
'intérieur de C' vu comme sous-ensemble de af f (C').

Ce dernier étant muni de la topologie induite.
ri(C)={z€aff(C)/IF>0,(r+eB)Naff(C)CC};

Evidemment : int (C) Cri(C) C C Ccl(C).
e L’ensemble ¢l (C)\ 7i (C) = {x € cl (C),z ¢ ri (C)} est appelé frontiere relative de

C.
o (' est dit relativement ouvert si i (C) = C.
Théoréme 1.4.2
Soit ) # C' C R™ convexe, alors ri (C') est non vide. En autre on a :
c(ri(C)=c(C), ri(C)=ri(c(C));
et

acri(C),becd(CletO<t<l=c=a+t(b—a)eri(C).



Preuve :
Soit xg € C fixé et soit p la dimension de af f (C). Alors il existe z1, 2, ...,x, € C

tels que les p vecteurs (z; — xg), ¢ = 1, ..., p sont linéairement indépendants et

aff(C) = {m::pg—i—Zti(mi—xo):ti eR,i = 1,...,p}.
i=1

Considérer

D D
S = {xzxo—i—Zti(xi—mo):Zti<1etti>0,i:1,...,p}.
i=1

i=1

Alors S est un ouvert non vide de af f (C') contenu dans C' et donc i (C') est non vide.
Puisque aff (C) = aff(cl(C)) on a cl(ri(C)) = cl(C) et ri (C) = ri(cl (C)) en
concéquence du théoréme.
Ce résultat ne passe pas en dimension infinie ol on peut avoir en outre
af f(C) # aff (el (C)).

Un contre-exemple est donné par un hyperplan non fermé C' d’un espace de Hilbert

On obtient alors ¢l (C') = H, int (C' = 0) et ri (C) = C # int (cl (C)) = H.

La notion d’intérieur relatif d’un convexe est donc une notion spécifique aux espaces
vectoriels de dimension finie.

Définition 1.4.2

Etant donné () # S C FE, on considére l'intersection de tous les convexes fermés
contenant S, on obtient ainsi un convexe fermé qui est aussi le plus petit convexe fermé
contenant S.

On l'appelle enveloppe convexe fermée de S et on le note o (.5) .

Proposition 1.4.2 Soit ) # S. Alors, ¢o (S) = ¢l (co(5)).

Preuve :

Tout convexe fermé contenant S contient co(S) et donc sa fermeture qui est aussi
convexe.

De facon générale I’enveloppe convexe d’un fermé n’est pas fermée. Considérer 1’en-
semble :

S ={(z1,22) ER*: >0, ;2o =1} U{(0,0)}.

On a alors :
co(9) = {(z1,22) € R* : 21 >0, x>0} U{(0,0)}.

Cependant, en dimension finie.



Proposition 1.4.3 L’enveloppe convexe d'un fermé borné de R" est fermée bornée.
Preuve :
Soit ) # S C R™ fermé borné,

T = {t: (tos b1, oonstn) €R™N "1 =1, 1; > 0, Z':O,...,n}.
i=0
K=8""'xTet f: K— R" définie par :

f (QC(), L1y eeey L, to, tl, ceey tn) = Z?:O tzl'l
Alors K est compact, f est continue et donc f (K) est compact. Le théoréme de
Carathéodory nous dit que f (K) = co(K).

1.5 Points extrémaux

Définition 1.5.1

Etant donné C' C E convexe, ¢ € C est dit étre un point extrémal de C si :
c=ta+(l—t)baveca,beCette]0,l|=a=b=c

Il est clair que si C' est un convexe d’intérieur non vide, tous ses points extrémaux sont
contenus dans sa frontiére.

En dimension finie, les points extrémaux d’un convexe sont contenus dans sa frontiére
relative.

Un convexe fermé peut ne pas avoir de point extrémal. C’est bien sur le cas de F.

Théoréme 1.5.1 (Théoréme de Krein Milman)

Un convexe fermé borné est I’enveloppe convexe de ses points extrémaux.

1.6 Projection

Soit C' un convexe fermé non vide de R". Pour tout x € R" il existe un et un seul
élément dans C' & distance minimale de x cet élément s’appelle la projection de z sur C'

et est noté pe () :

pe (x) € C,
|lpc (x) — z|| < ||c — z|| pour tout ¢ € C.

10



Caractérisation de p¢ () :

Z € C est po () si et seulement si :
(x —z,c—Z) <0 pour tout c € C.

Dans le cas ot C' est un cone convexe fermé, la caractérisation ci-dessus se simplifie quelque
peu :

Soit K un cone convexe fermé de R" et K° son cone polaire; alors T € K est px (x)
si et seulement si :

r—2 € K°et (x—2,7) =0.
Une propriétés fondamentale de 'application po : R" — C' C R" est comme suite :
Ipc (1) — pe (22)|* < (pe (1) — pe (2) , 21 — T2)

pour tout x; et x5 dans R™.

Il en découle notamment :

Ipc (71) — po (w2)]] < [|21 — 22|

pour tout x; et zo dans R"™.

1.7 Séparation

Tout hyperplan H = {:v eER" alzx = a} sépare R" en deux demi espaces fermés :
Ht = {x e R a’x > a} et H- = {x eR* a’x < a}.
Deux sous ensembles C et C non vides de R™ sont séparés par H si C; C HT et

Cy C H~ ou inversement.

1.7.1 Séparation large

Cy et Cy sont séparés (au sens large) par H si :
ax>aVreCretals <aVre (.
L’éventualité C; UCy C H.

1.7.2 Séparation propre

Si de plus, C; UCy € H, on dit que C; et C sont proprement séparés par H.

11



1.7.3 Séparation stricte

C1 et C5 sont strictement séparés par H si :
a’z > a,Vr € Cy et a’z < o,V € Cy ssi Cy Cint (HT) et Cy Cint (H™).

1.7.4 Séparation forte

C1 et C5 sont fortement séparés par H si :

Je>0/a'z>a+e Ve, etalr <a—eVre .

1.8 Polyédres convexes

Définition 1.8.1
(@ est un polyédre convexe s’il est une intersection d’un nombre fini de demi espaces
fermés.

Un polyédre convexe est donc de la forme :
Q={zeR": Az <a}.

Définition 1.8.2
P est un polytope convexe s’il est enveloppe convexe d’un nombre fini de points.
Un polytope convexe est donc de la forme :

P = {y:iaisi : i@'i: Loy 20,1 = 177p}

=1 =1

Les s; sont appelés sommets du polytope.

P est compact, ses points extrémaux sont des sommets mais tout sommets n’est pas
extrémal.

Définition 1.8.3

D est un cone convexe polyhedral s’il est de la forme :

q
D = {d226jd]5]20,j:1,,q}

=1

Les d; sont appelés directions du cone convexe polyhedral.

Proposition 1.8.1 Un cone convexe polyhédral est fermé.

12



Chapitre 2

Fonction convexe

2.1 Fonctions covexes

Définition 2.1.1

On dit que f : E — R (]R =RU{—o0; +oo}) est convexe sur F si son épigraphe
est convexe, f est concave si —f est convexe.

Nous serons amenés & considérer la somme de deux nombres r, s € R. Par convention,
on prend 400 + s = +00 pour tout seRetr—oo=—o00sir<+oo.

La proposition suivante étant une conséquence assez directe des définitions, nous en
laissons la preuve aux lecteurs.

Proposition 2.1.1

Les trois notions ci-dessous sont équivalentes :

a) epi (f) est convexe;

b) epi (f) est convexe;

c) flatt(b—a)) < f(a)+t[f(b)— f(a)] pour tout a,b € E et tout ¢t € ]0,1].

Les résultats suivants sont aussi aisément obtenus, certains & partir de la définition
géométrique, d’autres a partir de la caractérisation analytique.

- Si f est convexe, alors dom (f), Sy (f), Sy (f), A € R sont convexes, tels que :

{r eR"/ f(z) < 400} =R\ {z/ f () = o0}
= {z R/ INER, (z,)) €epi(f)}.

dom ()

Et
Sx(f) = epi (f) N[R" x {A}], VA € R.

13



Et
Sx(f)={z/ () <A}

- Si f, g sont convexes sur E alors f + g est convexe sur F';

- Si f est convexe sur E et si on a A > 0 alors \f est convexe sur F;

- Si les fonctions f;,¢ € I sont convexes sur F, alors sup,.; f; est convexe sur E.

Il est facile de voir que si E' et F' sont deux espaces vectoriel sur R, si A est une
application linéaire de F dans F, b € F et f : ' — R est convexe sur F, alors la
fonction g définie par g (x) = f (Az + b) est convexe sur FE.

Soient f: F — R, k: R — R et g =k o f. Alors on montre facilement que :

- Si f est convexe et k convexe croissante, alors g est convexe;

- Si f est concave et k convexe décroissante, alors g est convexe;

- Si f est convexe et k concave décroissante, alors g est concave;

- Si f est concave et k concave croissante, alors g est concave.

Proposition 2.1.2

Soit ¢ : B x F — R convexe. Soit C' un convexe de E x F et soit h définie comme
suit :

h(x) = il;f[(p(x’y) cx,y € O]

Alors, h est convexe sur F.

2.2 Continuité

Il suffit de penser & la fonction indicatrice d’'un sous-ensemble convexe qui passe
brusquement de 0 a +oo au bord du convexe pour se convaincre qu’'une fonction convexe
peut ne pas étre continue. Cepandent les “ennuis” se concentrent en quelque sorte au bord
du domaine de la fonction, c¢’est-a-dire 1a ou elle n’est pas localement bornée.

Lemme 2.2.1

Soit f : X — R une fonction convexe sur un espace de Hilbert X et a € X un point

au voisinage duquel la fonction est bornée. Alors f est continue en a.

2.3 Semi-continuité (inférieure)

Définition 2.3.1

Une fonction f : R® — R = [—00, +00] est dite semi-continue inférieurment (s.c.i) en
2 € R" si:

Ve>0,36>0/ f(z) > f(2") —¢, dés que ||z — 2°|| < 4.

0 0

f est dit semi-continue superieurement(s.c.s) en 2’ si —f est (s.c.i) en z°.

14



0

0 ssi elle est a la fois (s.c.i) et (s.c.s) en z°.

Evidemment, f est continue en x

Enfin, on dit que f est (s.c.i) si, elle est (s.c.i) en tout point x € R™.

Remarque 2.3.1

(1)- On peut remplacer R™ dant la définition réciproque par un sous-ensemble quel-
conque C' C R".

(2)- La semi-continuite inférieure de f en z° peut étre exprimée par :

(2% <limp_.o f (xk), pour chaque suite {xk} convergent vers z° et telle que :

limg_ o f (xk) € R.

Autrement dit f est s.c.ien 2% ssi f (2°) = lim,_ 0 inf f () = lims_o (infj, o >s f (2)) -

(3)- On peut également exprimer la s.c.i en termes de voisinages comme c’est le cas
pour la continuité. A ce propos, on dit que :

[ est s.c.i en 20 si VA € R vérifiant A < f (2°), 3V (voisinage de ) tel que Yz € V
on ait A < f (z).

Exemple 2.3.1

(1)- La fonction identiquement égale & —oo est trivialement s.c.i.

l/z ,x>0

(2)- f(x)= 0 z<0 est s.c.i en 2 = 0.

2.4 Rappel sur la différentiable

On rappelle que, par définition, une fonction f : R — R est dérivable en a € R §’il

existe f (a) € R tel que :

flath)—fla)—f (a)h
1]

o(h)=

— 0 lorsque h — 0.

Cette définition s’étend aux fonctions de plusieurs variables comme suit.

Définition 2.4.1

F :R" — RP? est dit différentiable en a € R” s'il existe une matrice p X n, notée F’ (a),

telle que :

1 /
o(h)=+——|F(a+h)—F(a)— F (a) h| — 0 lorsque h — 0.

La matrice F’ (a) est appelée matrice Jacobienne.

Cela revient a dire que F' est différentiable en a s’il existe une matrice F' (a) et une

fonction o : R" — RP? telles que :
F(a+h)=F(a)+ F (a)h+|h| o (h) et o (h) — 0 lorsque h — 0.
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Il est clair que F' est continue en a lorsque F est différentiable en a. désignons par
Fi(a),...,F,(a) les p coordonnées de F'(a) et par ey, ..., e, les n vecteurs de la base

canonoique de R™. le coefficient (i, j) de F' (a) est :

R, Fi(a+ae,) = Fi(a)

= =1
aiL'j ( ) z;—0 z;

F.. (a)

v

Ainsi la différentiabilité de F' en a entraine I'existence des dérivées partielles de F'
en a mais l'existence des dérivées partielles n’implique pas la différentiabilité. Cela

est illustré par I'exemple suivant :
Exemple 2.4.1
Considérer f : R? — R définie par :
2 2

f ($’y) _ { xy_—my2 . si Yy 7é I27

0 si y=a2

Cette fonction n’est pas continue, donc non différentiable & 1'origine, les deux dérivées

partielles a l’origine existent et sont nulles.

2.4.1 Dérivés directionnelles

Définition 2.4.2
Soit f : R® — R une fonction quelconque, 2° € R™ un point tel que f (z°) est finie.

Alors la dérivée directionnelle de f en 2° dans la direction d € R" est définie par :

f/ (xo d) — lim f(x0+)\d) - f(xo)

A0+ A

si elle existe.
(+00 sont des valeurs admises pour la limite).

Notons que :

/ ) = ()
) =y LI

e La dérivée directionnelle est dite < bilatérale>> si :
f(0d) = —f (a°,—d).

e Si f'(2°, d) existe Vd € R", on dira que f est directionnellement différentiable en
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e S'il existe un vecteur constant gy € R" tel que :
£ (2°,d) = (g0, d),Vd € R™.

On dit que f est G-différentiable (ou différentiable au sens de gateaux) en x° et on écrit :

!/

f (%) = go.

2.4.2 Sous différentiel

Définition 2.4.3

Si f est une fonction convexe de R" et 2° € domf et s'il existe g € R™ tel que :

flz)—f (xo) > (x — 2% g), Vr € R™

Alors le vecteur g est appelé sous-gradient de f en 2°.

L’ensemble Of (2°) de tous les sous-gradients de f en 2V s’appelle le sous-différentiel
de f en 2°.

Il est clair que :

of (xo) = {g eR"/f(x)—f (xo) > (r—2a%g), Vo € ]R”}

est un convexe fermé (eventuellement vide) de R™.

Si 2% € R"\domf . Alors 9f (z°) = 0 (par définition).

Of (2°) = {g} ssi g = Vf (2°) (c-a-d ssi f est différentiable en 2 ).

Enfin, si 0f (2°) # 0, on dit que : f est sous-différentiable en 2°. C’est le cas si f est
contunie en z° et alors on montre que df (2°) est compact (borné).

2.5 Fonctions covexes d’une variable réelle

Soit § : R — R. Si @ est convexe, dom (§) = {t : 0 (t) < 0o} est convexe et est donc
un intervalle. I’observation suivante est fondamentale.

Proposition 2.5.1

Soit # : R — R une fonction convexe. S'il existe a tel que :

0 (a) = —o0 alors 0 (z) = —oo pour tout = € int (dom (0)) .

17



Définition 2.5.1

On dit qu’une fonction f : E — R est propre si son domaine est non vide et si
f (z) > —oo pour tout x € E.

Etant donnée une fonction f : C — R avec ) # C' C E, on étend f a F tout entier
en posant f (z) =4oosixz ¢ C.

Cette fonction est propre par construction et dom (f) = C.

Théoréme 2.5.1

Soit I un intervalle non vide de R et # : I — R. Chacune des trois conditions

suivantes est équivalente a la convexité de 6 :

0(62:2((1) < Q(Cc ) Va,b,ce I tels que a < b < c,
9(”2:2(“) < H(Cc Z @ Vo, b,c €I tels que a < b < ¢,
e(b;:z(a) < (CC zb) Va,b,c € I tels que a < b < c.
Preuve :

Il est clair que 0 est convexe si et seulement si pour tout a,c € I et t tels que :
b=ta+(1—t)ceta<b<cona:

0(b) < t0(a)+(1—1)0(c).

Cette inégalité est équivalente a chacune des trois conditions suivantes :

9(b)%§t9(a)——t9(c)+—0(c)
0.(b) — 0(c) <10 (a) — 0 (c)
0(c)—6(b) >t[0(c)—0(a)
donc
t[0(c) —6(a)] <0(c)—6(b),
et
0(b) —6(a) <t0(a) —0(a)+ (1 —1¢)0(c)=(1—1)[0(c) —0(a)]
donc
0(b)—0(a) <(1—-1)[0(c) —0(a)l,
et

6 (b) +t0 (b) < tf(a)+ (1 —1t) 0 (c) + 0 (b)
t0 (b) —th (a) < (1 —1t)0(c) +t0 (b) — 6 (b)
donc :

[0 (b) =0 (a)] < (1 =1)[0(c) =0 (b)].
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Théoréme 2.5.2
Soit I un intervalle non vide de R et 6 : [ — R convexe.
Soient a,b,c € I tels que a < b < c. Alors # est continue en b et admet une dérivée a
droite et une dérivée & gauche en ce point. En autre :
0(b) —0(a) /

s <0 () <0.(0) <

0(c)—0(b)
c—b

Corollaire 2.5.1
Une fonction convexe d’une variable réelle est continue sur l'intérieur de son domaine.
Corollaire 2.5.2
Soit I un intervalle non vide de R et # : I — R convexe.
Alors pour tout a,b,c € int (I) tels que a < b < con a:

/ 0(b) —0(a) ,

0y (a) < ———= <0 () <0, () <

100y ()

Si 0 est dérivable les deux demi-dérivées coincident. On obtient alors des caractérisa-
tions du premier ordre.

Proposition 2.5.2

Soit I un intervalle ouvert non vide de R et § : I — R dérivable sur I. Les trois
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) 6 est convexe sur [ ;

(b) (t—s) (9/ (t)—0 (s)) > 0 pour tout t,s € I

(c) O(t)>0(s)+ (t—s)0 (s) pour tout t,s € I.

Preuve :

Si 0 est convexe, on obtient (b) et (¢) a partir du corollaire précédent. Supposons (b),
et soient a,b,c € I avec a < b < c.

Puisque 6 est dérivable et 0 est croissante, r et s existe tels que :
0(b) —0(a) /

<0 (r)<0(s) <

0 (c)—0(b)
b—a - ‘

a<r<b<s<ec, et
c—b

6 est donc convexe.

Finalement, supposons (c) vérifiée, alors pour tout ¢ € I,

0 (t) = supyes [6’ (s)+ (t—s)6 (s)} (faire s = t).

Ainsi 0 est convexe comme étant sup de fonctions affines.

La caractérisation du second ordre de convexité est un corollaire direct de la propo-

sition. Elle s’écrit comme suit.
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Proposition 2.5.3

Soit # : I — R deux fois dérivable sur [ intervalle ouvert non vide de R. Alors 6 est
convexe sur I si et seulement si 0 (t) > 0 pour tout ¢ € I.

Nous terminons notre étude en remarquant que si ¢ = ta + (1 — t) b, la valeur

t0 (a) + (1 — ) 6 (b) correspond a l'approximation de 6 (¢) donnée par l'interpolation
linéaire & partir des points a et b. On a le résultat suivant :

Proposition 2.5.4

Soit 0 : I — R deux fois dérivable sur l'intervalle I de R. Soient a,b,c € [ et t € R
tels que ¢ = ta + (1 — ) b. Désignons par J I'enveloppe convexe des trois points a,b et c.
Alors il existe d € int (J) tel que :

6(0):fe(a)+(1—f)6(b)+M(b—a)Ze"(d).

2

2.6 Fonctions convexes de plusieurs variables

Théoréme 2.6.1

Soit C' C R™ un convexe d’intérieur non vide et f : €' — R convexe. Alors f est
continue en tout a € int (C).

Proposition 2.6.1

Soit C' un convexe ouvert non vide de R" et f : ' — R différentiable sur C. Les
trois conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f est convexe sur C';

(b) (Vf(x) = Vf(5),2 —y) > 0 pour tout 2, € C';

(©) fy) = f(x)+(Vf(x),z—y) pour tout z,y € C.

Proposition 2.6.2

Soit C' un convexe ouvert non vide de R" et f : ' — R deux fois différentiable sur
C. Alors f est convexe sur C si et seulement si la matrice V2 f () est semi-définie positive

pour tout x € C.

2.7 Stricte et forte convexité

Définition 2.7.1
Soit C' un convexe de F et f: C' — R, on dit que f est strictement convexe sur C
Si:

flta+ (1 —=t)b) <tf(a)+ (1 —1t)f(b), Vt €]0,1] et Va,b € C,a #b.

- Une fonction strictement convexe est convexe.
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Si f est convexe et non strictement convexe alors il existe :
a,ce C,a#c,b=ta+ (1 —1t)cavect€|0,1] tels que :

fle)=tf(a)+ (1 =1)f(b).

- La fonction 0 (t) = f (ta + (1 — t) b) est convexe sur [0,1] et 0 (£) =0 (0)+ (1 —¢) 0 (1).

On obtient :

Fltat (L—1)b)=0() =t0(0)+(1—)0(1) =tf(a)+ (1 —1) f(b) Vte[0,1],

d’ou la caractérisation suivantes :

C.

Proposition 2.7.1

Soit C' un convexe ouvert non vide de R" et f : €' — R différentiable sur C.
Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(a) f est strictement convexe sur C';

(b) (Vf(z)—=Vf(y),z—y) >0 pour tout x,y € C,x # y;

(c) fly)> f(x)+ (Vf(x),z—y) >0 pour tout x,y € C,x #y.

On en déduit la condition suffisante mais non nécessaire (considérer la fonction
f (z) = 2*) du second ordre.

Proposition 2.7.2

Soit C' un convexe ouvert non vide de R" et f : C' — R deux fois différentiable sur

Si pour tout x € C la matrice V2f (z) est définie positive alors f est strictement

convexe sur C.
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Chapitre 3

Optimisation convexe

3.1 Rappels d’optimisation

Sous la forme générale, un probléme d’optimisation s’écrit comme suit :

min [f (z) : x € (. (P)

La fonction f : R™ — R est appelée fonction objectif, ’ensemble ) # C' C R" est appelé
I’ensemble des solutions réalisables.

On appelle solution optimale globale de (P), tout point € C' satisfaisant
f (@) < f(z) Ve eC.

L’ensemble des points Z ainsi défini est noté arg ming f (z) .
On dit qu’un point Z € C' est solution optimale locale de (P), s’il existe un voisinage

V de x tel que :
f@ <f(x) VeeCnV.

L’ensemble des points T ainsi défini est noté loc ming f ().
Nous avons toujours arg ming f () C locming f ().
Rappelons que si f est semi continue inférieurement (s.c.i) et C' compact (fermé et

borné) alors arg ming f () # 0.
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3.2 Condition d’optimalité

3.2.1 Le cas sans contraintes

Ici C = R"™. Le probléme est donc :

mmin[f(x) cx e R".
eConditions du premier ordre
Supposons la fonction f : R® — R de classe C* sur R”.
Condition nécessaire (CN1)
Si f a un minimum local en Z alors Vf (Z) = 0.
Condition suffisante (CS1)
Si f est convexe et V[ (Z) = 0 alors f a un minimum global en Z.
eConditions du second ordre
Supposons la fonction f : R® — R de classe C? sur R".
Conditions nécessaires (CN2)
Si f a un minimum local en z € R" alors Vf(Z) = 0 et la matrice des dérivées
secondes V2 f () est semi-définie positive sur R™.
Conditions suffisantes (CS2)
Si Vf (%) = 0 et si la matrice V2f (Z) est définie positive, alors f a un minimum local
en x.
eCas des fonctions convexes
Si f est convexe (non nécessairement différentiable), alors une condition nécessaire et

suffisante (CNS) pour que Z soit un minimum global est 0 € 9f (7).

3.2.2 Le cas avec contraintes

On considére maintenant le probléme :

mxln[f(a:) cxeC].
O C est un convexe de R" et f est C'! sur un ouvert contenant C'. On a les conditions
suivantes d’optimalité en un point z € C.
- Condition nécessaire du premier ordre :
Si f a un minimum local sur C' en z alors (Vf (z),x —Z ) > 0 pour tout = € C.
- Condition suffisante du premier ordre :
Si f est convexe et (Vf(z),z —Z ) > 0 pour tout x € C alors f a un minimum

global sur C' en 7.
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Notons que dans les deux cas nous avons Vf (Z) € N (Z) ou

N (z) = { ERY: (fy —7) <0Vy e S'(E)}
est le cone normal & ’ensemble de niveau.
S(z) ={y e R" tel que f(y) < f ()}
On suppose maintenant que C est défini comme suit :
C={reR":¢;(x)<0,i=1,....p; hj(z)=0, j=1,...,q}.

Les contraintes g; () < 0 sont appelées contraintes d’inégalités et les contraintes
h; (z) = 0 contraintes d’égalités.
L’obtention de conditions nécessaires d’optimalité nécessite que certaines conditions
appelées conditions de qualification des contraintes soient vérifiées.
Les conditions de qualification :
oC est un polyédre convexe
C’est le cas lorsque les fonctions g; et h; sont affines.
eCondition de Slater
La condition de qualification des contraintes de Slater est comme suit :
- Les fonctions g; sont convexes et les fonctions h; sont affines.
- 11 existe z° tel que g; (z°) < 0 et h; (%) = 0 pour tout 4, j.
eCondition de Mangasarian-Fromowitz
La condition de qualification des contraintes de Mangasarian-Fromowitz en un point
z € C est comme suit :
- Les ¢ vecteurs Vh; (Z) sont linéairement indépendants.
- 11 existe d tel que (Vh;(Z),d) = 0 pour tout j et (Vg; (Z),d) < 0 pour tout
iel(z).
Le théoréme suivant dit de Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange donne une condition né-
cessaire d’optimalité :
Théoréme 3.2.1
Supposons que les fonctions f, g;, h; sont C' dans un voisinage de € C' et que les
contraintes vérifient une des trois conditions de qualification ci-dessus.

Si f a un minimum local en z sur C' alors il existe A € RP et p € R? tels que :

V§(z)+ Z AiVgi (T) + Y p;Vhy (T) =0,

Jj=1
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Les quantités A; et u; sont appelées multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange.

Lorsque le probléme est convexe (f et g; convexes et h; affines) on a la condition
suffisante d’optimalité :

Théoréme 3.2.2

Supposons que les fonctions f, g; sont C! dans un voisinage de 7 € C' et convexe et

que les fonctions h; sont affines. S’il existe A € R” et 1 € RY tels que :
p q
Vi@ +Y ANV (z)+ Y puVh(z) =0,
i=1 j=1

alors f a un minimum global en z sur C.

On associe au probléme d’optimisation :
mmin{f(x) 1gi(2) <0, i=1,...,p; hj(x)=0, j=1,....q},

la fonction [ : R™ x [0, 0o’ x R? — R définie par :

L A) = £ @)+ 0 g () + 3 gl (2).

appelée Lagrangien.

Le théoréme suivant s’écrit en terme de Lagrangien comme suit :

Théoréme 3.2.3

Supposons que les fonctions f , g; , h; sont C' dans un voisinage de T € C' et que les
contraintes vérifient une condition de calification.

Si f a un minimum local en z sur C' alors il existe A € RP et u € R? tels que :
Vol (Z, A\, 1) =0,Val(Z, A\, 1) <0,V,I(Z,\, 1) =0,

A >0, (N Val (7, M 1)) = 0.
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Conclusion Générale

La notion de convexité est une outil mathématique d’importance capital pour ’étude
des problémes d’optimisation et autres.

En effet, les ensembles et les fonctions convexes jouissant de propriétés algébriques et
topologiques fréquement utilisées dans la caractérisation des solution optimales et méme
pour la développement des procedures permettant de calculer (numériquement) ces solu-

tions.
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